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Respostas sem justificativas serão desconsideradas. As justificativas devem ser completas,
escritas de maneira clara, organizada e baseadas apenas nos resultados apresentados até a
última aula.

Questões

1. (1/2 pt) Prove a validade da Fórmula de Jensen para funções holomorfas definidas
em D ⊂ C, usando os chamados fatores de Blaschke

ψα(z) =
α− z
1− αz

.

Para isto olhe para funções do tipo

D 3 z 7−→ f(z)

ψz1(z) · . . . · ψzn(z)
,

onde z1, . . . , zn são números complexos escolhidos apropriadamente.

2. (1/2 pt) Usando a Fórmula de produto para a função z 7−→ sen(z), calculada em
z = π/2, mostre a validade da chamada Fórmula de Wallis

π

2
=

2 · 2
1 · 3

· 4 · 4
3 · 5

. . .
2m · 2m

(2m− 1) · (2m+ 1)
. . .

3. (1 pt) Estabeleça as seguintes propriedades de produtos infinitos:

a) Seja {an}n∈N uma sequência em C tal que
∑∞

n=1 |an| < +∞ e an 6= −1, para todo
n ∈ N. Mostre que

∏∞
n=1(1+an) converge para algum número complexo não-nulo

se, e somente se,
∑∞

n=1 an converge;

b) Encontre um exemplo de uma sequência de números complexos {an}n∈N tal que∑∞
n=1 an converge, mas

∏∞
n=1(1 + an) diverge;

c) Encontre um exemplo de uma sequência {an}n∈N de números complexos tal que∏∞
n=1(1 + an) converge, mas a série

∑∞
n=1 an diverge.
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4. (1/2 pt) Usando o Teorema da Fatoração de Hadamard decomponha como produtos
as seguintes funções inteiras:

a) f(z) = ez − 1;

b) g(z) = cos(πz).

Respostas:

f(z) = exp
(z

2

)
z

∞∏
n=1

(
1 +

z2

4n2π2

)
e g(z) =

∞∏
n=1

(
1− 4z2

(2n+ 1)2

)
.

5. (1/2 pt) Demostre o Pequeno Teorema de Picard. Se f : C→ C é uma função inteira
de ordem de crescimento finita e f omite dois pontos do plano complexo, então f é
uma função constante.
(Dica: Mostre que se f omite um ponto a ∈ C, então g(z) ≡ f(z) − a é da forma
g(z) = exp(P (z)), onde z 7−→ P (z) é uma função polinomial).

6. (1/2 pt) Mostre que a equação ez − z = 0, possui infinitas soluções em C.
(Dica: use o Teorema de Fatoração de Hadamard.)

7. (1/2 pt) Prove que para todo s ∈ C tal que Re(s) > 1 temos:

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞
0

xs−1

ex − 1
dx.

(Dica: mostre que a função 1/(ex − 1) pode ser representada pela série
∑∞

n=1 e
−nx)

8. (1 pt) Use o exerćıcio anterior para obter uma outra prova de que a função zeta de
Riemann inicialmente definida como {s ∈ C : Re(s) > 1} 3 s 7−→ ζ(s) ≡

∑∞
n=1 n

−s

admite uma continuação anaĺıtica à todo C \ {1}. Além do mais, o ponto s = 1 é um
polo simples da função zeta de Riemann e res(ζ, 1) = 1.
Para isto use o seguinte roteiro: primeiro passo. Observe que segue do exerćıcio anterior
que para todo s ∈ C satisfazendo Re(s) > 1, temos a seguinte igualdade:

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ 1

0

xs−1

ex − 1
dx+

1

Γ(s)

∫ ∞
1

xs−1

ex − 1
dx.

Segundo passo. Mostre que a segunda parcela do lado direito da igualdade acima define
uma função inteira. Terceiro passo. Mostre que a primeira parcela satisfaz a seguinte
identidade:

1

Γ(s)

∫ 1

0

xs−1

ex − 1
dx =

∞∑
m=0

Bm

m!(s+m− 1)
,

onde Bm denota o m-ésimo número de Bernoulli que é definido pela seguinte função
geradora

x

ex − 1
=

∞∑
m=0

Bm

m!
xm.

Note que B0 = 1 e já que z/(ez − 1)) é holomorfa em D(0, 2π), então temos pelo
Fórmula do Raio de Convergência e pelo Teorema da Fórmula Integral de Cauchy que

lim sup
m→∞

(
Bm

m!

) 1
m

=
1

2π
.
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