76 Célculo

90. A raiz n-ésima de n!

(a) Mostre que lim (2nm)V = 1 e, portanto, usando
a aproximagdo de Stirling (Capitulo 8, Volume I, Exer-

cicio adicional 50, item (a)), que
nl ~ g para valores grandes de n.

%8 (b) Testeaaproximagio no item (a) paran =40, 50, 60, .. .,

até onde sua calculadora permitir.

91. (a) Presumindo que 1imn_>x (1/n) = 0 se ¢ for qualquer

constante positiva, mostre que

lim lnEn =0

n—x N

se ¢ for qualquer constante positiva.

(b) Prove quelim  (1/n) = 0 se cfor qualquer constante
positiva. (Sugestdo: Se € = 0,001 e ¢ = 0,04, de quanto
deve ser N para assegurar que |1/n°- 0] < ese n > N?)

92. O teorema da seqiiéncia intercalada Prove o teorema
da seqiiéncia intercalada para seqiiéncias: se tanto {a}
quanto {b } convergem para L, entdo a seqiiéncia
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converge para L.
93. Prove que lim,_,. Vn=1.
94. Prove quelim __x"" =1, (x > 0).
95. Prove o Teorema 2. 96. Prove o Teorema 3.

Nos exercicios 97-100, determine se a seqiiéncia € cres-
cente e se possui um limitante superior.
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Seviyy ~ R,
Quais das seqliéncias nos exercicios 101-106 convergem?
Quais divergem? Justifique as suas respostas.

0L a,=1-+ 102 a,=n- %

21 -
103. a, = > 104. g, = 3
105.a, = ((~1)" + 1)(” : 1)

106. O primeiro termo de uma seqiiéncia é x, = cos (1). Os
termos seguintes sio x, = x, ou cos (2), o que for maior;
ex, = x, ou cos (3), o que for maior (mais a direita). Em geral,

x ., = max {x, cos (n + 1)}

n+l1

107.Seqiiéncias decrescentes Uma seqiiéncia de numeros
{a}naquala =a  paratodo n é chamada seqiiéncia
decrescente. Uma seqiiéncia {a } ¢ limitada inferiormente
se existe um numero M tal que M = a para todo n. O
nimero M ¢ um limitante inferior para a seqiiéncia. A
partir do Teorema 6, prove que uma seqiiéncia decrescente
limitada inferiormente converge e que uma seqiiéncia de-
crescente que ndo ¢ limitada inferiormente diverge.

(Continuagdo do Exercicio 107) Utilizando a conclusdo
do Exercicio 107, determine quais das seqiiéncias nos exerci-
cios 108-112 convergem e quais divergem.

108. a, = 2+ 1 109, g, = 1+ Y20
Vn
—1_4n ) _4n+1+3n
110. a, = 2” 111' an, = 4n
112.0 =1, a  =2a-3

113. A seqiiéncia {n/(n + 1)} tem menor limitante superior

igualal Mostre que se M é um niimero menor que 1,
entdo os termos de {n/(n + 1)} podem acabar excedendo
o valor de M. Portanto, se M < 1 existe um inteiro N tal
que n/(n+ 1) > M paratodon > N. Comon/(n+1) <1
para todo #, isso prova que 1 é o menor limitante supe-

rior para {n/(n + 1)}.

Prove
que se M e M, sdo os menores limitantes superiores para

114. Unicidade dos menores limitantes superiores

a seqliéncia {a }, entio M, = M,. Sendo assim, uma se-
qliéncia ndo pode ter dois limitantes superiores diferentes.

115. E verdade que uma seqiiéncia {a } de numeros positivos
limitada superiormente deve convergir? Justifique sua
resposta.

116. Prove que, se {a } é uma seqiiéncia convergente, entdo
para cada numero positivo € corresponde um inteiro N
tal que paratodomen

m>N e n>N = |a -a|<e

117. Unicidade de limites Prove que limites de seqliéncias
sdo Unicos. Ou seja, mostre que, se LelL, forem nume-
rostaisquea —L ea— L, entdo L, = L,. '

118. Limites e subseqiiéncias Se os termos de uma se-
qliéncia aparecem em outra seqiiéncia na ordem dada,
chamamos a primeira seqiiéncia de subseqiiéncia da
segunda. Prove que, se duas subseqiiéncias de uma se-
qiiéncia {a } possuem limites diferentes L, # L, , entdo
{a } divergira.

119. Para uma seqiiéncia {a }, os termos de indices pares sdo
denotados como a,, e os termos de indices impares, como
a,., Prove que,sea, —Lea, —L,entioa — L.

120. Prove que uma seqiiéncia {a } converge para 0 se e somente
se a sequiéncia de valores absolutos {|a |} converge para 0.




