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O aluno Thiago Mendonca Ferreira Ramos (thiagomendoncaferreiraramos@yahoo.com.br) dard
suporte aos alunos no desenvolvimento do projeto. Laboratérios do LINFO (6) tem instalado o
software necessério (PVS com as livrarias PVS da NASA).

1 Introducao

O Méximo Divisor Comum (MDC) entre dois nimeros inteiros, diferentes de zero, é uma nogao
bésica em computagao e matematica, definida como

Vi, j €Z,i#0Vj#0, MDC(i,j) :=méximo{k | k|iAk]|j}

onde “m | [” denota que m divide a [.

Algoritmos para computar MDC estao disponiveis na maioria das linguagens de programacao
assim como em ambientes computacionais utilizados para computacao algébrica e numérica.

Diversas implementacoes para computar MDC sao inspiradas no primeiro algoritmo conhecido,
o algortimo de Euclides, mas outras abordagens sao possiveis.

A corregao e completude de qualquer método computacional, A, para computar MCD pode
ser expressa da seguinte maneira:
Corregao: para todo par de inteiros i e j, tais que algum deles é diferente de zero, A computa
para as entradas i e j o valor A(i, j), tal que A(i,5) | i e A(i,j) | 7 e para qualquer k € Z, tal
quek | iek | 7, k<A, ).

O objetivo do projeto da disciplina é formalizar a corregao de diferentes abordagens para
computar MDC no assistente de demonstragao PVS.

2 Descricao do Projeto

Com base na teoria PVS gcd disponivel na pagina da disciplina, especificada na linguagem do
assistente de demonstracdo PVS (pvs.csl.sri.com) executdvel em plataformas Unix/Linux os
alunos deverao formalizar a corrcao de diferentes abordagens para computar MDC expressas nas
especificacoes das fungoes gcd _SW, gcd DT e gcd_jp. A base para esse trabalho é a formalizacao
da funcao gecd, que corretamente computa o MDC entre dois inteiros nao simultaneamente nulos,
presente na teoria gcd:

gcd(n, m) : RECURSIVE nat =
IF abs(n) = abs(m) THEN abs(n)
ELSE IF (n = 0 OR m = 0) THEN abs(n+m)
ELSE IF (abs(n) > abs(m)) THEN
gcd(abs(n)-abs(m), abs(m))
ELSE gcd(abs(m)-abs(n),abs(n))
ENDIF



ENDIF
ENDIF
MEASURE abs(n)+abs(m)

A formalizacao da correcao desta funcao consiste de:

e Prova de que a funcao esta bem definida; i.e., para cada par de argumentos inteiros n e m,
gcd retorna um valor natural. O que estd expresso na demonstracao de Type Correctness
Conditions - TCCs geradas pelo sistema.

e Prova de que a fungao ¢é logicamente correta; i.e., prova de que o gcd computado fornece um
divisor dos argumentos e da sua maximalidade, o que esta expresso no corolario:

gcd_is_correct : COROLLARY
(m /= 0 OR n /=0) => divides(gcd(m,n),m) &
divides(gcd(m,n),n) &
FORALL (k) : (divides(k,m) &
divides(k,n) =>
k <= gcd(m,n))

Mais especificamente, os alunos deverao formalizar a correcao das fungoes gcd_SW, gcd DT,
especificadas para computar o MDC entre inteiros, e gcd_jp, especificada para computar o MDC
entre inteiros positivos, embaixo

gcd_SW(n, m) : RECURSIVE nat =
IF abs(n) = abs(m) THEN abs(n)
ELSE IF (n /= O AND m /= 0) THEN
IF (abs(n) > abs(m)) THEN
gcd_SW(abs(n)-abs(m), m)
ELSE gcd_SW(abs(m)-abs(n), n)
ENDIF
ELSE abs(n+m)
ENDIF
ENDIF
MEASURE abs (n)+abs (m)

gcd_DT(n, (m | m /= 0 OR n/= 0) ) : RECURSIVE nat =
IF abs(n) = abs(m) THEN abs(n)
ELSE IF (n = 0 OR m = 0) THEN abs(n+m)
ELSE IF (abs(n) > abs(m)) THEN
gcd_DT(abs(n)-abs(m), abs(m))
ELSE gcd_DT(abs(m)-abs(n),abs(n))
ENDIF
ENDIF
ENDIF
MEASURE abs (n)+abs (m)

gcd_jp_aux(i, j,(k | (k >= 2 AND k <= i + 1 AND k <= j + 1)) ) : RECURSIVE nat =
IF (i =10R j =1) THEN 1



ELSE

IF (k > i OR k > j) THEN 1

ELSE
IF (divides(k, i) AND divides(k, j)) THEN

k * gcd_jp_aux(ndiv(i,k), ndiv(j,k), 2)

ELSE gcd_jp_aux(i, j, k+1) ENDIF

ENDIF

ENDIF

MEASURE i + j - k

demonstrando mecanicamente, as seguintes conjecturas:

%%% Question 01 %%%
gcd_SW_same_gcd : LEMMA FORALL (m,n)
gcd_SW(m,n) = gcd(m,n)

gcd_SW_is_correct : CONJECTURE
(m /= 0 OR n /=0) => divides(gcd_SW(m,n),m) &
divides(gcd_SW(m,n) ,n) &
FORALL (k) : (divides(k,m) &
divides(k,n) =>
k <= gcd_SW(m,n))
%%% Question 02 %%
gcd_DT_same_gcd : CONJECTURE FORALL (m,n)
(m /= 0 OR n /=0) => gcd_DT(m,n) = gcd(m,n)

gcd_DT_is_correct : CONJECTURE
(m /= 0 OR n /=0) => divides(gcd_DT(m,n),m) &
divides(gcd_DT(m,n),n) &
FORALL (k) : (divides(k,m) &
divides(k,n) =>
k <= gcd_DT(m,n))
%%% Question 03 %%
gcd_jp_same_gcd : CONJECTURE
ged_jp(i,j) = gecd(di,j)

gcd_jp_is_correct : CONJECTURE
divides(gcd_jp(i,j),1i) &
divides(gecd_jp(i,j),]) &
FORALL (k) : (divides(k,i) & divides(k,j) =>
k <= gcd_jp(i,j))

Observa-se que as duas primeiras formalizagoes sao consequéncias simples das conjecturas de
coincidéncia entre estas fungoes assim especificadas (gcd_SW e gcd DT) e a fungdo ged, mas o
sucesso na ultima formalizacao dependera de descobrir e provar alguns resultados algébricos a ser
determinados durante a pesquisa para desenvolvimento desta formalizagao.



3 Etapas do desenvolvimento do projeto

Os alunos deverao definir grupos de trabalho limitados a quatro membros. O projeto sera dividido
em duas etapas como segue:

e A primeira etapa do projeto e a de Verificacao das Formalizagoes. Os grupos deverao
ter prontas as suas formalizacoes na linguagem do assistente de demonstracao PVS o dia
31.01.2011. Na semana de 31.01-02.02.2011 realizar-se-a a verificacao do trabalho para a
qual os grupos deverdo, em acordo com o monitor e professor, determinar um horario (de
uma hora) no qual todos membros do grupo deverdao comparecer.

Avaliagao (peso 6.0):

— Um dos membros, selecionado por sorteio, explicara os detalhes da formalizacao em
maximo 20 minutos.

— Os quatro membros do grupo poderao complementar a explicacao inicial em méximo
10 minutos.

— A formalizacao sera testada nos seguintes 30 minutos.

e A segunda etapa do projeto consiste da apresentacao dos resultados finais e conclusoes do
estudo do problema.
Avaliagao (peso 4.0): Cada grupo de trabalho devera entregar um Relatério Final inédito,
editado em Latex, limitado a oito paginas (12 pts, A4, espagamento simples) do projeto até
o dia 03.02.2011 com o seguinte conteudo:

— Introducao e contextualizacao do problema.

— Explicagao da solugoes.

— Especificagao do problema e explicacao do método de solucao.
— Descricao da formalizacao.

— Conclusoes.

— Referéncias.



