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Prefacio

Este trabalho teve como origem as notas de aula de um curso de Equagoes Diferenciais
Parcias 2 ministrado no primeiro semestre de 2007. O texto estid baseado fundamentalmente
nos livros de deFigueiredo [6], Evans [5], Gilbarg-Trudinger [7] e Ponce [15]. Os assuntos aqui
tratados estao relacionados somente com equagoes elipticas de segunda ordem. Uma parte dos
exercicios ao final de cada capitulo foram retirados de listas encontradas na Internet. Alguns
deles sao resultados classicos que vém acompanhado de referéncias com o intuito de nao tornar
o texto muito extenso. Acreditamos que o material aqui apresentado pode ser coberto em um
curso de 60 horas.

A existéncia dessas notas nao teria sido possivel sem a ajuda dos alunos, de modo que
nos coube somente uma porc¢ao menor de digitagao, revisao e homogenizagao do texto. Sendo
assim, nao poderiamos deixar de registrar aqui nossos agradecimentos a todos que ajudaram na
tarefa de digitagdo, quais sejam: Adriana Flores, Anyelle Nogueira, Janete Carvalho, Jefferson
Abrantes, Laura Lobato, Manuela Rezende, Mariana Reis, Maxwell Lizete, Miguel Cezana,
Nilton Barroso, Pablo Pinheiro, Ricardo Ruviaro. Agradecemos ainda Walter Batista e Gilberto
Vieira que forneceram as anotacoes manuscritas das aulas.

Como é comum nesse tipo de material, o texto esti ainda incompleto. Preten-
demos incluir varias aplicacoes que terao origem em seminérios de cursos posteri-
ores. Algumas dessas aplicagoes estao digitadas mais nao foram ainda revisadas.
Por isso, preferimos nao inclui-las nessa versao. Desde ja peco desculpas aqueles
que digitaram algum seminéirio e ainda nao o encontraram nessa versao das notas.

Tendo em vista o carater dinamico que gostariamos de dar a essas notas convido a todos

que tenham sugestoes ou correcoes que as envie para o endereco eletronico mfurtado@unb.br.

Marcelo Fernandes Furtado
Dep. de Matematica - UnB



Notacoes

Q) C R™ sera sempre um aberto

B,(y) ={x € R": |x — y| < r} é a bola aberta de centro y € R" e raio r > 0
Wy = fBl(O) 1dx é o volume da bola unitaria B;(0)

0y CC Q indica que ©y é um compacto contido no aberto

Ck(Q) é o conjunto de todas as fungoes u : 2 — R que possuem derivadas até ordem k

continuas em §)

C*k7(Q) é o conjunto de todas as fungoes u : Q — R cujas derivadas até ordem k sao

Holder continuas com expoente v

ut(z) = max{u(x),0}, v (z) = max{—u(z),0}



Introducao

Estamos interessados em estudar a equacao diferencial parcial
Lu=f em(,

onde €2 C R™ é aberto, f : 2 — R é uma funcao continua, o operador diferencial L atua sobre

funcoes u : {2 — R duas vezes diferenciaveis e tem uma das seguintes formas

n

Lu = Z T)Ug;e; + Z b (2)uy, + c(z)u

,j=1

ou
n

Lu:—Z( T)Ug, )z —I—ZbZ T)Ug, + c(x)u,

ij=1
com a”, b, c : Q — R tendo algum tipo de regularidade que especificaremos no momento

oportuno e
ou *u
Uy, 1= Ugg: =
. 8@ ’ i 8ZEZ'ZL’j

denotam as derivadas parciais de ordem da funcao wu.

Um exemplo importante do problema acima é o caso em que b' =---=b"=c=0e
. 1, se i =y,
a’(x) = by = !
0, se i #j.

Neste caso, temos a conhecida equacao de Poisson.

J
—Au = _Zuwiwi =f em L
i=1
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Introducao 4

No caso em que f = 0 temos a equacdo de Laplace
Au=0 em €.

As equagoes acima sao importante por seu forte apelo fisico. Por exemplo, se a dimensao
n éigual a 3, E = (E,, E,, E,) ¢ um campo vetorial elétrico de R* em R* e p: Q — R é uma

distribuicao de cargas, prova-se que
divE =47mp em (),

onde div E ¢é a divergéncia do campo F, isto é,

OE, N OE, N OF,
Ox oy 0z

divE =
Em particular, quando o campo E é um campo potencial, existe uma funcao u : 2 — R tal que

E:Vu:(au ou 8u).

dx’ 0y’ 0z

Temos entao, divE = div(Vu) = Au, e portanto a fun¢io u satisfaz a seguinte equagio de
Poisson

Au(z,y, z) = 4mp(z,y, 2), (z,y,2) € Q.

No caso bidimensional, n = 2, verifica-se que, se u(x,y) é a temperatura de uma chapa

metalica em equilibrio térmico, entao u satisfaz a equacao de Laplace
Au(z,y) =0, (z,y) €9,

onde © C R? é uma regido do plano que representa a chapa metalica.

Observe que se uma funcao u :  — R é tal que Au = f em () entao, para toda constante
v € R, a fung¢do v(z) = u(x) 4 ainda satisfaz a mesma equagdo. Sendo assim, cabe a seguinte
pergunta: que tipo de imposicao precisamos fazer para obter unicidade de solucoes para o
problema pratico com o qual estamos trabalhando?

Uma idéia seria ter algum controle do que acontece com a solugao na fronteira do conjunto
Q. Isso nos leva a formulacao do seguinte problema: dado um aberto 2 C R"™ com fronteira 02
suficientemente regular e uma funcio continua ¢ : 9 — R, encontrar uma funcio u : Q@ — R

continua e duas vezes derivavel em () tal que

Au = 0 em(,
u = g em Of.
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Introducao 5t

O problema acima é conhecido como Problema de Dirichlet. Podemos fazer a mesma formulagao

para a equacao de Poisson. Nesse caso o problema é

Au = f em(,
u = g em 0,

onde 2 e g sao como antes e f : ) — R é continua.
O objetivo principal dessas notas é estudar as seguintes questoes relativas a problemas como

0s acima mencionados:
1. existéncia de solucao;
2. unicidade da solucao;
3. como a solucao varia quando variamos os dados de fronteira.

Nos casos em que houver existéncia de solucao vamos ainda estabelecer algumas propriedades
qualitativas dessas solugoes.
A fim de estabelecer de uma maneira mais clara alguns problemas a serem estudados vamos
no que segue fixar algumas notagoes.
Dado um aberto 2 C R" denotamos o conjunto das funcgoes reais continuas definidas em 2
por
C() :={u: Q2 — R:ué continua em Q}.

Se k € NU {0} é um inteiro ndo negativo, um multi-indice o de ordem k é uma n-upla
a=(ag,...,qa,) tal que

lal :==a; + -+ a, =k,

onde o; € NU {0}. O namero |a| acima é chamado ordem do multi-indice a. Se |a] > 1 e

u € C(Q), denotamos
OFu

D%y .=
aalxl “e aanajn7

quando a derivada mista do lado direito acima existe. A fim de facilitar a notacao escrevemos
ainda D*u = u quando |a| = 0.
Observe que D%u é uma funcao definida em €2 que toma valores em R. Quando u possui

todas as derivadas mistas de ordem k escrevemos
DFu(z) := {D%(z) : @ & um multi-indice de ordem k}.

Estabelecendo algum tipo de ordem para as derivadas mistas acima, D*u(x) pode ser visto

k . . ~
como um vetor de R™ . Casos particulares importantes sao aqueles em que k = 1, quando
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Introducao 6

podemos identificar a derivada com o vetor gradiente

Dlu(z) = Vau(z) = (‘9“ (z),- - ﬂ(g;)) ,

Oz, "0z,

bem como o caso k = 2, quando identificamos a derivada com a matriz Hessiana

[ % R 0%u . i
01101, 0x10x,,
D?u(x) =
0*u ﬂ( )
| 0,01, v 0x,0%, v |

Com relagao a derivadas de ordem superior vamos definir, para k € N, os seguintes conjuntos

D%u existe e é continua para todo
C*Q)={u:Q—=R:
multi-indice « tal que |o| < k

Cx(Q) = (1 Q).
keNU{0}
Escrevemos ainda C°(Q2) = C(Q).
Note que uma fungao u € C(2) pode ser ilimitada. No entanto, se ela for limitada e
uniformemente continua em 2, podemos estendé-la continuamente (e de maneira unica) até o
fecho de 2. Desse modo, podemos falar dos valores da funcao w na fronteira do conjunto 2.

Definimos entao, para k € NU {0}, o conjunto

o D%y é limitada e uniformemente continua,
CHQ) =< ueCrQ):
para todo multi-indice « tal que |o| < k

Nao é dificil mostrar que, com as definicbes usuais de soma entre funcoes e multiplicacao de
uma funcdo por um nimero real, os conjuntos C*(Q), C=(Q) e C*(Q) sdo espacos vetoriais
reais.

Utilizando as notagoes introduzidas acima podemos reformular alguns dos problemas men-

cionados anteriormente como segue.

PROBLEMA DE DIRICHLET: Dado um aberto Q2 C R"™ e uma funcao g : 92 — R continua,

Notas de EDP2  Versdo 2.0 - Maio/2023



Introducao 7

encontrar u € C2(Q) N C() tal que

Au = 0 em(,
u = g em S

PROBLEMA DE Po0OI1ssON: Dado um aberto 2 C R" e func¢oes continuas f: Q2 > Re g: 00 —
R, encontrar u € C%() N C(Q) tal que

Au = f em(,
u = g em 0.

Vamos introduzir um outro problema que serd também de nosso interesse fazendo algumas
modificacbes na condicao de fronteira. Para isso, vamos supor que a fronteira 02 é suave, em
um sentido que ficara claro mais tarde, e denotar por n = n(x) o vetor normal exterior a 2 no

ponto z € 0. Se u € C(2) e z € 0N a derivada normal de u no ponto z, quando existe, sera

denotada por

Estamos prontos para apresentar o outro modelo béasico de problema a ser tratado nessas

notas.

PROBLEMA DE NEUMANN: Dado um aberto 2 C R™ com fronteira suave e fungoes continuas
f:Q—=Reg:00— R, encontrar u € C2(2) N CH(Q) tal que

Au = f em(,
Ju

a—n = g em 0.
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Capitulo

1

Funcoes harmonicas

Comecamos esse capitulo com a seguinte definicao.

Defini¢io 1.1. Uma funcdio u € C?*(Q) é harmonica em S se ela satisfaz a equagdo
Au(z) =0, z€Q,

em que Au =" Uy, € 0 operador Laplaciano.

O exemplo mais simples de fungao harmoénica é uma fungao constante. De uma maneira

mais geral, qualquer funcao da forma

(xl,...,xn) — ag + Z bZIL'Z—f— Z Qi T;Ty,
i=1,...,n

i.j=1l.n,i#j

com ag, b;a;; € R é também harmonica. Outro exemplo importante de funcao harmonica é
a chamada solu¢do fundamental da equagdo de Laplace I' : R* \ {0} — R definida por (cf.

Exercicio 1.1)

1
— In |z, sen =2,
2T

1

n(2 —n)w,

[(z) =
|z|>™™, sen >3,

Veremos no capitulo seguinte que, para uma classe especial de fungoes f : R” — R, a solucao
fundamental estd intimamente ligada com a solucao da equacao Au = f em R".

O objetivo deste capitulo é estudar algumas propriedades basicas das fungoes harmonicas.
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1.1 A Propriedade da Média 9

1.1 A Propriedade da Média

Seu € C(Q) e B.(zg) C Q2 éuma bola aberta, entdo a média de uw em 0B, (zo) e a média de

u em B,(xy) sdo definidas, respectivamente, por

1 1
—1 / U(.T> dO'z, ’ / u<ﬂ?)d$,
nw, " 8B, (z0) Wpr" Q

onde w, é o volume da bola unitaria B;(0) C R". Dizemos que a funcao u satisfaz a Propriedade
da Média se

),
uw(zrg) = ———— u(z) do, 1.1
(#0) = s [y ) (1)
¢ 1
u(xg) = u(x) dx, 1.2
w0 = g @ (1.2

para toda bola B, (x¢) C Q.
Nao é dificil mostrar que as duas igualdades acima sao equivalentes. De fato, suponha que

u € C(Q) satisfaz (1.1), de modo que para todo 0 < s < r vale

1
u(zo)ns" ! = — u(z) do,.

Wn JoB;(z0)

Integrando no intervalo [0, 7] com relagdo & variavel s, obtemos

" [ 1
ru(zg) = / u(zo)ns"tds = —/ (/ u(x) dam) ds = — u(z) dz,
0 Wn Jo OB (o) Wn J By (z0)

e portanto a equagao (1.2) é satisfeita. Reciprocamente, suponha que

1 T [
r"u(zg) = — u(z)de = — u(z)do, | ds.
Wn J By (o) Wn Jo dBs(x0)

Derivando com respeito a variavel r, observando que a funcao s +— f u(z) do, é continua
) OBs(xo)
e usando o Teorema Fundamental do Calculo, obtemos

1
nr" tu(zg) = —/ u(z) doy,
OBy (x0)

w”l
que ¢ exatamente a equagao (1.1).
Para motivar o nosso primeiro resultado observe que, se u : (a,b) — R é continua, podemos

facilmente utilizar o Teorema do Valor Intermediario para garantir a existéncia de zo € (a,b)

Notas de EDP2  Versdo 2.0 - Maio/2023



1.1 A Propriedade da Média 10

tal que

u(zo) = bia/abu(x) da,

isto ¢, a média de v em (a, b) é atingida em algum ponto do intervalo. Se, além disso, soubermos
que a fungao u é harménica, entdo por integracdo basica concluimos que u(z) = c1x + ¢9, para

constante ¢y, co € R. Desse modo,

1 b 1 b b+a b+a
b_a/GU(x)dx:m a(clx—i-cz)dx:cl( 5 )+02:u( 5 ),

o que mostra que a média é atingida exatamente no centro do intervalo (a, b) e, por conseguinte,

u satisfaz a Propriedade da Média.

O resultado principal dessa segao mostra que o mesmo vale em dimensoes maiores.

Teorema 1.2. Uma funcio u € C*(Q2) é harmonica em § se, e somente se, ela satisfaz a

Propriedade da Média, isto €, as igualdades (1.1) e (1.1) se verificam para toda bola B,(xy) C €.

Para provar o resultado acima, vamos nos valer de um importante resultado da Teoria
de Integracao. Como ele serd usado varias vezes ao longo dessas notas, convém enuncia-lo.
Considere entdo €2 C R™ um aberto limitado cuja fronteira 9€) é uma hiperficie de classe C* e
F = (Fy,...,F,) um campo vetorial tal que cada funcdo coordenada F* € C'(Q),i=1,...,n.

Entao o Teorema da Divergéncia nos garante que

/Q div F(z) dz = / F(z) - n(z) do,

o0

onde divF =Y " gf é a divergéncia do campo F' e n(z) é o vetor normal exterior no ponto
x € 0. As condigbes de regularidade podem ser enfraquecidas sem afetar a validade do
teorema. Podemos supor somente que F' € C1(Q) N C(Q) e que o divergente seja integravel.
As condigoes sobre a regularidade de 02 também podem ser mais fracas (cf. [18]).

A expressao acima tem uma série de consequéncias importantes que enunciamos abaixo:

Teorema 1.3. Sejam Q2 C R™ um aberto limitado cuja fronteira 0S) € uma hiperficie de classe

Ct, n(z) = (n*(x),...,n"(x)) o vetor unitdrio normal exterior em um ponto x € 90 e u,v €
C2%(Q)). Entdo

@ [unde= [ wrdo;
Q o0

(b) /uziv dz = —/uvxi dx—l—/ uvn' doy;
Q Q Ge)

ou
¢ Audx:/ —doy;
© /Q a0 On

Notas de EDP2  Versdo 2.0 - Maio/2023



1.1 A Propriedade da Média 11

(d) /(VU-VU) dx:—/uAvdx—i—/ u@ do,;
Q Q a0 On

ov ou
e ulAv — vAu) dr = / (u— — v—) do,,
€ /Q( ) oo \ On On

Demonstracao. O item (a) é uma consequéncia imediata da aplicagdo do Teorema da Diver-
géncia ao campo F' = (Fi,..., F,) definido por F;(z) = u(x) e F;(z) =, se i # j. As demais
afirmacoes podem ser provadas de maneira analoga e deixamos este trabalho para o leitor (cf.
Exercicio 1.2). O

Estamos prontos para apresentar a prova do nosso resultado principal.

Demonstragdo do Teorema 1.2. Seja u € C*(Q) , g € Q e r > 0 tal que B,(zg) C Q.

Defina a funcao
1
©o(s) == —/ u(z)do,, se€(0,r],
OBs(x0)

nw, s" 1

que nada mais é do que a média da funcdo u na esfera 0B,(zo). Vamos inicialmente verificar
que, se u é harmonica, entao a funcao acima é constante. Para tanto, fazemos a mudanca de

variaveis x — xy + sz, obtendo

1 1
p(s) = ——— / u(zo + s2)s" do, = / u(zo + sz) do,.
nwns" " JoB,(0) NWn JoB (0)
Considere agora, para s € (0,r) fixo,
h) — 1
Y(h) = plsth) = els) / Vu(zg + sz) - zdo,
h nwy, 0B1(0)
e note que, pelo Teorema do Valor Médio,
1 _
b(h) = / <u(a:o + sz + hz) —u(zo +s2) Tulzo + 52) - z) do.
nwny 8B1(0) h
1
= / ( [Vu(zo + sz + 60hz) — Vu(zg + s2)] - z) do,
NWr J 8B (0)

com 0(z) € [0,1]. Logo,

1

nwy,

w(h)| < / [Vu(zy + 52 4 0hz) — Vulay + 52)| do.
0B (0)

O integrando acima é continuo e 0B;(0) é compacto, e portanto esse mesmo integrando é

uniformemente continuo. Assim, dado £ > 0, podemos obter § > 0 tal que

)Vu(a:o + sz + 0hz) — Vu(zg + s2)| <e, se|h| <4,

Notas de EDP2  Versdo 2.0 - Maio/2023



1.1 A Propriedade da Média 12

de onde se concluir que [(h)| < e, sempre que |h| < §. Como € > 0 é arbitrario, concluimos

que
1
o'(s) = / Vu(zg + sz) - zdo,, s€(0,7). (1.3)
0B1(0)

W,

Aplicando novamente uma mudanca de variaveis, obtemos

1 T — X0
/
Ao = /aBS(IO)Vu@) ( : ) o

1
= —/ Vu(x) - n(x)doy,,
9Bs(zo)

nw, s" 1

em que usamos também o fato de que o vetor normal exterior no ponto x € dB(x) é exata-
mente (x — xg)/s. A expressao acima e o Teorema da Divergéncia aplicado ao campo F' = Vu

implicam que

1 1
"(s) = ———— diviVu(e))de = — Au(x) dzx. 1.4
2(5) /B L div(Tula) / L Bute) (1.4)

nwys" 1 nwy,s" 1
Supondo agora que u é harmonica, a igualdade acima implica que ¢'(s) = 0 para todo

s € (0,r), isto é, ¢ é constante em (0,7). Uma vez que ¢ é continua em (0, 7], temos que

1 /
—_— u(x)do, = @(r
nwnrn_l OB (z0) ( ) ( )

= lim ¢(s)

s—0t
1

= lim —1/ u(z) doy
s—0+t NW,S" ™ 8B4 (z0)
= u(xp),

em que usamos na tultima igualdade o fato da func¢do u ser continua no ponto zy (cf. Exercicio
1.3). Isso prova a veracidade de (1.1) e, equivalentemente, de (1.2).

A reciproca pode ser provada da seguinte maneira. Suponha, por contradicao, que u satisfaz
a Propriedade da Média mas nao é harmonica. Entao existe zq € € tal que Au(zg) # 0, digamos
Au(zg) > 0. Como u € C?*(Q), o laplaciano de u é uma fungdao continua. Logo, existe r > 0
tal que B,.(z9) CC Qe Au > 0 em B,(xp). Como a equacao (1.1) se verifica, temos que ¢ é

constante em (0,7). Por outro lado, usando a expressao (1.4), concluimos que

Oz(p’(s)——/B( )Au(:t)dx>0,

o que é absurdo. O
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1.2 Regularidade 13

Nas proximas segoes, discutimos algumas consequéncias importantes do Teorema 1.2. Con-
forme seré notado, a demonstracao de muitas dessas consequéncias utiliza somente as equacoes
(1.1) e (1.2), sendo portanto validas nao s6 para func¢oes harmonicas mas também para qualquer

funcao continua que satisfaca a Propriedade da Média.

1.2 Regularidade

A primeira propriedade interessante que veremos esta relacionada com a regularidade das
funcoes harmonicas. Lembremos que, por definicao, as funcoes harmonicas que tratamos aqui
tem pelo menos todas as derivadas de ordem 2 continuas. Contudo, vale o seguinte resultado

de regulariade.
Teorema 1.4. Se u € C(R2) satisfaz a Propriedade da Média, entio u € C®().

Na demonstragao do resultado acima, vamos usar as fungoes regularizantes ou mollifiers.
A fim de introduzir esse importante conceito, lembremos inicialmente que o suporte de uma

funcao continua f : 2 — R é definido por

supp f = {z € Q: f(z) # 0}.

Considere agora uma fungao n € C*(R) tal que [, 7(t)dt =1 e cujo suporte esteja contido

no intervalo (—1,1). Uma escolha possivel para essa fungio é

|
- - t<1/2
ol exp(w_J sl <1/2,
0, se |t| > 1/2,

com ¢:= ([, exp(1/((2t)2 — 1)) dt) .
Dado € > 0, definimos

Usando as propriedades n mostra-se facilmente que:
(i) 7e € C=(R);
(i) fgnne(2)do = 1;
(iii) supp 7. C B:(0).

Suponha agora que f : ) — R é continua, considere ¢ > 0 e defina

Q= {z € Q: dist(z,00) > }.
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1.2 Regularidade 14

Denote por f¢:= (1. % f) a convolugdo de n. com f, isto é, a funcao f<: Q. — R definida por
F@ = [ i = [ -pieay reo.
" B:(x

Observe que, pela definigao de ., se z € Q. e y € B.(z), entao z —y € Q, de modo que as duas
integrais acima fazem sentido. Além disso, usando uma mudancas de variaveis concluimos que

f¢ também pode ser escrita como
F@ = [ nfe-ni. seo
B:(0)

Fixado i € {1,2,...,n}, sejae; = (0,...,1,...,0), com o 1 estando na i-ésima entrada, e
considere h € R suficientemente pequeno de modo que x + he; € €2.. Nestas condigoes, temos

que

Fethe) =@ _ |

(775<x +he; —y) —n(z —y)
h o

/ ) st

em que Q & um conjunto compacto totalmente contido em 2. Usando agora a regularidade de

7, a compacidade de Q e 0 mesmo argumento da prova de (1.3), obtemos

gi(x) _ ’1112%/~ (na(erh@i—fyL)—na(x—y))f(y)dy

_ /ﬁ};é (ns(x+hei _Z) —ns(x—y)) Fy) dy
— [ - nfw)
= /R gzsi(fv—y)f(y) dy = (gz *f) ().

Um processo simples de inducao mostra entao que, se f é continua e « é um multi-indice
qualquer, vale
Defe = fx D..

Em particular, f¢ € C*(2.). Essa conclusao justifica o nome de nicleo regularizante para a
funcao 7..
Feitas essas consideragoes podemos apresentar a prova do nosso resultado de regularidade.

Demonstracao do Teorema 1.4. Seja u € C(() satisfazendo a Propriedade da Média e

considere, para € > 0 pequeno,

WE(2) = (. % u)() = /B )y, a e
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1.3 O Principio do Méaximo 15

Vamos mostrar que uj, = u° e portanto, das consideragdes acima, segue que u € C*(€L).
Feito isso, basta agora notar que, qualquer que seja x € €2, devemos ter x € (). para € > 0
suficientemente pequeno.

Seja entao z € ). fixado e observe que, usando a defini¢do de 7. e (1.1), obtemos

u(z) = 6%/3@77(@) u(y) dy
L[ ()
( ) / . u(y)dSy> dr

U
(g) (u(x)nw,r" ") dr.

1 €
v n
€% Jo

1 €
—n n
€% Jo

Desse modo,

wle) = 42 /0"@ ( /337.@)”5“’) ar
) =X “”% ds, | dr
(7 (52 )

Fazendo agora a mudanga de variaveis © — y — z e usando as propriedades (ii) e (iii) da funcao

regularizante, obtemos

o que conclui a demonstracao. O]

Observacao 1.5. O teorema acima se aplica, em particular, para fungoes harmonicas. Con-
tudo, quando a funcdo u € harmoénica, vale um resultado mais forte do que o do teorema acima.
Pode-se provar que uma fungio u € C?*(Q) harménica é de fato analitica em Q (cf. Ezercicio
1.7).

1.3 O Principio do Maximo

Suponha que u : (a,b) — R é harménica, de modo que

u(t) = c1 + cot,
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1.3 O Principio do Méaximo 16

para constantes ¢y, co € R. Como o grafico de u é um segmento de reta vemos que, qualquer que
sejam os valores das constantes, 0 maximo (minimo) de u é sempre assumido na fronteira de
[a, b], que é exatamente o conjunto {a,b}. Além disso se 0 méximo (minimo) de u for assumido
em algum ponto interior xy € (a,b), entdo necessariamente c; = 0 e portanto u é constante em
a, b].

O resultado a seguir mostra que a propriedade acima permanece valida em dimensdes mai-

ores.

Teorema 1.6. Suponha que Q C R™ € limitado e v € C(Q) satisfaz a Propriedade da Média.
Entao

(i) max u = max u;

(ii) se Q é conexo e existe xy € Q tal que u(xy) = maxu, entdo u € constante em §).
Q

Demonstracao. Vamos provar primeiro o item (ii). Seja entao zg € §2 tal que M := maxgu =

u(zo), e considere o conjunto
Qu ={r e Q:ulx)=M}.

Como zy € ), este conjunto é nao vazio. Além disso, a continuidade de u garante que
Qun = u({M}) é fechado em Q. Vamos mostrar que €23, é aberto em 2. Feito isso, segue da
conexidade de € que 2y, = € e portanto u é constante em ().

Seja y € O um ponto qualquer e 7 > 0 tal que B,.(y) CC 2. Entao

1 1
Mdzx =M =u(y) =

/ u(z) dz,
WnT™ J B, (y) WnT™ J B, (y)

donde se conclui que

/ (M — u(x))dx = 0.
Br(y)

Como o integrando acima é nao negativo e continuo devemos ter u = M em B,(y) e portanto
B, (y) C Q. Logo Qy é aberto em Q e o item (ii) esta provado. O item (i) é uma consequéncia

simples de (ii) e sua prova ficara a cargo do leitor (cf. Exercicio 1.9). O

Observacao 1.7. O teorema acima continua vdlido se substituirmos o mdximo pelo minimo
da func¢ao u. Outro fato importante é que a conclusdo do item (ii) pode ser falsa se Q2 ndo for

conexo (cf. Exercicio 1.9).

Uma aplicacao interessante do Teorema 1.6 esta relacionada com a unicidade de solucao do
problema de Poisson
Au = [ em (),
{ u = g em JS.
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Suponha que 2 é limitado e que u; e us sao duas solugoes do problema acima. Entao a funcao
v = u; — ug € tal que
Av = 0 emQ,
{ v = 0 em 0.

Pelo item (i) do teorema acima temos que v < 0 em Q. Por outro lado, aplicando o mesmo
raciocinio para a fung¢ao —v concluimos que v > 0 em (). Logo v se anula em todo o conjunto

Q, isto é, as funcoes u; e us coincidem em 2. Logo, vale o seguinte resultado.
Teorema 1.8. Se () C R" ¢ limitado, entdo o problema
Au = f em (),
u = g em OSd.
possui no mdrimo uma solucio em C*(Q) N C(Q).

E importante salientar que a conclusao do teorema acima pode ser falsa se Q nao for limitado.
De fato, basta considerar Q = {x = (z1,z9,...,2,) € R" : z, > 0} e observar que, nesse caso,
o problema
Au=0 em Q, u=0 em 0N

admite, além da solucdo trivial v = 0, a fung¢ao u(zy,...,x,) = x, como solugao.

1.4 Exercicios

Atencao: Nos exercicios abaixo, a menos que se diga o contrario, {2 C R” é um aberto limitado

com fronteira suave.

1.1. Mostre que a fungao I' : R™ \ {0} dada por

1
2—ln|x\, se n =2,
P(z):=4

————z|*™, sen >3,

n(2 —n)w,
¢ harmonica e fica ilimitada quando |z| — 0.
1.2. Complete a demonstracao do Teorema 1.3.
1.3. Se u : 2 — R é continua em zy € €2, entao

() =l [ ue)d
u(xg) = lim ——— u(x) doy.
0 s—0t nwns”_l 9B, (x0)

Sugestio: Note que u(wg) = [nw,s" 1]~ faBS(IO) u(zg)doy.
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1.4. Modifique a prova do Teorema 1.2 para mostrar que

1 1 1 1
0) = — do, + ——— — — dz,
u(0) a1 /BBT(o)g(x) Oz + n(n — 2)wn /T(O) (‘x’nQ Tn2) f(z)dz

sempre que n > 3 e u € C*(B,(0)) N C(B,(0)) satisfaz

—Au = [ em B,(0),
u = g em 0B.(0).

1.5. Se u € C*(Q2) é harmonica entdo, para todo zo € Q e i € {1,...,}, temos que

n
(T < — ma;
s (@) < = e fu(z)]

onde d,, = dist(xg, 0N).

1.6. (Teorema de Liouville) Se u ¢ harmonica e limitada inferiormente (ou superiormente) em
R™ entao u é constante.

Sugestao: Use o exercicio anterior.

1.7. Se u é harmonica em €2, entao u é analitica em ().
Sugestao: cf. [5, Teorema 2.2.10].

1.8. (Desigualdade de Harnack) Se u é harmonica e ndo-negativa, e 0y CC 2 é conexo, entao

existe uma constante C' = C(Q, Q) > 0 tal que

maxu < C'inf u.
Qo Qo

Sugestao: cf. [0, Teorema 2.2.11].

1.9. Mostre que, no enunciado do Teorema 1.6, a afirmacao (ii) implica em (i). Em seguida,

dé um exemplo mostrando que a conexidade em (ii) é essencial.

1.10. Mostre que u € C(2) é harmonica se, e somente se,

/uAgbdx =0, Vo¢eCiN).
Q

Sugestao: cf. [8, Teorema 1.16].

1.11. Dizemos que uma fung¢ao u € C?(2) ¢ subharmonica se

—Au <0 em €.
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Prove que se u é subharmonica entdo, para todo bola B,.(z) CC (2, vale

1 /
u(r) < u(y) dy.
@S o ], )

Conclua que, se €2 é limitado, entao max u = max u.
Q 0

1.12. Sejam u,v funcoes harmonicas e subharmonicas em (2, respectivamente. Se u = v em
09, entao v < u em €.

1.13. Dizemos que uma fungao u € C?(f2) é superharmonica se
—Au>0 em .

Enuncie e prove resultados analogos aos dos dois exercicios acima para funcoes superharmonicas.

1.14. Se ¢ € C?*(R) é convexa ¢ u € C?*(Q) ¢ harmonica, entao a fungao v definida por

v(x) = ¢(u(zx)) é subharmonica.
1.15. Se u ¢ harmonica entdo a fungao v definida por v(z) = |Vu(z)|* é subharmonica.

1.16. Sejam B := B,(0) C R", f € C(B), g : 0B — R continua,

max [f(@)] e max |g(z)]

Supondo que u € C*(B)NC(B) é tal que Au = f em B, u = g em B, resolva os itens abaixo.

(a) Defina w* : B — R por

wh(z) = %m? 4 u(z)

e verifique que Aw* > 0 em B.
F
(b) Verifique que, se x € OB, entdao w(x) < o T P.
n

(c¢) Conclua que existe C' > 0, independente de u, tal que

max u(x)] < C (maXIf(x)\ + max rgm\) |
z€EB z€0B

r€eB
1.17. Se Q C R" é conexo e u satisfaz

Au = 0 em (),
u = g em 0,

onde g : 9 — [0,00) é tal que g(zp) > 0 para algum z, € 09, entdo u(x) > 0 para todo x € Q.
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Capitulo

2

O problema de Poisson

O objetivo deste capitulo é estudar a existéncia de solucao para o problema de Poisson

(P)

Au = f em ),
u = ¢ em 0f.

As hipoteses sobre €2, f e g serao colocadas no decorrer da discussao. A ideia bésica e estudar

separadamente os problemas

Au=f emQ, u=0 em 01, (2.1)

Au=0 emQ, wu=g em 0, (2.2)

e observar que, se u; é solugao de (2.1) e uy € solugao de (2.2), entdo a funcao u := uy + uy é
uma soluc¢do do problema (P).
Na préxima secao, vamos nos concentrar na solucao de um caso particular do segundo

problema acima.

2.1 A solucao fundamental e o Potencial Newtoniano

Vamos no que segue considerar o seguinte problema
Au=0 em R".

Observe que, se u € C?(R") satisfaz a equagdo acima e A = A,, é uma matriz ortogonal,

entao a funcgao v(x) := u(Ax) também satisfaz a equacao (cf. Exercicio 2.1). Por conta disso,
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2.1 A solucao fundamental e o Potencial Newtoniano

vamos tentar simplificar o problema procurando uma solugao radial da equacao, isto é, uma
solucao que é constante ao longo de esferas centrada na origem.
Supondo entao que u é uma solugao radial, vamos denotar por v : [0,00) — R a funcao que

satisfaz
v(r) =u(x), r=|zl

Como a funcao v s6 depende da variavel radial r, podemos reescrever a equagao de Laplace em
coordenadas radias, obtendo assim um equacao diferencial ordinaria. A fim de obter essa EDO

note que, para cada i € {1,...,n}, podemos usar a regra da cadeia para obter

Up, =V (T)ryy  Ugyw, = U”(T)Tii + 0 (1),

Agora r = |z| = (|z|?)"/?, e portanto

1 o\ —1/2 Ti X
== S
" 2(||) || T
Logo
x 1 1 xz 1 a2
Tix; = - - 1_1 _2x-:___Z_Z:___z
Twizi (T)zz r+x( Jrre, r  r2r roors

n

Portanto .
Au = Z Uziz; = Z (U”(T)Ti + U’(T)Txﬂi)
i i=1
n 2 n 2
_ " xz‘ / 1 i
_ 20 ()5 —i—;v (r) <; _ F) ,

ou ainda .
n

Au =" ! B——

U v(r)—l—v(r)(r 7")

Logo a equacdo —Au = 0 em R™\ {0} é equivalente a

o) + o/ () (” - 1) —0, r>0.

Supondo v'(r) # 0, podemos reescrever a equagao acima na forma

V"(r)  1-—n
(/) = 58 =
e integrar para obter
Inv'(r) =1 —n)Inr+c =Inr'™" + ¢,
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2.1 A solucao fundamental e o Potencial Newtoniano 22

ou ainda

V' (r) = cert™™,

onde ¢y, ¢y € R sao constantes. Integrando novamente obtemos

czlnr+cy, sen=2,

v(r) =

csr® " 4y, sen >3,

para constantes c3, ¢y € R.

Vamos agora definir a solugao fundamental do Laplaciano por

1
2—ln|x|, sen =2,
T
['(x):= 1
————z|*™, sen>3.
n(2 —n)w,

Embora essa funcao fique ilimitada Conforme vimos no Exercicio 1.1, a fungao I' é harmonica
e fica ilimitada quando x — 0. Porém, ela é localmente integréavel. De fato, para ver isso basta

mostrar que a integral em bolas é finita. Considerando primeiro o caso 2-dimensional temos

1 [ 1 [
/ Mz)de = — (/ ln|x|d0x) dr:—/ Inr - 2mrdr,
B.(0) 21 Jo \Jos, (0 21 Jy

para qualquer € > 0. Assim, e portanto

que,

52

/ [(x)dx = (1-2Ine), sen=2. (2.3)
-(0) 4

No caso de dimensoes maiores, podemos proceder como acima para obter

52

['z)de = ————, sen>3. (2.4)
/BE( ) 2(n —2)

E interessante ainda notar que, se f : R” — R é continua, um célculo direto mostra que a
fungao z — T'(x — y)f(y) é harmonica em R™ \ {y}. Da mesma forma, se {y!,...,y*} C R"
¢ uma familia finita de pontos, entdo a funcio = — v T'(z — v*)f(y) é harmoénica em
R™\ {y',...,%*}. Suponha que f é tal que podemos fazer a soma acima sobre todos os pontos

de R", isto ¢, a fungao wy : R” — R dada por

wsla) = (0 f)a) = [ Tlo =) ) dy,
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esta bem definida. Se fosse possivel derivar sob o sinal da integral terfamos
Busle) = [ APz =) f5)dy =0,

Contudo, uma conta simples mostra que D?T'(z) se comporta como |z|™ perto da origem.
Como essa ultima fungao nao é localmente integravel, nao ha como justificar a passagem da
derivada para dentro da integral. De fato, a igualdade acima nao é correta, conforme podemos

ver pelo préximo resultado:

Lema 2.1. Suponha que f € C*(R") tem suporte compacto. Entio o Potencial Newtoniano

gerado por f
orle) = [ T o)fw)ay

estd bem definido, wy € C*(R") e Aw; = f.

Demonstragdo. Observe que wy(z) = [, ['(y)f(z — y)dy e portanto, para cada z € R"

fixado, temos que

esethe) —uts) _ | (f@f +hei—y) = flo= y)) I(y) dy.

O termo entre paréntesis acima converge para para g—é(a: —y), quando h — 0. Além disso,
usando a desigualdade do Valor Médio concluimos que ele é limitado no suporte (compacto) de
f- Uma vez que I' é localmente integravel, podemos passar a igualdade acima ao limite e usar

o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para concluir que

of

Rn ze

8&)]0 .

of
r—y)(y)dy = (T % x).
== (125 ) @
De maneira completamente andloga, mostra-se que
Dwy; = ('« D*f),
sem preque « é um multi-indice qualquer de ordem menor ou igual a 2. A expressao acima nos
permite concluir que wy € C?*(R™).
Para calcular Awy(x) vamos tomar 0 < € < 1 e usar a igualdade acima para escrever

Awp(z) = A. + C. (2.5)

co1m

A, = Af(x — , L= Af(x — .
[ s co= [ rmare - dy
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Como Af ¢é limitado, podemos usar (2.3) e (2.4) para estimar

2(1-21
—6( 1 ng), sen =2,
Al < [[Afll / T(y)|dy = |A [l x 2
B:(0) 2n—2) sen > 3.

Usando a regra de L’Hopital, concluimos que lim._,o+ A, = 0.

Para estimar o termo C., vamos inicialmente usar o Teorema 1.3(d) para obter

. — / I(y)Af(z —y)dy = D. + E.
R\ B, (0)

COo1

0
D, = / I‘(y)—f(x —y)doy, E. = —/ VI(y) - Vf(x—y)dy.
oEm\B.(0) O R™\ B. (0)

Para estimar a primeira quantidade podemos usar (2.3) e (2.4) e proceder como antes,

obtendo assim

(—elne), sen=2,
|D:| <[V flloo / T(y)[doy = [V flleo x € (2.6)
,  sen>3.
D(R™\ B (0)) (n—2)

Isto mostra que lim,_,o+ D, = 0. Com relagao ao termo FE., usando uma vez mais o Teorema
1.3(d), obtemos

or
Bo= [ fe-pA@dy- [ g5 )do,
R™\B: (0) O(R™\B:(0)) 77
Como a funcdo I' é harmonica em R"™ \ {0} a primeira integral do lado esquerdo acima é
nula. Com relagao a segunda notemos que, como a integral é tomada na fronteira do exterior da

bola, o vetor normal exterior é —y/|y|. Ademais, usando a defini¢ao de T', verifica-se facilmente

que
)
VI(y) = ———. 2.7
W) = 2.7)
Logo,
or Y Y -1
- () = VI(y) - n(y ——~<——)——7
877( ) ) -nly) nawnly|" lyl)  nwnly["!
e portanto

1 1
Esz/ f(w—y)ﬁd%:ﬁ/ f(x —y)doy,.
AO(R™\ B.(0)) nwn [y| nwné dBe(0)
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Segue entao da mudanca de varidveis z = z — y e da continuidade de f em x que

. ) 1
lim F, = lim ——
n—1

e—0t e—0t NWyLE

/ F(2)do = f(x). (2.8)
OB ()

Lembrando que C. = D. + E. e que D. — 0, quando ¢ — 0, concluimos que C. — f(z). Como
j& haviamos provado que A. — 0, podemos passar a equacao (2.5) ao limite para concluir que

Aws(x) = f(x), o que finaliza a prova do lema. O

O resultado acima pode ser provado com uma exigéncia muito menor de regularidade para
a funcao f. Para formular precisamente esse novo resultado, precisamos introduzir um novo
espaco de funcoes para tratar o problema.

Lembremos que um espago vetorial normado (E, || - ||g) é um espago de Banach quando ele é
completo com relacdao a topologia induzida pela norma. Isso significa dizer que todas sequéncia
(um) C E de Cauchy converge para algum elemento de E.

Se © C R™ é um aberto limitado, pode-se facilmente mostrar que C(Q), munido com a
norma

lullo := max [u()], ¥ ueC(Q)
zeQ)

¢ um espago de Banach. De uma maneira mais geral, para k € N U {0}, o conjunto C*(2)
munido da norma

lull := Y [1D%ullo, V¥ ue CH@)

|lal<k
é também um espaco de Banach.

No que segue vamos introduzir um novo espago que é, em um certo sentido, o espaco correto

para trabalhar com o problema de Poisson.

Defini¢ao 2.2. Dado 0 < v < 1 e uma fungio u € C(Q), dizemos que u é Hélder continua

com expoente v se existe uma constante ¢ > 0 tal que
u(z) —u(y)| < clz =y, Va,ye

Para uma tal funcao definimos o quociente de Holder por

u(z) — u(y)]

H,|lul == sup ——F—— <.
i sye oty 1T — Y

O fato importante é que, se denotarmos

CP(Q) == {u e C(Q): Hyu] < o},
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entao esse conjunto ¢ um espaco de Banach com a seguinte norma
lullo = llullo + H,[u], ¥ ueC™(Q).

De uma maneira mais geral, temos a seguinte definicao.

Definigao 2.3. Seja k € NU{0} e 0 <~ < 1. O espago de Hilder C*V(Q) ¢ definido por
C*1(Q) := {u € C¥(Q) : H,[D"u] < 0o para todo multi-indice |o| < k}.
Definimos ainda
CP1(Q) == {u € C*(Q) : u € C*(Qy) para todo aberto Qy CC Q.

Pode-se mostrar que C*7(£2) ¢ um espago de Banach quando munido da norma (cf. Exercicio
2.3)
lulley = lulle + > Hy[D], ¥ ue CH(Q).
lo| <k
Voltando ao Potencial Newtoniano wy, lembremos que o resultado do Lema 2.1 foi provado
para fungoes f € C?*(R™) com suporte compacto. Uma adaptagao (simples) daquela prova nos
permite concluir que se f € C(€) para algum dominio limitado 2 C R", entdo w; € CH(R").

Se exigirmos um pouco mais de regularidade para f temos o seguinte resultado.

Proposicdo 2.4. Se Q C R" ¢ um dominio limitado e f € C*(Q) para algum 0 < v < 1,

entao o Potencial Newtoniano wy estd bem definido e satisfaz
(i) wy € CHR™) NC*(Q) ;
(i) Aws(x) = f(x) para todo x € Q.

A demonstracao da proposicao acima segue as mesmas linhas daquela feita para o Lema
2.1. Contudo, sao necessarias algumas adaptacoes para contornar o fato de nao existirem as
derivadas da funcao f. O leitor interessado pode encontrar essa prova em |6, Corolario 1.2 da
Secao 1.3] (veja também |7, Lemma 4.2] ou |15, Teorema 1.1]).

Vale observar que, se f for somente continua, entdo w; pode ndo ser de classe C? em . Um

exemplo é apresentado no Exercicio 2.4.
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2.2 A solucao do problema de Perron

Comecamos essa secao observando que a Proposicao 2.4 reduz o estudo do problema de

Poisson (P) ao problema de Dirichlet

(D)

Au = 0 em(,
u = g em S

De fato, se f € C%7(Q), g: 00 = Rewv € C?(Q) NC(Q) é tal que
Av=0 em Q, v=g—ws em 0N,
onde wy é o Potencial Newtoniano gerado por f, entdao a fungao u := v + wy satisfaz
Au=Av+Awy=f emQ, u=g—ws+ws=g em 0f,

sendo portanto solugdo de (P).

Observacao 2.5. Antes de tratar da questao de existéncia de solugcdo para o problema (D)
€ importante discutirmos o sequinte exemplo, conhecido como exemplo de Zaremba . Suponha
que @ = B1(0) \ {0} C R? e defina g : 92 — R por

0, sex € 0B;(0),
g(x) =
1, sexz=0.

Pode-se mostrar que, apesar de g ser uma funcao reqular, o problema de Dirichlet nao possui
solugao cldssica para essa escolha de Q e g (c¢f. Ezercicio 2.5).

O exemplo acima mostra que a solubilidade do problema (D) nao depende somente da
regularidade do dado de fronteira g. Como veremos adiante, ela depende também da geometria
do dominio 2. A fim de entender melhor essa tltima frase, vamos introduzir alguns conceitos

sobre regularidade de conjuntos do espaco euclidiano.

Definicao 2.6. Dados k € N e um aberto limitado Q C R", dizemos que Q € de classe C* se,
para cada xo € 0F), existe uma bola B = B,.(xg) e uma bijecao ¢ de B em A C R™ tais que:

(i) Y(BNQ) CRY;
(ii) Y(BNAN) C IR ;
(iii) ¥ € C*(B), v~ € C*(A),

em que R} = {x = (21,...,2,) € R" 1 2, > 0}.
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Podemos inferir da definicdo que o aberto @ C R™ é de classe C* se, e somente se, cada
ponto da sua fronteira possui uma vizinhanca cuja interseccao com 02 é o gréifico de uma
funcao de n — 1 das coordenadas 1, ..., x,, com essa funcao sendo de classe C* .

O problema de Dirichlet pode ser resolvido por varios métodos, cada qual com uma hipotese
de regularidade sobre g e 2. Entre todos os métodos, o que parece fornecer solugao classica
com hipoteses mais fracas é o método das funcoes subharménicas, ou Método de Perron. Ele
fornece solucdo u € C%(Q) N C(Q) para funcdes g continuas e dominios Q de classe C? (cf. [7,
Teorema 2.14]). Na verdade basta que (2 satisfaga a condi¢ao da esfera exterior , isto é, que
para cada o € 09 exista uma bola B,(y) C R tal que QN B,(y) = {zo}. Enunciamos abaixo
uma versao desse resultado supondo que o conjunto €2 ¢ de classe C?. A demonstraciao de uma

versdo mais geral pode ser encontrada em |7, Teorema 2.14].

Teorema 2.7. Se Q C R™ é um dominio limitado de classe C* e g € C(99), entio o problema

de Dirichlet
{Au = 0 em/(,

u = g em 0,
possui exatamente uma solugio em C*(Q) N C(9Q).

Com o auxilio do teorema acima, podemos enunciar e provar o seguinte resultado de exis-

téncia de solucao para o problema de Poisson.

Teorema 2.8. Se Q C R é um aberto limitado de classe C2, f € C%7(Q) e g € C(09), entdo

o problema

(P)

Au = f em (),
u = g em 0f,

possui exatamente uma solugio em C*(Q) N C(Q).

Demonstragio. Para a existéncia, é suficiente encontrarmos uy, us € C%(Q) N C(Q) satisfa-

zendo os problemas

(2.9)

{Am = 0 em(, {Au2 = [ emQ,
(§

Uy g em 0f), uy, = 0  em 09,

pois, nesse caso, a funcio u = u; + uy € C%(Q) N C(Q) & solugao de (P).

A existéncia de u; como acima é consequéncia imediata do Teorema 2.7. Para obter wus
consideramos v € C%(Q) N C(Q) tal que Av =0 em Q, e v = w; em 9. Como w; € C(9N),
a existéncia de uma tal fungdo é novamente garantida pelo Teorema 2.7. Considere agora

Up 1= Wy — v € observe que

Auy = Awy — Av = f em , Uy =wr —wy =0 em 0N,
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e portanto o problema possui pelo menos uma solu¢io em C%(Q) N C(Q). A unicidade segue

facilmente do Principio do Méaximo (cf. Teorema 1.8). O

Como era de se esperar, exigindo mais regularidade em g e €2, obtemos solu¢oes mais regu-
lares. A fim de exemplificar essa observacao note que, se k € N e 0 < v < 1, podemos definir o
conceito de abertos 2 C R” de classe C*7 do mesmo modo que fizemos para C*, considerando
agora a regularidade das aplicacdes ¥ e 1~! como sendo de classe C*7. Dizemos que uma
fungao g : 90 — R definida na fronteira de um aberto Q de classe C*7 pertence a C*7(99)
quando go =t € C*71(AN IRY).

O resultado abaixo, devido a Kellog |9] , fornece uma versao do Teorema 2.7 para dominios
e dados de fronteira mais regulares. Note que a regularidade da solucao encontrada é também

incrementada quando comparada com aquela dada pelo Teorema 2.7.

Teorema 2.9. Se Q2 C R" é um aberto limitado de classe C*7 e g € C*7(0N), entdo o problema

de Dirichlet
{Au = 0 em?(,

u = g em 0f),
possui exatamente uma solucdo em C%7(Q).

Com relagao ao resultado acima, é importante ressaltar que a mera continuidade de g nao

implica na existéncia de derivadas na fronteira. Por exemplo, a funcao

w(z1, 22) = 2210 ((xl — 1)+ x%) +2(1 — zy) arctan (1 T )
satisfaz Au = 0 em B;(0) C R?, é continua até o fecho da bola, mas |Vu(xy, )| se comporta
como | In(z; — 1)? + 22| quando (xq,23) — (1,0).
Usando o resultado acima e adaptando o argumento usado na prova do Teorema 2.8, obtemos

o seguinte.

Corolario 2.10. Se Q C R"™ é um dominio limitado de classe C*7, f € C%7(Q) e g € C*7(052),
entao o problema

Au = f em (),

{ (P)

u = g em S,
possui exatamente uma solu¢io em C*7(€Q).

Demonstracao. Basta argumentar como na prova do Teorema 2.8, usando o Teorema 2.9
no lugar do Teorema 2.7. Contudo uma pequena adaptagao se faz necessaria. De fato, nas
condigbes enunciadas acima, é imediata a obtencdo de u; satisfazendo (2.9). A obtengao de
uy requer algumas palavras adicionais visto que uma aplicacao direta da Proposicao 2.4 nos

garante somente que w; pertence a C'(99Q), o que ndo é suficiente usar o Teorema 2.9 e obter
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v € C%7(Q) satisfazendo Av = 0 em Q, v = w; em I€. Essa dificuldade pode ser contornada
como abaixo.

Seja B uma bola tal que Q C B. A regularidade de f e do conjunto 2 nos permite estender
f para toda a bola B, de modo que a extensdo (que denotaremos ainda por f) estd contida
em C%(B) (cf. [7, Lemma 6.37]). Pela Proposicdo 2.4 temos que wy € C*Y(B). Podemos
entdo aplicar o Teorema 2.9 para obter v € C?7(Q) tal que Av =0 em Q, e v = w; em .
Procedendo como antes podemos mostrar que ug 1= wy — v € C%7(Q) & solugdo do problema.

A unicidade segue do Principio do Maximo. O]

2.3 A funcao de Green

No que segue, vamos supor que o problema de Poisson

{Au = f em (), (P)

u = g em I,

possui uma solucdo u € C?(Q) e usar o Teorema da Divergéncia de uma maneira apropriada
para obter uma expressao explicita para tal solucao. Fixado um ponto x € €, considere ¢ > 0

pequeno e defina
A, = Q\ B.(z).

Usando o Teorema 1.3(e) obtemos

/AE(uAF(x ) = Tz — ) Au) dy = /

OAc

(155 (e =)~ Tlo =052 ) doy

Como AT'(z — y) = 0 para todo y # x, segue que

—/ I'(z —y)Audy = C.+ D.
: (2.10)

em que

ou
CE::/ u(y)—(x — y) doy, DE::—/ 'z —y)=—(y)do,.
- <>377( ) doy - ( )877() v

Argumentando como na prova de (2.8) e (2.6), mostra-se que

lim C. = —u(z), lim D, = 0.

e—0t e—0t
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Além disso, como o conjunto A, se aproxima de © quando e — 07, e I' & localmente integravel,

segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim ['(x —y)Audy = / ['(x —y)Audy

e—0t Ac QO

Portanto, fazendo ¢ — 0% na equagao (2.10) obtemos

u(z) = /QF(:L’ —y)Audy + /zm (ug—l;(x —y)—I'(z — y)g—;;) doy, (2.11)

que é conhecida como féormula de representacao de Green.
O problema com a expressao acima é que g—z nao é um dado do problema (P). Para contornar
essa dificuldade procedemos como segue. Observe inicialmente que, se h* € C2(Q) é uma funcio

harmonica em 2, entao podemos usar o Teorema da Divergéncia novamente para obter

Oh* ou
— | R*Audy = / (u — hx—) do,.
/Q v Y] on on Y

Escrevendo G(z,y) = I'(x — y) + h*(y) e somando a equagdo acima com (2.11), segue que

oG ou
u(z) = | GAud +/ (u——G—) do,.
(=) /2 I oo Mo on)

Se, adicionalmente, tivermos G = 0 em 02 entao obtemos a seguinte formula de representagao

u(z) = / Gz, y)Auly) dy + /8 Qu(y%u,y) do,

Baseados na expressao acima, definimos a funcao de Green associada ao problema de Diri-

chlet em €2 como sendo a funcao

G(x,y) =T(x—y)+h"(y), =, y€Q x#y,

em que I' é a solugao fundamental do laplaciano e a fun¢ao h*(y), chamada parte regular da

funcao de Green, satisfaz

Ah*(y) = 0, y €,
hly) = —T(@—y), yeo.
Observe que, para cada x € € fixado, a funcdo y — I'(z — y) é regular em 0. Desse modo, se

Q) é de classe C?, podemos sempre garantir a existéncia de h®, e portanto da funcdo de Green.

As consideragoes acima provam o seguinte resultado.
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Teorema 2.11. Se u € C?(Q) ¢ solugio do problema de Poisson

{Au = f em?Q, (2.12)

u = g em0S),

e existe a funcao de Green associda ao problema de Dirichlet em €2, entao

ue) = [ Gy + [ g do,
Q aQ on

O teorema acima nos permite resolver o problema (2.12) desde que exista, e saibamos
calcular, a funcao de Green. De fato, nesse caso basta definir u como acima e mostrar que
u € C?(Q) N C(Q) satisfaz as equacdes do problema. A dificuldade em tal procedimento reside
no fato de que calcular a funcao de Green nao é, em geral, uma tarefa facil. Isso pode ser feito
quando 2 possui algum tipo de simetria. Um caso particular importante é o da bola, onde vale
a formula de Poisson, dada pelo seguinte resultado (cf. |7, Teorema 2.6] ou [5, Teorema 15,
Se¢ao 2.2]).

Teorema 2.12. Sejar >0 e g: B.(0) C R" — R uma func¢ao continua. Entio a fungdo

2 (2
ﬂ/ Mday, se v € B,(0),
P

nw,r Jop, ) 17—yl

g(x), se x € 0B,(0),

u(r) =

é tal que u € C*(B,(0)) N C(B,(0)) e

Au = 0 em B.(0),
u = g em 0B,(0).

O leitor pode encontrar em |5, Secao 2.2.4| propriedades interessantes da fungao de Green,
além da sua formula explicita quando Q = R} = {(z1,...,2,) € R* : x, > 0}. Citamos
ainda |15, Secdo 2.2], onde algumas consideragoes historicas acerca da fun¢ao de Green sdo

apresentadas, bem como um resultado de existéncia desta para algumas classes de dominios.

2.4 Exercicios

Atencao: Nos exercicios abaixo, a menos que se diga o contrario, {2 C R” é um aberto limitado

com fronteira suave.

2.1. Se u € C?*(R") ¢ harmonica e A, ., ¢ uma matriz ortogonal, entdo v : RY — R dada por

v(x) = u(Az) é também harmonica.
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2.2. Complete os detalhes da prova do Lema 2.1, provando as igualdades em (2.6) e (2.7).

2.3. Dado k € NU {0} e 0 < v < 1, verifique que C*7(Q), munido com a norma,

lull = D (ID%ullo + H,[D*u])

|| <k
é um espaco de Banach.

2.4. (cf. [15, Exercicio 1.4]) Sejam Q = By 2(0) C R?, f: Q — R definida por

2 .2
oD b oo~ 14 Al s 0 < Jol < 172

flz) = 2

0 se x =0,

onde 0 < o < 1, © = (x1,22) e wy é o potencial Newtoniano gerado por f. Resolva os itens

abaixo.
(a) Definindo v : By/2(0) — R por

(22 — 23)|In |x||* se 0 < |z| < 1/2,
v() =
0 se x =0,

verifique que —Av = f em Q\ {0}, v € C'(Q), mas v nao & de classe C? em (.

(b) Verifique que, para toda ¢ € C§°(2), a igualdade

[ @u-vee = [ f@

¢ satisfeita para u = wy e para u = v.
(¢) Utilize o item acima e o Exercicio 1.10 para concluir que A(ws —v) =0 em €.

(d) Conclua que o potencial Newtoniano w; nao ¢ de classe C* em €.

2.5. O Principio da Singularidade Removivel afirma que, se u ¢ uma funcao harmoénica e

limitada em B, (z¢) \ {0}, entdo u pode ser estendida para B,.(zy) de modo que a extensdo

seja harmonica.
(a) Prove o resultado enunciado acima (cf. [15, Proposigdo 4.12]).

(b) Use o resultado e o Principio do Méximo para verificar a afirmagao feita na Observacio

2.5.
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2.6. Seja BT = {x ¢ R" : |z| < 1, x, > 0}. Suponha que v € C*(B*) ¢ harmonica e u = 0
em 0B* N {z, = 0}. Usando um calculo direto, mostre que u* : B;(0) — R definida abaixo é

harmoénica

u*(x) =
—u(x1, .., Tpo1, —y)  se x, < 0.

{ u(x) se x, >0
2.7. Resolva os itens a seguir para mostrar que o resultado acima permanece valido se trocarmos
u € C?(B*) por u € C(B7):
(a) Explique por que existe v tal que Av =0 em B, v = u* em 0B.
(b) Aplique o Principio do Maximo para mostrar que v é impar em z,.
(c) Verifique que v = u* em BT e conclua que u* é harmonica em B;(0).
2.8. Prove o Teorema 2.12 (cf. [5, Teorema 11, Secao 2.2]).
2.9. Use a formula de Poisson (cf. Teorema 2.12) para provar que

r+ |x|

n—2 I — |l’|
CEAT

sempre que u é nao-negativa e harmonica em B,.(0). Conclua que uma fun¢io nio negativa e

harmonica em R" tem que ser constante.
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Capitulo

3

Operadores lineares de 2a ordem

Neste capitulo, vamos estender os resultados dos capitulos precedentes para o operador

linear de 2a ordem dado pela expressao abaixo
Lu = Za”( )y, z]—l—Zb‘ T)u,, + c(z)u, (3.1)
ij=1

onde u € C?(Q) e os coeficientes a”, b%, ¢ : 2 — R sao fungoes dadas. A menos que se diga o
contrario, {2 C R™ é um aberto limitado.
Para qualquer func¢ao u € C?*(Q2), o Teorema de Schwarz nos assegura que Ug,z; = Ug,q, PATA

todo i, 7 € {1,...,n}. Assim, podemos reescreveer L como
"1, .
Lu= Z 5 (CLZJ (I) + Clﬂ U/xlxj + Zbl T )Uyg, + C )u,
ij=1

e supor, sem perda de generalidade, que para cada x € ) a matriz

all(m) . aln(l')

A(z) = Do (3.2)
anl(m) . ann(l.)

é uma matriz simétrica. Isso seré feito daqui por diante.

Definicao 3.1. Dizemos que o operador L definido em (3.1) é:

(i) eliptico no ponto x € Q se a forma quadrdtica associada & matriz A(x) definida em (5.2)
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é positiva, isto €, se 0(x) denota o menor autovalor de A, entdo

n

> (@6 2 0@IEP, VE= (G, &) € R\ {0);

ij=1
(i) eliptico em Q2 se @ >0 em Q;

(111) uniformemente eliptico em § se existe 0y > 0 tal que 0(x) > Oy, para todo x € ).

O exemplo mais simples de operador uniformemente eliptico é o Laplaciano em qualquer
dominio em . Se considerarmos © = (0,00) x R, entdo o operador Lu = Uy, ,, + T1Upyz, €
eliptico, embora nao seja uniformemente eliptico. Esse mesmo operador ,em uma faixa do tipo
(a,b) x R com 0 < a < b, é uniformemente eliptico.

Quando L é uniformemente eliptico, vale a seguinte desigualdade

n

EA()E = a(2)&&; > Bol¢)?, VEER™

1,j=1

Tomando & = e; como sendo o i-ésimo vetor da base canénica de R", obtemos

eiA(x)e; = a™(x) > Ogle;|* =0y, i=1,...,n, v €Q. (3.3)

3.1 Principios de Maximo

Em toda essa secdo, vamos supor que os coeficientes a*, b® e ¢ do operador L definido em
(3.1) estao em L>°(Q2). Nosso primeiro resultado é uma versao do item (i) do Teorema 1.6 (cf.

também Exercicio 1.11).

Teorema 3.2. Seja L um operador uniformemente eliptico em 2 com ¢ = 0 em €. Se u €

C%(Q) N C(Q), entdo valem os sequintes itens:

(i) se Lu >0 em €, entdo

maxu = maxu,
Q 89

(ii) se Lu <0 em €, entdo
min « = min u.
Q o0
Demonstragao. Suponha inicialmente que Lu > 0 em ) e que existe T € Q tal que u(%) =

maxgu. Como L & uniformemente eliptico, a matriz dos coeficiente A = A(Z) é positiva
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definida, e portanto existe uma matriz ortogonal O = O,,,, tal que O~ = OT e

AN O oo 0
0 Xy -+ 0
OAO" =

0

0 0 - )\,

com \; >0y >0,2=1,...,n. O termo geral da matriz acima é dado por
5kl)\k = ZOM ZCLZ]OJZ = Z okla Olj (34)
i,j=1

Considere agora a nova variavel y := Z + O(x — %), de modo que as componentes do vetor

y sao dadas por
k—karZokj T — I;), k=1,....,n.

Uma vez que OT = 071, vale v = & + OT(y — ¥) e podemos derivar
u(z) = u(Z + 0" (y — 7))

para obter
n

n
ou (')yk
E ayk 81‘1 g—l Uy, Okeis uaciacj = E U9 Oki Ol

k=1
sempre que i, j € {1,...n}. Usando Vu(z) =0 e (3.4), obtemos

n

Lu(z) = Za( T) gy, ( +Zb’ T

1,j=1
n

_ (5 O

= § a’(7) E :uykyzokzolj
ij=1 k=1

= E :Uykyz E ( )OkioL;
k=1 3,7=1

= E :uykylékl)\k = § :uykylc
k=1

Como que D?u(z) < 0, 0 mesmo raciocinio usado na prova de (3.3) mostra que u,,,, (Z) < 0,
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k=1,...,n. Como os nimeros \.s sao positivos, concluimos da expressao acima que

Lu(f) = Zvykyk (j))‘k <0,
k=1

o que é um absurdo. Logo, se Lu > 0 em (), a func¢ao v ndao pode assumir seu méximo em 2,
isto é, maxgu = maxpq U.

Pra o caso geral Lu > 0, tome v € R arbitrario e u. : 2 — R dada por
us(x) = u(x) +ee™™, = (r1,...,2,) € Q.
Usando a definicao de L, obtemos
Lu. = Lu + eL(e"x1) = Lu + e’ (a* (2)7? + b' (z)7).
Usando (3.3), a regularidade dos coeficientes e Lu > 0, obtemos
Lue > e (097 — [|b'[|ws) > 0,

em 2, desde que o ntimero v seja tal que v > ||b'||o0 /0. Assim, podemos usar a primeira parte

da demonstracao para concluir que
max u, = max ..
Q o0
Mas u. > u, e portanto

maxu < max u, = maxu, < maxu + ¢ maxe’ L.
Q Q 0 o0 o0
Fazendo ¢ — 07, concluimos que maxgu < maxgg u. Como a desigualdade contraria é trivial-
mente satisfeita, concluimos que

maxu = maxu.
Q 90

Para provar o item (ii) basta usar o item (i) com a fun¢ao —u. O

Observacao 3.3. A conclusao do teorema pode nao ser vdlida em cada uma das situacgoes

abaizo:

1. se Q nao € limitado, bastando para isso considerar = R x (0,7), Lu = Au e a fun¢ao

u(z,y) = e’ seny.

2. se ¢ # 0, bastando para isso considerar @ = (0,27) x (0,27), Lu = Au+ 2u e u(z,y) =

senx senvy.
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3. se os coeficientes do operador nao sao limitados, bastando para isso considerar ) =
(—1,1) C R, Lu =u" 4 b(z)u', com
—%, sex # 0,

0, sex =0,
e a fungio u(z) =1 — .

Além disso, uma andlise cuidadosa da demonstracao mostra que teorema permanece vdlido
supondo somente que L € elitico e que, para algum i € {1,...,n}, a fungdo |b|/a” permaneca

limitada em qualquer compacto contido em €2.

No que segue, vamos considerar uma versao do teorema acima para o caso em que o termo
de ordem zero ¢ é nao positivo. Antes porém, lembremos que se v : 2 — R é uma funcao

qualquer, entdo a parte positiva ut e a parte negativa u~ da funcao u sao definidas por
ut(z) == max{u(z),0}, u (z):= max{—u(z),0},

para z € (). Observe que as duas funcoes acima sao nao negativas e valem as seguintes
igualdades

lu| =ut+u", wu=u"—u".
Teorema 3.4 (Principio do Maximo Fraco). Seja L um operador uniformemente eliptico em

Q comc<0emQ. Seuc C*HQ)NC(Q), entio valem os segquintes itens:

(i) se Lu >0 em Q, entdo

maxu < maxu’;
Q 50

Q

(ii) se Lu <0 em Q, entdo
minu > —maxu
Q B
(iii) se Lu =0 em 2, entao

max |u| = max |ul.
Q o0

Demonstracao. (i) Se o conjunto QF := {z € Q : u(x) > 0} for vazio nao ha nada a fazer

pois, nesse caso, u < 0 em {2 e portanto

maxu < 0 = maxu’.

Q o
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Logo, podemos supor que Q7 # &. A continuidade de u nos assegura que o conjunto Q1 é

aberto em €2, e portanto aberto em R". Desse modo, como ¢ < 0 em (2,
Ku:=Lu—c(z)u>0 em QY.

Note que

Ku= Lu— c(zr)u = Z a” (2) g, + Z b (),
i=1
e que u € C?(QF) N C(QF). Segue entio do Teorema 3.2(i), aplicado ao operador K, que

maxu = maxu.
or 90+

Uma vez que Q = QT UQ \ QF e u < 0 nesse dltimo conjunto, segue que

maxu < maxu = maxu.
Q ot O+

E suficiente entao mostrar que

maxu < maxu’.

o0+ o9
Para tanto, considere xy € 0QF tal que u(xg) = maxgg+ u. A continuidade de u e a defini¢ao
de QF implicam que u(xg) > 0. Se u(xy) = 0 entdo maxgu < maxgg+ u = 0, 0 que implicaria
Ot = @. Logo, u(xg) > 0 e podemos usar o fato de QF ser aberto em  para concluir que
zo € 0f). De fato, se nao fosse assim, entdo u seria positiva em toda uma bola B.(zo) C QF,

contrariando o fato de que zg € 9Q". Dai

+ -
maxu = u(xg) = u" (rg) < maxu" .

o0t (o) (o) B
As consideragdes acima provam o item (i). O item (ii) segue de (i), bastando para isso notar

que se Lu < 0 entao L(—u) > 0. Dai

—minu = max(—u) < max(—u)" = maxu",
Q Q 9 9

pois (—u)t = max{—u,0} = u".
Para provar (i), tomemos zo € § tal que |u(zy)| = maxg |u| e consideremos novamente

dois casos distintos.

Caso 1. u(zo) >0
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Nesse caso, podemos usar o item (i) e a definicao de u™ para obter

max |u] = maxu < maxu’ < max |ul.
Q Q B) G)

Caso 2. u(xg) <0

Usando agora o item (ii) obtemos
max |u] = —minu < maxu~ < max |ul.
Q Q o0 o0

Segue entdo que maxg |u| < maxgg |u|. Como a desigualdade reversa é trivialmente satisfeita,

o teorema esta provado. O

Como no caso do operador Laplaciano, os principios de maximos sao tteis na obtencao de
resultados de unicidade de solucao, bem como principios de comparacao. Como exemplo, temos

os dois resultados abaixo, cujas provas serao deixadas a cargo do leitor.

Teorema 3.5. Se L ¢ uniformemente eliptico em €2 com ¢ <0, entdo o problema

Lu = f em Q,
u = g emJS,

possui no mdrimo uma solugio em C%(2) N C(Q).
Teorema 3.6 (Principio de Comparagao). Seja L um operador uniformemente eliptico em Q
comc<0eu€CHUNCK). Se Lu>0emQ eu<0 em I, entdou <0 em 2.

Nosso objetivo agora é estabelecer uma versao do item (ii) do Teorema 1.6 para o operador

L. Vamos usar um importante resultado que enunciamos e provamos no que segue.

Lema 3.7 (Lema de Hopf). Suponha que L € uniformemente elitico e Lu > 0 em 2, com
u € C*(Q). Seja xo € 0N tal que

(i) u € continua em xo;
(11) u(zo) > u(zx), para todo x € Q;
(111) existe uma bola aberta B C Q tal que xo € 0B.

Entao a derivada normal exterior em xq, se existe, satisfaz
—(.Z'()) > 0,

desde que uma das hipoteses abairo se verifique:
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1. ¢=0em B;

2. ¢c<0em B eu(rg) >0

Antes de provar o lema acima vale observar que, se o ponto xy € € satisfaz (i) — (ii) e a

derivada normal existe, é sempre verdade que

independente do sinal de Lu. A informacao adicional dada pelo lema é que a desigualdade

acima é estrita.

Demonstragao do Lema 3.7. Podemos supor, sem perda de generalidade, que u € C(B) e
que u(r) < u(wo) para todo € B\ {zy}. De fato, se ndo for esse o caso, ¢ suficiente tomar
uma nova bola B’ C B que é internamente tangente a B no ponto . Além disso, conforme
veremos posteriormente, podemos também supor que B = B,.(0).

Feitas as consideragoes acima, vamos assumir inicialmente as hipoteses do item (ii) e consi-

derar, para v > 0 a ser determinado, a funcao

v(z) =l —e 2 e B.

Para cada 7,7 = 1,...,n, temos que

_ 2
Vg, = —27X€ vzl

7

Ay a0 se i j
Vg,
’ Ay2g2e e — one e ge =
laf?
= (4’}/2331'1‘]' —2'}/51])6 7lz| s

em que 0;; =1, se 1 = j, e 0;; = 0, se ¢ # j. Substituindo no operador L, podemos calcular

n

Lo(z) = e kP (Z (47%a" (z) i — 270,507 () — 27 Z(bz(x)atz) + c(x)) — c(z)e™ .
ij=1 i=1
Usando as hipoteses sobre os coeficientes de L, temos que

n n n
D a(wwiay = Golal’, Yo V(wye < fal 3Vl <
i=1 =1

ij=1
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n n
Y Gya7(x) < ) fla e = s,

,j=1 ,j=1

com ¢, ¢3 > 0. As estimativas acima e ¢ < 0 implicam que
Lo(2) > e (4200]af* — 2(ci + c2) — [lell)

Desse modo, fazendo c3 := ¢; + ¢ e denotando A, := B,.(0) \ B,/2(0) temos que, para todo
x € A,, vale
Lu(a) = P (49%60(r/2)* = 2yes — [elc)

Escolhendo v > 0 grande de modo que o termo entre paréntesis acima seja positivo, concluimos
que
Lv>0 em A,.

Uma vez que xg ¢ um ponto de maximo estrito de u e a fungao v é positiva e continua no

compacto 0B, /5(0), podemos escolher ¢ > 0 de tal modo que
u(xg) > u(x) +ev(x), x € 0B,/2(0).

Note ainda que a desigualdade acima permanece valida em 0B,.(0) pois, nesse conjunto, a

funcao v se anula. Desse modo, a funcao
w(z) = u(z) + ev(r) — u(zo)

é tal que
Lw = Lu+eLlv — c(x)u(zg) >0, em A,
(3.5)
w <0, em OA,.
Segue entao do Principio de Comparacgao (cf. Teorema 3.6) que w < 0 em A,.

Observe agora que, como xy € 0B, temos que v(xg) = 0. Logo w(xy) = 0 e portanto xy é
um ponto de maximo de w em A,. Supondo que existe a derivada normal de u no ponto x,
devemos ter %—Z(xo) > 0, o que implica que
ou ov x())

—(xg) > —56—77(%) = —eVu(xy) - (7

= —£ <—27moe_7‘x0‘2) . (@)
r

2
= 27€|$L|e_7|$0|2 > 0.
T
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Isso estabelece a veracidade de (ii) no caso em que a bola B estd centrada na origem. Para
o caso geral em que B = B,(y) basta considerar v(z) = e ¥° — =7 para x € B,.(y) e
proceder como acima. A prova do item (i) pode ser feita repetindo os mesmo passos acima e

serd deixada como exercicio. O

Observacao 3.8. Sob as hipdteses do lema, mesmo quando nao existe a derivada normal no

ponto xo, a demonstracdo mostra que, para toda direcao exterior v tal que v -n(xzo) > 0, vale

i inf u(zo + hv) — u(zo)

0.
h—0— h -

Vamos usar o Lema de Hopf para provar o

Teorema 3.9 (Principio do Maximo Forte). Seja Q C R™ um aberto conexo, L um operador
uniformemente eliptico em Q com ¢ =0 eu € C*(Q) N C(Q). Entao

(i) se Lu >0 em Q e u atinge mdzimo em S, entdo u € constante em Q;
(ii) se Lu <0 em Q e u atinge minimo em €2, entdo u é constante em §).
No caso em que ¢ < 0 vale o sequinte:
(iii) se Lu >0 em Q e u atinge mdzimo nao negativo em ), entdo u é constante em §);
(iv) se Lu <0 em Q e u atinge minimo ndo positivo em 2, entdo u é constante em §.

Demonstracado. (i) Suponha que Lu > 0 e u atinge maximo em 2. Seja M := maxgu,

Qu :={2 € Q:u(xr) = M} # @ e suponha, por contradi¢ao, que
=0\ Qu={r€Q:ulx) < M} # 2.

Escolha y € X tal que
dist(y, Q) < dist(y, 0N2)

e considere r > 0 o raio da maior bola B = B,(y) tal que B C ¥ (cf. Exercicio 3.9). Por
construcao, existe g € 0B N Q. Uma vez que z¢ € 2 é um ponto de maximo de u, devemos

ter Vu(xg) = 0 e portanto
ou

a—n(xo) = Vu(zg) - n(xo) = 0.
Por outro lado, segue do item (i) do Lema de Hopf que a derivada normal acima deve ser
positiva. Esta contradicao mostra que €2); = €2, e portanto u = M em (2.
A prova do item (ii) segue de (i) utilizando-se a fun¢do —u. No caso em que ¢ < 0 em 2 a

prova é andloga a apresentada acima utilizando porém o item (i) do Lema de Hopf. ]

Notas de EDP2  Versdo 2.0 - Maio/2023



3.1 Principios de Maximo 45

Observacao 3.10. Note que o teorema acima vale para dominios ilimitados. A elipticidade

uniforme e a limitacao dos coeficientes nao € essencial. E suficiente supor que as funcoes

al(r) ) c@)

O(x)

ij=1
sao limitadas em todo compacto contido em ().

O resultado abaixo ¢ um principio de maximo geral para o operador L sem restricoes no

sinal de ¢(x).

Teorema 3.11. Seja 2 C R™ um aberto conexo, L um operador uniformemente eliptico e
suponha que existe w € C*(Q) N CYQ) tal que w > 0 em Q e Lw < 0 em Q. Dada u €
C%(Q) N C(Q), temos que

(i) se Lu>0e

S

assume mdzimo nao negativo em €1, enldo = € constante em (.

(ii) se Lu<O0e

S

assume minimo ndo positivo em (2, entdo = ¢ constante em 2.

Demonstragao. Denotando v = £, um calculo direto (cf. Exercicio 3.19) mostra que

L L L
> a)un, + 3 B+ () v 20 em e,
=1

ij=1

com B(z) := b'(x) + Y14 207 (2)Up,a;, para cada i = 1,...,n. O resultado segue agora do
Teorema 3.9. 0

A aplicabilidade do resultado acima depende de podermos encontrar uma fung¢ao w como
no enunciado do teorema. No que segue exibimos uma classe de dominios para os quais essa

tarefa pode ser executada com sucesso.

Teorema 3.12. Seja Q2 C R™ um aberto e L um operador uniformemente eliptico em ) satis-
fazendo

’<Jf—y,€>|<d, VSCaZ/GQ

para algum e € R" satisfazendo |e| = 1. Entao eziste dy = do(n, 6o, ||0]|cs [|cT]lec) > 0 tal que

o Teorema 5.11 € aplicdvel se d < d.

Demonstracao. Vamos exibir uma funcao w satisfazendo as hipoteses do Teorema 3.11.
Para simplicar a notagdo vamos supor que ¢ = ¢; = (1,0,...,0) e que 2 C (0,d) x R*1.

Considerando v > 0 a ser escolhido posteriormente, definimos

w(z) :=e - x=(21,...,1,) € Q.
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Observe inicialmente que w € C*°(€2). Além disso, como para todo = € Q vale 0 < 1 < d,
temos que w > 0 em (2.
Note que

_ 1 _ 2 1
Wygy = _,ye'y 7 Wryzy = =7 e’

e as demais derivadas de ordem 1 e 2 sao nulas. Sendo assim, usando novamente que 0 < x; < d,

obtemos
Lw = (@ (2)y? + 78 @)™ + (¢ (@) = e (@) (e = ™)

< (@ (@) + @) + e (a)er

Denotando M := max{||b'||s, ||c"]|s} € usando (3.3), obtemos entao
Lw < —0py%e?™ 4 [|b* | 0o ye™™ + ||t ||oce?® < —(0p7? — M) + Me?.
Escolhendo agora v > 0 de modo que 6yy? — M~ > 2M, concluimos que
Lw < —2M + Me = M(—2 + ™)

de sorte que Lw < 0 em €2, sempre que 0 < d < dy := In(2) /7. ]

Como ultimo resultado apresentamos um principio de comparacao devido a Varadhan que
também vale independentemente do sinal de ¢(x) mas que, em compensagao, exige que o con-
junto €2 tenha volume pequeno. Mais especificamente, vale o resultado abaixo, cuja prova pode

ser encontrada em [3, Teorema 2.32].

Teorema 3.13. Seja Q C R"™ em aberto, L uniformemente eliptico em Q e u € C2(Q) N C(Q)
tal que Lu >0 em Q e u < 0 em 9Q. Entao existe § = 0(n, ||0*]|so; [|¢]| o0, O, diam(€Q)) > 0 tal

que, se o volume de ) € menor que 6, entdo u < 0 em €.

3.2 Alguns resultados abstratos

Nessa secao vamos discutir a existéncia de solugao para o problema

Lu = f em(Q,
(P)
u = g em 0,

onde Q C R" & um aberto limitado de classe C?7, 0 < v < 1, f € C%(Q), g € C*7(90Q), L é

um operador diferencial de 2a ordem da forma

n

=1

ij=1
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com os coeficientes a¥, b, ¢ € C%7(Q). O Corolario 2.10 nos assegura que, sob as condigoes
acima e no caso em que L = A, o problema sempre possui solu¢io em C*7(Q2). Estamos
interessados em obter um resultado anélogo para o caso em que L tem a forma acima.

Vamos iniciar nossa discussao supondo que o problema

Lv=f em Q, v=0 em 0f,

tem solugdo de classe C27(Q) para toda f € C®'(Q). Uma vez que o dado de fronteira g e
o conjunto € sdo de classe C%7, podemos estender g para todo £ com a sua extensdo, que
denotaremos ainda por g, sendo de classe C%7(Q) (cf. [7, Lemma 6.38]). Considerando agora
v € C*7(Q) a solucio do problema acima com f = f— Lg € C°(Q), temos que a funcio

u = v + g satisfaz
Lu=Lv+Lg=f em ), u=v+g=g em 0,

sendo portanto solucdo de (P).
As consideragoes acima mostram que podemos, sem perda de generalidade, considerar g = 0

na formulacdo do problema (P). Sendo assim, definindo
X:={uelC”Q):u=0 em 90}, Y :=C"(Q), (3.6)

a solubilidade do problema (P) é equivalente a mostrar que L : X — Y é sobrejetivo.
Para comegar a formalizagdo do nosso argumento, vamos primeiro mostrar que, se u €
C?7(Q), entdo Lu € C%(Q). Tendo em vista a definicdo de L, basta verificar que, se v, w €

C%7(Q), entdo o produto vw € C%7(Q). Dados entdo x,y € 2, com x # y, observe que

o(@)w(z) —vwly)| _ |v(@)w() £v@)wly) —v(y)w(y)]
’x_yh ‘x_y"y
< ]U(x)|M i |w(y)|M

|z —y| |z —y|

< ol Hylw] + [[wllo Hy[v].

Tomando o supremo para x,y € ), x # y, obtemos

Hw[vw] < ||U||0Hv[w] + ||w||OH’Y[U] < o0,

Notas de EDP2  Versdo 2.0 - Maio/2023



3.2 Alguns resultados abstratos 48

e portanto vw € C%7(Q). Além disso,

||Uw||0,«, = |lvwlly + H,[vw]
< Nollg [lwlly + [[vllg Hy[w] + [[wlly Hy[v]
< (HUHO+Hw[v])(”w”0+Hw[w])

= |[vlloy llwllo, -

Considere (u,,) C C*7(Q), tal que u,, — 0 em C%7(Q). A estimativa acima fornece

o+ el

||Lum||0,7 < Z Haij<um)$i$jH07,y + Z Hbz(um)mq
=1

3,j=1

n n
< a (Z [ (wm )z, o + Z [ (wm)a,lloy + ||Um||0ﬁ) )
ig=1 i
em que ¢; = max{||a’||o, [|b'lo. [Icllo}- Uam vez que || D*(uyy)|lo, — 0 para todo multi-

indice de ordem menor ou igual a 2, segue da expressdo acima que Lu,, — 0 = L0 em C*?(Q).
Se U, — u em C?7(Q), entdo u, —u — 0, donde se conclui que L(u,, —u) — 0, isto &,
Lu,, — Lu em C%?(Q). Desse modo, L & continuo.

Na proxima subsecao, apresentamos um resultado abstrato que serd utilizado na prova da
sobrejetividade de L.

3.2.1 O método da continuacao

Conforme vimos anteriormente, resolver o problem (P) ¢ equivalente a mostrar a sobrejeti-
vidade do operador linear e continuo L : X — Y, onde L, X e Y sao como na secao anterior.

A fim de realizar tal tarefa, vamos considerar a familia de problemas

Ly = f em (),
u = 0 em 0f),
onde
Li:=(1—-t)L+tA, te]0,1],

e mostrar que Ly é sobrejetivo se, e somente se, Ly é sobrejetivo. Uma vez que Ly = A, o
resultado de existéncia de solu¢ao para (P) serda uma consequéncia do Corolario 2.10.

Lembremos que, se X e Y sao espacos vetoriais normados e 7' : X — Y um operador linear,
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entao dizemos que T' é limitado se

T
\T|| = supm = sup [|Tz|y < oo.
w20 [2lx jely<t

Nao ¢é dificil verificar que 71" é limitado se, e somente se, T" é continuo.

O resultado abstrato abaixo é uma peca chave no nosso projeto.

Teorema 3.14 (Principio da Continuacao). Seja X um espaco de Banach, Y um espago ve-
torial normado e £y, L1 : X — Y operadores lineares limitados. Para t € [0,1], considere o

operador
L= (1—-t)Lu+tLlu, uelX. (3.7)

Suponha que existe ¢ > 0 tal que
ully < cllZully, Vuwe X, tel0,1]. (3.8)

Entao £, € sobrejetivo se, e somente se, L) € sobrejetivo.

Antes de provar o resultado acima vamos fazer algumas consideragoes. Observe inicialmente
que, se o operador linear .Z : X — Y é tal que existe ¢ > 0 com |[|z|| < ¢||-Zz|y, para todo

xr € X, entao ele é um operador injetivo. Nesse caso, podemos considerar o operador inverso
L7V ZL(X) — X, que é também linear. Além disso, para todo y = ZLx € £(X) vale

Hg_lny S c ||y||Y )

de onde se conclui que .Z~! ¢ também limitado. Assim, a condigdo (3.8) no teorema acima é
equivalente a dizer que ||o%_1}} ¢ uniformemente limitado para ¢t € [0, 1].
Para demonstrar o Teorema 3.14 vamos usar o resultado abaixo, cuja demonstracao sera

deixada para o leitor (cf. Exercicio 3.22)

Teorema 3.15 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja (X, d) € um espagco métrico completo

eT: X — X uma contracgdo, isto €, existe 0 € (0,1) tal que
d(Tz,Ty) < 0d(z,y), Vz,y€X.

Entao T possui exatamente um ponto fixo, isto €, existe eratamente um elemento v € X tal

que T'r = .

Estamos prontos para provar o principal resultado dessa subsecao.

Demonstracdo do Teorema 3.14. Suponha que %, é sobrejetivo para algum s € [0, 1].
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Dado t € [0,1] e y € Y, observe que
L=y = La=y+ (% - L))
Desse modo, resolver a equagao Z,x = y é equivalente a resolver

v = Ly + (L - L))
= LT y+ L% - L))
= LYY+ L7 - 9) LG + sLlx — (1 —t) Loz — t.La]
= Ly+ L7t - s) L — (t — 8) A7)
= Ly (-2 (- L))

s

Assim, se definirmos T': X — X por
Ty =L y+ (t—s) L (L — L) ()],

resolver a equacao Z;x = y é equivalente a obter um ponto fixo para 7.
A ideia agora é mostrar que, se |t — s| é pequeno, entdo T é uma contragao. Para tanto,

considere x1, x99 € X e note que

”TCCl—TZEQHX == H t—S g [(,%—fl)(xl—mg
< =l L7 (% — L) (21— w)]

M

I

Conforme vimos anteriormente, (3.8) implica que ||.Z  xq|| < c||zo]|, para qualquer x4 € X.

Logo,
[Tz = Taol[x < cft = s|[[(Zo — Z1)(@1 — 22)
< ot = s (| Loz — 22| x + [ (21 — 22)[[x)
< ct = s[([[ Al + [IA) 21 — 22|l x,

o que mostra que 7" é uma contragao desde que

1

t—s|<d:= ,
£l G+ 20D

onde estamos supondo, sem perda de genralidade, que £, # Z,. Segue agora to Teorema do
Ponto Fixo de Banach (cf. Exercicio ?7) que T possui exatamente um ponto fixo z € X. As
consideracoes anteriores mostram que .%; é sobrejetivo para todo ¢ € [0, 1] tal que [t — s| < 4.

Para concluir a demonstracao note que podemos cobrir [0, 1] com intervalos da forma (s —
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J, s+ 0) quando fazemos s percorrer o intervalo [0, 1]. A conclusio do teorema seque entdo por

iteracao, visto que § > 0 é uma constante que nao depende de t. O

A aplicabilidade do tltimo teorema ao nosso problema (P) depende de sermos capazes de
encontrar uma constante ¢ > 0 satisfazendo (3.8). A obtenc¢ao dessa constante ¢ uma parte
delicada no estudo do problema (P) e depende de algumas propriedades dos espacos de Holder,
definidos antes da Proposicao 2.4. Nosso proximo passo é estudar com mais detalhes aqueles

espagos.

3.2.2 Espacgos de Holder, imersoes continuas e compactas

Iniciamos essa subsecao com a definicao de imersoes entre espacos de Banach.

Definicao 3.16. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados com X CY. Dizemos que X

estd imerso continuamente em Y se existe ¢ > 0 tal que
lzlly < Cllzlly, VzelX.

Nesse caso, escrevemos X — Y.

Dizer que a imersao de X em Y é continua é equivalente a dizer que a aplicacao identidade
i: X — Y dada por i(z) = x, € X, é continua. Um exemplo simples de imersdo ocorre no

espacos das fungoes diferenciaveis. Se k € NU {0}, entao
CHH Q) = CH(Q),
visto que, para toda funcio u € C*1(Q), vale

lully = > 1D%ully < D ID%ully = llullyss

|| <k lo|<k+1

O resultado abaixo generaliza essa informacao e fornece também uma hierarquia entre os espagos
de Holder.

Teorema 3.17. Se k e NU{0} e 0 <v <y <1, entdo
(1) CHH(Q) = CH(Q);
(2) C1(Q) — CH(Q);
(3) C*1(Q) — C*¥(Q).

Além disso, se ) € convexo, entdo
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(4) CFH(Q) = CR(Q);
(5) CH(Q) — Ch(Q).

Demonstracao. O item (1) foi provado acima. Para (2), basta notar que

lully = > 1D ully < llully + D Hy [D*] = |lull,, ,

|| <k loo| <k

para toda u € C*7(Q).
Para verificar (3), vamos fixar u € C*7(Q) e a um multi-indice com |a| < k. Dados z, y €

com 0 < |z —y| < 1, temos que

[D"u(z) ~ Du(y)| _ [D*u(x) ~ Du(y)|

< H.|D%u).

[z =y
Por outro lado, se |z — y| > 1, entdo

|D*u(x) — Du(y)|
|z =yl

< [D%u(z) — Du(y)]
< [D%u(x)] + [D%u(y)|
< [[D%ullo + [[D%ullg

= 2[|D%lf,-

Assim,
H,[D%] < 2||D%l|, + Hy[D"u],

de onde se conclui que

lally,, = > ID%ly+ Y H[D]

|| <k lal<k
< Y IDullg+ Y H[DM]+2 ) [|D%ul,
|| <K la|<E || <k
< ully, +2 Y 1D%ully +2 > Hy[D]
|| <k la|<k
= 3|l .

e portanto (3) se verifica.
Suponha agora que € é convexo e considere u € C**1(Q). Dados z, y € Q com = # y, e um

multi-indice « tal que |o| < k, podemos aplicar o Teorema do Valor Médio para escrever

D%u(z) — D*u(y) = VD(z) - (x — y)
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para algum z € {(1 —t)x + ty : t € [0,1]}. Desse modo

| D*u(z) — D*u(y)|
lz =y

< |VD%u(z)| < C||“”k+1

e portanto
||qu1 = [Jull, + Z Hi[D%u] < ¢ HU||k+17

o<k

o que estabelece (4). Finalmente, considerando as imersées continuas abaixo
CM(Q) — CHH(Q) — CP(Q),
vemos que o item (5) também vale. O

Observacao 3.18. A hipdtese de converidade em (4) e (5) nao pode ser retirada, pois existem
fungies u € CH(Q) que nao estao em C¥1(Q). Como exemplo, considere 2 := {(z,y) € R?:

y<+lz|, 22 +y* <1} e

(sgnx)y®, sey >0,
u(x,y) ==
0, sey >0,

em que 1 < B < 2 esgn(-) € a funcio sinal. Entio u € C*(Q) mas, para todo v > 0 satisfazendo
que B/2 < v < 1, pode-se mostrar que v & C°7(Q). Em particular, pelo item (3), temos que
u & COL(Q).

Estamos interessados agora em propriedades especiais das imersoes acima. Lembremos
que, se X e Y sao espacos vetoriais normados, dizemos que um operador linear 7" : X — Y
é compacto quando T é continuo e T leva conjuntos limitados em conjuntos relativamente

compactos, isto é, se A C X é limitado entdao T'(A) C Y é compacto.

Definicao 3.19. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados com X — Y. Dizemos qua a
mmersao de X em'Y € compacta se a aplicagao identidade i : X — 'Y for compacta. Nesse caso
dizemos que X estd imerso compactamente em Y e escrevemos X C&Ct' Y.

Uma maneira equivalente de definir uma imersao compacta é dizer que X estd imerso
compactamente em Y se toda sequéncia (u,,) C X limitada possui subsequéncia convergente
em Y.

Conforme veremos adiante, resultados de compacidade sao extremamente importantes no
estudo de equagoes diferenciais. Enunciamos abaixo um resultado classico de convergéncia que

serd usado ao longo deste texto.
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Teorema 3.20 (Arzela-Ascoli). Seja Q C R™ um aberto limitado e A C C(Q) um subconjunto

satisfazendo

(i) existe M > 0 tal que
lullo < M, VY ué€ A;

(ii) dado € > 0, existe § > 0 tal que, para todo u € A, z, y € Q, vale

lu(x) —u(y)| <e, sempre que |z —y| <d.

Entao toda sequéncia (u,,) C A possui subsequéncia convergente.

Um conjunto A C C(Q2) ¢é dito equilimitado quando satisfaz a condi¢ao (i) acima. Quando

(ii) é satisfeita, dizemos que o conjunto é equicontinuo. Note que, quando €2 é convexo, uma

condi¢ao suficiente para a equicontinuidade de A é que as suas funcbes tenham derivadas

uniformemente limitadas em §2.

No nosso proximo resultado analisamos a compacidade das imersoes dadas no Teorema 3.17.

Teorema 3.21. Se Q C R™ é um aberto limitado, k € NU{0} e 0 < v <~ <1, entao

cpct.

(27) C*1(Q) = C*(Q);
(3) (@) L (@),
Além disso, se () € convezo, entio

cpct.

(1) CHH(Q) = C*(Q);

cpct.

(5) CHLQ) & Ck(Q).
Demonstracido. Vamos provar primeiro (27) para k = 0. Seja (u,,) C C*7(Q) tal que
HumHO,'y = HumHo + H’y[um] <M, VmeN.

Para mostrar que existe uma subsequéncia convergente em C(f2), defina A = {u,,

moe

N} € C(Q). Segue imediatamente da expressio acima que A é equilimitado. Além disso, como

H., [uy] < M, vale

|um (2) — um(y)| < M|z —y]", YVmeN, Vz ye Q.

Logo, para todo ¢ > 0 dado, a condicdo (ii) do Teorema 3.20 se verifica para § = (¢/M)/". Apli-

cando o Teorema de Arzeld-Ascoli concluimos que (u,,) possui uma subsequéncia convergente

em C(9).
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Considerando agora k € N, tomamos (u,,) C C*7(Q) uma sequéncia limitada. Entdo existe

uma subsequéncia de (u,,), que denotaremos ainda por (u,,), tal que u,, — v em C(f2). Para

todo multi-indice « tal que |a| < k,

= lttmlly + > Hy[D%um] < M.
|| <k
Logo,
1D Ul = | D%l + H, [ D] < M.

Usando a primeira parte da demonstracao e passando para subsequéncias se necessério, temos
que D%u,, — ¥, em C(ﬁ). Como a convergéncia ¢ uniforme devemos ter ¥, = D%u. Desse
modo, u € C*(Q) e
[t — qu = Z 1Dy, — DauHO — 0,
|la|<k
o que estabelece (2).

Para verificar (3’) note inicialmente que, se u € C*7(Q) e z, y € Q com z # y, entdo

[D*u(z) — D*uly)| _ (ID“U(SU) — D*u(y)]

| D(x — Du(y)|*" %
- ) 10u(w) - Duty)

|z —y|

de modo que, tomando o supremo, obtemos
H,[Du] < e Hy[D*u)/ || Dulfg™"".

Seja agora (u,,) C C*7(Q) tal que ||u,||lx, < M. Usando (2') e passando a uma subsequén-
cia se necessario, podemos supor que (u,,) converge em C*(Q2). Usando a estimativa acima,

obtemos

e = wlly, = Y (1D = wa)llo + Ho[D*(u; — um)))

| <k

< 3 Ay (10 — w57+ x5, [y — )

<k

com A, = || D*(1; — un)|ls”""". Usando a desigualdade (cf. Exercicio 3.23)
(a+b)"" < cy(a”/" +07), a,b>0,

e a limitacao de (u,,), concluimos que

H,[D%u; — D*u"!7 < (I, [D%;] + H, [Du,))" < 26,0717,
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com uma estimativa analoga valendo para || D*u; — D®u,,||%/". Portanto

= ey < 262M7 (L4 1) DD (g — ) llg™7

o<k

Como u, converge em C*((2), para todo multi-indice de ordem menor ou igual a k, ||D*(u; —
Um)|lo = 0, quando j, m — oco. Assim, como 1 —v/v > 0, segue da expressao acima que (u,,) é
sequéncia de Cauchy em C*¥(Q). Logo, u,, — u em C*¥(Q), para alguma funcio u € C**(Q),
o que estabelece (3).

A demonstracdo dos itens (1) e (5') segue dos diagramas abaixo

cpct.
—

CHLQ) — CR1(@Q) TS k(@)

cpct.

Ck—i—l (ﬁ) SN Ck,l(Q) Ck u(ﬁ)

e do fato de que a composicao de um operador continuo com um operador compacto é um

operador compacto. O

3.3 O Teorema de Existéncia de Schauder

Voltemos agora a questao de existéncia de solucao para o problema

Lu = f em¢(),
(P)
u = g em 0f),

onde Q C R" & um aberto limitado de classe C?7, 0 < v < 1, f € C%(Q), g € C*7(90Q), L é

um operador diferencial de 2a ordem da forma

Lu:zzn:aij( uzzz]—l—Zb‘ T)Uy, + c(x)u,

ij=1

com os coeficientes a”, b?, ¢ € C%7(Q).
Conforme vimos, esse problema é equivalente a Lu = f em Q, u = 0 em 02, que por sua

vez é equivalente a mostrar que, se
= {u € 02’7( ) u’aQ = O}

entdo L : X — C%7(Q) é sobrejetivo.
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A ideia é usar o método da continuacao para a familia de operadores
Ly:=(1—-t)L+tA, tel0,1].
Conforme vimos, serd necesséario encontrar ¢ > 0 (independente de t) tal que
llull2y < || Liulloy, VuelX,telol]. (3.9)

Essa é uma parte delicada e complicada do método onde usaremos o que chamamos de estima-
tiva a priori para as solu¢oes do problema (P). Mais especificamente, vamos usar o resultado

abaixo, cuja prova pode ser encontrada em |7, Teorema 6.6].

Teorema 3.22 (Estimativa a priori). Seja Q C R"™ um aberto limitado de classe C*7 e L um

operador uniformemente eliptico com

max{uaij 0o 1600 llcllon = 4,5 = 1n} <.

Entao existe uma constante C' = C(n,~y, 0y, «, Q) > 0 tal que
lullzy < C {llLulloy + lullczaoa) + lullo}, ¥ ue C*(Q).
Observe que, se u € C%7(Q) é uma solucdo de (P), a estimativa acima nos fornece

lullz < C {1 £lloq + gllc2a@a) + lullo}

e portanto nao obtemos uma informacao precisa a respeito da localizacao da solugao devido ao
termo ||ul|o que aparece do lado direito. Esse termo adicional (e indesejado) também atrapalha
na aplicacao do Método da Continuacao. Conforme veremos abaixo, esse problema pode ser

superado se vale o principio de comparacao para o operador L.

Lema 3.23. Suponha que as hipoteses do Teorema 3.22 sao satisfeitas e que o problema

Lu = 0, em (),
u = 0, em 09,

tenha apenas a solugdo trivialu = 0 em C*7(Q). Entdo existe uma constante C = C(n,~, 0y, a, Q) >
0 tal que
lullzy < C {lILulloy + ullczaoay ¥ u€ C*(Q).

Demonstragdo. Suponha, por contradi¢io, que existem (C,,) C (0,+00) e (u,,) C C*7(Q)
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tais que C,,, — +00, quando m — +00, mas

”um”lv > Cy, {HLum”O,W + HumHC?W(aQ)} .

Um
llwmll2,y

Considerando v, := temos que [[vy,|2, =1 €

1
1Lvmlloq + llomllozaoa) < 7= = 0. (3.10)

m

Uma vez que C?7(Q) ity C%*(Q) — C(Q), existe v € C(Q) e uma subsequéncia, que ainda

denotamos por (vy,), tal que v, — v em C(2). Pelo Teorema 3.22,
lv; = Vmll2e < C{I1Lv; = Lomlloq + 05 — vimllc2aon) + 1 — vmllo} -

A expressdo acima, (3.10) e a convergéncia em C(Q) mostram que (v,,) C C*7() é sequéncia
de Cauchy, e portanto v,, — v em C%7(Q2). Como L é continuo, temos que Lv,, — Lv. Desse

modo, segue de (3.10) que v satisfaz

Lv = 0, emQ
v = 0, em 0,

donde se conclui que v = 0. Mas isso é um absurdo visto 1 = ||v,, |2, = [|v]]24 = 0. ]

Vale destacar que, pelo Teorema 3.5, a conclusao do lema acima vale se o termo de ordem
zero ¢ € nao positivo em 2. Desse modo, podemos enunciar e provar o resultado principal desse

capitulo:

Teorema 3.24 (Teorema de Existéncia de Schauder). Seja Q um aberto limitado de classe
C%7, L um operador uniformemente eliptico com coeficientes em C%7(Q) e tal que ¢ < 0 em
Q. Entdo, para toda f € C*7(Q) e g € C?>7(9Q), o problema

(P)

Lu = f, emQ,
u = g, em OS.

possui solugdo tinica em C%7(Q).

Demonstracao. Conforme ja foi mencionado podemos, sem perda de generalidade, supor que
g = 0. Considere
X :={ueC*(Q):u,, =0}

e defina, para t € [0, 1], o operador L, : X — C%7(Q) por

Liu:=(1—t)Lu+tAu, YuelX.
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Observe inicialmente que, se 0y > 0 é a constante de elipticidade de L, A(z) = a”(z), para
r €, e cRY, entdo

E((1—t)A(x) +tId)s > (1 —t)0ol&]” + tl¢]”
= [(1 =) + ] |¢]”
> min{L, 0o }|¢]*,

de modo que L; é uniformemente eliptico com constante de elipticidade igual a min{1, 6y}, que

¢ independente de ¢. Além disso, como t € [0, 1], temos que

max{[|a”?|loq, |60 11 = t)ellos 13,5 =1,...,n} <,

com o = a(||a’]o~, |60, |Icllo,,) > 0 independente de t. Finalmente, note que o termo de
ordem zero de L; é (1 — t)c(+), que é nao positivo em €. Segue do Principio do Maximo (ou
do Teorema 3.5) que o problema homogéneo Lyu = 0 em €2, uw = 0 em 0f), possui somente a
solucao nula.

As consideracoes acima nos permitem aplicar o Lema 3.23 para obter uma constante C' =
C(n,v, 6y, a, ) > 0, independente de ¢ € [0, 1], tal que

lullzsy < C {ll Leulloq + lullczooa) } = CllLeulloy, ¥ u€ X,

visto que os elementos de X sao identicamente nulos na fronteira de ).

Utilizando agora o Método da Continuagao (cf. Teorema 3.14) concluimos que Ly = L
é sobrejetivo se, e somente se, L; é sobrejetivo. O Teorema 2.8 nos assegura que L; = A é
sobrejetivo e portanto o problema (P) tem pelo menos uma solu¢do em C%7(Q). A unicidade

da solugao segue do Principio do Maximo. O]

No proximo teorema estamos interessados em obter estimativas a priori em conjuntos que
ficam longe da fronteira de €). Por isso, nao exigimos regularidade sobre (2. A demonstracao

do resultado abaixo pode ser encontrada em [7, Teorema 6.2].

Teorema 3.25 (Estimativas interiores). Seja Q C R"™ um aberto e L um operador uniforme-

mente eliptico com

max{]|a” || con @), [Vl con@): lellcon@ 5 =1, ,n} <o

Se Qg C Qy C QL C Oy CQeQy € compacto, entdo existe uma constante C' = C(n,, 00, ) >0
tal que
ullc2r () < C {I1Lullcony + lullo@n ), ¥ ue C*7(Q).

Como uma aplicacao da estimativa interior dada pelo teorema acima, vamos provar o se-
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guinte resultado (compare com o Teorema 2.10).

Teorema 3.26. Seja ) C R™ um aberto limitado de classe C?7, L um operador uniformemente
eliptico com coeficientes em C%7(Q) e c < 0. Entdo, dada f € C*7(Q) e g € C(9R), o problema

Lu = f, em()
u = g, em OS.

possui solucdo tinica em C*7(Q) N C(Q).

Demonstracido. A regularidade de Q e g nos permite estender essa tltima para todo Q de
modo que a extensdo, que denotaremos ainda por g, é continua em . Pelo Teorema de Stone-
Weirstrass (cf. [1, Corolario 1.29]), g pode ser aproximada uniformemente por polinémios e
portanto existe (g,,) C C*7(Q) tal que g,, — g em C(Q).

Usando ¢ < 0, podemos aplicar o Teorema 3.24 para obter u,, € C?7(Q) satisfazendo

{Lum = f, emQ (3.11)

Up = Gm, em 0f).

Aplicando o Principio do Maximo para a funcao u; — u,,, concluimos que

Juj — Um”c@) < lgj — gmllcon)-
A convergéncia de g,, em C(Q) implica que (u,,) é sequéncia de Cauchy em C(f2), e portanto
Uy — u em C(Q).

Considerando agora um aberto € tal que Qy C Qy C Q; C ; C Q, o Teorema 3.25 nos garante
que

[uj = tmllc2a(90) < Clluy — umlle@)-
Isso nos diz que (u,,) é sequéncia de Cauchy em C%*7()) e portanto u,, — u em C*7(€).

Como € ¢é arbitrario, podemos passar (3.11) ao limite para concluir que v € C*?(Q)NC(Q) &

solucao do problema. A unicidade segue como antes, usando o Principio do Maximo. .
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3.4 Exercicios

Atencao: Nos exercicios abaixo, a menos que se diga o contrario, {2 C R™ é um aberto limitado

de classe C2. O operador L é uniformemente eliptico em €2 e tem a forma
n n
Lu =" (@), + ) (@)us, + c(z)u,
ij=1 i=1
com os coeficientes limitados em Q e ¢ < 0 em €.
3.1. Verifique a elipticidade de todos os operadores exemplificados apos a Definicao 3.1.

3.2. Verifique com detalhes todas as afirmacoes feitas na Observacao 3.3.

3.3. Se Q = (—7/2,7/2) x (=7/2,7/2) e u(x,y) = cosxcosy, entdo u satisfaz Au + 2u = 0
em 2, u = 0 em 02, mas u troca de sinal em €. Por que isso nao contraria o Principio do
Maximo?

3.4. A funcao

1- (@ +y°)

U(.T,y) = (1 —[L’)2 _,_yg? (;E,y) € Bl<0) C R27

satisfaz Au=0em Q, u =0 em 9Q \ {(1,0)}. O Principio do Méaximo se aplica nesse caso?
3.5. Prove o Teorema 3.5.

3.6. Prove o Teorema 3.6. Conclua que se u,v € C%(Q) N C(Q) satisfazem Lu > Lv em €,

u < wvem 0, entao u < v em ().

3.7. Considere as hipoteses do Lema de Hopf e o novo operador L=1L-— ¢ (z). Repetindo o
argumento da demonstracao, mostre que se u(ug) = 0, entdo o resultado do lema permanece

valido independente do sinal de ¢(z).

3.8. Se Q ¢ conexo e u € C%(Q) N C(Q) satisfaz Lu > 0 em Q, u < 0 em Q, entdo u < 0 em

ou v =0 em (2, independente do sinal de ¢(x).

3.9. Mostre que é sempre possivel obter y € ¥ e r > 0 satisfazendo as condi¢oes utilizadas na

demonstragao do Teorema 3.9.
3.10. Prove a afirmacao feita na Observacao 3.10.
3.11. Se u € C*(Q) N C(Q) satisfaz Au = u? em Q, u = 0 em 99, entdo u = 0.

3.12. Se u € C?(Q) N C(Q) satisfaz Au = u® —u em Q, u = 0 em 09, entdo —1 < u(x) < 1

para todo x € Q. Seria possivel u(zy) = £1 para algum x, € Q7
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3.13. Se Q é conexo, u € C?() N C(Q) satisfaz Au = u? em Q e u assume maximo em ¢,

entao v = 0.

3.14. Se u(z) = —e® — e ", entdo u satisfaz v’ —u = 0 em R e assume maximo em z = 0. Por

que isso nao contraria o Principio do Maximo Forte?

3.15. Considere o problema ndao linear

Au = f(z,u) em Q,
u = em OS2,

em que f(-,u) € C*(Q), f(z,-) € CY(R) e f ¢ ndo decrescente em wu, isto &, g—i(:lr) > 0 para

todo x € Q. Mostre que o problema tem no maximo uma solucdo em C2(Q2) N C(9Q).

3.16. Use o exercicio anterior para verificar que, se k& € C%7(Q) é uma fun¢ao nao negativa,

entao o problema nao linear

Au = k(x)e* em €,
u = em Of),

tem no méaximo uma solucio em C2(Q) N C(Q).

_ 0
3.17. Seja Q conexo e u € C*(Q)NCYQ) tal que Lu=0em N e a—:; =0 em OS).

(a) Mostre que u é constante em ().
(b) Se c(zg) < 0 para algum xy € Q, entao u =0 em 2.
(c) Enuncie e prove um teorema de unicidade de solu¢ao para o problema de Neumann Lu = f
ou
em ), — = p em 0f).
on

3.18. Para (2 conexo, considere o problema
Lu = [ em (),
— +tal@)u = ¢ em 09,
em que f € C(Q), p € C(0N) e a € C(9N) é uma funcio nio negativa.
(a) Se ¢ # 0 ou a # 0, entdo o problema tem no maximo uma solugao em C?(Q) N C(Q).

(b) Se c=0e a =0, entdo quaisquer duas solugdes do problema em C?(Q) N C1(Q) diferem

por uma constante.
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3.19. Complete os detalhes da prova do Teorema 3.11.

3.20. Se K : [0,1] x [0,1] — R é continua, entao o operador linear T : C([0,1]) — C([0,1])
definido por

(Tu)(z) = / K(z, y)uly) dy
é compacto.

3.21. SeT: X — Y écontinuo e S : Y — Z é compacto, entao (SoT): X — Z é compacto.

3.22. Seja (X, d) é um espago métrico completo e T : X — X. Se existe 6 € (0,1) tal que
d(TI‘l,TJZQ) §0~d(l’1,1‘2), VIl,ZL’Q € X,

entao existe exatamente um elemento x € X tal que Tx = x.

Sugestao: Tome xg € X nao nulo e mostre que a sequéncia xp = Txr_1, k € N, € uma sequéncia de

Cauchy. Em sequida, mostre que o limite dessa sequéncia € um ponto fizo.

3.23. Mostre que, se # € R, entao existe ¢ > 0 tal que
(a+b)? <c(a®+1%), Va, b>0.

Sugestio: Estude o comportamento de f(t) = (1+t)?/(1 + ) quando t — 0T et — +oo0.
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Capitulo

4

Espacos de Sobolev

A partir de agora vamos estudar o problema

(P)

—Au = f em Q)
u = 0 em 01,

com ) C R™ sendo um aberto de classe C! e a funcao f, ao contrario dos capitulos anteriores,
podendo ser descontinua em 2. A fim de exemplificar o que faremos vamos supor, inicialmente,
que a fungao f pertence ao espago de Lebesgue L%(1).

Se u € C2(Q) N C(Q) é solugao classica de (P) entdo, multiplicando a primeira equacao de

(P) por ¢ € C§°(1), integrando e usando o Teorema da Divergéncia, obtemos

/Qf(x)godx:/g(—Au)npdx:/Q(Vu-Vgp)dx—/anpa—ndx,

ou ainda, lembrando que ¢ = 0 em 0f,

/Q(Vu-Vgo)dx:/Qf(x)npdx, Vo e C5°(). (4.1)

1
loc

Observe que o lado direito da equagao acima ¢ finito sempre que f € L; (€2). Em particular,
se f € L*() e u é uma solugdo cléssica de (P), a expressiao acima sempre se verifica. Note
ainda que o integrando do lado esquerdo envolve apenas as derivadas de primeira ordem da
funcao u.

A fim de continuar nossa motivacao vamos supor que existe um espaco de Hilbert H com

as seguintes propriedades:
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(i) o produto interno em H é dado pela aplicacgao

(Vy: HxH-—R

(u,v) — (u,v) g = /Q(vu - Vo) da; (4.2)

(i) C§°(€2) é um subespago de H denso;
(iii) H esta imerso continuamente em L?(€2).

Nessas condicoes, a equagao (4.1) se escreve como

(u, ) 5 /f Jodz, Ve e C5°(Q).

Para mostrar que a igualdade acima pode ser estendida para todos os elementos de H, seja
¢ € H e (pm) C H tal que v,, - ¢ em H, quando m — +o00. Pela continuidade do
produto interno, temos que (u, @)y — (u, )y. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e

/Q (@) (om — ¢)| da

< |fllzz@llem — @l L2
< COlfllz@llem — @lla — 0,

a continuidade da imersao H — L?(2), obtemos

IN

/Q (f(2)pm — f(2)p) da

quando m — +o00. Assim, passando a igualdade (u, ¢m,) 5 fQ x)dx ao limite, con-

cluimos que

/Q(Vu -Vp)de = /Qf(x)godx, Ve H. (4.3)

Diremos que u € H é uma solu¢ao fraca do problema (P) se a igualdade acima ocorre.
Naturalmente, toda solucao classica é solucao fraca. Veremos posteriormente que o contrario
pode nao ser verdade.

Vejamos agora como a existéncia de um espago H como acima nos permite encontrar solugao

fraca para o problema (P). Para isso, vamos definir a transformagao linear

Ty H—R
o Typ) = / f(2)p d.

Para toda ¢ € H, vale

< fllezllellze < Cllfllez@llellas

Ty(o)| = ' [ fayoas

Notas de EDP2  Versdo 2.0 - Maio/2023



66

e portanto 7y é uma funcional linear continuo de H em R.

Nesse ponto, vale lembrar que se 7' : R® — R é uma transformagao linear e se v € R”
n

pode ser escrito na base canonica de R"” como v = E a;e;, entao
i=1

Tw)=T (Z Olﬁi) = Z%T(ei) = <UT7U>R“ )

em que vy = (T'(eq),...,T(e,)) € R™ Isso mostra que, para cada transformacgao linear 7' de

R™ em R, podemos associar um elemento vy € R™ tal que
T(v) = (vp,v)py, Vv eR™

O ponto importante aqui é que o resultado acima sé depende do fato de R™ ser um espago

com produto interno, conforme nos diz o resultado abaixo:

Teorema 4.1 (Teorema da Representacao de Riesz). Seja X um espago de Hilbert eT : X — R

um funcional linear continuo. FEntao existe um unico xp € X tal que
T(x)=(zr,z)y, VzrelX.

Além disso, ||zr| = ||T| x-.

Demonstracao. Se T'= 0 basta tomar 7 = 0. Podemos entao supor que ker7 = {x € X :
Tz = 0} é um subespaco nao trivial de X. Como esse subespaco ¢ fechado, existe 2y € (ker T')*

tal que ||zo||x = 1. Note agora que, para todo x € X, vale a seguinte decomposi¢io

(e IO T,

Uma conta simples mostra que o teorema vale para xp = T'(x¢)zo. A unicidade, a igualdade

lzr|| = ||T||x+ e os detalhes do argumento acima ficam como exercicio. O

Voltando ao nosso problema, perceba que a existéncia de solu¢ao fraca para (P) é equivalente

a encontrar v € H tal que
(u,o)g = T¢(p), Ve H.

Como T ¢ um funcional linear continuo, existe um elemento uy € H tal que

Ti(o) = (us, o), Vo€ H.

Segue entao das duas ultimas igualdades que u; é uma solucao fraca de (P).
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Nao é dificil verificar que a solucao fraca obtida acima é tnica. De fato, se uq, us € H sao

solugoes fracas de (P), entao

<U1,§0>H:/S;f(l')§0d$:<U2,§0>H7 VQDEI’L

0 que mostra que

(ur —ug, ) =0, Yy H,

Em particular, escolhendo ¢ = u; — uy na expressao acima, concluimos que |[u; — us||% =0, o
que implica que u; = us.

Nas proximas secoes, vamos discutir a existéncia de um espagco H com as propriedades
acima. E importante observar que a equacio (4.3) pressupde apenas a existéncia de derivadas
de ordem um para as fungoes de H. Desse modo, é natural que o espago H seja maior do que
C%(Q)NC(Q), esse tltimo sendo o espaco em que vivem as solucoes classicas. Assim, podemos
dizer que temos mais chance de obter solucoes fracas do que solucgoes classicas.

Um maneira simples de construir o espaco H seria notar que a fungdo dada em (4.2) define
um produto interno em C§°(2) e denotar por H o fecho de C§°(£2) com a norma induzida por
esse produto interno. Uma dificuldade que surge é que, com essa construcao, os elementos de H
seriam classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy em C§°(2). Evidentemente nao parece
muito claro como trabalhar com tais elementos. O segundo problema é que ainda precisariamos
mostrar que H — L*(Q). A ideia entdo é tentar identificar este completamento acima com
algum espaco de funcoes.

Como trabalharemos muito com formulacoes integrais para nossos problemas, escreveremos
somente [u para denotar fQu(x)d:c, em que u € L'(Q). Além disso, para 1 < p < oo e
u € LP(Q)), vamos escrever ||ul|, para denotar a norma de v em LP(Q2). As normas de funcoes
u continuas ou Holder continuas serao denotadas por |[ullcrg € [[ullcr ), respectivamente.

Finalmente, diremos que ¢ é uma funcao teste quando ¢ € C§°(Q).

4.1 Derivadas Fracas

O primeiro passo para a construcao do espaco H com as propriedades apresentadas no inicio
do capitulo é introduzir um novo conceito de derivada que generaliza que a derivada usual. Um

contexto historico pode ser visto no trecho a seguir, que é uma livre tradugao de |13, pg. 160]

"A defini¢ao de derivada fraca foi introduzida por S.L. Sobolev (1908-1989) em seus
primeiros trabalhos sobre equagbes diferenciais parciais (1936-1938). Sua abor-
dagem requer uma extensao do conjunto de funcgoes diferencidveis, ou seja, uma

extensao do dominio dos operadores diferenciais para funcoes cujas derivadas nao
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sao necessariamente continuas. O uso de derivadas fracas permitiu-lhe superar o
problema de continuidade e descontinuidade em relacao a diferenciacao, o que abriu

novas perspectivas para o estudo de equacoes diferenciais"

Como forma de motivagdo, considere u € C*(Q), para algum k € N e ¢ € C5°(Q) uma

fungao teste. O Teorema da Divergéncia nos permite integrar por partes para obter (cf. Teorema

1.3(b))
Jwte == [wnio /a u(e)e(an do = - [

em que usamos, na tltima igualdade, o fato de que ¢ = 0 em 0f2. De uma maneira mais geral,

se a ¢ um multi-indice tal que |a| < k, podemos escrever

/uDO‘go = (—1)|a|/ngau. (4.4)

Para que o lado esquerdo da expressao acima faga sentido, basta supor que u € L, (). De

fato, se este for o caso e denotarmos por K, CC 2 o suporte da fung¢ao ¢, temos que

] / uDago]s | @Det) o < Nl [ Jutalds < o

K, K,
As consideracbes acima motivam a seguinte definicao:

Definicao 4.2. Dado um aberto Q C R, uma fungdo u € L}, () e um multi-indice a, dizemos

que v € L}, () € uma a-ésima derivada fraca de u se

/uDagpdx = (—1)l / vedr, Ve G (Q). (4.5)
Q Q

Essencialmente, a definicdo acima diz que uma derivada fraca é uma funcao localmente
integravel que nos permite fazer integracao por partes. O lema abaixo estabelece, em um certo

sentido, a unicidade da derivada fraca.

1

1oe(82), quando existe, é unica a

Lema 4.3. A «-ésima derivada fraca de uma funcao u € L

menos de conjuntos de medida nula.

Demonstracao. Suponha que vy, vy 820 a-ésimas derivadas fracas de u. Entao

(0 [ug= [uDre= (1" [up, voecr@),

e portanto

/(m —v)p =0, VeeC).
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Segue entdo (cf. [3, Lema 4.2|) que v; — vy = 0 q.t.p. em €2, de onde se conclui que v; = vy
q.t.p. em €. O

1

loc(§2) possui a-ésima derivada fraca v, podemos

Tendo em vista o lema acima, se u € L
denotar simplesmente

v = D%.

Para que a notacao acima nao cause confusao com a derivada no sentido classico, deixamos claro
que ao longo de todo este capitulo, quando escrevermos D%u, estamos sempre nos referindo a
a-ésima derivada no sentido fraco.

Antes de apresentar as propriedades basicas da derivada fraca, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.4. Se uma funcao u possui derivada no sentido classico, entao u possui derivada

no sentido fraco, que coincide com a derivada classica.

Exemplo 4.5. Considere Q2 = (0,2) e u : 2 — R dada por

(z) r, sel<z <1,
u(x) =
1, caso contrario.

1
loc

a derivada (classica) no ponto x = 1. Vamos mostrar que u possui derivada fraca v : (0,2) — R

1, se0<ax <1,
v(z) = .
0, caso contrario.

Observe que u € L;,.(0,2) e que ndo existe a derivada no sentido cléssico, visto que nao existe

dada por

De fato, claramente temos que v € L}, (0,2). Seja p € C5°(0,2) e observe que

loc

1 2
/ugp’daz :/ z¢' (1) d:v+/ ¢'(x) dx
Q 0 1

. / (@) dz + (9(2) — (1)

= rp(x)

=0

— (1) - / o(x) dz — (1)

1
:—/ gp(x)dxz—/vgpdx,
0 Q

de modo que v = v’ (no sentido fraco).

Exemplo 4.6. Considere Q2 = (0,2) e seja agora u : 0 — R dada por

(2) z, se0<z <1,
u(r) =
0, caso contrario.
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Vamos mostrar que u nao é fracamente derivavel. De fato, suponha por contradicao existe a

derivada fraca u’. Entao,

/wp’ = —/u’gp, Ve C5e(0,2).
Considere uma sequéncia (¢,,) C C§°(0, 2) satisfazendo, para todo m € N,
(1) [lemllee <1
(i) (1) =1;
(iii) limy, o0 om(x) = 0, para todo z # 1 ;
(iv) o suporte de ¢, esta contido em [3, 3].

Usando integracao por partes, obtemos

1 1 1
—/u’wm = /ugpin :/ x@l (x)dz = zom —/ om () de.
0 =0 0

Como ¢,, tem suporte compacto e ,,(1) = 1, concluimos que

1 1
1= [tpn = [Con@de= [wondo- [ o),
0 J 0

em que J = (3, 7). Observe agora que v/(z)¢,(z) — 0 q.t.p. em J. Além disso, [u/ ()@ (z)] <

|u/(z)] q.t.p. em J e || € L'(J), visto que v € L} (0,2). Segue entio do Teorema da

loc

Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim [ vp,dz=0.

Do mesmo modo mostra-se que fol Om(x)dx — 0. Assim,

1
—1= lim (/u'@m—/ cpm(ac)dx> =0,

o que é absurdo. Portanto, nao existe a derivada fraca u'.

4.2 Espacos de Sobolev

Vamos definir nessa secao o principal objeto de estudo deste capitulo. Como motivacao,

apresentamos na sequéncia um tradugao livre de |13, pg. 166]:
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"Novos desenvolvimentos no estudo de problemas de valor de contorno impuseram
a necessidade de estender a nocao usual de funcao. A nocao de solucao admissivel
foi generalizada de tal forma que o proprio problema de valor de contorno foi trans-
formado em certa equacao integral - a chamada formulagao fraca do problema de
valor de contorno. Isso levou a uma generalizacao da nocao de derivada parcial e a
definicao de solucoes generalizadas. Desde o final da década de 1920, houve mui-
tas tentativas de generalizar a no¢ao de solucao de equacgao diferencial parcial. O
grande impacto na aceitacao de novas ideias no tratamento de equacoes diferenciais

deve-se a Laurent Schwartz com sua teoria das distribuigoes.

Como dissemos, a importancia dos espacos de Sobolev reside no fato de que eles
representam uma estrutura ideal para buscar solucoes generalizadas de problemas
de valor de contorno. Especialmente importantes sao os teoremas de imersao com-
pacta dos espacos de Sobolev, pois eles nos permitem usar a teoria dos operadores
compactos. De fato, as investigagoes na teoria dos operadores compactos (lineares
e nao lineares) foram em grande parte estimuladas pela necessidade do estudo da

solubilidade de equacoes diferenciais parciais"

Na sequéncia, apresentamos a definicao desse importante espaco de funcoes.

Definicao 4.7. Seja Q@ C R™ um aberto, 1 < p < o0 e k € NU{0}. Definimos o espaco de
Sobolev W*P(Q) como sendo

WkP(Q) := {u € LP(Q) : D € LP(Q) para todo multi-indice o tal que |a| <k},

com as derwadas D*u acima sendo tomadas no sentido fraco.

Se u € WFP(Q), entdao u € LP(Q), de modo que toda fungao de W*P(Q) esta em L}, ().
Como D*u € LP(f2), estamos assumindo tacitamente que todas as derivadas fracas de ordem
menor ou igual a k existem. Uma outra observacao importante é que valem as seguintes
inclusoes

O () CWHP(Q) C LP ().
Quando p = 2, vamos denotar W*P(Q) simplesmente por H*(Q), isto é, H*(Q) := W*2(Q).

Em particular, se kK = 1, temos

0
HY(Q) = WH(Q) = {u e L¥(Q) : 8—“ € L*(Q) parai = 1, n} .
T
Veremos em breve que H*(Q) pode ser dotado de um produto interno de modo a tornar-se um

espaco de Hilbert. Antes note que, se u € H'(f2), entdo as duas integrais em (4.3) sdo finitas
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sempre que f € L*(2). Conforme veremos posteriormente, o espaco H que estamos procurando
para obter as solu¢oes fracas de (P) ¢ um subespaco especial de H(Q).

O resultado abaixo apresenta as propriedades basicas dos espagos de Sobolev.
Proposicao 4.8. Sejam u,v € W*P(Q) e a um multi-indice tal que |a| < k. Entdo
(i) Du € Wklelr (Q);
(i) D*(Au+ pv) = AD%u + puDv, para todo A, i € R;
(i) Se Q C Q é um aberto, entio u € Wh»(Q);
(iv) Se o € C°(Q) entio pu € WEP(Q) e vale

ol

D® (pu) = Z ——_DPpD* P,
2 B A
onde a! = oyl -l ) ea— B = (g — Br,y ..., — By) € um multi-indice de ordem

menor ou tqual a k;
(v) DP(D*u) = DPu sempre que |3] + |af < k.

Demonstracao. Considere ¢ € C§°(£2) e note que, pela definicao de derivada fraca, temos
/(/\qu,uv)Dacp = )\/uDO‘g0+u/vD“g0
= A(—l)"”/ng“u—i—,u(—l)”'/apDav
= (e / (ADu + uD%) .

o que estabelece a veracidade de (ii). A prova dos demais itens segue também da defini¢ao de

derivada fraca e serd deixada como exercicio (cf. Exercicio 4.10). O

Observe que o item (ii) acima implica que W*P(Q) ¢ um espago vetorial real. Vamos

transformé-lo em um espaco normado definindo

(

3=

Z/|D"‘u|p , sel <p<oo,

<k
lullwesey = 4 "
Z HDO‘UHLOO(Q) , s€ p = Q.
\ la| <K
Para verificar que || - ||yyen(q) define é uma norma em W*?(Q) precisamos mostrar que, para

quaisquer u, v € W*P(Q) e A € R, valem
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(N1) |Jullwrr@) # 0, sempre que u # 0;
(N2) [[Mullwrr@) = [IMullwere@);
(NS) Hu + U”W’“’P(Q) < HuHWk»P(Q) + ||U||Wk,p(Q).

Os itens (N1) e (N2) seguem imediatamente da defini¢cdo de || - ||jr». Vamos mostrar
a veracidade de (N3), para 1 < p < oco. Usando a desigualdade triangular em LP(Q2) e a

linearidade do operador D®, obtemos

hSAl
3

lu+ vllwrny = | D ID%u+ D[ | < | D (1D ullioio) + 1D0l| o))"

| <k lal <k

Lembremos agora que, se a;,b; € R, a desigualdade de Minkowski se escreve como

(Z|ai+bil”>p < (Z |ai|p)p + (ZIM’”) -
=1 =1 =1

Desse modo,

p
Z HDQUHIZP(Q) + Z HDQUHZ»(Q)

lu+ vllwer) <
| <k || <K
» »
| X f1omar ) [ 1ol =l + el
lor| <k || <k

Quando p = oo o item (N3) segue imediatamente da desigualdade triangular para nimeros

reais.

Observacgao 4.9. Existem outras maneiras de definir normas em W*?(Q), como por exemplo

ubwesoy = - 1Dl ou ulllwesio) = max [ D"ull e
o] <k -

Nao ¢ dificil verificar que as expressoes acima também definem normas em WP (Q) e que essas

normas sao equivalentes & norma usual || - ||y (q)-
A fim de simplificar a notagdo, a norma || - ||y»(q) serd denotada, daqui por diante, sim-
plesmente por || - ||k -
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Lembremos que um espaco vetorial (X, | - [|x) é chamado espago de Banach quando ele
é completo com respeito a topologia induzida pela norma. O resultado abaixo estabelece a
completude do espago de Sobolev W ?((Q)).

Teorema 4.10. (W*?(Q), || - ||xp) € um espago de Banach.

Demonstragao. Sejal < p < oo e (u,,) C WHP(Q) uma sequéncia de Cauchy. Vamos mostrar

que (u,,) converge em W*P(Q). Dado e > 0, existe N > 0 tal que
|l — umllkp < e, sel,m> N.

Assim, para todo multi-indice « tal que |a| < k,

1/p

1D = D%up |, < | D 1D = D%, <e, sel,m> N, (4.6)

la|<k

o que mostra que (D%u,,) C LP(Q2) é uma sequéncia de Cauchy. Sendo LP(Q2) completo, segue
que D%, — u, em LP(Q).

Vamos mostrar que u 1=y, € WHP(Q) e que D*u = u,, para todo |a| < k. Se isso for
verdade podemos fazer [ — oo em (4.6) para concluir que |[u,, —ul|r, < €, sempre que m > N.
Mas isso é o mesmo que dizer que u,, — u em WH5P(Q).

Resta entdo mostrar que, para cada multi-indice « tal que |o| < k, vale D*u = u,. Fixada
@ € C°(), temos que D%p € L (Q), em que p’ é 0 expoente conjugado de p, isto é, 1/p+1/p’ =

1. Usando entao a desigualdade de Hélder, obtemos

’/ (uD%p — umD"‘@‘ =< /|U — U] D] < [t = || Lo 1D @l 1 (1)
A expressao acima mostra que

/uDago = lim [ u,D%, V¢ e C5°(Q).

m—0o0

Uma vez que D%u,, — u, em LP(£2), podemos proceder como acima para verificar que

m—ro0

/uacp = lim [ (D%n)p, Ve C5P(Q).

Portanto, para toda ¢ € C§°(2), temos que

/UDQQO: lim [ w,,D% = lim (—1)“'/(Daum)¢: (_1)|a|/ua¢'

m—00 m—00

donde se conclui que D*u = u, € LF(Q2), e portanto u € W*P(Q).
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O caso p = 0o é simples e serd deixado como exercicio. O

Finalizamos essa se¢do apresentando outras duas propriedades titeis do espago W*»(Q).
Teorema 4.11. O espago W*P(Q) ¢ reflezivo se 1 < p < oo e separdvel se 1 < p < oo.

Demonstracao. Vamos considerar somente £ = 1, porque os demais casos sao analogos.

Observe que W'P(Q) pode ser imerso isometricamente em (LP(Q))"

I:Wh(Q) — LP(Q)"T! dada por

ou ou
I — /= .. 22
(u> (u7 axl7 ) 81’,’1) b

onde o espaco X = (L?(Q))""" esta munido com a norma

através da aplicacao

1
n+1 )
H('U(),Ul,"' ,Un)HLp(Q)n+l - (Z HU,LH > , Vv= (’UO,'Ul,...,Un) c LP(Q>n+1.

Isso significa que podemos identificar W1P(2) com o subespago correspondente Y := I(W'?(Q))
de X. Uma vez que W'P?(Q) é completo segue que Y ¢ um subespago fechado de X. Mas X
é reflexivo quando 1 < p < oo e separavel quando 1 < p < oo, 0 que mostra que o subespago

fechado Y (e portanto W'P(Q2)) tem essas mesmas propriedades. O

Pode-se mostrar que W"*(Q) niao ¢ nem separavel nem reflexivo (veja [10]).

4.3 Aproximacao por funcoes suaves

Seja B = B;1(0) C R™ a bola unitéria, 1 < p < oo ey > 0 tal que v < (n — p)/p. Conforme
vocé vai verificar no Exercicio 4.11, a fungao |z~ pertence a W1?(B). Como ela ¢ de classe
C* em qualquer aberto que nao contém a origem, concluimos facilmente que u € W1?(By(0)).

Considere agora (z,,) € B um conjunto enumerével e denso em B e defina

Observe que
[l — mm|_WHW1,p(B) < ”|x|_v||W1,p(BQ(0)) =C(n,p,7) >0,
e portanto

= 1
[vllwiem) < Z [z~ lwresy0)) < Cn,p,y Z = =C(n,7,p).

m=1
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Desse modo, concluimos que v € Wi ,(B). Observe porém que, como o conjunto (z,,) ¢ denso
em B, a funcao v é ilimitada em qualquer aberto contido na bola unitaria.

O exemplo acima mostra que os espacos de Sobolev podem conter func¢oes mal comportadas.
Contudo, conforme veremos nessa secao, é sempre possivel obter uma fungao regular que esta
proxima de v.

Em toda essa secao ) C R"™ denota um conjunto aberto arbitrario. Lembremos que, se
e > 0, entao

Q. = {zr € Q:dist (z,00) > e}.

No Capitulo 1 mostramos que, se f € C(2), entdo a fungao regularizada f€ := (9. *x u) é de
classe C'*° em (2.. Utilizando aquele mesmo argumento e o Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, podemos mostrar que a mesma conclusao vale com a hipdtese mais fraca de que
f € L. (Q). Desse modo, se f € WFP(Q), entao f¢ € C®(£.). Além disso, se f € L} (Q),

loc loc

entao f¢ — fem LI (Q), sempre que 1 < p < oo (cf. Exercicio 4.7).

loc

As consideracoes acima nos permitem provar nosso primeiro resultado de aproximacao.
Dizemos que uma sequéncia (u,,) C W*P(Q) converge para u em W?(Q) quando
lim {Juy, — ullwrrx) =0,
m—0o0
para todo K CC €. Vale o seguinte resultado.

Teorema 4.12. Se 1 < p < oo e u € WkP(Q), entio u® converge para u em VV;ZCP(Q), quando
e— 0",

Demonstracao. Dado um multi-indice « tal que |a| < k, podemos usar o mesmo argumento

do Capitulo 1 para verificar que, para todo = € (2., vale
Do) = D [ e =iy = [ Dinte =iy
= (V" [ Dgnta = pulu)dy
= (DRI [ e =)D udy = (% D) (2),

em que usamos a Regra da Cadeia, a definicdo de derivada fraca e o fato de y — n.(z — ) ser

uma funcao teste. Desse modo, concluimos que

D = n.x D%, VY x €.
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Dado agora um compacto K CC ), basta notar que

. e € a
tim 0 ulfy = lim S D% Do,
|o¢\</€
visto que D*u® — D%u em L (). O

Gostarfamos agora de fazer aproximagoes em W*?(Q) e nao somente aproximagoes locais.
Para isso, necessitamos transformar as estimativas locais do ultimo resultado em estimativas
globais. Vamos entao utilizar o importante conceito de particao da unidade, dado pelo resultado
abaixo (cf. |1, Teorema 3.14]):

Proposigao 4.13 (Partigao da Unidade). Seja Q C RY um conjunto qualquer e O uma familia

de abertos que cobrem , isto é, Q C |J A. FEntao existe uma familia ¥ de fungoes ¢ €
AeO

CSo(RYN) tais que
(i) 0 <(x) <1, para todo v € RN, ) € W;
(i) se K CC Q, entao suppy N K # & somente para um nimero finito de fungoes 1 € U;
(ili) para cada b € U, existe um aberto Ay € O tal que suppp C Ay;
(iv) sex € Q, entdo 3,y ¥(z) = 1.

Provaremos abaixo que as fungoes de W*?(Q) podem ser aproximada por fungdes de classe
C> em ().

Teorema 4.14. Seja Q C R™ um aberto, 1 < p < oo, k € N e u € WFP(Q). Entio existe
() C C(Q) tal que u,, — u em WHP(Q).

Demonstracao. Dado € > 0, ¢ suficiente mostrar que existe v € C*°(£2) com |ju — v||p, < €.

Defina os conjuntos

1
O =2, Q; = {xEQ:dist(x,aQ)>—,}ﬂBj(0), jeN,

J

de modo que §2; C ;. Considere ainda
Aj = Q5 \Qj

e note que Q = (J;2, A
Seja ¥ a familia de fun¢oes dada pela Proposicao 4.13 e observe que, para cada j € N, a
fungao 1; € ¥ cujo suporte esta contido em A; é tal que ;u € W*P(Q), em vista do item (iv)
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da Proposi¢ao 4.8. Como 9;u tem suporte compacto em €2, podemos utilizar o Teorema 4.12

para obter £; > 0 pequeno, de modo que a fungao v; := 7., * (Y;u) satisfaca

£
loj = bjulles < 577

Defina agora

v(x) = Zvj(x), x €.

Dado um compacto K CC (2 arbitrario, sabemos que supp ;K # & somente para um nimero
finito de indices j € B. Desse modo, v restrita a K é uma soma finita de funcées v; € C*(K),
sendo portanto C* em K. Como o compacto ¢ arbitrario concluimos que v € C*(Q2). Além

disso, lembrando que 77, 9;(z) = 1, temos que

o0 o o0
o —ulley = |2 vi—u|| =2 v— 2 du
j=1 kp j=1 j=1 kp
oo oo e
< Dl = gullen < 5 ==
j=1 Jj=1
o que conclui a demonstracao. O]

Em muitos trabalhos antigos encontra-se a defini¢ao do espagco H*?(£)) como sendo o fecho
de C* com respeito & norma || - ||z,. O teorema acima diz precisamente que H"P(Q) =
WHFP(Q). O resultado foi provado em 1964 por Meyers e Serrin [12], em um artigo cujo titulo
é simplesmente “H = W”. Esse trabalho foi muito importante porque unificou a notacao dos
espacos de funcoes que vinham sendo utilizados pelos matemaéticos.

Uma questao interessante ¢ se podemos fazer aproximacoes por fungoes que sao regulares
até o fecho de Q. Isso pode ser feito desde que €2 tenha um pouco de regularidade. Mais

especificamente, vale o seguinte resultado:

Teorema 4.15. Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C', 1 < p < oo, k € Neu €
WHP(Q). Entdo eziste (u,,) C C®(Q) tal que u,, — u em WFP(Q).

A demonstracgao do resultado acima pode ser encontrada em |5, Teorema 3, Se¢ao 5.3.3|. Ele
vale com condig¢oes mais fracas de regularidade sobre ). Mais especificamente, o que precisa
é que () satisfaga a propriedade do segmento, que é a seguinte: para cada xz € 0f) existe um
aberto A, e um vetor ndo nulo vy, tal que z € A, e z + ty, € €, sempre que z € QN A, e
0 <t < 1. A prova do resultado de densidade com essa condi¢ao mais fraca pode ser encontrada
em |1, Teorema 3.18].

Finalizamos essa secao observando que os dois resultados acima podem ser falsos se p = oc.

No que se refere ao primeiro, basta considerar a funcao u : (—1,1) — R dada por u(z) = |z|.
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Nesse caso v € W1(—1,1), mas u nao pode ser aproximada por fungoes de classe C>°(—1,1).

Com relagao ao ultimo teorema, consideramos €2 := (—1,0) U (0,1) e v : 2 — R dada por

v(x) =

0, se —1<ax<0,
r, se0<zx<l1.

Entdo v € W*°(Q) nao pode ser aproximada por funcdes de classe C(£2). Deixamos a cargo

do leitor a verificagdo dos detalhes de ambos os exemplos (cf. Exercicios 4.17 e 4.18).

4.4 Tmersoes dos espacos WH?

J& haviamos observado que C§°(Q) < W*P(Q) — LP(Q). Nessa se¢ao, estamos interessados
em determinar espagos intermedidrios, que se localizem entre W*P(Q) e LP(Q2). A exposi¢io
inicial sera dividida em dois casos distintos, dependendo do valor de p. Antes porém, um texto

motivacional que é uma livre traducao de |13, pg. 186]:

"Os primeiros resultados de imersao relacionados aos espacos de Sobolev foram esta-
belecidos por S.L. Sobolev nas décadas de 1920 e 1930, em conexao com problemas
de fisica matematica. Esses resultados e suas numerosas generalizagoes encontraram
aplicacoes importantes no estudo de trés questoes basicas relacionadas a equacoes

diferenciais parciais com condigoes de contorno:

(a) existéncia de solugdo para o problema

(b) regularidade das solugoes (ou seja, encontrar o menor espago de fungao possivel
ao qual as solucoes pertencem; geralmente se comeca com um espaco de Sobolev

apropriado que é mais adequado ao problema)

(c) a questdo da unicidade e dependéncia continua de solugbes em parametros

iniciais e multiplicidade de solugoes.

Acontece que essas questoes estao intimamente relacionadas entre si. Por exemplo,
se alguém ¢é capaz de provar a regularidade das solugdes (antes mesmo de sabermos
que existe alguma), entdo a solubilidade do problema é em muitas situagoes quase
uma consequéncia imediata. A regularidade das solugoes significa que elas estao
contidas em um bom espaco de funcoes, com um limite adequado nesta norma.
Obviamente, quanto menor o espago funcional (no sentido de inclusao), melhor a
regularidade. A escolha de um espago de Sobolev no qual um problema de valor
de contorno é interpretado ¢ de grande importancia no estudo de sua solubilidade.
Usando regularidade de solucoes, muitas vezes é possivel explorar imersoes compac-

tas de espacos de Sobolev em espagos de Lebesgue."
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4.4.1 O casop<n

Vamos supor que 1 < p < n e, para motivar a exposicao, tentar obter uma estimativa do

tipo

]| zo@ny < C||Vul|Lo@ny,

Vu e CHRM), (4.7)

com C' > 0 independente de u e ¢ > 1. Considere u € Cj(R") com ||[Vu|tp@n) # 0 e defina,

para A > 0, a funcao

up(z) == u(Ax), xeR"

A mudanca de variaveis u = Ax nos fornece

sl = [ uda)pas =2 [ Justlrdy

IVur(@)ll;

/|Vu()\:r)|pdx:/ |Vuy(z)A|Pda
Rr Rn

)\p/ |Vu()\x)|pdx:)\p_”/ |Vu(y)|Pdy.

Suponha que a desigualdade (4.7) vale para alguma constante C' > 0. Entdo

(“ / " ’u<y)’qdy>é =¢ (AM / i !Vu(yﬂpdy); :

isto é,

ou ainda

qualquer que seja A > 0.

AT ully < CXF [Vl

fully < CA™

VUHP?

Se (p—n)/p+n/q > 0 a desigualdade acima nos fornece uma contradigdo quando A — 0.

Do mesmo modo, fazendo A — oo, percebemos que nao pode ocorrer (p —n)/p + n/q < 0.

Desse modo, para que valha (4.7) devemos ter

ou equivalentemente,

—n n
PmR L2y,
P q
. mp
g=p" = :
n—p

O namero p* acima é conhecido como expoente critico de Sobolev.
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No nosso proximo resultado, vamos responder afirmativamente a pergunta feita no inicio da

Secao.

Lema 4.16 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Se 1 < p < n, entdo ezriste C =
C(n,p) > 0 tal que
[l @ry < ClVUllogny,  Yu € C(R").

Demonstragao. Vamos considerar primeiro o caso p = 1 e escrever, no que segue, r =

(x1,...,2,). Como u tem suporte compacto, para cada 1 < i < mn, vale
‘Tl
u(z) :/ Ug, (T15 ooy Ti 1, Yis Tig1s o Tn) Ay
—0oQ

e, portanto,

[u()] 5/ \Vu(xr, .., i1, Yi, Tiga, o Tn) | dyi,

oo

o que implica que
n o0 1/(n—1)
|u($)|n/(n—1) < H (/ |Vu| dyl) .
i=1 \W 0
Integrando a expressao acima com respeito a variavel x;, obtemos
g

n

oo oo 00 1/(n—1)
—0o0 oo =1 o

+o00 1/(n=1) 4o n +oo 1/(n—1) (48)
_ /\Vu\dyl /H /]Vu]dyz- dz,.
=2 \

Lembremos agora que, se fi,..., f; sdo tais que f; € L"(R), i =1,...,j e zzzl 1/r; =1,

entao a desigualdade de Holder generalizada se escreve como

i@ il @

/Iflfz---fj| <A
R

: . . 1/(n—1)
Aplicando esse resultado em (4.8) com j =n—1,rn,=n—1e f; = (f_oo \Vu|dyi+1> :

t=1,...,n — 1, obtemos

+0oo +oo 1/(n=1) n +00 +00 1/(n—1)
/ |u|n/(n—1) de, < / ]Vu|dy1 H / / |Vu|dyZ dxq
e e i—2 \ 1
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Agora, integrando com respeito a xs, concluimos que

400 +00 400 +00 1/(n—1

) +o0
/ / ‘u|n/(n71) Az, dzy < / / ]Vu]dxl dys / H Fil/(n—l) das,
—00 —00 — 00 — 00 00 1=1,17#2
onde
“+o0 —+00 400
Fy = / \Vuldy, e F,:= / / |\Vu|dzy dy;, i=3,4,...,n.
Aplicando Hoélder novamente, vem
400 +00 400 400 1/(77’71) +00 400 1/(7171)
/ / ju[" "D day doy, < / / |Vu|dzy dys / / |Vu| dy; dzg
400 400 +00 1/(n-1)

X ///|Vu]dx1dxgdyi
=3

v o0 —00 —00

Continuando esse processo obtemos

+00 400 n +o0 +oo 1/(n—1)
/ / lu[Y" =V dgy - dz, < / / |Vu|dzy - - - dzy,
—0o0 —0o0 i=1 00 —0o0
/e 1/(n—1)
= H / |Vu|dx :
=1 50

em que, na desigualdade acima, escrevemos dz; no lugar de dy;. Segue entao que

n/(n—1)
/ u[" =D dz < (/ |Vu|dx) ,
(n—1)/n
(fure)™ " < [1vul

o que estabelece o lema no caso p = 1.

ou ainda,

Para o caso 1 < p < n vamos aplicar a desigualdade acima para |u|” com v > 1 a ser

escolhido posteriormente. Como V(|u|?) = v|u|""2>uVu, obtemos
(n—1)/n
(frare2) " < [l
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Aplicando a desigualdade de Holder com expoentes p e p’ = p/(p — 1), obtemos

(n=1)/n (r—1)/p 1/p
(/ ,upn/(n—l)) <~ (/ |u|(v—1)p/(p—1)) (/ |W|p>

Vamos agora escolher v de modo que

isto é,
n—1
7:u>p>1'
n—p

Com essa escolha, a tltima desigualdade se torna

(Jre) e (fe)”

Mas,

’y = . = :p

n—1 n—p n—1 n-—p
e
n—1 p—1 pn—p—mnp+n n—p 1
n p np np  pr
e portanto,
1/p* _ 1/p
n—p

de modo que o lema vale para C' = p(n — 1)/(n — p). O

Gostariamos agora de estender o resultado do altimo lema para fungoes em WP (Q). Vamos
considerar inicialmente um caso mais simples, em que a funcao u é tal que existe uma sequéncia
(um) C C§°(Q) satisfazendo u,, — u em WH(Q2). Como u,, tem suporte compacto em €
podemos estendé-la para todo o R" simplesmente fazendo w,|gvio = 0. Observe que essa
extensao nao afeta a regularidade de u,,, de modo que podemos aplicar o ultimo lema para
obter

el @) < ClV oo (49)

Aplicando o Lema 4.16 para u,, — u; e lembrando que Vu,, — Vu em LP(Q2)", concluimos
que (u,,) C LP () é uma sequéncia de Cauchy em L¥ (Q). Logo u,, — v em LP (Q). Como
Uy — u em LP(Q)) devemos ter u = v, isto &, u, — u em LP (). Assim, passando (4.9) ao
limite obtemos

[ull o ) < ClIVull o). (4.10)
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Concluimos entao que o Lema 4.16 vale para toda fungao u € W?(Q2) que é limite de fungoes

de classe C'*° com suporte compactamente contido em 2. Isso motiva a seguinte definicao.

Definigao 4.17. Sejam Q C R"™ um aberto, 1 < p < oo ek € NU{0}. O espaco Wé“’p(Q) é

definido como sendo o fecho de C3°(2) na norma || - ||kp, i.e.,
Wor(@) = Co@)

De acordo com a definicio, u € WiP(Q) se, e somente se, existe uma sequéncia () C
C5°(Q) tal que u,, — u em W*P(). Observe que W, (Q) é um subespaco fechado de W*2(Q).
Veremos posteriormente que, num certo sentido, as funcoes u € Wéc’p(Q) sao as funcoes de
WHFP(Q) que “se anulam” no bordo de 2. Antes, vejamos uma interessante extensao do Lema
1.16 para as funcoes de WP ().

Teorema 4.18. Seja Q@ C R™ um aberto limitado e 1 < p < n. Entao, para todo q € [1,p*],
existe C' = C(n,p,q, |Q|) > 0 tal que

HuHLq(Q) < CHVUHLP(Q), Yu € Wol’p(Q).

Demonstracao. Conforme vimos antes da definicao I/VO1 P(€2), o resultado vale quando g = p*.

Para o caso em que ¢ € [1,p*) basta usar Holder para obter

Juue<(f |up*)q/p* m

0 que mostra que a imersio LP (Q) < L?(Q) é continua para todo ¢ € [1,p*]. Desse modo,

(p*—q)/p*’

lull oy < Collull o @) < ClIVull oo,

o que conclui a prova do teorema. O
Destacamos abaixo um importante caso particular do resultado acima.

Corolario 4.19 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que Q@ C R"™ é limitado e 1 < p < n.
Entao existe C = C(n,p,|Q]) > 0 tal que,

HuHLp(Q) < CHVUHLp(Q), Yu € Wol’p(Q).

Observacao 4.20. Uma consequéncia importante do resultado acima é que podemos definir

1 .
em Wy (Q) a seguinta norma

1/p
lullgoi = ([ 190P) " = [Vullnc, (1)
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para todo u € Wy P(Q). Para ver isso observe que, se u € W, 7(Q), entio

p _ p
[l gy = | 19

< ullt, = / uf? + / Vul?
Q Q

< (€ +1) [ 1Vul = Cilul
Q

Wy P (Q)'
. . 1 . : . . N
Assim, [ - [[10(q) € uma norma em W, (). Além disso, essa norma é equivalente 4 norma
0
usual || - |[1,- Note que a expressdo (4.11) ndo define uma norma em W*(Q). De fato, basta

notar que, quando € é limitado, a fun¢ao ndo nula v = 1 estd em W?(Q) mas HUHWOLP(Q) = 0.

Como consequéncia imediata do Teorema 4.18 e da observacao acima temos o seguinte

resultado.

Teorema 4.21 (Imersiao de W,”, 1 < p < n). Seja Q C R" um aberto limitado e 1 < p < n.

Entao vale a imersao

Wer(@) = L9Q),  Vqe [Lp].

Ressaltamos nesse ponto que a desigualdade de Poincaré (e portanto o teorema acima)
pode nao valer se Q) é ilimitado (cf. Exercicio 4.28). Contudo, pode-se mostrar que ela vale
se € é limitado em uma direcao. Em particular temos a imersao acima no caso em que 2 C
(a,b) x R""! com a,b € R (veja [13, Teorema 5.5.1]).

Observe que o ponto fundamental para a prova de (4.10) para funcées de W, ?(Q) foi usar um
processo de aproximacao por fungoes em C$°(€2). Uma vez que toda funcio de W, 7(Q) é limite
de funcoes desse tipo, seria natural supor que as funcoes de I/VO1 (1) se anulam na fronteira
de 09). Contudo, essa afirmacao nao faz sentido visto que 02 tem medida n-dimensional de
Lebesgue nula e que func¢oes no espaco de Sobolev sao sempre definidas a menos de conjuntos
de medida nula.

No entanto, quando € é limitado e de classe C!, sabemos que toda func¢ao de WP (Q) pode
ser aproximada por funcdes u,, € C*(Q). Note que faz sentido falar dos valores de u,, em OS2,
E possivel entdo introduzir um operador que nos permite falar dos valores de fronteira de uma
funcio no espaco de Sobolev W*P(Q)). Mais especificamente, vale o seguinte resultado, cuja

prova pode ser encontrada em |5, Teorema 1, Se¢ao 5.5]|.

Teorema 4.22 (Teorema do Trago). Seja Q2 C R™ um aberto limitado de classe C' e1 < p < 0.

Entao existe um operador linear limitado
T:Wh(Q) — LP(0Q)

tal que,
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(i) Tu = upq seu € WP(Q)NC(Q);

(ii) existe C' = C(p,2) > 0 tal que

ITulloon) < Cllullwing), — YueWH(Q).

O operador acima é chamado operador traco. Conforme dito anteriormente, ele nos permite
identificar Tu como sendo os valores na fronteira de uma funcdo u € W'?(Q). E importante
ressaltar que a existéncia desse operador estd ligada com o fato das fungoes de W1P(Q) pos-
suirem derivada fraca. Conforme pode ser visto no Exercicio 4.23, uma construcao semelhante
nao pode ser feita de LP(€2) em LP(0S2). Assim, ndo existe uma maneira natural de falar dos
valores de fronteira de uma fungdo u € LP(Q).

Suponha que u € WyP(Q) e seja (un) C C2(Q) tal que u, — u em WH(Q). Como o

operador traco é continuo temos que

Tu= lim Tu,, = 0.
m—ro0
Desse modo, W,”(Q) C kerT. Um argumento mais sofisticado mostra que a reciproca é
verdadeira, isto é, vale o seguinte resultado (cf. |5, Teorema 2, Se¢do 5.5]), que justifica a

afirmacdo de que as funcdes de W, () valem zero no bordo de 99

Teorema 4.23 (Caracterizacao de Wol’p em relagdo ao trago). Seja 2 C R™ um aberto limitado
de classe C' e 1 < p < 0o. Entdo u € Wol’p(Q) se, e somente se, Tu =0 em Of).

No que segue vamos tentar provar um resultado anilogo ao Teorema 4.21 para o espaco
W1P(Q). Observe que agora as fungoes podem nao ter trago igual a zero e portanto o argumento
de extensao utilizado na prova de (4.10) ndo se aplica mais.

Uma ideia seria estender uma fun¢ao u € WHP(Q2) simplesmente fazendo u = 0 em R™ \ Q.
Contudo, isso pode criar descontinuidades na fronteira de €2, de modo que a funcao estendida
pode nem possuir derivada fraca.

O proximo resultado mostra que, se €2 é regular, entao é possivel estender as funcoes de
WhP(Q) de modo que a fungao estendida pertenga a WP(R"). Diferentemente do Lema 4.16,

o resultado de extensao abaixo vale para 1 < p < <.

Teorema 4.24 (Teorema de extensdo). Seja Q C R" um aberto limitado de classe C', 1 <

p< e Q C R™ um aberto tal que Q) CC Q. Eziste um operador linear limitado
E WY (Q) — WHP(R™)

tal que, para todo u € WP(R™), vale
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(i) (Bu)(z) =u(z) ¢.t.p. em Q;
(ii) supp Eu C @;

(iii) eziste C = C(p,Q,Q) > 0 tal que

| Eullwir@ny < Cllullwisq)-

A demonstragao do resultado acima pode ser encontrada em |5, Teorema 1, Se¢ao 5.4]. Para
uma versao mais geral, com menos exigéncia de regularidade no bordo, veja |1, Teorema 4.2.6].
O operador F acima é chamado operador de prolongamento. Pode-se mostrar que o mesmo
resultado vale se Q = R” ou se o complementar de 2 for um aberto limitado de classe C*.

Usando o operador de prolongamento, podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 4.25 (Imersao de W' 1 < p < n). Seja Q C R™ um aberto limitado e 1 < p < n.

Entao vale a imersao
WhP(Q) — LYQ), Vqge[l,p].

Demonstracao. Vamos considerar primeiro o caso ¢ = p* e obter uma constante C' > 0 tal
que
ull ) < Cllullwingy, Vue WH(Q).

Seja u € WHP(Q), B uma bola tal que Q CC B e considere @ := Eu € W?(R") a extensao
de u dada pelo teorema acima. Uma vez que o suporte de u estd contido na bola, existe uma

sequéncia (u,,) € C5°(R") tal que
Uy — 4 em WHP(R™),
Segue do Lema 4.16 que
[t = wll 1o ey < Cill Vit = V| o @y

Como (u,,) converge em WH?(R") concluimos que o lado direito da expressdao acima tende a

zero quando [,m — oco. Desse modo (u,,) C LP (R") é uma sequéncia de Cauchy, e portanto
Uyn — U em L (R™).

Logo passando a expressao

[t | o ey < ol Vtt| Lo emy
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a0 limite e usando o Teorema 4.24 obtemos
ull o @) < 1BUll or @y < CLIV(EW)||o@ny < Cil|Bullwiw@ny < Cllullwie),

onde a constante C' = C'(n,p, Q) > 0 é independente de w.
Considere agora 1 < ¢ < p*. Conforme visto na prova do Teorema 4.18 temos a imersao
continua LP" (Q) < L4(Q). Logo

WhP(Q) — LF'(Q) — LI(),
o que conclui a demonstracao. O]

Observacao 4.26. Um ponto que merece destaque é que a imersao de Wol’p(Q), diferente
daquela de W1P(Q), nao exige regularidade da fronteira de 9. Isso ocorre porque, no caso de

1 ~ .
Wy P(£2), ndo precisamos usar o operador de prolongamento.

O argumento final da demonstracao acima pode ser ligeiramente adaptado para provar imer-
soes para dominios mais gerais, inclusive ilimitados. Um exemplo pode ser visto no resultado

abaixo.

Teorema 4.27. Se Q C R" € tal que a imersio W'P(Q) — L' (Q) € continua, entdo
WP(Q) — L1(Q) para todo q € [p,p*], independente de Q) ser limitado ou regular.

Demonstragao. Se u € WH?(Q), entdo u € LP(Q) N LP (). Fixado ¢ € (p, p*) podemos usar
as desigualdades 1/p* < 1/q < 1/p para obter 6 € (0,1) tal que

Log—pliel
q p p

Segue entao da desigualdade de Holder que

/|u\q:/\u|9q|u|(1—9)q < (/ |u|¢9q§2)
Q Q Q

[ully < llu

9q (1-0)q
p*

(/ \U|(1_9)q“p“q> o
Q

ull,™

isto é,

0
p*
A desigualdade acima é conhecida como desigualdade de interpolagao. Lembrando agora que

estamos supondo WHP(Q) < LP"(Q) e usando a defini¢io de || - ||;,, obtemos
lully < Cullullipllull,™ < Cllullllulliy” = Cllully,  ¥Vue WH(Q).

Desse modo, vale a imersao WP(Q) — L?((). O
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4.4.2 O casop>n

Observe que o Teorema 4.25 considera o caso em que 1 < p < n. Uma vez que p* =
np/(n — p) — oo quando p — n~, poderiamos pensar que W1"(Q) C L*°. Conforme podemos
ver pelo Exericio 4.16, isso nao é verdade em geral. No entanto, podemos usar o Teorema 4.25

para considerar o caso P = n como segue.

Teorema 4.28 (Imersao de W'™). Se Q C R™ é um aberto limitado de classe C*, entio vale

a imersao

W (Q) — LY(Q), Vg>1.

Demonstracao. Suponha que n > 1 e considere ¢ > 1 fixado. Usando a definicao de expoente
critico de Sobolev obtemos
n(n —e)

lim (n —¢)" = lim = lim —= =o0.
e—0+ es0tn—(n—eg)  es0t €

n(n —e)

Desse modo, para € > 0 pequeno, devemos ter (n —&)* > gq. E suficiente agora observar que
W™ (Q) s W= s L0797 (Q) < LI(Q),

o que prova o resultado. No caso 1-dimensional as fungoes d W () sao de fato absolutamente

continuas e portando o resultado segue imediantamente (cf. Exercicio 4.30). O

Vamos considerar o caso p > n. Comecaremos com o seguinte lema:

Lema 4.29. Se u € C'(R"), x e R" e r > 0, entdo

/B ()ru<y>—u<x>\dysf Vel

n JB.(z) ’1: - y’n—l .

Demonstracao. Fixados w € 0B;(0) e 0 < s < r, temos que

*d
/0 Eu(x—l—tw) dt‘

/ Vu(z + tw) - wdt‘
0

lu(z + sw) — u(x)| =

IA

/ \Vu(x + tw)| dt.
0
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Assim,
/ lu(z 4+ sw) —u(x)[dS, < / (/ |Vu(z + tw)| dt) dsS,
8B1(0) 2B1(0) \Jo
= / (/ |Vu(z + tw)| dSw> dt
0 \JoaBi(0)
s 1
- ([ mutlgas,) a
0 \JoB:(z) t
_ / (/ —W“(y)_'l dSy> dt
o \Jos.) [y — |
[ v,
Bs(x) |J7 - y|n
e portanto

/ |u(z + sw) — u(x)|dS, < / \Vu—(y)L dy.
9B1(0) Bo() |7 — "

Multiplicando por s"~! e integrando, com respeito a s, no intervalo [0, r], obtemos

r_/ Wu—%dy > / (/ lu(x + sw) — u(x)| dSw) s
n Jp. @ 17—yl 0 8B1(0)

([, )

=l/ juy) — u(z)|dy,
Br(x)

o que conclui a prova do lema. O

Lema 4.30 (Desigualdade de Morey). Sen < p < oo ey =1—(n/p) € (0,1), entdo existe
C =C(n,p) >0 tal que,

||UHCO,'~/(Rn) S C||UHW1,p(Rn), Vu e Wl,P(Rn) ﬂ 01<Rn)
Demonstragdo. Sejan < p < oo e u € WHP(R") N C'(R"). Como
u()] = [u(z) — u(y) + u(y)| < Ju(@) —uly)| + [u(y)],

podemos integrar com relacao a y, para obter

u(x)|d u(x) —u(y)|d u(y)|dy,
émﬂ<ﬂy§LmJ() @My+émﬂwﬂy
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ou ainda

ju(z)] < — /B ()|u<x>—u<y>|dy+i ju(y)] dy.

Wn Wn J Bi(x)

Aplicando agora o lema anterior e lembrando que LP(B;(x)) < L'(Bj(x)), vem

Vu(y
lu(z)] < 01/ |—(,3_‘1dy+02||U||L1(Bl<m>>
B (z) |$ - y|

Vu(y)]

(4.12)
< 01/ L Gy 4 Cyllulln s ).
R (1)

Vamos usar a desigualdade de Holder para estimar a integral do lado direito acima. Seja

entdao p' = p/(p — 1) o expoente conjugado de p e observe que

[Vu(y)] ( / l/p 1 (p-1)/p
o gdy < [Vu(y)” dy dy - (4.13)
/Bl(z) |z —y[*! Bi(z) Bi(x) |2 — y|(nDp/ (=D

A primeira integral do lado esquerdo acima ¢ finita porque u € W'?(Q). Para ver que a segunda

também é finita basta notar que

1
dy = / |w|f(n*1)p/(pfl) dw
/Bl(x) |z — y|(n=Lp/(=1) B1(0)

e lembrar que fBl(O) |w|"7dw < oo se, e somente se, ¥ < n. Quando v = (n — 1)p/(p — 1) esta

condicao de integrabilidade é exatamente n < p, que ¢ o caso que estamos considerando. Dessa

forma

1
/Bl(x) |z — y|(=Dp/(p=1) dy = C(n,p) = C < oo.

Substituindo a igualdade acima e (4.13) em (4.12), concluimos que
[u(@)] < CLOP V2|l Loy ) + Callull oy < Callullwrogn),

e portanto

|[ullco@ny < Callullwrpn).- (4.14)

A fim de estimar H.,[u] procedemos como segue: escolha =,y € R com z # y e faca
ro=lr—y|, Q:=B.(x)NB(y).
Observe que para todo z € R”,

u(z) —u(y)] < lulz) = u(z)] + |u(z) = u(y)]
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e portanto podemos integrar em ) com respeito a z para obter

lu(z) — u(y)| < IQI/|u |dz—|—|Q|/|u ~uy)|dz, (4.15)

em que |Q| denota a medida de Lebesgue do conjunto 2. Como B, »(*3%) C Q temos que

el (532) -

Logo, podemos usar o lema anterior e a desigualdade de Holder como ha pouco, para obter

2TL
|u(z z)|dz < / lu(z) — u(z)|dz
12 / WnT™ J B, (x)

IA
(]
S
—

s

<
£,
Ny

(W

(p=1)/
< G5(n)[|[Vullo@n (/ Jw| =™ Dp/(p—1) dw>
B (0
Mas
/ ’w’*(n—l)P/(Pfl) dw = /T/ |w|*(n71)p/(p71) dS, ds = 06(n7p)r(p*n)/(p71).
B,(0) 0 JoB,
Assim,

1 —n
@/ u() — u(y)| dz < Crr=? | V| oy
Q
A expressao acima e (4.15) implicam que
lu(z) — u(y)| < 2Cr 7| Vu|| pogny < C’grl_”/p||u||wl,p(Rn).
Como r = |x —y| e v =1 — n/p, concluimos que
H,Y[U] S Cs||u||wl,p(Rn).
Isso, juntamente com (4.14), mostra que

||u||COW(]R”) < 09(n7p)||u||W17P(R"),

o que conclui a prova no caso em que n < p < 00.
Para o caso p = oo, basta usar a definigio da norma em W1 (R") e o Teorema do Valor

Médio. Os detalhes sdo deixados a cargo do leitor (cf. Exercicio 4.19). O
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Usando o lema acima e argumentando como na prova do Teorema 4.25 podemos provar o

seguinte (cf. Exercicio 4.20).

Teorema 4.31 (Imersao de WP n < p). Se Q C R" € um aberto limitado de classe C*, entdo
vale a imersao

n

WP(Q) — ™% (Q).

E importante nesse ponto entender o significado da imersio acima. Lembre que as funcoes
de W1P(Q), por pertencerem ao espaco de Lebesgue LP((2), sao definidas a menos de conjuntos

de medida nula. Sendo assim, o teorema acima diz que, se u € W1P(Q) com n < p, entdo existe
u* € WH(Q) N C™=/P(Q) tal que

u(z) = u*(z) q.t.p. em Q.

Um outro ponto que merece destaque é que a imersao acima também vale se p = +o00. Nesse
caso, mostra-se que u € W1H(Q) se, e somente se, u é Lipschitziana em Q (cf. [5, Teorema 4,
Secao 5.8])
Os resultados de imersao apresentado até agora podem ser sumarizados como segue: se
Q) C R" é¢ um aberto limitado de classe C'! entao
L9(2), 1§q§p*:n"—i), se l <p<mn,

WhP(Q) = ¢ LIQ), ¢>1, sep=n,

C™7r(Q), sep>n.

Vamos agora considerar imersoes para o espago W2P(Q). Suponha inicialmente que 1 < p < n
e seja u € W?P(Q), com 0 C R" sendo um aberto limitado de classe C'. Note que, para cada

1=1,...,n, vale

ou
81’2-

Uma vez que u € W2P(Q) — WHP(Q) — LP (), concluimos que v € W1P"(Q). Vamos supor

adicionalmente que 1 < p* < n, isto é, que 2p < n. Nesse caso

c WhP(Q) — L (Q).

W (Q) < L (@),

onde

*

() = —— =
b Cn—p* n—2p

Concluimos entao que, se 2p < n, vale a seguinte imersao

W2P(Q) — La-2 ().
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O caso n < 2p pode ser tratado de maneira analoga. Iterando esse processo obtemos o

seguinte resultado de imersao.

Teorema 4.32 (Imersao de W*P). Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C1, k € N e
1 <p<o0. Entao,

(i) se kp <n
WEP(Q) — LI(Q),

np .
n—kp ’

para todo 1 < q <

(i) se kp=mn
WhP(Q) — L(Q),

para todo ¢ > 1 ;

(iii) sekp >n
Whe(Q) — ¢ LI (@),

onde
7:{[%1—%, se ¢,

qualquer nimero pertencente a (0,1), se % €7,
e [n/p] € o maior inteiro que € menor ou igual a n/p.

O teorema continua vdlido se Q C R™ é um aberto qualquer (possivelmente ilimitado) de classe

C' com a restrigio ¢ > p nos dois primeiros itens (cf. [1, Teorema 5.4]).

4.5 Imersoes compactas de W?

Como no caso dos espacos de Hoélder, podemos obter imersoes compactas dos espacos de

Sobolev W*?_ conforme nos diz o resultado seguinte.

Teorema 4.33 (Rellich-Kondrachov). Suponha que Q C R" é um aberto limitado de classe C*.
(i) Sel<p<nel<gqg<p* entao
cpct.

wie(Q) L4 Laq).

(i) Sep=neq>1, entao
cpct.

WP (Q) = L1(Q).

(iii) Sen<pelO<y<1—(n/p), entio

cpct.

WP (Q) < C"(Q).
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s . . ~ 1 . ~ .
Além disso, as imersoes de Wy (Q) nos espagos acima sio sempre compactas, independente-

mente da regularidade de €.

Demonstracao. Consideremos primeiro o caso 1 < p < n. Fixado 1 < ¢ < p*, seja (u,,) C
W1P(Q) uma sequéncia limitada. Usando o operador de prolongamento, podemos supor que
Uy, estd definida em todo o R™ e tem o seu suporte contido em uma bola B tal que Q2 CC B.

Além disso, para algum M > 0, vale
[tmllwie) < M.

Para cada € > 0, seja 7. a fun¢ao regularizante definida nos capitulos anteriores e considere
U, = 1. * Uy,. Podemos supor que € > 0 é pequeno de modo que o suporte de cada u;, esta

também contido em B. O teorema segue das duas afirmacoes abaixo
Afirmacdo 1: a sequéncia (u$,)men € equicontinua e equilimitada.
Afirmagao 2: lim. o+ uS, = U, uniformemente em LI(B).

Vamos assumir a veracidade das duas afirmacgoes acima e ver como o teorema segue delas.

Fixado 6 > 0, podemos usar a Afirmagao 2 para obter £ > 0 tal que

J

— =1,2, ..
47 m » =

[ = tm || La(s) <

Agora, usando a Afirmacgao 1 e o Teorema de Ascoli-Arzelé, obtemos uma subsequéncia (uinj )jen C

(ug,)men que converge uniformemente para « em B. Em particular, como B é limitado,

lim sup ||u€m7 - UfnkHLq(B) =0.

j,k—+o0
Assim,
[ty — Wy [[LaB) < |lwm; — usy, [[Las) + 1w, — i am) + lug,, — wmllLas),
e portanto
lim sup [[thn; — U, || o) < 6.
7,k—4o00
Tomando agora §; = 1/7, j = 1,2,..., e usando um processo diagonal obtemos uma subsequén-

cia de (u.,), que é uma sequéncia de Cauchy em L?(B). O resultado segue do fato do espago
Li(Q) C L(B) ser completo.

Resta somente mostrar as duas afirmacoes. Para a primeira, observe que

i = [ nempmar= [ (E ) wma
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de modo que
|tz ()] < &7 [nlloclltm L2 (Bo()) < Cre™" uml| o) < Coe™ umllwrrs) < CaMe™,
0 que mostra que (us,)men € equilimitada. De maneira aniloga. mostra-se que
Vg, ()] < Cye™ 7,

e portando a derivada das funcoes u;, formas uma sequéncia equilimitada no conjunto convexo
B. Segue facilmente do Teorema do Valor Médio que a sequéncia (u$,)men € equicontinua,
ficando portanto provada a primeira afirmacao.

Note que agora que, se v € C3°(R™) tem suporte contido em B, entao
ce) = [ nG-we@dy= [ n -2

BE(I) 5(0)
n n L (|ey]

= ¢ / n-(ey)v(z —ey)dy = ¢ / —7 <—) v(x —ey)dy

B1(0) Bi(0) € €

= [ allyhete - ey dy,

B1(0)

para todo € > 0 pequeno. Assim,
vi(x) —v(z) = / n(ly)(v(z — ey) — v(x)) dy
B1(0)

1
d
= [l [ Gt ) deay
B1(0) 0
1
= —8/ n(!y\)/ Vu(z —tey) - y dt dy.
B1(0) 0

e portanto
1
[ @ —v@lde < e[ ulal) [ [ 1Vota - ety deardy
B B1(0) o JB
< 8/ |Vu(z)|dz,
B
ou ainda
Io* = il ge/ Vo(2)|dz. (4.16)
B

Vamos usar a estimativa acima para prova a Afirmacao 2. Note inicialmente que, pelo
Teorema 4.15, cada fungao u,, pode ser aproximada por funcdes de C3°(B) e portanto a de-

sigualdade acima permanece valida se substituirmos v por u,, (cf. Exercicio 4.29). Logo, a
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limitacao de B e p > 1 implicam que
Hufn — Um“Ll(B) S 5||vumHL1(B) S €O4||vum”1;p(3) S €C4M,

de onde se conclui que uS, — u,, em L'(B), uniformemente em m. Isso prova que a Afirmagao 2
é verdadeira se ¢ = 1. Para o caso geral 1 < ¢ < p*, argumentamos como na prova do Teorema
4.27 para obter 6 € (0, 1) tal que

|, — UmHlLT(GB)HUfn - um”ip*(B)

IN

”ufn - um”Lq(B)
< Csllut, — wnllE s, — il

< Cslluz, = unllzi(p)-

O item (i) segue agora da convergéncia uniforme em L'(B).
Para mostrar o item (ii) vamos considerar somente o caso p = n > 1, pois na reta vale um
resultado mais geral cuja prova sera deixada para o leitor (cf. Exercicio ??). Fixado ¢ > 1,

escolhemos € > 0 pequeno de modo que (n — ¢)* > ¢. Temos entao

.
Whn(Q) — Whr=9)(Q) & L),
e o resultado segue do fato da composigao de um operador continuo com um operador compacto

ser compacta. O item (iii) segue facilmente do diagrama abaixo
WP (Q) = O /e(Q) T C0(Q),

em que usamos os resultados sobre espaco de Hélder provados no Capitulo 2.

Para verificar que no caso de W, () vale a compacidade das imersdes acima sem hipoteses
de regularidade em {2 procedemos como segue. Consideramos uma bola aberta B tal que
Q CC B e estendemos as funcdes u € W, (Q) para todo a bola fazendo v = 0 em Q\ B.
Como a bola é de classe C', podemos argumentar como acima para obter a compacidade das

imersoes. L

4.6 Exercicios

Atencao: Nos exercicios abaixo, a menos que se diga o contrario, {2 C R” é um aberto limitado

de classe C.

4.1. Complete todos os detalhes da prova do Teorema 4.1
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4.2. Decida para quais valores de v € R a fun¢do u : B;(0) — R definida por u(z) = |z|™

possui derivada fraca.

Sugestao: o candidato natural é o derivada cldssica, que pode ndo existir em x = 0. Use integracdo

por partes em conjuntos do tipo B1(0) \ B:(0) e depois faga ¢ — 0F.

4.3. Sejam 21,y abertos de R™. Se w; : ; — R, i = 1,2, possuem derivadas fracas v;(x) =

Du;(z) em €; e ui(z) = ug(x) em Q1 N Qy, entdo a funcao

() = { ui(z) sex €y,

ug(z) se x € Qo,
possui a-ésima derivada fraca em 27 U €)s.

4.4. Considere a fun¢ao sinal definida por

1 se x > 0,
sgn(z) =q¢ 0 sex =0,
-1 sex <0.

Verifique que sgn(z) possui derivada classica continua em R\ {0} mas nao possui derivada fraca

em (—a,a), qualquer que seja a € R.

4.5. Seu: (0,1) — R & continua em (0, 1), diferenciavel q.t.p. em (0, 1) e possui derivada fraca

de primeira ordem em (0, 1), entdo u é absolutamente continua.
Sugestao: veja [17, Teorema 5.1.1].

4.6. Se a sequéncia de fungoes (u,,) tem derivadas fracas v,, () = D%, (x) no dominio Q C RV,
U —> U € vy, — v em L1(Q), entdao v(x) = D(x).

4.7. Sel<p<ooe fe L] (),entdo f©— fem LP(Qp) para todo conjunto Qg CC Q.
4.8. Wk>°(Q) é um espago de Banach, para cada k € N

4.9. As normas abaixo sao equivalentes em W*P(Q)

1/p

lalep = | 32002l ) s Jubp = S D%l e lullley = max D%l

o] <k lal <k jol=
4.10. Prove a Proposicao 4.8.

4.11. Sel <p<ooe0<vy<(n—p)/p, entdo u(z) := |z|™7 estd em WP (B;(0)).
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4.12. Use integragao por partes para provar a seguinte desigualdade de interpolagao

1/2 1/2
/ |Vul*dz < C (/ u2dm) (/ |D2u|2dx) :
Q 0 Q

para toda fun¢do u € C§°(€2). Usando um argumento de densidade estenda o resultado para
ue W2(Q) N W, (Q).

4.13. Use integracao para obter

1/2 1/2
/ |VulPde < C (/ updx) (/ |D2u|pdx> :
Q Q Q

para u € C5°(Q) e em seguida estenda o resultado para u € W??(Q) N W, (Q).
Sugestao: observe que [, |VulPdr =", [, Uz, U, | VP2 d.

4.14. Se Q é conexo e u € WHP(Q) é tal que Vu = 0 q.t.p. em €2, entdo u é constante q.t.p.

em (2.
4.15. Obtenha u € WH*(Q) tal que u nao é Lipschitz continua em (2.

4.16. Se n > 1 entao a funcdo u(z) = log (log (1+\?1I>> ¢ ilimitada em B;(0) e u €
W (B1(0)).

4.17. Se u(r) = |z|, para todo z € Q = (—1,1), entdao u € W1>(Q), mas u nao pode ser

aproximada nesse espaco por fungoes de classe C*°(2).
Sugestio: mostre que, se € < 1/2, ndo existe ¢ € C*(Q) tal que ||u' — ¢'||o0 < €.

4.18. Se Q= (—1,0) U (0,1) e

u(x) =

{ 0 sexe€(—1,0),

1 sexze(0,1),

entao u € WHP(Q) para todo p > 1, mas u nao pode ser aproximada nesse espago por fungoes
de classe C1(Q).

Sugestao: veja [13, Exemplo 5.4.2].
4.19. Prova o Lema 4.30 no caso em que p = o0.
4.20. Prove o Teorema 4.31.

4.21. Se u,v € WP(Q) N L*(Q), 1 < p < oo, entdo uwv € WH(Q) N L®(Q) e V(wv) =
uVv +ovVu.
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4.22. Se r € C1(Q) entdo o operador multiplicacdo u — ru é continuo em W12(Q). Se r > 0

em (), entao esse operador é um isomorfismo.

4.23. Mostre que nao existe um operador linear limitado
T : LP(Q2) — LP(00Q)

tal que Tu = u|sq sempre que u € LP(Q) N C(R).
Sugestio: lembre que C5°(S2) € denso em LP(2)

4.24. Se Q) = B1(0) e v > 0, entdo existe uma constante C' = C(y,n) > 0 tal que

/uzdeC’/ ]Vu|2dw,
Q Q

sempre que u € WH2(Q) é tal que a medida do conjunto {z € Q : u(x) = 0} é maior ou igual a
7.

4.25. Seja F' € C1(R) com F’ limitada, 1 < p < ocoeu € WHP(Q). Entao v := F(u) € WIP(Q)
com

Vg, = F'(Wug, 1=1,... n.

k3

Verifique que o mesmo resultado vale se Q é ilimitado e F'(0) = 0.
Sugestao: veja [7, Lema 7.5] ou [13, Teorema 5.4.2].

4.26. Se v € WP(Q) entao, u™,u™, |u| € WP(Q). Além disso, para cada i =1,...,n, vale

0
out 85- q.t.p. em {u > 0},
O 0 q.t.p. em {u < 0},
e
- 0 q.t.p. em {u > 0},
or; | — Ou q.t.p. em {u < 0}.

3%

Sugestio: defina F.(t) = (t> +2)Y/2 —¢ para t > 0, F. =0 em (—00,0). Use o exercicio anterior e o
fato de que F.(t) — t*, quando ¢ — 0T (cf. [7, Lema 7.6]).

4.27. Seu € WH(Q), ce Re Q. = {x € Q: u(x) = ¢}, entdao Vu =0 q.t.p. em Q..
4.28. A desigualdade de Poincaré pode ser falsa em dominios ilimitados.

Sugestdo: considere ¢ € C°(RYN) tal que ¢ = 1 em B1(0), ¢ = 0 fora de B2(0) e 0 < ¢ <1, e a
sequéncia ¢ (x) = ¢(xz/m).
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4.29. Na prova do Teorema 4.33, podemos substituir v por wu,, em (4.16).

4.30. Se Q2 = (a,b) C R e u € WHP(Q) para algum 1 < p < oo, entdo existe uma fungao u*
absolutamente continua tal que u(z) = u*(x) q.t.p. em Q. Além disso, a derivada classica v’

(que existe q.t.p. em Q) pertence a LP(Q2) e

o)~ )l < o =l b o) "

Conclua que a imersao W'?(Q) — (C(Q) é compacta, o mesmo valendo para a imersio em
L9(Q2), para todo ¢ > 1.
Sugestao: cf. [15, Exemplo 5.2.6]

4.31. A imersao W'?(R) — LP(R) nao é compacta.

Sugestdo: tome uy de classe C* com suporte em (0,1) e |Ju1ll1,, = 1, e considere a sequéncia un,(z) =

ui(x —m)
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Capitulo

5

Solucoes fracas para equacoes lineares de

2a ordem

Nesse capitulo vamos considerar o problema

Lu = f, em (),
(P)
u = 0, em 0,

em que 2 C R™ ¢ um aberto limitado e a funcao f pode nao ser regular, digamos f € L*(Q).

O operador L sera considerado linear, de segunda ordem e na forma divergente, isto é,

n

Lu:= =Y (a(x)ug,)s, + Zbi(:v)uwi + ¢(x)u. (5.1)

ij=1

Os coeficientes a¥, b'. ¢ € L™(€) e vamos supor ainda que L é simétrico e uniformemente
) )

eliptico em (), isto é, existe 6y > 0 tal que

n

EA()E =Y a(2)&&; > Bol¢)?, € eRY,

ij=1

e a matriz A(z) = {a”(z)} ¢ simétrica para cada x € €.

Uma vez que f nao é regular, nao podemos aplicar os resultados do Capitulo 3. Ao invés
disso, vamos introduzir um conceito mais abrangente de solucao e buscar solugoes nos espagos de
Sobolev introduzidos no capitulo anterior. Para tanto, suponha inicialmente que os coeficientes

de L sdo suaves e u € C?(Q2)NC(Q) é uma solucdo classica de (P). Multiplicado a equacio em
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(P) por v € C§°(Q2) e integrando por partes obtemos

/Z T)Ug, Vg ; + /sz uxzv—l—/ uv—/f

3,7=1
A expressao acima vale para toda funcdo teste. Vamos mostrar que ela também vale pra
fungoes do espago de Sobolev Hi(€2). De fato, se v € H}(), entao existe (v,,) C C5°(9) tal
que v, — v em H}(Q). Logo,

U, — 0, (Vm)a; — Vs, em L*(Q), (5.2)
para qualquer j = 1,...,n. Como as funcoes v,, sao regulares, vale
/Z T)Ug, (Vm)a; /Zb’ L) Uy, Uy, + /c(m)uvm = /f(x)vm. (5.3)

1,j=1

Note agora que, usando a desigualdade de Holder, obtemos

‘/ T)Ug, (Vm )z, — /aij(:z:)uzivxj

e portanto segue de (5.2) que

< lla” lloo iz, ll2ll (), = vz, 12

lim [ a7 (2)ug, (vn)a; = /aij(x)umivxj.

m—00

Como f € L?(2), podemos proceder de maneira analoga para mostrar que valem as seguintes

convergéencias

/ b (2)tt, U — / b (2) g, 0, / c(w)uvy, — / c(a)uv, / F(@)vm — / Flz)

Passando entao a igualdade (5.3) ao limite, concluimos que ela vale para toda fungao v € Hj ().

Isso motiva a seguinte definicao:

Defini¢ao 5.1. Dizemos que u € H}(Q2) é uma solucao fraca do problema (P) se

/Z T) Uy, Vg +/iz:;bi(x)uxiv+/c(x)uv: /f(:v)v, Yo e Hy ().

2,7=1

Observe que, na igualdade acima, as derivadas que aparecem sob o sinal das integrais sao as
derivadas fracas das fungoes u e v. Uma vez que os coeficientes de L estdo em L>*(£2), todas as

integrais acima estao bem definidas. Finalmente, note que uma solucao fraca do problema pode
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nao ter derivadas no sentido classico. Tudo que precisa ocorrer é que a equacao integral acima
seja satisfeita. Desse modo, ha mais chances de obter solucao fraca do que solucao cléssica.
Para simplificar a nota¢ao, vamos no que segue denotar por B : H}(Q) x H}(Q) — R a

seguinte func¢ao

Blu,v] = / iaij(x)uzivxj + / iilbi(x)umv—l— / o(@)uv. (5.4)

t,j=1

Observe que B ¢ uma forma bilinear definida em Hj () x Hj(€2). Com essa notagao, u € Hj(£2)

¢ solucdo fraca de (P) se, e somente se,

B[u,v]:/f(x)v, Yo € Hy(Q).

5.1 Existéncia de solucao

Vamos considerar inicialmente o caso L = —A, cuja formulacao fraca é a seguinte: encontrar
u € H}(Q) tal que
Blu,v] = /(Vu -Vv) = /fv, Vv e Hy(f).

Lembremos agora que, em H_}(Q), podemos introduzir o seguinte produto interno
(U, ) i) = /(Vu Vo), Yu,v € Hy(Q).
Desse modo, a formulacao fraca se reduz a
(o) ey = [ Flalo. Vo€ HYQ)
O lado direito da expressao pode ser visto como a acao do seguinte funcional linear

v Tt (v) ::/f(x)v.

Usando a desigualdade de Poincaré, obtemos

1/2
1501 < flalols < €1l ([ 1908) = Cllalbllngen

o que mostra que 7'y é continuo. Segue entao do Teorema da Representacao de Riesz que existe
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uma tnica fungao uy € Hy () tal que

(uf,v>H01(Q) =T(v) = /f(x)v, Vv e H&(Q).

Logo uy é a tnica solugdo fraca do problema (P).

A ideia acima pode ser estendida para uma classe maior de operadores. De fato, suponha
agora que b =0 parai=1,...,n e que ¢ > 0 em €. Nesse caso, a forma bilinear associada ao
problema (P) é

n
Blu,v] = / Z a” (2)ug, vy, + /c(a:)uv.
ij=1
Como nao existem os termos de primeira ordem, B é simétrica. Além disso, podemos usar

a elipticidade uniforme de L, ¢ > 0 e a desigualdade de Poincaré novamente, para obter
Blu = [ 3 a@huss, + [ el = b0 [ 1VuP = € [ luf
ij=1

com C' > 0 independente de u. A expressdo acima mostra que Blu,u] = 0 se, e somente se,
u = 0. Portanto B é uma forma bilinear, simétrica e positiva definida. Logo, define um produto

interno em H}(Q) cuja norma induzida ¢

lull = Blu, u)*”2

- . . Ty , .
Para obtermos uma solugdo fraca precisamos somente verificar que v — [ fv é um funcional

linear continuo em (H{ (), ||| p..;)- Para tanto observe que, se v € H} (), podemos proceder

il < il | |Vv|2)m.

Como Blv,v] > 6 [ |Vv|* obtemos

como antes para obter

Ty (0)] < Cull fll265"* Blo, o]/ = Ca[|o] .-

Desse modo, essa nova topologia em Hj(2) mantém a continuidade de Ty e podemos aplicar o

Teorema de Riez para obter uy € Hg(2) tal que

Blug, v] —/f(x)v, Vo e Hy(9).

As consideracbes acima provam o seguinte

Teorema 5.2. Seja 2 C R™ um aberto limitado e L um operador uniformemente eliptico em
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Q da forma

n

Lu=— Z(aij(x)uxi)xj + c(z)u,

3,7=1

com a”, c € L*() e c >0 em Q. Entao para toda f € L*(Q) o problema

Lu = f, emQ,
u = 0, em 0N,

tem exatamente uma solugdo fraca em Hy(L2).

Gostariamos agora de resolver o problema (P) no caso geral em que existem os termos de

primeira ordem. Lembre que, nesse caso, a forma bilinear associada ao problema é
n n
_ ij i
Blu,v] = / 5 a” (o) Uy, Vg, +/ g b (x)ug,v +/c(az)uv.
ij=1 i=1

Observe que, devido & presenca dos termos de primeira ordem, B pode nao ser simétrica. Se esse
for o caso, o lado esquerdo da formulacao fraca do problema nao ¢ mais um produto interno
e nao podemos aplicar o Teorema de Riesz. Para superar essa dificuldade vamos utilizar o

seguinte resultado de Anélise Funcional.

Teorema 5.3 (Lax-Milgram). Seja (H, (-,-) ;) um espago de Hilbert e 8 : H x H — R uma

forma bilinear satisfazendo

(i) existe a > 0 tal que, para todo u,v € H,

| Blu, ]| < allullulvlla, Yu,veH.

(ii) existe > 0 tal que,
Blu,u] > f|ul|*, YueH.

Entao, dado um funcional linear continuo T : H — R, existe um tunico ur € H tal que
T(u) = Blur,u], Yue H.

T . .
Demonstragdo. Para cada ug € H fixado, a aplicagao v —> PB|ug,v] é um funcional linear
continuo. Logo, pelo Teorema de Riesz, existe Aug € H tal que Blug, v] = (Aug, v), para todo
v € H. Variando ug, podemos construir um operador A : H — H de tal modo que, para cada

u € H, o vetor Au é o tnico elemento de H que satisfaz

Blu,v| = (Au,v)y, Yu,veH.
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Usando a definicao de A, vemos que A é linear. Além disso,
[Aul[f = (Au, Au) ;= Blu, Au) < Clul || Aull,

e portanto
[Aull g < Cllully
o que mostra que A é continuo.
Utilizando agora (ii) obtemos
Bllullyy < Blu,u] = (Au,u)y < || Au|glulln,
donde segue que
| Aul| i = Bllul|n- (5.5)

A expressao acima implica que A é injetiva e que a imagem de A, que sera denotada por Im(A),
¢ fechada em H (cf. Exercicio ?77).

Vamos mostrar agora que A é também sobrejetivo. Suponha, por contradi¢ao, que Im(A)

H. Como Im(A) é um subespaco proprio fechado de H, o seu complementar ortogonal Im(A)+

¢ nao trivial. Desse modo, se w € Im(A)* \ {0}, temos que
B llwl* < Blw, w] = (Aw,w) =0,

o que é absurdo, visto que § > 0 e w # 0. Assim, o operador A é sobrejetivo.
Podemos agora concluir a demonstracao da seguinte maneira. Sabemos, pelo Teorema de

Riesz, que existe um tnico w € H tal que
T(u) = (T,u)yg, YueH.
A sobrejetivade de A nos fornece ur € H tal que A(ur) =u. Logo,
T(u) = (G, u) y = (A(ur),u) = Blur,u|, YueH.

Para mostrar que o elemento uy é tnico, suponha que existe ur € H tal que T(u) = Blur, u],

para todo u € H. Entao, escolhendo u = ur — up, obtemos
O = %[UT — ﬁT, ur — ﬂT} 2 HUT — ﬂTH?{,

0 que mostra que ur = Ur. n

Voltemos agora a considerar o problema (P). Vamos usar o espago de Hilbert H}(€2) munido
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1/2
el = ( [ 190)

. . . . . Ty . .
Conforme vimos anteriormente, com essa topologia, o funcional linear v — [ fv é continuo
de H}(2) em R.

Precisamos verificar se a forma bilinear BJ-, -] definida em (5.4) satisfaz as hipoteses do

da norma

Teorema de Lax-Milgram. Para tanto, note inicialmente que, se u,v € H, entao

Bluoll < 3 ol [ lua ol + 32101, [ fuad o+ el [ ful o
i=1

ij=1

< ( [rwavel+ [+ [1u |v|)
< ( I9ully [Voll, + [Vl loll, + ull ||v||2)
<

C1 (||U||Hg(9)||v||Hg(Q) + C2||U||H3(Q)||U||H3(Q) + C3||U||H3(Q)||U||H3(Q))

< allullgy@llvll g @)

e portanto B é continua.
A condicao (ii) do Teorema de Lax-Milgram é mais delicada e nao vale em geral. O proximo

resultado é um primeiro passo na tentativa de resolver o problema (P).

Lema 5.4. Ezistem v = v(||b"]| , 00, |Icll) > 0 e 8> 0 tais que

ﬁ/’qu SB[u,u]+7/u2, Yu € Hy(Q).

Demonstracao. Temos que
90/|Vu\2 < /Za”(m)umiu%
= Blu,u] —/Xn:bi(:b’)umiu—/c(:z:)u2
i=1
B[u,u]+i“bi||m/]Vu] ]u|+HcHOO/u2.
i=1

Lembremos agora que, se a,b € R, entao para todo £ > 0 vale

IA

12, 1

b 1
< _ _
V2e ~ 2 292 4e
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1
< i 2
[1valiul <e [ v+ - [l

Escolhendo € > 0 tal que € > | [|b*]| . = 6o/2, obtemos

0 b
oo [ 19l < Blual + 2 [1vup s (Za e g ) [
£
b’L
2 [1vuk < s+ (22 g, ) [

Desse modo, o lema vale para
2
"B
" (Zzzl I Hoo)

b=g 73 2,

Desse modo

e portanto

+llell »

onde na expressao de v usamos a escolha de ¢ > 0. [
Estamos prontos para enunciar e provar o nosso primeiro teorema de existéncia de solugao.

Teorema 5.5. Seja 2 C R™ um aberto limitado e L um operador uniformemente eliptico em

Q da forma

n

Lu:—Z( T)Uy, ) s +sz ) Uy, + c(T)u,

ij=1
com a', b, c € L>(Q). Entao existe v = y(||b|| . , 00, |Icll) > 0 tal que, para toda f € L*(Q)
e todo |1 > vy, o problema

(Pu)

Lu+pu = f, em
u = 0, em Of.

tem exatamente uma solugdo fraca em Hy(S).

Demonstracao. Vamos provar o teorema para v > 0 dado pelo lema anterior. Seja entao
f € L) e p>~. A formulagio fraca do problema (P,) é a seguinte: obter u € Hg(Q) tal

que
B, u,v] = /f(x)v, Vo e Hy(Q)

onde
B, u,v] :== Blu, v +u/uv

A mesma conta feita para a forma B mostra que existe a > 0 tal que

| Bulu, v]| < allullgaollvllape), Yu,ve Hj(9).
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Além disso, se 8 é a constante dada pelo lema anterior, temos que

6||u||2 < Blu, u] +7/u2 < Blu,u] —i—,u/u2,

isto é,
BHUH2 SBM[U,U], V'LLGH&(Q)

Aplicando o Teorema de Lax-Milgram para B, e lembrando que v — [ f(z)v é linear e

continuo, obtemos u; € Hy () tal que

B, [ug,v] :/f(x)v, Vo e Hy(Q),

e portanto uy é a (Gnica) solugio fraca de (P,) em H (). O

Na proxima segao vamos estudar melhor a questao de existéncia de solugao para o problema
(Po)-

5.1.1 Alternativa de Fredholm

Se T': R" — R™ é uma transformacao linear entao o Teorema do Nicleo e da Imagem nos
garante que T é injetiva se, e somente se, T é sobrejetiva. Em dimensao infinita essa mesma
conclusdo pode ser falsa. De fato, considere o espago de Hilbert 12 := {(Zp)men 1 Doy |Zm|* <
oo} das sequéncias de quadrado somavel. E facil ver que a transformacio linear T' : [2 — [?
dada por T'(xq1,x2,...) = (0,21, 29, ...) é injetiva mas ndo é sobrejetiva.

No que segue apresentamos um resultado que fornece, para uma determinada classe de
operadores, um resultado analogo ao de dimensao finita. Antes porém lembremos que, se
(H,(-,-)g) ¢ um espago de Hilbert real e T': H — H ¢ um operador continuo, o operador

adjunto T : H — H é definido por
(Tu,vyy = (u, T*v)y, Vu,v € H.

Lembremos ainda que T ¢ compacto se ele leva conjuntos limitados em conjuntos relativamente
compactos.

Para pertubacoes compactas da identidade vale o seguinte resultado:

Teorema 5.6 (Alternativa de Fredholm). Seja H um espago de Hilbert real ¢ K : H — H um

operador linear compacto. Entao
(i) dimKer(Id — K) < o0 ;

(ii) Im(Id — K) ¢ um subespaco fechado e Im(Id — K) = (Ker(Id — K*))* ;
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(iii) (Id — K) € injetivo se, e somente se, € sobrejetivo ;
(iv) dimKer(Id — K) = dim Ker(Id — K*).

O teorema acima fornece informacoes sobre a solubilidade do problema
u—Ku=f, (5.6)

com f € H. O nome do resultado se deve ao fato de que ele afirma que ocorre exatamente uma

das alternativas abaixo.
Alternativa 1: para cada f € H o problema tem solugao tnica.

Alternativa 2: o problema homogéneo associado u — Ku = 0 possui solucao u # 0. Nesse
caso, a equacao (5.6) tem solucao se, e somente se, f € (Ker(Id — K*))*.

Nosso objetivo é aplicar o Teorema 5.6 para estudar a solubilidade do problema (P). Para
tanto, vamos supor que os coeficientes b' do operador L sdo de classe C'(2) e introduzir o

problema adjunto de (P) como segue

(Y

L'v = f,  em (),
0, em 0f),

onde L* é o operador adjunto de L dado por
Lo==Y (a9(@)vs,)e; — Db (x)os, + <C(l’) - Z(bi(x))xi) v.
ij=1 i=1 i

A expressao para L*v acima pode ser obtida via integracao por partes (cf. Exercicio 5.3). Além

disso, segue da definicao que
(Lu,v) 20y = /(Lu)v = /u(L*v) = (u, L'v)12(0), Vu,veE Hy(Q). (5.7)

O resultado abaixo caracteriza o espectro de solu¢ao do problema (P).

Teorema 5.7 (Alternativa de Fredholm para (P)). Seja Q C R™ um aberto limitado e L um

operador uniformemente eliptico 2 da forma

Lu=— Z(aij ()ug,)z; + Z b (2)ug, + c(z)u,

i,J

com a”, c € L®(Q) e b' € C(Q). Entao

(i) exatamente uma das duas situagoes abaixo ocorre
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Alternativa 1: o problema (P) possui solugdo tnica para cada f € L*(Q).

Alternativa 2: o problema homogéneo
Lu=0emQ, u=0em 09, (5.8)

possui solucdo nao trivial u # 0.

(i) se ocorre a sequnda alternativa, a dimensao do subespago N C H}(Q) de solugoes fracas
de (5.8) € finita e coincide com a dimensdo do subespago N* C H}(Q) de solugdes fracas
de

L'v=0emQ, v=0 em 0. (5.9)

(iii) o problema (P) tem solucao fraca para uma dada f € L*(Q) se, e somente se,

(f,v)r2@ =0, VoveN"

Demonstracao. Considerando v > 0 dado pelo Teorema 5.5, sabemos que o problema (P,)
tem solugao fraca tinica para cada f € L?*(f2). Desse modo, podemos construir o operador
solugao S, : L*(Q2) — Hy () como segue

u € HL(Q) é a tnica solugdo fraca de

S =u <=
(f) = {Lu+7u:fem9, u=20 em Of).

Uma vez que L ¢é linear, o operador solugao também é linear. Além disso, se f € L*(f), entdo
u = S9,(f) satisfaz

Bllullzy ) < Bylu,ul = /fu < [[fllallellz < ClAlllwl )

onde estamos usando a mesma notacao da demonstracao do Teorema 5.5. Uma vez que u =

S,(f), a expressao acima pode ser reescrita como

C
||Sv(f)||Hg(Q) < E”f”%

o que mostra que o operador solugao ¢ continuo de L*(Q2) em H}(Q).

Suponha que (f,) C L*(R2) é uma sequéncia limitada. Como S, é continua, a sequéncia
(S,(fn)) € limitada em Hj(Q). Lembrando que a imersdo desse tltimo espago em L?((2) é
compacta, concluimos que uma subsequéncia de (S,(f,)) converge em L?*(£2), o que mostra a
compacidade de S, : L*(Q) — L*(Q).
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Note agora que
Lu=f & Lu+~yu=f+yu
& =5 +yu) = 5(f) + 75 (u)
& =18, = 5,(0)
Desse modo, se gy = S,(f) € L*(Q) e K =S, o problema (P) é equivalente a
u— Ku = gy.

Como S, é compacto, as conclusoes seguem de uma aplicacdo imediata do Teorema 5.6 (cf.

Exercicio 5.4). O

5.1.2 Os autovalores de L

Dado um espaco de Hilbert real H e um operador linear continuo 7" : H — H, definimos o

resolvente de T' como sendo
p(T)={NeR:(T"—\Id) : H— H & uma bijecao}.

Observe que A € p(T) se, e somente se, a equa¢ao Tu — Au = f tem solugao tnica para cada
f € H. O espectro de T é definido como o(7T") = R\p(T). Se A € o(T') é tal que

Ker(T — A\1d) # {0},
entao dizemos que A é um autovalor de T. Nesse caso, existe uy # 0 tal que
TU)\ = )\U,\.

Chamamos uy de autovetor associado ao autovalor A. Denotamos por o,(1") o conjunto dos

autovalores de T, isto é,
o,(T) = {)\ € o(T) : Ker(T — A1d) # {0}}.

Nao é dificil mostrar que, se H tem dimensao finita, entdo o(7T") = 0,(7). Em dimensao

infinita pode ocorrer o(T) # o,(T). Por exemplo, seja T : [* — [* definida por

T((L’l,l‘g, .. ) = (0,1’1,1’2, .. )
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Como T nao é sobrejetiva temos que 0 € o(7"). Mas observe que 0 ¢ 0,(T), pois Ker(7') = {0}.
Logo, 0 € o(T)\o,(T).

O resultado abaixo caracteriza o espectro de operadores compactos.

Teorema 5.8 (Teoria espectral de operadores compactos). Seja H um espago de Hilbert real

com dimensao infinita e K : H — H um operador compacto. Entao,
(i) 0 €o(K) ;

(i) o(K)\{0} = o, (K)\{0}

(iii) se o(K)\{0} € um conjunto infinito entio o(K)\{0} = (An)men com A\, — 0 quando

m — OQ.

Usando o resultado acima e operador solu¢ao do problema do (P), podemos mostrar o

seguinte resultado (cf. Exercicio 5.5).

Teorema 5.9. Seja Q2 C R™ um aberto limitado e L um operador uniformemente eliptico €} da

forma

Lu:—Z( T)Uy, )y +Zbl YUy, + c(x)u,

Y]
com a’,c € L=(Q) e bl € CY(Q). Entdo eriste um conjunto finito ou infinito enumerdvel

Y. C R tal que o problema

(P-»)

{Lu = du+f, emQ,
u

0, em OS2,

possui solucdo fraca inica para cada f € L*(Q) se, e somente se, A & ¥. Além disso, se 3 ¢é

infinito, entao X = (Ay)men com N\, — 00 quando m — oo.

5.2 Espectro de —A

Nessa secao, vamos estudar o problema de autovalor

—Au = Q
(PA) { U Au, em §2,

u = 0, em OS2,

onde ) C R" é uma aberto limitado. Vamos usar em H}(f2) a seguinte norma

Jull? = / VP
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Note que a formulagao fraca do problema acima é: encontrar v € H} () \ {0} tal que

(u,v>:/(Vu'Vv)://\u, Vo € Hy(Q).

Lembre que estamos interessados em solugoes u # 0, visto que autovetores sao sempre nao

nulos. Fazendo v = u na expressao acima, obtemos

/|Vu|2 :)\/UQ,

de onde se conclui que A > 0. Outra observagao importante é que, conforme veremos na se¢ao
seguinte, as autofuncoes sao de classe C*°((2).
Vamos tentar aplicar o Teorema 5.8 para obter os autovalores de (PA). Para cadau € HJ ()
fixado, a aplicacao
T.: H;(Q) — R

v Ty(v) = /uv

¢ um funcional linear e continuo em Hj(€2). Logo, existe Tu € Hg () tal que (Tu,v) = [wv
para todo v € H}(Q). Variando u, podemos construir uma aplicagao T : H}(Q) — Hg(Q) tal
que

(Tu,v) = /uv, Yu,v € Hy(Q). (5.10)

Dado uy, ug, v € HY () e a € R, temos que

(T(uy + Aug),v) = /(u1 + Aug)v = (Tug + aTug, v),

(Tu,v) = [ wo= [ vu=(Tv,u) = (u,Tv),
=]

e portanto 1" ¢ linear e autoadjunto. Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré

para obtemos,
|1 Tu||* = (Tu, Tu) = /U(TU) < lull2[Tullz < exl[ul[[T]],

ou ainda
[Tul| < erllull, Yue Hy(Q),

o que mostra que 71" é continuo.

Seja agora (u,,) C HJ(2) uma sequéncia limitada. A compacidade da imersao H}(Q) <
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L*(Q) implica que, a menos de subsequéncia,
Uy, — u  em L*(Q).
Assim, procedendo como acima, obtemos
(T — Tug]* = (T (i — ur), (um = u)) < eolltim — wpell2| Tt — wi),
ou ainda,

T w — Tug|| < co||tim — ugllo-

Como u,, — u em L?(f2), a expressao acima mostra que (T'u,,) é uma sequéncia de Cauchy em
Hi (). Logo, possui subsequéncia convergente. Isso mostra que T é compacto.

Observe agora que, se u # 0 é solugao fraca de (PA), entao

(u,v) = )\/uv = MNTwu,v),
ou ainda )
(Tu,v) = X(u,v), Vv e Hy ().

Segue da expressao acima que A > 0 é autovalor de (PA) com autovetor associado u # 0 se, e

somente se,

1

Temos entao o seguinte resultado:

Teorema 5.10. Se Q C R"™ é um aberto limitado, entao o problema de autovalor

(PA) —Au = du, em(Q,
u = 0, em OS2,

possut uma sequéncia de autovalores
D<A <A< < <A\, <

tal que \,, — oo quando m — oo. Além disso, as autofuncoes associadas formam uma base
ortogonal de H}(Q).

Demonstracdo. Seja T' o operador definido em (5.10). Sabemos que A > 0 ¢ autovalor
do problema (PA) se, e somente se, 1/\ é autovalor de 7. De acordo com o Teorema 5.8,

exatamente uma das alternativas abaixo ocorre

(i) o(T)\ {0} = op(T') \ {0} ¢ finito ;
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(ii) 0,(T) \ {0} é uma sequéncia (f,)men tal que fi, — 0.

Uma vez que H} () é separavel e T' é compacto e autoadjunto, os autovetores de T’ formam
uma base ortogonal de H}(Q) (cf. |3, Teorema VI.11]). Se u é um autovalor de T', entao a
Alternativa de Fredholm implica que a dimensdo de ker(7T" — pld) é finita. Logo, todos os
autoespagos tém dimensao finita. Uma vez que H}(Q) tem dimensao infinita, concluimos que

a alternativa (i) acima nio pode ocorrer. Desse modo

o(T)\ {0} = 0p(T) \ {0} = (o),

com p,,, — 07. Os autovalores correspondentes de (PA) sdo da forma

Logo, eles formam um sequéncia
O0< A <A< A< <A <-ov g

tal que lim,,, oo Ay, = +00. Mostraremos posteriormente que o primeiro autovalor \; é simples,
isto é, )\1 < )\2. ]

Vale observar que, na notagao do teorema acima, se
Am—1 < A = = A1 < Aty
entao A = \,, ¢ um autovalor com multiplicade 7, isto é,
dimker(T" — A1d) = j.

Outro ponto importante é que o resultado acima permanece valido para o operador

n

Lu=— Z (a7 (z)ug,)s; + c(a)u,

,j=1

se L for simétrico, uniformemente eliptico, os coeficientes forem limitados e ¢ for ndo negativa.

A parte final do teorema nos diz que

H&(Q> = Span{gol, P25+ Pmy - - '}7

onde ¢, é uma autofuncao associada ao autovalor \,,. As autofuncoes ,, sao ortogonais em

Hj(2). Contudo, usando a formulagao fraca do problema (AP), é facil ver que elas sao também
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ortogonais em L?*(2). Tsso nos permite obter algumas desigualdades interessantes para fungoes
de H}(Q) em termos dos autoespagos, conforme a proposigao abaixo, cuja prova sera deixada

para o leitor (cf. Exercicio 5.6).

Proposigdo 5.11. As autofungoes (¢m)men C H(Q) do problema (PA) sdao ortogonais em
L*(Q). Além disso, se k € NU{0} e Vi, C H}(Q) é o subespago gerado por {p1, ..., ¢}, entdo

/ Vul? < /\k/u2, Vue Vi,
Q 0

/ Vul? > )\k+1/u2, Yu € Vkl,
Q Q

Em particular, se tomarmos k = 0, oblemos novamente a desigualdade de Poincaré.

No que segue, vamos extrair propriedades importante do primeiro autovalor A;. Comecamos

recordando o seguinte resultado de Analise Funcional (cf. |3, Proposi¢do V1.9]).

Lema 5.12. Seja H um espaco de Hilbert e & : H — H um operador linear, continuo e
autoadjunto. Se
m:= inf (Fu,u)y, M := sup (Fu,u)y,

lullz=1 llull =1

entio m, M € o(H') e o(H) C [m, M].

Vamos aplicar o resultado acima para o operador T relacionado com o problema (PA). Para
fazer isso, observe inicialmente que o menor autovalor \; do problema (PA) é exatamente o

inverso do maior autovalor do operador T" definido em (5.10). Assim,

1 U U
— = sup (T'u,u) = sup <T (—) ,—> )
A ull=1 u#0 [ull /7 [Jul

Segue da expressao acima que, se u # 0, entao
1 < < u ) u > 1 1 / 5
—>(T , = (Tu,u) = —— [ u*,
At [ull /7 lwll [[u][? [[ul[?

)\1/u2§/\Vu\2, Vu € Hy(9Q).

As consideragoes acima provam o seguinte resultado.

e portanto

Proposigao 5.13. O primeiro autovalor Ay > 0 do problema de autovalor (PA) €

M = inf Q(u),
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onde Q : H}(Q)\ {0} — R ¢ definido por

LT
Q) = s

Vamos estudar melhor a funcao ) acima. Observe inicialmente que o infimo de () é na

verdade um minimo. De fato, se ¢; é uma autofuncao associada a \;, entao —Ap; = A\ em

/|V<P1|2:)\1/80§,

A= Q1)

Desse modo, toda autofuncao associada ao primeiro autovalor \; é um ponto de minimo de Q).

), donde se conclui que

isto é,

Vamos mostrar que a reciproca da conclusao acima é verdadeira, isto €, se ¢ € H}(Q) é tal
que Q(p) = Ap, entdo ¢ & uma Aj-autofungio. De fato, dada v € H}(Q) e t € R, temos que
A1 < Qp + tv), isto é,

/|V(90+tv)|2 > )\1/(g0+tv)2.

Desenvolvendo os dois lados da desigualdade acima e lembrando que A\; [ ¢* = [ |[V¢|? obtemos

Qt/(Vgo-Vv)—l—tz/]Vv\z > 2t)\1/<pv—|—t2)\1/v2.

Dividindo a expressao acima por 2t > 0 e fazendo ¢t — 0" concluimos que

/(w-W) > /\1/g0v.

Um argumento analogo fazendo ¢ — 0~ nos fornece uma desigualdade reversa, e portanto

/(V@-Vv) :)\1/900, Vv e Hy (),

0 que mostra que ¢ é uma solugao fraca do problema (AP) com \ = A;.

Estamos prontos para provar o

Teorema 5.14. Suponha que 2 C R™ ¢ um dominio limitado, \y € o primeiro autovalor do

problema (AP) e @1 é uma autofungio associada a esse autovalor. Entao
(i) p1 >0 oup; <0 em Q.

(ii) se v € uma \-autofuncao, entio existe a € R tal que 1 = aup;.
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Demonstracao. Suponha, por contradicao, que ¢, troca de sinal em €. Entao
1= — 1,

com ¢}, p; # 0. Lembremos que ¢}, o] € H}(Q) e

Vot (z) = { Vi(z), qt.p. em {ze€Q: ¢ (r)>0}

0, q.t.p. em {x € Q: ¢y(x) <0},

com uma expressao andloga valendo para Ve, (cf. Exercicio 4.26). Fazendo v = ¢ na

formulagao fraca do problema obtemos

/ (Ve Vi) = Ay / o107 (5.11)
Q Q

/ (Ver - Vi) = / (Ver Vi) = / VP
Q {p1>0} Q

Analogamente [, ¢10% = [,(¢])?, e portanto segue de (5.11) que

/!Wﬂf 2= Al/(SOTV-
Q Q

Logo Q(¢]) = A1, donde se conclui que ] é uma \j-autofungao. De maneira analoga mostra-se
que ¢; é também A;-autofuncao.
Temos entao que
—Apt = Mg, em
{ oy = 0, em Of).

Provaremos logo mais que as autofuncoes sao solugoes classicas (cf. Teorema 5.18). Assim,
como gpli > 0 em (), segue do Principio do Maximo Forte que goli > 0 em 2. De fato, se
existisse 7y € € tal que @] (zo) = 0 entdo a fungao o] teria um ponto de minimo em . Dai
seguiria que ¢ = 0 em ©, o que nao faz sentido porque estamos supondo ¢ # 0. Desse modo,
concluimos que ¢ > 0. Mas isso contraria o fato de ¢ ¢; = 0 em Q.

A contradicao acima proveio do fato de supormos que ¢; trocava de sinal em ). Logo
devemos ter ¢ = 0 ou ¢; = 0. Se p; = 0 entdo ¢; > 0 em Q. Aplicando o Principio do
Méaximo novamente concluimos que ; > 0 em Q. No caso em que ¢ = 0 0 mesmo argumento
implica que ¢; < 0 em Q. Isso estabele o item (i).

Para provar (ii) vamos supor, por contradicdo novamente, que ¢; e ¥ sdo linearmente
independentes. Nesse caso,

dimker(—A — A\ Id) > 2.
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Uma vez que existe uma base ortogonal de HJ () formada por autofungoes, e o1 e ¥ sao

linearmente independentes, temos que

0={e1¥) = [ Vo198 = [

Mas a expressao acima nao pode ocorrer pois, pelo item (i), o produto ;¢ tem sinal definido

em ). Obtemos entao uma contradi¢dao, o que mostra que ¥ é um multiplo escalar de ;. [

5.3 Regularidade de solugoes

Estamos interessados agora em obter mais regularidade para as solu¢oes do problema (P)

obtidas na secao anterior. Em toda essa secao, o operador L serd da forma

n

Lu:—Z( T)Usg, )z —i—Zb’ T)Uy, + c(x)u.

ij=1

A regularidade dos coeficientes vai variar de resultado para resultado. De uma maneira geral,
quanto mais regulares forem os coeficientes e o dado f, mais regular sera a a solucao.
Para motivar os resultados que apresentaremos, vamos supor u : R® — R é uma solucao do
problema
—Au=f, emR"

com f € L*(R"). Vamos também exigir que essa solu¢ao tenha propriedades que fagam com

que todas as integragoes por partes abaixo possam ser feitas:

fldr = / (Au)? do :/ Zuxixiuxjxjd:v
R noo. .
= Z/ Ug;z; Uz ;a; dx = Z/ Uz, ij Zj dx
= Z / uxxx]uxjdx = Z/ Uy jz; Uz

= / | D?ul?da.

A conta acima mostra que as derivadas de ordem 2 da fungiao u estao em L?*(R"). Supondo

R”

agora que, para todo i = 1,...,n, a fungao f,, existe e estd em L?(R"), podemos usar o fato
de que —A(uy,,) = f., e proceder como acima para concluir que as derivadas de ordem 3 da
fungio u também estao em L?*(R™).

A conta formal feita acima parece indicar que uma solucao do problema Lu = f tem duas
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derivadas a mais do que a func¢do f. De fato, temos o seguinte (cf. |5, Teorema 2, Secdo 6.3]):
Teorema 5.15 (Regularidade interior). Seja k € NU{0} e suponha que a”, V%, c € C*1(Q), f €
WHr2(Q) e u € WH2(Q) € uma solugdo fraca de

Lu = f.

Entio u € Wr2(Q) e, para cada Qo CC Q, existe uma constante C' = C(k,Q, Qo, a, b, ¢) > 0

loc

tal que
ul|wh+22(0p) < C (Hf”W’V’?(Q) + HUHL2(Q)) :

Observe que a solug¢ao u do resultado acima pertence a W1?(Q), de modo que nao estamos
exigindo que u = 0, no sentido do trago, na fronteira de €2. Outro ponto que merece destaque
é que, se os coefientes a”, b', c € C*(Q) e f € C*(Q) entdao podemos usar o resultado acima
e o item (iii) do Teorema 4.32 para concluir que u € C*°().

Quando a fronteira de € é regular, podemos obter um resultado global de regularidade (cf.
[0, Teorema 5, Secao 6.3]).

Teorema 5.16 (Regularidade global). Seja k € NU{0} e suponha que a”,b*,c € C*1(Q), f €
Wh2(Q) e Q é de classe C*2. Suponha que u € W, *(Q) ¢ solugdo fraca de

Lu=f, em
u =0, em Of2.

Entio u € W*22(Q) e existe uma constante C = C(k,Q,a", bi, c) > 0 tal que

ullwrr22y < C (| fllwrz) + lull2@)) -
Vamos enunciar abaixo outros dois resultado classicos de regularidade eliptica.

Teorema 5.17. Suponha que 2 C R™ é um dominio e u € Wol’Q(Q) € solucao fraca de

—Au=f, emQ
u =0, em Of2.
Entao

(i) (Agmon, Douglis, Nirenberg) se Q ¢ de classe C* com 0N limitada e f € LP(Q),1 <p <
00, entio u € W*P(Q) e existe uma constante C = C(Q,p) > 0 tal que

HUHWQ-'P(Q) < CHfHLP(Q).
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(ii) (Schauder) se Q ¢ limitado e de classe C*7, f € C*(Q) eu € C*(Q), entio u € C*7(Q)
e existe uma constante C' = C(Q,7) > 0 tal que

HUHcm@) < CHfHCOW(ﬁ)-

Uma observagao importante é que, ainda que todos os resultados acima sejam para a equagao
linear —Au = f, é possivel usé-los, juntamento com as imersdes de Sobolev, no processo de

regularizagao de solucao de equacao nao-lineares do tipo

—Au = g(x,u), em )
(5.12)
u =0, em Of).

onde Q C R™ é um aberto limitado de classe C*7 e g : Q x R — R ¢ uma func¢io continua.
O primeiro passo é estender o conceito de solucao fraca para esse tipo de problema. A

maneira natural de fazer isso é procurar uma func¢ao v € Hj(2) tal que

/(Vu -Vv) = /g(x,u)v, Vv € Hy(Q). (5.13)

Em geral, o lado direito da expressao acima pode nao ser finito. Desse modo, para que a
definicao faca sentido, precisamos impor algum tipo de condicao de crescimento sobre g, de
modo a que possamos usar a desigualdade de Holder e mostrar que a integral envovendo g seja
finita.

Vamos entao supor que existem cy, co > 0e 1 <r < 2% — 1 tais que
lg(z,5)] <1+ cals|”, V(z,s) € 2 xR, (5.14)

quando n > 3. Se n < 2, vamos supor o mesmo tipo de condi¢ao acima, mas neste caso o

expoente r > 1 pode ser qualquer. Com esta restri¢ao, dados u, v € Hj(2), temos

[ate.an| <c [l [arol = el +eo [ bl

Aplicando a desigualdade de Holder com expoentes s = 2*/r, s’ = 2*/(2* — r), obtemos

r/2* (2*—r)/2*
/’u|r|v‘ < </‘u 2*) </|U 2*/(2*_r)> )

Se n < 2, é claro que o lado direto acima é finito, visto que v € L%(2) para todo ¢ > 2. Se
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n > 3, podemos usar r < 2* — 1 para obter

s = 2 < 2 = 2*
2 T 2r— (2 1)

e portanto segue novamente das imersoes de Sobolev que

‘/g(w,u)v

Assim, sob a condi¢ao de crescimento (5.14), podemos chamar de solugao fraca do problema

< erllolls + eollullylulls < oo.

nao linear qualquer fungiao u € H}(Q) que satisfaz (5.13).

Vamos provar o seguinte resultado de regularidade:

Teorema 5.18. Suponha que Q C R"™ é um aberto limitado de classe C*7 e g: QxR — R
é uma fungao Holder continua satisfazendo (5.14) com 1 <r <2*—1,sen >3, er >1 se
n>2. Seu € HH Q) é uma solugio fraca de (5.12), entio u € C*(Q) N C(Q) é uma solugdo

cldssica.

Demonstracao. Vamos supor inicialmente que n > 3 e usar um argumento conhecido como

"bootstrap". O primeiro passo é usar a imersao de Sobolev para concluir que
ue WhH(Q) — L*(Q).
Por outro lado, a desigualdade (5.14) implica que
|9($73)|2*/T < (a+ 02|8’T)2*/7' <cs+als]t, VreQ, seR.
Como Q ¢ limitado e u € L¥ (Q), segue da expressdo acima que
o) € IP(Q), compr =2,

de modo que podemos aplicar o item (i) do Teorema 5.17 para concluir que u € W2P1(Q).

Temos entao dois casos a considerar:

Caso 1: 2p; > n.
Nesse caso, usando o item (iii) do Teorema 4.32, obtemos u € C1*(Q) — C%*(Q). Como g

¢ Holder continua, temos que

]g(m,s) _g<y7t)‘ < 05‘('1'7 8) - (y,t)"B’ vxa ye Q7 s, te R
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para algum (3 € (0, 1]. Logo, para q.t.p. z, y € €2, vale

B
9z, u(@)) = gly )l < el =yl + [u(z) - uy)])
B

IN

cs (|7 =yl + col — yI°

er(|o =yl + |o = yl°?).

IN

Logo,
l9(x, u(z)) — g(y, uly))]
|z —y|*?

<eflo—y P +1) <o

visto que ¢ limitado e 8 > a3. A expressdo acima implica que g(-,u) € C%*#(Q). Segue entdo
do item (ii) do Teorema 5.17 que u € C%*#(Q2), sendo portanto solugdo classica do problema.

Vamos agora analizar o outro caso.
Caso 2: 2p1 <n.

Nesse caso, usando o item (i) do Teorema 4.32, obtemos

np1

2,p1 q —
ue WsP(Q) — LM(Q), ¢ o

Assim, g(-,u) € LP(Q2), com p, = £, e portanto u € W?P(Q). Se 2p, > n, podemos
argumentar como no caso 1 e provar que u é solucao classica. Caso contrario, podemos iterar

esse processo k vezes para obter nimeros p,,, ¢m, com m = 1,... k, tais que

2" Im NPm
P1=—, DPmt1="—" (qun=—"—"71—,
r T n— 2Ppm

e, além disso, u € WP (Q) para todo m = 1,2, ..., k.

Afirmamos que, para algum k& € N grande, vale 2p; > n. Se isso for verdade, entao
u € WP (Q) — C%(Q),

o que implica (como antes) que u é solucdo classica.

Para verificar a afirmacao note que, como r < 2* — 1,

P 2 mr—2-2¢" n(2*—1)—2-2* ’

e portanto

21+,

y4!
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para algum ¢ > 0. Agora,

n—2
72:@:@< p1>>@:1+5,
D2 q1 P1 \N — 2po D1

donde se conclui que p3 > pa(1+ ). Mas py = (1 + d)p; e portanto p3 > (1 + §)p;. Iterando
esse processo concluimos que

Pk > (1 + 5)k71p1.

Logo, pr. > 2n para algum k suficientemente grande. Isso conclui a prova do teorema no caso
n > 3. O caso n > 2 pode ser tratado usando somente o caso 1 acima, visto que pelas imersoes
de Sobolev sabemos que u € L(f), para todo g > 1. O

Observe que o conceito de solugao fraca foi definido para » < 2* — 1. No entanto, quando
n > 3, as contas feitas acima funcionam somente quando r» < 2* — 1. De fato, se r = 2* — 1
entao, no procedimento anterior, temos que p, = p;, e portanto nao podemos iterar a sequéncia
de modo a obter a continuidade de u. Porém, o caso r = 2* — 1 pode ser tratado através de
um resultado de regularidade provado por Brezis e Kato [1], que por sua vez usaram um ideia

devida a Moser [11].

Teorema 5.19 (Brezis-Kato). Seja Q C R™ wm dominio e suponha que u € W,-*(Q) ¢ uma

loc

solugao fraca de
—Au = a(z)(1+ |u]), em Q,

com a € L*(Q). Entio u € LL (), para todo ¢ > 1. Seu € Wl(Q), a € L"2(Q) e Q ¢

loc loc
limitado, entdo u € LI(QY) para todo ¢ > 1.
Demonstragao. Vamos provar somente a versao VVO1 2 do teorema. A demonstracio da versio
geral segue as mesmas linhas (cf. Exercicio 5.10) da que apresentaremos abaixo.
Dado s > 0 e L > 1, defina v = v, 1, por

v(x) = u(x) min{|u|*, L*}

e note que

2slu|®*Vu(x), se0 < |u(z)| <L

Vo = min{|u|*, L*}Vu + Ful () < Ju(@)] <
0, caso contrario.

Assim, se definirmos

Qs :={r e |ulx)’ <L},

entao
Vo = [min{|u*, L?} + 2s|u*xq, , (z)] V4,

em que Yo, , denota a fungao caracteristica do conjunto €2, r.
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Deste modo, usando v como funcao teste na formulagao fraca da equacao satisfeita por u,

obtemos

/min{]u\Qs,L2}|Vu|2dx+2s/ \u|23|Vu|2dq:§/a(x)(l—i—\u|)min{\u|23,L2}|u|d:c. (5.15)
Q Q

Qs,L

Observa agora que, se
w() == u(z) min{|ul*, L},

entao
Vw = [mim{|u|s7 L} + S|U|SXQSYL<CC>j| Vu

e portanto

/[Vwﬁdx = /min{]u\zs,Lz}]Vu|2d:c+2s/ |u|® min{|u|®, L}|Vu|*dx
0 Q

QS,L
4 52/ |2 | Vuf2dz.
QS,L
Uma vez que min{|u|®, L} = |u|® em ) 1, segue que
/|Vw|2dx = /min{|u!25,L2}|Vu|2dm—l—28/ |u|28|Vu|2d$+32/ |u|*| Vu|*dx
Q Q QS,L QS,L
< (14 2s+ 5% / min{|u|*, L*}|Vu|*dz.

Q
Assim, se definirmos

V() := min{|u|?, L*},

podemos usar (5.15) para concluir que

/Q Vw|*dz < cl(s)/ga(x)(l + |ul)v(x)|uldz, (5.16)

com c¢;(s) := (1 + 2s + s?).
Afirmamos agora que
Y(@)|u] <2+ (@)ul.

De fato, a desigualdade é obvia quando |u| > 1. Por outro lado, se |u| < 1, entdao ¢ = |u|*,
pois L > 1. Neste caso, a desigualdade em destaque acima se escreve como |u|[*Th < 24 |u|*$+2)
que é claramente verdadeira.

Usando a afirmagao, obtemos (1 + |u|)y(z)|u| < 2 + 2¢(z)|u|?, e portanto segue de (5.16)
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que
/ Vw|*dr < 2¢ / a(z)dx + 2¢, / a(x)Y(x)|ul?dr < ¢y + 2¢; / a(x)y(z)|ul’dx,
Q Q Q Q

com ¢ = ¢a(s,a,Q) = 2c1]al| pnj2iq) 2]/, Naturalmente, podemos supor que n > 3 pois,
caso contrario, o teorema segue diretamente da imersdo de Sobolev (cf. Teorema 4.32).

Dado ¢ > 1, é claro que u € L%(Q), se 1 < g < 2, visto que ) é limitado. Podemos entao
supor que ¢ > 2. A ideia é mostrar que, se u € L2+ (Q), entdo u € Lmﬂ)ﬁ(Q). Se isso
for verdade, como n/(n —2) > 1, podemos comegar com s = 0 e, apés um ntamero finito de
iteragoes, obter gy > ¢ tal que u € L%(().

Vamos entao mostrar a veracidade da primeira afirmacao do paragrafo acima. Para M > 0

arbitrario, temos que

/ Vwl’de < ¢y + 2, M |u|25|u|2dx+201/ a(x)y(x)|u|*dx
Q {a(z)<M} {a(z)=M}

< e3(s,a,9, M, ||ull 2+ @)

2/n . 2/2*
+ 2¢ (/{a(x)>M} a(x)"/2dx> </Q [@Z)(x)lﬁu]Q dx) ,

Como w = ¥'/?u, segue da imersdo de Sobolev H}(Q2) — L*"(=2)(Q)) que

2/n
/ Vwldr < ¢ + e ( / a(:c)”/Qda:> / Vwldz, (5.17)
Q {a(z)>M} Q

em que ¢y = c4(s,a,Q, M, [|ul| 2+ (). Uma vez que a € L"?(1), vale

lim a(z)"?dx = 0,
M=+00 Jia(@)>m}

e portanto podemos escolher M > 0 grande de modo que a integral acima seja menor que

1/(2¢4). Desse modo, usando (5.17) e lembrando que w(z) = u(x) min{|u|®, L}, concluimos que

/ |V (umin{|ul®, L}) |*dz < 2c3.
0

Usando novamente a imersao de Sobolev,

([ rominlal. )

com a constante do lado direito acima dependendo somente de s, a, €2, M e |[u|| ;2(:+1) (). Como L

2/2*
2*d:z:'> < c5(N)/ IV (umin{|ul®, L}) [*dz < 2ecscs,
Q
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é arbitrario, podemos fazer L. — 400 na desigualdade acima e usar o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue para concluir que [, [u[* ¢*Vdz < oo, isto &,
ue ()

Isso conclui a prova do teorema. O
Vamos usar o resultado acima para mostrar que o Teorema 5.18 permanece valido quando

n > 3 e a fungdo g tem crescimento critico, isto é,
|g(l’,8)| Scl_+_02|8|2*_1a \V/(I',S) GQXRa

com ¢, ca € R. Observe inicialmente que, se u € HJ () é solugio fraca de (5.12), entdo u é
solucao fraca de
—Au =a(z)(1+ |u]), em £, u=0, em 09,
com
(7, u)
1+ Jul

Q

a(x) =
Se pudermos aplicar o Teorema de Brezis-Kato entao as imersoes
W24(Q) — WH(Q) — CO1/1(Q)

para q¢ > n implicam que u é Holder continua. Usando agora o fato de que g é também Hélder
continua, podemos proceder como na parte final do Caso 1 acima e concluir que u é solucao
classica.

Para verificar que a € L™?(Q) observe que

lg(z, W) _ a CQ‘U|2*_1 2% 2
<c + .
la()l L+ |ul 1+ |ul &+ el

Logo,

/\a(m)\"/Q <9 +c2/\uy<2*2>"/2 TS +c2/|u|2* < o0,

visto que © é limitado e u € L* ().

5.4 Exercicios

Atencgao: Nos exercicios abaixo, a menos que se diga o contrario, {2 C R™ é um aberto limitado

de classe C.

5.1. Resolva os exercicios 1 a 3, e 5 a 9 da Se¢ao 6.6 do livro do Evans [5].
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5.2. Complete a prova do Teorema 5.3, mostrando as afirmagcoes depois da equagao (5.5).
5.3. Prove a equagao (5.7).

5.4. Complete os detalhes da prova do Teorema 5.7.

5.5. Prove o Teorema 5.9.

5.6. Mostre que as autofunc¢oes do problema (PA) sao ortogonais também em L?(Q2). Em
seguida, considerando k € NU {0} e Vi, C Hj () o subespaco gerado por {¢1, ..., ¢k}, mostre

as seguintes desigualdades variacionais

/|Vu]2 < /\k/u2, Yue Vg,
0 Q

/|Vu|2 > )\k+1/u2, Yu € Vi,
Q Q

Em particular, se tomarmos k = 0, a desigualdade acima ¢ a desigualdade de Poincaré.

5.7. Sejam €y C €y dominios limitados e A\;(€2;) o primeiro autovalor do problema (PA) com
Q = Q,;. Mostre que A1 (2) < A1 ().

5.8. Faca o estudo do problema de autovalor

Lu = Au, em (),
u = 0, em 02,

onde €2 C R™ é um dominio limitado e L é um operador simétrico e uniformemente eliptico da

forma
n

Lu=— Z(aij(x)uxi)xj + c(x)u,

ij=1

com os coeficientes limitados e ¢ > 0 em €.

5.9. Faca o estudo do problema de autovalor com peso

—Au = Am(x)u, em €,
u = 0, em OS2,

onde Q@ C R" é um dominio limitado e m € L"({2) para algum r > n/2. Em seguida, obtenha

desigualdades analogas as do Exercicio 5.6 nesse novo contexto.

5.10. Prove a versao geral do Teorema 5.19 considerando, no inico da prova, a funcao v =
umin{|u|*, L?}n?, em que n € C5°(9).

Sugestao: cf. [17, Lema B.2]
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