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Este livro pode ser copiado a vontade. Se vocé recebeu em formato digital,
fique a vontade para copia-lo e compartilha-lo quantas vezes quiser. Vocé
pode também imprimi-lo e fotocopia-lo o tanto que quiser. Claro que é
sempre importante pensar na natureza e no impacto ambiental. Procure
nao desperdigar recursos. ;-)

Quer imprimir e vender este livro para os seus colegas? Fique a von-
tade, também! Vocé é dono de uma editora e quer imprimir sua propria
versao, vender e ficar rico com esse livro sem precisar pagar nenhum tostao
em direitos autorais? Pois na minha opiniao, se vocé o fizer estara con-
tribuindo para um mundo melhor. Uma das poucas restrigoes é que vocé
nao tire dos outros essa liberdade que lhe foi concedida. Se vocé passar
esse livro pra frente, nao podera proibir aquele que o recebeu de usufruir
dessas mesmas liberdades. Ao repassar esse livro, é preciso deixar claro
que quem recebeu pode copid-lo e compartilha-lo a vontade.

Este livro esta licenciado sob os termos da licenga “Creative Commons
Attribution Share Alike 3.0”. Os termos estao disponiveis na internet
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http://andrec.mat.unb.br/ensino/.
Neste enderego também podem ser encontrados os arquivos XqUATEX, que
vocé pode alterar e usar para criar sua proépria versao deste livro.

Por Qué?

Eu (André Caldas) NAO acredito que “coletar taxas” seja a melhor ma-
neira de se sobreviver da producao cultural. Na minha opiniao, as pessoas
devem receber para produzir; e nao produzir na esperanca de “coletar
taxas” para o resto da vida.

Nao vejo sentido em um professor de uma universidade publica, que
ja recebe um salario do governo para que produza conhecimento, ter mo-
nopolios sobre o fruto do seu trabalho. Vejo menos sentido ainda quando
esse professor vende tal monopodlio para ser explorado por alguma empresa,
privada. Perceba que isso nao é uma critica ao lucro ou a exploracao da
producdo cientifica. E uma critica ao monopélio sobre os direitos de uso
daquilo que foi produzido com dinheiro publico. Nao faz sentido que a
sociedade faca esse tipo de investimento e depois nao possa ter acesso ao
que foi produzido. Livros é o menor dos problemas. Vemos que pesquisas
para o desenvolvimento de medicamentos ou de tecnologia sao feitas com
dinheiro publico em “parceria” com instituicoes privadas de modo que a
sociedade acaba sendo privada de seus frutos. Nao acredito que seja er-
rado fazer parceria com instituicoes privadas. O que nao se pode é privar
a sociedade dos frutos do trabalho no qual investiu. Vemos institui¢oes
de pesquisa se valerem de recursos publicos durante as pesquisas e depois
correrem atras de registros de patentes e coisas do tipo que servem ape-
nas ao propoésito de privar a sociedade dos frutos dessa mesma pesquisa.
O monopodlio nao é necessario. Todos os que prestam algum servigo na
cadeia, desde que haja demanda, serao beneficiados.

Se o governo, por exemplo, a uns 10 anos atras tivesse comecado a
financiar a producao de livros e exigisse que o fruto desse trabalho fosse
verdadeiramente livre (como é este livro), hoje nao fariamos licitagoes para
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a “compra’” de livros; fariamos licitacoes para a impressao e a distribuicao
desses livros. Falta visao de longo prazo. Deveriamos investir na producao
de livros livres. O autor deve sim receber por seu trabalho. S6 que deve
receber enquanto faz o trabalho, e nao depois através do recolhimento de
taxas e de mecanismos de opressao. O leitor nao é um ladrao ou criminoso.
Gostaria de sugerir a leitura de “o direito de ler™:

https://www.gnu.org/philosophy/right-to-read.html

Tenho varios amigos que fazem copias de livros. Sempre lembro a
eles que quando virarem autores, nao devem “virar a casaca” e comecar a,
perseguir os que fazem copias. Gostaria de fazer o mesmo pedido ao leitor!

)

Brasilia, 29 de fevereiro de 2016,
André Caldas
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Aula 1

Conjuntos

Um conjunto A é um objeto matematico a respeito do qual estamos interes-
sados em estabelecer se determinado elemento x pertence ou nao pertence
a A. Escrevemos

reA

para dizer que x pertence a A. E para dizer que nao pertence, escrevemos
x & A

Uma forma expressar um conjunto A é listando todos os seus elementos.
Por exemplo, escrevendo

A={5913,52}

para dizer que x € A se, e somente se, x = 5, ou x = 9, ou z = 13,
ou x = 52. As vezes, assumimos que determinado “padrdo” é suficiente-
mente evidente para, com alguns exemplos, deixarmos claro quais sao os
elementos de A. Por exemplo,

A={1,2,3,4,..}
A=1{2,4,678,...}
A={1,2,...,10}
A = {10, 20, 30, 40, .. .}.
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Dizemos que dois conjuntos A e B sao iguais e escrevemos A = B,
quando
reAsreDB.

Ou seja, A e B sao formados pelos mesmos elementos.

E importante notar que nio estamos interessados na “quantidade de
copias” de x que estao em A. Queremos saber apenas se x € A ou x ¢ A.
Dessa forma,

{1,2,3} ={1,1,1,2,3}.
Também nao estamos interessados na ordem. De modo que

{5,7,15} = {5,15,7}.

Quando o conjunto tem finitos elementos, dizemos que é finito. Nem
todos os conjuntos sao finitos. E nem todos podem ser escritos com uma
regra simples. Um exemplo é o conjunto R, dos niimeros reais. Ah... e ja

que estamos falando dos reais.. tem também os naturais: N. Nesse livro,
0eN:

N=1{0,1,2,...}.
Existe também o conjunto @), que é tal que, qualquer que seja z,
x & 0.

Chamamos () de conjunto vazio.

Usamos a expressao cardinalidade de A, e escrevemos #A, para nos
referirmos a quantidade de elementos em A. Se o conjunto A é infinto,
escrevemos #A = oo. E se ¢ finito, #A < oo. Por exemplo,

A={1,512} = #A =3,

1.1 Subconjuntos

Se A e B sao conjuntos, dizemos que A é é um subconjunto de B, e
escrevemos A C B, quando

r € A= x€B.
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Ou seja, todo elemento de A é também um elemento de B. Note que,
qualquer que seja o conjunto A,

ACA.
E de fato, dois conjuntos A e B sao iguais se, e somente se,

ACB e BCA.

Pode até parecer estranho, mas para mostrar que A = B, é muito comum
fazer uma demonstracdo em duas etapas. Primeiro, mostra-se que A C B.
Depois, mostra-se que B C A. Ou seja, primeiro mostra-se que

re€ A= x € B.

Depois mostra-se o contrario.. que r € B = = € A.

Exemplo 1.1 (Multiplos de 6). Seja A o conjunto dos nimeros natu-
rais que sao multiplos de 6. E seja B o conjunto dos niimeros naturais
que sao multiplos de 2 e de 3. Entao, A = B.

De fato, todos os miultiplos de 6 sao multiplos de 2 e de 3. Portanto,
ACB.
Agora é facill E sé mostrar que B C A.. ooops! Na verdade, essa

segunda parte nao é tao facil! :-P

Em termos de subconjuntos... um exemplo simples, mas também muito
estranho, ¢ o conjunto vazio.

Exemplo 1.2. Se A é um conjunto, entao

0 cC A
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Dado um conjunto A, uma maneira muito usual de se construir um
subconjunto B, ¢é especificando uma propriedade que os elementos de B
devem satisfazer. Os elementos de B sao aqueles de A que satisfazem essa
tal propriedade. Os que nao satisfazem, nao pertencem a B. Por exemplo,

B:{x€N| EInENx:Qn}
é o conjunto dos numeros naturais pares. Sao os elementos de N que
podem ser escritos como o dobro de um outro elemento de N.
1.2 Uniao e Intersecao
Se A e B sao dois conjuntos, escrevemos

AUB

para representar o conjunto tal que

reAUB<sxe Aouzx e B.

Chamamos A U B de uniao dos conjuntos A e B.

Exemplo 1.3. Se
A={1,3,5} e B={23,15},

entao

AUB = {1,2,3,5,15}.

Note que #A = 3 e #B = 3, mas que no entanto, a cardinalidade de
AU B nao é 6, mas sim, 5.

A intersecio, denotada por AN B, é a parte comum a A e B. E o
conjunto tal que
re ANB&reAexeB.
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A intersecao pode ser expressa por
AHB:{Q:EA’ xEB}.
Ou seja, sao os elementos de A que também estao em B. Ou entao,
AﬂB:{xEAUB‘ :UGAe:L‘EB}.

Onde x € A, x € B siginficaz € Aex € B.

Podemos falar da unido ou intersecao de 3 ou mais conjuntos da mesma
maneira. Se Aq,..., A, sao conjuntos, escrevemos

AU UA,

para a uniao, e

Ain---NA,

para a intersecdo. Também escrevemos
n n
U4 e 4
J=1 J=1

1.3 Diferenca de Conjuntos

Se A e B sao dois conjuntos, a diferenca A\ B é o conjunto dos elementos
de A que nao estao em B. Ou seja,

A\B={a€ A| a ¢ B}.
Note que
#(A\ B) = (#4) — (#(AN DB)).

Exemplo 1.4. Sejam

A= {:1: } x é professor de matemética}

B = {J; } x € uma pessoa que nao € careca}.
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Entao,
“André Caldas” € A\ B.

Exemplo 1.5. Se A =1{1,2,3,4} e B ={2,4,6,8}, entao

A\ B ={1,3}.

1.4 Produto Cartesiano

Se A e B sao conjuntos, o produto cartesiano de A e B é o conjunto
formado pelos pares (a,b), onde a € Ae b € B.

Da mesma forma, podemos definir A; X - - - X A,, como sendo o conjunto
das n-uplas ordenadas (ai,...,a,), onde a; € Ay,...,a, € A,. Quando
todos os A; sao iguais a um mesmo A, entao, ao invés de escrevermos
A x---x A, escrevemos A".

Exemplo 1.6. O conjunto R?® é formado pelas ternas ordenadas de

niimeros reais. Por exemplo, alguns elementos de R3 sao: (5,4, 2),
(m,e,7.5) e (5000, 7%, v/2).

Notacao 1.7. Neste livro, quando a € A", vamos usar o simbolo a;
como referéncia ao j-ésimo termo de a. Ou seja, vamos escrever apenas
a € A", e estard implicito que a = (ai,...,a,). No caso de R,
serd comum usarmos uma setinha em cima, pra lembrar que estamos
falando de um elemento de R™. Nesse caso, também estard implicito
que @ = (ay,...,a,).

Exemplo 1.8 (Muito importante!!! Aprenda bem este exemplo!!!).
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Sabemos que
(x + y)3 = 2TT + r2Y + TYT + YrT + TYY + YTy + YyTr + yyy.

Na escolha acima, aparecem todas as combinacgoes possiveis de uma

sequéncia de trés elementos de {z,y}. Ou seja, aparecem todos os
3 ]

elementos de {z,y}". Assim, podemos escrever

Onde o simbolo ) estd indicando que devemos somar uma vez para
3
cada elemento a € {x,y}".

Mas atencao! Aqui, x nao é uma variavel. E apenas uma letra...
um simbolo. A letra x é diferente da letra y. Estaria errado escrever
algo como

1+13; CL1(LQCL3:1.
(
ac{1,1}’

Pois {1,1} = {1}. E portanto, {1,1}° = {(1,1,1)} s6 tem um ele-
mento!

1.5 Alguns Conjuntos Famosos

Alguns conjuntos conhecidos, utilizados neste curso, estao listados a seguir.
Temos os ntimeros naturais, os nimeros naturais nao nulos e os inteiros.

N=1{0,1,2...}
N*={1,2,...}
Z={.,-2-1,012,..}

Algumas pessoas usam o simbolo N para se referir ao que estamos cha-
mando de N*.
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Neste curso, vamos usar a notacao

n] ={1,...,n}

para representar os primeiros n naturais nao nulos.

Assumimos que o leitor ja entende mais ou menos o que é o conjunto
R, dos niimeros reais. Algumas variagoes do conjunto dos nimeros reais
sao
R*={z eR| z >0}
R*:{xER‘ xSO},
que sao os reais positivos e negativos. Algumas pessoas nao gostam de
chamar o niimero 0 de positivo ou negativo. Por isso, costumam preferir
dizer reais nao negativos para se referir a R e reais nao positivos para se
referir a R™. Outros vao usar a notacdo R™ e R~ para denotar os reais

estritamente positivos e os estritamente negativos. Ou seja, excluem o 0
da definicao.

Por fim, tem o conujunto dos niimeros complexos
C={a+bi| a,beR}.

Nao vamos precisar muito dos nimeros complexos. Apenas em um ou
outro exemplo.

1.6 Exercicios
Exercicio 1.1. Escreva todos os elementos de A".

1. A={1,2,3}, n=2.

Solucao.

A" ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3,3) }.



Aula 1. Conjuntos 10

2. A=1{1,2},n=3
A=A, 8}, n=3.
CA=1{1,2,3,4,5}, n=1.

5. A={1,,1,7,7,68}, n=2.

~ W

Exercicio 1.2. Escreva o somatério dos elementos do conjunto finito A C

>

Exercicio 1.3. Escreva o produtério dos elementos do conjunto finito

ACR:
11

Exercicio 1.4. Escreva usando somatorio.

1.
(a1 + az)’ = Z
2.
(x+y+2)°= Z
3.

(z+y+2z+w)® = Z

Exercicio 1.5. Escreva usando somatorio e produtorio.
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. (x+y+2)%= > 11
) s [
Cofs) = [

() = | m

Exercicio 1.6. Suponha que .# é um conjunto finito de simbolos que
podem ser multiplicados uns com os outros, somados e multiplicados por
nimeros reais (assim como matrizes). Também como no caso de matrizes,
nao assuma que o produto é comutativo. Ou seja, dados X, Y € .#, pode
ser que XY # Y X. Além disso, se o, € R, a XY = afXY.

Escreva com somatoério:

(aaA+ apB + acC)* = Z a—Q
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Funcoes

Dados dois conjuntos A e B, uma funcao f: A — B é um objeto mate-
matico tal que para cada x € A podemos perguntar:

Qual é o elemento de B que corresponde a x?

Em outras palavras, quem é f(x)? A resposta deve depender apenas do
elemento escolhido x € A. Nao pode depender de quem perguntou, nem de
quantas vezes perguntou, nem do momento em que perguntou, ou de quais
perguntas foram feitas antes, e nem do humor de quem esta respondendo.
Sempre que perguntada, para um mesmo x € A, a resposta deve ser sempre
a mesma: f(x).

Exemplo 2.1. Quando A é um conjunto finito. Uma fungao f : A — B
pode ser representada por uma tabela. Por exemplo, se

A:{aa} € B:N’

Para descrevermos uma fungao f tal que f(gP) =2e f(©) = f(B)) =
0, podemos, por exemplo, usar uma tabela.

2 0 0

13
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E se for uma funcdo ¢g : A — R3, nossa tabela pode ter trés colunas:

25 1 3.1
-5 71 3.4
3 01 3141

Neste caso, por exemplo, ¢(&P) = (2.5, —5, 3).

Uma maneira comum de se definir uma fungao é utilizando uma for-
mula.

Exemplo 2.2. Podemos definir uma funcao f : N — N que associa a
cada n € N o triplo do seu valor. Escrevemos

f: N —- N .
r — 3z

A funcao f responde, para cada z € N, a pergunta:
Qual é o triplo de x?

Da mesma maneira, poderiamos definir f : N — R, ou f: R — R.
Mas seria incorreto definir

f: R - N |
r — 3z

pois, em geral, o triplo de um ndmero real é um nimero natural!

Exemplo 2.3 (Identidade). Para cada conjunto A, podemos definir a
funcao identidade, que é a funcao que “nao faz nada”. Que associa um
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elemento a ele mesmo.

idA:A—>A.
r +— T

Quando o contexto deixar claro a qual conjunto nos referimos, costu-
mamos omitir o indice e escrever apenas id no lugar de id 4.

2.1 Dominio, contradominio e imagem

Seja f : A — B uma funcao. O conjunto A é chamado de dominio de f, e
B é o contradominio. Se D C A, entao escrevemos f(D) para representar
o conjunto

70y ={f(@]| ac D}
Nem sempre temos que f(A) = B. O conjunto f(A) é chamdo de imagem
de f, e é denotado por

Im(f) = f(A).
E quando f(A) = B, dizemos que f é sobrejetiva.

Exemplo 2.4. Considere a fungao

f: N —- N .
Tr — 2z

O dominio de f é N. O contradominio também é N. Mas a imagem,
f(N), é o conjunto dos naturais pares. A funcao f é injetiva, mas nao
é sobrejetiva.

2.2 Composicao de funcoes

E importante que o leitor tenha em mente, que uma funcdo nao é uma
formula, mas uma correspondéncia. Por vezes, podemos expressar essa
correspondéncia usando uma férmula.
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A rigor, ndo deveriamos dizer que f(x) é uma funcao. A funcao é f.

Y
Enquanto que f(z) é o valor que f toma em x. Podemos imaginar uma
funcao f : A — B como uma maquina, um dispositivo.. uma “caixinha”!

Figura 2.1: A funcado f pode ser vista como um dispositivo que tem uma en-
trada (input) e uma saida correspondente (output).

Um dipositivo que sempre que recebe uma entrada (input) x, emite
uma resposta (output) f(z). Se é, por exemplo, uma méaquina onde vocé
coloca uma fruta e sai suco dessa fruta, nao podemos colocar uma bola
de ténis! Os tnicos inputs permitidos sao as frutas. Ou seja, o dominio
de f é o conjunto das frutas. E bom também deixarmos claro quem é o
contradominio. Poderia ser o conjunto de todos os tipos de bebida, ou
o conjunto de todos os tipos de liquido, ou simplesmente, o conjunto de
todos os tipos de suco de fruta.
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Figura 2.2: Poderiamos descrever a funcao suco de fruta por uma férmula:

f: FRUTAS — SUCOS

x +— suco de “z”

Imagine uma funcao

g : SUCOS — PICOLES.
Se ligdssemos a saida de f com a entrada de g, teriamos uma maquina

go f: FRUTAS — PICOLES.

Veja a figura 2.3.
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Figura 2.3: A “mdquina” g o f é a composicao de g com f, e leva a fruta “x”
em “picolé de z”.

De um modo geral, dadas duas fungoes f : A - Beg: B — C, defini-
mos a composicao go f, como sendo a fungao de A em C' que toma z € A,
e leva em ¢(f(x)). De modo mais rigoroso,

gof: A - C :
x = g(f())

O nome da fungao é g o f. Usamos a notacao (g o f)(x) para aplicarmos
x € A na funcdo g o f. No final das contas,

(go f)z) = g(f(z)).

Podemos complicar ainda mais, e pensar na composi¢ao de mais fun-
¢oes... por exemplo, dadas as fungoes

h:A— B
g:B—=C
f:C—=D,

qual é o significado de fogoh? Veja a figura 2.4. E como se ligdssemos a
saida de h na entrada de g, e a saida de g na entrada de f, para formarmos
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uma “caixa’”

Figura 2.4: Da mesma forma que definimos a composicao de duas fungoes,
podemos definir a composicao de trés ou mais.

Por outro lado, goh é o nome da “caixa” que leva x em g(h(x)). Vamos
chamar essa “caixa” de G = go h. A notagdo f o (g o h) representa —
como ilustrado na figura 2.5 — a composicao de f com a “caixa” g o h.
Temos

fo(goh): A — D :
z = f((goh)(x))

Da mesma forma, se compusermos a caixa f o g com h, temos

(fog)oh: A — D :
z = (fog)(h(z))

Mas no final das contas, é tudo a mesma coisa!

(fogoh)(z)=f(g(h(z)))
(folgeh))(z)=f((goh)(x)) = f(g(h(x)))
(fog)(h(x)

((fog)oh)(z)=(fog)(h(x)) = f(g(h(z))).
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Figura 2.5: A composigao de trés fungoes pode ser feita em etapas. Primeiro
fazemos a composicao de g e h para formarmos a “caixinha” g o h. Depois fa-
zemos a composicao de f com g o h para formarmos f o (g o h). Da mesma
forma, podemos fazer fog e depois compor com h. O resultado final é o mesmo:

fogoh.

Com ou sem as “caixas intermediarias” f o g e g o h, o resultado cor-
responde a tomar x, passar por h, depois por g e depois por f. Ou seja, a
operacao de composicdo é associativa:

fo(goh)=fogoh=(fog)oh. (2.2.1)

Observacao 2.5. A composicao de fungoes é associativa:
(feog)oh=fol(goh).

Mas a composicao nao é comutatival Ou seja, pode acontecer de f o g
ser diferente de g o f.
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Exemplo 2.6. Sejam

f: R - R
r — |z
g: R - R
T = -
Entao,
fog: R —- R
gof: R - R
r — —|x|

O leitor familiarizado com produto de matrizes deve lembrar que o
produto de matrizes é associativo, mas nao é comutativo. E pode ser que,
dadas duas matrizes A e B, o produto AB esteja definido, mas o produto
BA nao esteja.

Observacao 2.7. Sejam f : R? — R? e g : R* — R3. Entdo, fo g estd
definido, mas g o f nao esta. O primeiro caso estda definido porque a
saida de g (dimensao 3) é igual a entrada de f. O segundo caso nao
estd definido porque a saida de f (dimensao 2) NAO ¢é igual & entrada
de g (dimensao 4).

Da mesma forma, se F' € uma matriz 2 X 3 e G é uma matriz 3 x 4,
entao o produto F'G esta definido porque o nimero de linhas de G
(dimensao 3) ¢é igual ao nimero de colunas de F. Mas GF nao esta
definido porque o nimero de linhas de F' (dimensdo 2) NAO é igual ao
nimero de colunas de G (dimensao 4).

Ainda vamos falar sobre produto de matrizes no curso. Lembre-
se desta semelhanca entre o produto de matrizes e a composicao de
funcoes.
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2.3 Injetividade, sobrejetividade e etc.

Ja sabemos que quando a imagem Im(f) de uma funcao f : A — B é igual
ao contradominio B, dizemos que a funcao é sobrejetiva. Uma forma mais
complicada de dizer isso é assim:

Para todo b € B, existe a € A tal que f(a) = b.

Figura 2.6: A funcao f, representada esquematicamente na figura, nao é so-
brejetiva.

Por outro lado, se b = f(a), serd que esse a € A é o unico tal que
b= f(a)? Ou serda que existem outros elementos de A que tem a mesma
imagem b7 Para cada x € A, quando nao existe mais nenhum outro y € A
tal que f(x) = f(y), dizemos que f é injetiva. Matematicamente, dizemos
que f é injetiva quando para todo z,y € A,

fl@)=fly) =>z=y.

Ou entao,

r#y = fz)# fy).
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Figura 2.7: A funcao f, representada esquematicamente na figura, nao ¢ inje-
tiva.

A

Quando uma funcao f : A — B é injetiva e sobrejetiva, dizemos que é
bijetiva. A sobrejetividade de f significa que o sistema

flz)=b (2.3.1)

sempre pode ser resolvido, qualquer que seja b € B. Injetividade significa
que a equagao (2.3.1) é tal que textbfquando a solucdo existir, serd unica.
Juntando as duas coisas, bijetividade significa que o sistema sempre pode
ser resolvido de maneira tnica.

Exemplo 2.8. A funcao

f: N > N
n — n+1

é injetiva mas nao é sobrejetiva.

Se estamos trabalhando com conjuntos infinitos, podemos ter funcoes
que sao sobrejetivas mas nao sao injetivas e vice-versa. Mas quando os
conjuntos sao finitos e tem o mesmo niimero de elementos, isso nao acon-
tece.
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Proposicao 2.9. Sejam A e B conjuntos finitos com o mesmo nimero
de elementos. Entao, dada uma funcio f: A — B, sdo equivalentes:

1. f € injetiva.
2. f € sobrejetiva.

3. f € bijetiva.

2.4 Funcoes bem definidas

O titulo desta subsecao deveria ser “funcoes mal definidas™!! Suponha
que queiramos definir uma funcao f, especificando seu dominio, seu con-
tradominio, e uma formula. Existem varios erros que podemos cometer,
que fazem com que nossa definicao nao faga sentido. Vamos analisar esses
casos.

Exemplo 2.10 (Sem correspondente no contra-dominio). J& vimos que

f: R - N
r — 3z

nao esta bem definida. Isso porque, 3z pode nao ser um nimero natu-

ral. No entanto,
f: N - N
r — 3z

esta bem definida.

Exemplo 2.11 (Definicdo ambigua). Sabemos que todos os ntimeros
racionais podem ser escritos da forma 3, onde a e b sdo niimeros inteiros.
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Sabendo disso, poderiamos tentar definir uma funcao do tipo

f: Q — Z

7 — a+b

, o 1 . 2 .
Esta f estd mal definida! Isso porque, por exemplo, ; = 5. Ou seja,
existem duas maneiras diferentes de escrever um mesmo ntmero raci-
onal como uma fracao. Assim,

2:1+1:f<%>éf(l)éf(g):2+2:4.

O problema aqui, é que existem duas maneiras de escrever o racional
1 como uma fracao de niimeros inteiros, e cada uma resulta em um valor
diferente para f(1).

Exemplo 2.12 (N&o esta definida para todo mundo). Numa tentativa
de definir a funcao raiz quadrada, poderiamos fazer assim:

f: R - Rt.

2 =

Ou seja, pra calcular a raiz de 4, por exemplo, escrevemos 4 = 22 e
utilizamos a formula

F@) =2.
Mas essa funcao nao esta bem definida!

Por exemplo, quanto vale f(—1)7

O problema com essa definicao é que nem todo elemento do dominio
pode ser escrito como como um numero real ao quadrado! Nao estamos
definindo o valor de f para todo o dominio!

Ao definirmos uma funcao, precisamos ficar atentos para
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1. Definir f para TODOS os elementos do dominio.

2. Que a formula leve os elementos do dominio em algum elemento do
contra dominio.

3. Garantir que se houver varias maneiras de expressar determinado
elemento do dominio, que elas levem sempre ao mesmo resultado.
Uma maneira facil de evitar esse problema é, por exemplo, garan-
tindo que cada elemento do dominio possa ser escrito de uma tnica
maneira.

2.5 Funcao inversa
Dada uma funcao f : A — B, quando é que a funcao
ft: B — A
flx) =

esta bem definida?

A funcao “suco de fruta” é inversivel? E a funcdo “picolé”, que pega
um suco e leva num picolé? Bem... a funcao “picolé” parece ser inversivel,
ja que basta derreter o picolé para ter o suco de volta.



Aula 2. Funcoes 27

e e
o~ — .
ST B
f_:'\ EI miee] I -
2 G il | I il )
/""“-‘ . ot
.le --*._\" = | { D

Figura 2.8: A inversa de g ¢

gl: PICOLES — SUCOS
picolé de “z” +— suco de “z”

Fisicamente, parece ser impossivel inverter a funcao “suco de fruta”.
Mas os matematicos nao estao muito interessados em saber se € fisicamente
possivel ou nao. No nosso caso, inverter significa fazer a correspondéncia
inversa. No caso do suco, significa dizer de qual fruta veio o tal suco. De
qual fruta veio o suco de limdo? Ora... veio do limdo!!!

Exemplo 2.13. A funcao

f:r R - R
r — |z
nao ¢ inversivel. Mas a funcao

g: {xER‘ :z:ﬁO} — {:L’ER} SUZO}
x — |z

é inversivel.
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2.6 Exercicios

Exercicio 2.1. Classifique como injetiva, sobrejetiva, bijetiva e nem inje-
tiva e nem sobrejetiva.

. f: R - R.
r = x?
2. f: R —- R .
r —
3. f: R — R*.
r = x?
4. f: Rt — R~ .
r = —x?
5. f: R — R .
x = 3+
6. f: R — R
x — 10+ 23
7. f: R = R?
r — (x,27)

8. f: R> — R
(z,y) = x4y

9. f: R?2 = R
(z,y) = (vy,z+y)

Exercicio 2.2. As fun¢oes a seguir nao estao bem definidas. Justifique.

1. f: R — R™.
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2. f: RY - R.
2

e

3. f: Q - R®> ,ondeac€ZebecN*

g = (a,b)

Exercicio 2.3. Considere as funcoes

f: R - R g: R
r — 2%+ 10x x
h - R? - R k: R
(x,y) — x+vy x

USRS

29

As seguintes composicoes estao bem-definidas? Para as que estiverem
bem-definidas, escreva: dominio, contra-dominio e uma férmula.

(fog)  (hog)  (hoh)  (fof)  (hog)of  (koh)o(gof)of

Exercicio 2.4. Escreva com somatorios e produtérios usando funcoes

como variaveis do somatoério e do produtorio.

1. (a1 + a2)3.
Solucgao.
(a1 +a2)’ = > aguyapeass)
f:3]=[2]
2. (a1 + ag)(bl + bQ)(Cl + Cg).

ap+ -+ ap)".

W

a1+ ) (b + - + D).

- (
- (
-
- (

apn + -+ a)(ag + - - -+ ag).
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6. Troque a ordem do somatério e do produtorio:

i) 5 i)

j=1 \k=1 j=1

o: —

Exercicio 2.5. Faca como no item 2 do exercicio 1.6, mas utilizando
fungoes f : [n] — Z ao invés de usar o conjunto F™:

(Sou) = (| T o[

AeF

Exercicio 2.6. No exercicio 2.5, se além de tudo, soubermos que qual-
quer produto que tenha ao menos um simbolo repetido é sempre igual a
zero. Por exemplo, ABCDEFAGH = 0, pois o simbolo A aparece duas
vezes. Entao, se n = #.%, podemos usar fungoes bijetivas o : [n] — %, e
também, colocar o produto dos ntimeros reais em evidéncia:

(Sew) = | o] ¥ )

AeF o:[n]— Fbijetiva

Exercicio 2.7. Assim como no exercicio 2.6, se soubermos que qualquer
produto que tenha ao menos um simbolo repetido é sempre igual a zero.
Por exemplo, ABCDEFAGH = 0, pois o simbolo A aparece duas vezes.
Mas dessa vez, suponha que n > #.%. Justifique porque nesse caso,

Exercicio 2.8. Seja

P:{ale—l—"'—l—aloXlO‘ ar, - ,amER}
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o conjunto dos polindmios de grau até 10. Sabendo que determinada
funcao f : P x P — R satisfaz a lei de distributividade ( “chuveirinho”)

flp(z) +r(x),q(x)) = f(p(x),q(x)) + f(r(z),q(z))
f(p(x),q(x) +s(x)) = f(p(x), q(x)) + f(p(x),s(x)).

Escreva f(ai X'+ -+ 4+ aioX0, 0y Xt + - -+ + b1p X '°) na forma

2.

g: —

Exercicio 2.9. No exercicio 2.8, se ainda por cima, f satisfaz

flap(z), q(x)) = af(p(z), q(z))
f(p(z), Bq(x)) = Bf(p(x), q(x)),

entao, podemos colocar os a; e b; pra “fora”:

2.

g: —
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Arranjos e Permutacoes

O conteudo desta secao sera necessario apenas quando estudarmos deter-
minantes, na secao 13.3. Em uma primeira leitura, o contetido ¢ um pouco
dificil e o leitor ndo deve esperar compreendé-lo por completo. E neces-
sario um pouco de tempo, paciéncia e maturidade para se acostumar com
a notacao. Por isso é importante que o leitor tente fazer os exercicios e
entender os exemplos.

3.1 Escolhendo em A"

No exemplo 1.7, vimos como o conjunto A" representa todas as escolhas
possiveis de uma sequéncia de n elementos de A. Vamos exercitar um
outra maneira de expressar o conjunto A".

Quando o conjunto tem k elementos, podemos enumera-los:

A={xy,x9,..., 2%}
Enumerar os elementos de A equivale a escolher uma bijecdao

p:Al,....k} = A

32
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Exemplo 3.1. Se
A = {7 7 }7

uma enumeracao de A é dada pela seguinte tabela.

1 2 3

Esta mesma enumeracao é dada pela fungao

p: {1,2,3} — A

P n=1
n &, n=2
B, n=3.

Assim, fixada uma enumeracao, cada a € A" corresponde a uma fungao

Foll . ny = {1, k)

Para cada f, temos o elemento de A"

af = (xf(l)’ e ,SUf(n)).

Exemplo 3.2. Vamos continuar o exemplo 3.1, onde o conjunto

A={v © B}

esta enumerado pela funcao p, na ordem em que aparecem listados.

Com respeito a a = (@, 83) € A%, podemos dizer que

1. a entrada a; = corresponde ao segundo elemento de A; e

2. a entrada as = &3 corresponde ao terceiro elemento de A.
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Dada a enumeracdo p, podemos pensar em a € A? como equivalente a
fungao
fo: {1,2} — {1,2,3}
2, n=1
3, n=2.

n —

J4 o elemento b = (&3, &)) € A%, corresponde & funcio constante

fr: {1,2} — {1,2,3}.
n — 3

Para facilitar, vamos denotar por

n] ={1,...,n}

o conjunto dos nimeros naturais de 1 até n.

Exemplo 3.3. Continuando o exemplo 1.7, ao invés de escrevermos

(+y)"= Y ar--ap
ac{z,y}"
podemos escrever
(z1+12)" = Z Tr1) T fn),
filn]—2]

onde a soma ¢ feita sobre todas as fungoes f : [n] — [2].

O objetivo desta secao ¢ que o leitor se acostume com esse tipo de
notacao do exemplo 3.3.
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3.2 Permutando Conjuntos

Permutar um conjunto A consiste em “embaralhar” seus elementos. Ima-
ginamos que os elementos de A estao enfileirados — ou posicionados em
locais especificos, em algum lugar — e entao, permutamos os elementos de
A, trocando uns pelos outros.

Falar sobre permutacao se da, entao, em duas etapas:

1. Posicionar/organizar/ordenar os elementos de A.

2. Trocar/substituir os elementos uns pelos outros.

Matematicamente, é bastante simples falar sobre “substituir os elementos
de A uns pelos outros”. E o mesmo que falar de uma bijecio f : A — A.
E isso que vamos chamar de permuta¢do de um conjunto A.

Vamos denotar por
Pa = {f:A—>A‘ fébijetiva}
o conjunto de todas as permutacoes de elementos de A.

Exemplo 3.4. Suponha que

A={v.8 &

Estamos ignorando essa questao de “onde estao posicionados inicial-
mente os elementos de A”. Por isso, uma mesma permutacao pode ser
representada, em uma tabela, de varias formas diferentes.

v B ©

¢ 0 mesmo que
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Ambas as tabelas representam a mesma permutacao, que associa —>

7'_>e*—>.

Uma permutacado de A também pode ser representada graficamente,
como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.5. No exemplo 3.4, listavamos os elementos de A em colu-
nas de uma tabela e, na linha seguinte, listavamos os elementos permu-
tados. Agora, ao invés de permutarmos os elementos de lugar, vamos
usar uma representacao com linhas ligando os elementos que sao per-
mutados.

Y © B o v B
Y © B

Figura 3.1: Escolhendo (g, ©, &) ou (&, %, &) como “referéncia”, po-

demos expressar a mesma permutacao de modos diferentes.

3.3 Permutando Indices

Quando estudarmos determinante (se¢ao 13.3), vamos precisar falar sobre
“permutacdo das colunas de uma matriz”. Normalmente, as colunas da
matriz estarao numeradas: primeira coluna, segunda coluna, etc.

Quando
A={x1,29,...,2,}

tem n elementos que estao ordenados (numerados), temos uma identifica-
¢ao de A com [n]. Entao, ao invés de permutarmos o conjunto A, podemos
permutar o conjunto de indices [n].
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Trabalhar com niimeros naturais tem uma vantagem: os nimeros na-
turais sd@o naturalmente ordenados. Ao invés de escrever

ou falar da tabela

vamos simplesmente escrever o = (2,3,1). Dessa forma, estamos identifi-
cando os elementos de P3 com os elementos de {1,2, 3} que néo possuem
entradas repetidas.

Com a representacao grafica, fica facil determinar a composicao de
duas permutagoes.

Exemplo 3.6. Vamos compor a fungao o = (2,3,1) com a fungao
v = (1,3,2). No caso de permutagoes, vamos usar a nota¢ao yo no
lugar de vy o 0.

Pela figura 3.2, é facil ver que

yo = (3,2,1).
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1 2 3 1 2 3
>SS

1 2 3 o
X

1 2 3 1 2 3

Figura 3.2: Determinar a composicao yo é facil. Basta “escorregar” pelas
linhas.

3.4 Sinal da Permutacao

Neste curso, serd importante estudar permutacoes para que possamos en-
tender com facilidade o conceito de determinante que sera apresentado na
secao 13.3. Uma propriedade muito importante das permutacoes é que a
cada permutacao podemos associar um sinal.

Depois de compor varias permutagoes, a representacao grafica pode
ficar bem “trancada”. A figura 3.3, mostra como podemos simplificar o
grafico permutando os pontos intermediarios. Os cruzamentos em excesso
podem ser eliminados de dois em dois, como mostrado na figura 3.3.
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

%f
%f
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1 2345 12345 123 4°5
1 2345 12345 12 34°5
Te?Y IEaRE
<L <L
12345 12345 123 4°5

Figura 3.3: Depois de fazer a composicao de varias permutagoes, a represen-
tacao grafica resultante pode ser cheia de “cruzamentos”. Podemos simplificar o
grafico manipulando permutando pontos vizinhos ‘e nos passos intermediarios.
O namero de cruzamentos é reduzido de dois em dois.

Assim, fazendo a composicao de varias permutacgoes, o numero de cru-
zamentos em uma representacao grafica simplificada para a composicao
pode nao ser igual a soma do nimero de cruzamentos em cada permu-
tagao. Mas terd sempre a mesma paridade: se uma quantidade é par, a
outrea também é par; e se uma for impar, a outra serd impar, também.

No caso especifico da figura 3.3, a representacao original tinha 13 cru-
zamentos. No segundo passo, se tornaram 11. Removemos mais dois e
ficaram 9. A seguir, fizemos dois passos de uma vez e ficamos com 5 cru-
zamentos. Por fim, fizemos a ultima simplificacao e terminamos com 3
cruzamentos.

Para que esse procedimento de contagem funcione, precisamos sempre
tomar o cuidado de nao permitir que mais de duas linhas se cruzem em
um mesmo ponto. Tomando esse cuidado, ao eliminar ou produzir novos
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Cruzamentos, 0S cruzamentos Sempre aparecern ou desaparecem €Im pares.

Sendo assim, podemos definir o sinal de uma permutacao de acordo
com sua paridade. Dizemos que a permutacao ¢ par quando o nimero
de cruzamentos for par, e que a permutacao é impar quando o nimero e
cruzamentos for impar.

1, o tem um numero par de cruzamentos

sgn(o) =

—1, o tem nimero impar de cruzamentos

Uma outra maneira de escrever isso é com a formula

(_1)NQ de cruzamentos em qualquer representacao gréfica

sgn(o) =

Pelas consideragoes feitas até aqui,

Sgn(afy) — (_ 1)paridade de o+paridade de
(_ 1)paridade de o ( . 1)paridade de ~y

— sgu(o) sgn().

Ou seja, se soubermos o sinal das permutacoes v e o, entao também sabe-
mos o sinal de oy. Quando somamos dois niimeros pares, o resultado ¢ par.
Entao, a composicao de duas permutacoes pares ¢ uma permutacgao par.
Uma par e uma impar da impar. Ja a composicao de duas permutacoes
impares dda uma permutacao par.

3.5 Transposicoes

Uma permutacao o que troca dois nuimeros distintos ¢ e j, e que deixa
os demais fixos, é denotada por o = (ij) e é chamada de permutagdo
simples ou transposicdo. As permutacoes simples tem duas propriedades
especialmente interessantes.
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Lema 3.7. Se o ¢ simples, entdo
sgn(o) = —1.
Demonstracao. Assumindo que ¢ < j, basta notar — observando a

figura 3.4 — que as linhas saindo de i e j se cruzam uma vez (impar) e
depois cada uma das duas cruza as retas ¢ + 1 até j — 1 (par). Assim,

o numero de cruzamentos é impar. Ou seja, sgn(o) = —1.
[} [ J [ J [ ] [ ] [} [} [} [ ] [ J
o o o . o o o o o o
Figura 3.4: A representacao grafica de qualquer transposicao o = (i)
mostra que sgn(o) = —1, pois os cruzamentos aparecemaos pares, com ex-

cessdao de um.

Lema 3.8. Toda permutacdo o, de um conjunto finito A, pode ser
escrita como composicao de transposicoes.

Observacao 3.9. Normalmente, com respeito a permutacao identi-
dade — que nao permuta ninguém, mantendo todos os elementos no
mesmo lugar — entendemos que ela é um produto de zero transposi-
coes.
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Demonstracao. Vamos mostrar por inducao no ntimero de elementos
que nao sao mantidos fixos. Se ¢ nao permuta nenhum elemento, entao
o enunciado do lema é verdadeiro.

Assumindo que o lema vale quando o niimero de elementos que nao
sao mantidos fixos é menor que n, vamos mostrar que vale quando esse
numero € igual a n. Seja j € A um elemento que nao é mantido fixo
por 0. Faca k = o(j). Pela escolha de j, k é diferente de j. Além
disso, como o é injetiva, k também nao é mantido fixo.

Seja 7 = (j k) a transposicao que permuta j e k. Observe que a
permutacao v = o7 mantém k fixo. De fato,

A(k) = o(r(k)) = o (j) = k.

Além disso, v mantém fixos todos os elementos que ja eram mantidos
fixos por o. De fato, se p é um tal elemento,

o(r(p)) = o(p) = p.

Aqui, a segunda igualdade se deve ao fato de p ser mantido fixo por o.
E a primeira igualdade se deve ao fato de p ser distinto de j e k, ja que
p é mantido fixo por o, mas j e k nao sao.

Pela hipoétese de indugao, v ¢ um produto de transposigoes. Entao,
0O=0TT =T

também é, pois 7 é uma transposicao.

Agora, com os lemas 3.7 e 3.8, podemos interpretar o sinal de uma
permutacao como sendo a paridade do niimero de transposigoes necessarias
para escreve-la. A permutacdo o pode ser escrita como o produto de um
nimero impar de transposi¢oes exatamente quando sgn(c) = —1. E
pode ser escrita com um ntimero par de transposi¢oes exatamente quando
sgn(o) = +1.
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Corolario 3.10. Escolhido n € N*, existe uma unica funcao
sgn: P, - {—1,1}
tal que

sgn(o) = 1< o € o produto de um niemro par de transposicoes

sgn(o) = —1 & o € o produto de um niemro impar de transposicoes.

Demonstracao. O lema 3.8 mostra que
O =T1"""Tp,
onde todas as 7; sao transposicoes. Pelo lema 3.7,

sgn(o) =sgn(m - 7,)
— sgu(r)---sgn(r,)
= (—1)".

Essa igualdade conclui a demonstracgao.

A existéncia da funcao sgn tem implicacoes intrigantes!

Exemplo 3.11 (Identidade é par). A permutagao identidade

id: [n] — [n]
T o X

é o elemento de P, que “nao faz nada”. Se
id=m -7,

onde 71, ...,7; sao transposicoes, entao k € necessariamente par.
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3.6 Jogo do 15

Existe um quebra-cabeca chamado de jogo do 15 ou racha-cuca, que é
formado por 15 quadrados deslizantes dispostos dentro de uma caixa de
tamanho 4 x 4, como na figura 3.5. Veja o artigo

https://pt.wikipedia.org/wiki/0 jogo do 15

da Wikipedia.

Figura 3.5: O Racha-Cuca é um quebra-cabeca famoso tal que o objetivo é
colocar os quadrados numerados em uma determinada sequéncia, normalmente
a sequéncia inicial.

O desafio ¢é a partir de um quebra-cabeca embaralhado, ordena-lo como
mostrado no canto direito inferior da figura 3.5. Sera que o leitor consegue
fazer isso com a configuracao mostrada na figura 3.67

Figura 3.6: Qual é a sequéncia de movimentos validos que transforma o estado
inicial no estado mostrado na figura?

Associando o quadrado vazio ao ntimero 16, cada movimento do jogo
pode ser representado como uma transposicao do tipo (j 16). Cada trans-
posicao modifica a linha ou a coluna do quadrado 16, somando ou sub-
traindo 1. Dessa forma, uma sequéncia de transposi¢oes que mantenha o
quadrado 16 imdével deve ser necessariamente par, pois o nimero de vezes
que o quadrado subir, deve também descer; e o nimero de vezes que for
para a direita, deve também ir para a esquerda. Assim, todos os movi-
mentos possiveis que comecem e terminem com o quadrado 16 na mesma
posicao sao necessariamente permutacoes pares.


https://pt.wikipedia.org/wiki/O_jogo_do_15
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Por outro lado, a permutacao ¢ que deva do estado inicial ao estado
da figura 3.6 é uma permutacdo impar. De fato, ¢ = (1415) é uma
transposicao.

Ou seja, ¢ impossivel levar o estado inicial do quebra-cabeca ao estado
da figura 3.6 ou vice-versalll :-)

3.7 Exercicios

Exercicio 3.1. Calcule o sinal das seguintes permutacoes de [5].

1. (1,3,4,5,2

- )
2. (3,2,4,5,1)
3. (3,2,4,1,5)
4. (5,4,3,2,1)

Exercicio 3.2. Escreva as seguintes permutagoes de [6] como produto de
transposicoes.

1. (2,3,6,1,4,5

)
2. (1,3,2,5,4,6)
)

-
- (

3. (6,5,4,3,2,1
- (

4. (3,2,1,6,5,4)

Exercicio 3.3. O 7?7 explica como podemos conluir que a configuracao
onde aparecem torcados apenas os numeros 14 e 15 é impossivel de se
conseguir. Mas naquela explicac¢do... eu ndo entendi nadal... :-(

Explique melhor o argumento, com suas palavras e de modo bem mais
didatico e convincente que o autor.
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Exercicio 3.4. Suponha que
F ={A,..., A}

é um conjunto de n simbolos que podem ser multiplicados uns com os
outros, somados e multiplicados por ntimeros reais (assim como matrizes).
Também como no caso de matrizes, nao assuma que o produto é comu-
tativo. E também como com as matrizes, assuma que para «, € R,
aXpY = apXY. Usando permutagoes o € P, escreva

(1 A1+ -+ a1,4) (ae1Ar+ - ) - (a1 AL+ -+ appAy)

- > ) ( )

Exercicio 3.5. Por fim, como tultima variacao do exercicio 3.4, assuma
que sempre que trocamos a ordem de dois simbolos no produto, o resultado
se multiplica por —1. Por exemplo,

ABCDE = -BACDE e ABCDE =-ABEDC.

Nesse caso, podemos colocar o produto A;As--- A,, em evidéncia:

(&1’1A1 + -+ CVl,nAn) (04171/11 + .- ) T (041,1A1 + -+ OdLnAn)

_ S ( ) AjAy--- A,
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Espaco Vetorial R"

Em problemas fisicos, falamos, por exemplo, em posicao e velocidade.
Quanto a posicao, representamos por um ponto. A velocidade é um vetor.

Um ponto
chamado A.

Figura 4.1: Pontos e um vetor.

Fixado um sistema de coordenadas, tanto os pontos do plano quanto
os vetores de R? podem ser representados por um par ordenado. Ou seja,
por um elemento (a,b) € R% No caso tridimensional, por um elemento
(a,b,c) € R3. Neste capitulo, antes de interpretarmos fisicamente ou
geometricamente o significado dos elementos de R? ou R?, vamos simples-
mente tratar de manipulagoes algébricas (célculos) que podem ser feitas
com duplas ou ternas ordenadas. Ou de modo mais geral, manipulagoes

48
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algébricas que podem ser feitas com elementos de R". Esperamos que o
leitor adquira habilidade suficiente para utilizar a linguagem vetorial para
representar uma série de conceitos em diferentes contextos, que podem ir
muito além da fisica e da geometria.

Exemplo 4.1 (batata e cenoura). Certa vez, fui visitar a cidade fim-
domundo (veja [Ban13]). L&, descobri que os cidadaos de fimdomundo
adoram fazer sopa de batata misturada com cenoura. Na loja de sopas
e caldos, o cliente pede sua sopa assim:

— Gostaria de uma sopa (20, 30).

No fimdomundo, todos sabem que isso significa 20 gramas de batata e
30 gramas de cenoura.

E se vocé misturar uma sopa (20,30) com uma sopa (15,28)7 Vai
dar uma sopa (35, 58)! Se vocé tomar 2.5 tigelas da sopa (20,30) e 1.5
tigela da sopa (15,28), quanto de batata e quanto de cenoura vai ter
ingerido? Fazendo as contas...

2.5 x (20,30) + 1.5 x (15, 28) = (50, 75) + (22.5, 52)
= (77.5,127).

Ou seja, 77.5 gramas de batata e 127 gramas de cenoura.

A multiplicacao é feita coordenada a coordenada. A soma também
é feita coordenada a coordenada.

Poderiamos fazer o mesmo, com mais ingredientes. Por exemplo:
batata, cenoura, tomate e couve. Se vocé ja ouviu alguém dizer que
a quarta dimensao é o tempo... nesse exemplo, a quarta dimensao é a
quantidade de couve!l! :-)
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Exemplo 4.2 (cidades no mapa). Escolhido um sistema de coordena-
das num mapa, podemos associar coordenadas a cada ponto do mapa.

Figura 4.2: O ponto A tem coordenadas (2,3), e B tem coordenadas (7, 1).
Para sairmos de A e chegarmos em B, precisamos fazer um deslocamento
correspondente a diferenga

B—A=(5-2).

Pra nos, vetores sao simplesmente um elemento de R"™: uma n-upla
ordenada. Podem ser usados para representar posicoes e velocidades...
mas também podem ser usados pra falar de quantidades de ingredientes,
quantidades de pecas, quantidades de nutrientes, etc. Qualquer coisa que
possamos tratar como uma n-upla de ntmeros, que podemos somar e
multiplicar por um outro nimero.

4.1 Operacoes Basicas em R”

Assim como com as batatas e cenouras no exemplo 4.1, ou a soma dos
deslocamentos no exemplo 4.2, dados @,b € R", a soma de dois vetores @
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e b é o vetor &dado por
c = (a1+bl,...,an+bn).

Ou seja, para calcular a soma de dois vetores, fazemos o calculo coordenada,
a coordenada. Escrevemos ¢ = a + b.

A soma de vetores é evidentemente comutativa e associativa:

i+b=b+a
@+b)+c=a+ (b+o).

Chamamos os elementos de R" de wvetores e os elementos de R de
escalares. Dado um ntmero o« € R e @ € R", o produto de a pelo escalar
o € o vetor

ad = (aay, . .., aa,).

Tanto a soma quanto o produto por escalar sao feitos termo a termo. Além
das propriedades ja mencionadas, a soma e o produto por escalar também
satisfazem:

1. 0@ =0, onde 0 = (0,...,0).

O leitor certamente nao tera dificuldades em interpretar essas propriedades
em termos de batatas e cenouras!

A diferenca entre dois vetores

C=a—0>
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é o vetor ¢ tal que
b=da+c¢.
Geometricamente, fica claro que ¢ é o vetor que sai da pontinha de b e

vai até a pontinha de a@. Como a operacao de soma é feita coordenada a
coordenada, a diferenca também é.

oV
Ay
I
Sy
I
ST

QL

o A

Figura 4.3: O vetor ¢ ¢ tal que b = a + . Para desenhd-lo, basta ligar a ponti-
nha do vetor @ a pontinha do vetor b. No caso, ¢ = (7,3) — (3,—2) = (4,5).

O conjunto R”, juntamente com as operagoes de soma e produto por
escalar formam o que chamamos de espaco vetorial.

Definicao 4.3. Neste curso, um espaco vetorial é um subconjunto nao
vazio V-.C R"™ (para algum n € N), onde € possivel restringir as opera-
coes de soma e produto por escalar. Ou seja,

ibeV=>a+beV
ac€ReaceV =aaecV.

Quando V. C W sdo espacos vetoriais, dizemos que V é subespaco
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de W. Note que as operacgoes de soma e produto por escalar de V' sdo
a restricao a V' das operacoes de W'.

O fato de um espaco vetorial V nao ser vazio significa que 0e V', pois

TeV=0=00ecV.

Exemplo 4.4. O plano zy
P = {(Sc,y,O)‘ T,y € R}

é um espaco vetorial. Um subespaco de R3.

Observacao 4.5. A definicao de espaco vetorial é mais geral do que
a que apresentamos na definicao 4.3. O que é importante é ter um
conjunto nao vazio V' onde estao definidas operacoes de soma e produto
por escalar que tenham propriedades semelhantes as de R".

4.2 Sistemas de Coordenadas

Vetores de R? sdo simplesmente pares de nimeros reais que podem ser
somados (e subtraidos), e multiplicados por um ntmero real (escalar).
Quando falamos de pontos e wvetores no plano, a principio, nao estamos
falando de R2. O ponto é esse “pontinho” que a gente desenha.

Figura 4.4: Um ponto! O que é um ponto? Deixa pra la... :-)
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O vetor é essa “setinha” que liga dois pontos.

B

2 Qe

Figura 4.5: O vetor v representa o “deslocamento necessario” pra sair do
ponto A e ir ao ponto B. Ou seja, B = A + v.

<y

Se A e B sao pontos e U é um vetor, faz sentido falar do ponto A + v,
e faz sentido falar do vetor B — A. Mas nao faz muito sentido falar de
A+ B. A principio, pontos e vetores sdo coisas diferentes, de natureza
diferente, e muitas vezes é melhor deixa-los assim. Mas se quisermos,
podemos escolher um ponto base O, e entao identificar os pontos do plano
com os vetores do plano. Se falarmos do ponto (correspondente ao vetor)
U, na verdade, estamos falando do ponto O + . E se falarmos do vetor
(correspondente ao ponto) A, na verdade, estamos nos referindo ao vetor

A—-O.

ot

O

Figura 4.6: Escolhida a origem O, podemos tratar o ponto A e o vetor ¢ como
se fossem a mesma coisa.
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Com essa interpretagao geométrica feita até agora, nao faz muito sen-
tido somar um vetor B — A, que sai de A e vai pra B, com um vetor D —C,
que sai de um outro ponto C' # B, e vai até D!

B

D

Figura 4.7: Faz sentido somarmos os vetores v e w?

Para evitar esse problema, quando duas setas forem paralelas, tiverem
o mesmo tamanho e apontarem no mesmo sentido, vamos dizer que sao o
mesmo vetor.

Tudo o que fizemos para pontos no plano, poderia ter sido feito para
pontos no espaco. Estamos entao, com duas nogoes diferentes de vetores.
Se pensarmos em R? — ou de modo mais geral, R” — temos pares de
nimeros, com operacao de soma e produto por escalar feitos coordenada a
coordenada. Se pensarmos no plano — ou no espago — temos “pontinhos”
e “setinhas”. O coneceito que vai fazer a ligacdo entre o plano e R?, é o
sistema de coordenadas. O eizo coordenado serve para especificarmos um
vetor ¢ em termos de suas coordenadas: U = (v, vs).
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S

O

Figura 4.8: Escolhida a origem O e um sistema de coordenadas, podemos es-
pecificar tanto o ponto A como o vetor v, utilizando coordenadas: (3,2).

Com a interpretagao geométrica usando “pontos” e “setas”, mesmo
sem eixos coordenados, podiamos falar de adigao e produto por escalar.

B

¢ w
A/
° U+ w

Figura 4.9: Suponha que v representa o “deslocamento necessario” para ir de
A a B, e que W representa o “deslocamento” de B até C'. Entao, denotamos por
U+ w o “deslocamento necessairo” para ir de A até C.

O vetor v, saindo do ponto A com coordenadas (ay,as) e indo para o
ponto B de coordenadas (b1, by) serd identificado com o vetor (by —aq, by —
as) € R2. Usando essa identificacio com R?, fica mais facil falar de soma
de vetores do plano sem nos preocuparmos com as tais setinhas.

Temos entdo, a principio, duas maneiras de somar vetores. Temos
a maneira geométrica, utilizando setas. E temos a maneira algébrica,
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fazendo a soma coordenada a coordenada. A figura 4.10 deve ser suficiente
para convencer o leitor de que ambas as maneiras sao equivalentes.

S

S

Figura 4.10: E facil perceber que se somarmos @ e b pelo método geométrico,
o resultado sera igual a soma coordenada a coordenada. E esse tltimo é o mé-
todo algébrico. O deslocamento de @ na dire¢do z ¢ igual a 3. O deslocamento
de b na diregdo x é igual a 4. Entao, o deslocamento de a + b na direcao x é
igual & soma: 344 = 7. O mesmo ocorre na direcao y.

Assim, para somar dois vetores, nao precisamos que a ponta de um
esteja no bumbum do outro. O mais comum é desenhar todos os vetores
partindo de um mesmo ponto. Geometricamente, a soma ¢é feita como
mostrado na figura 4.11.
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Figura 4.11: Depois de identificar os vetores através de translagoes, escreve-
mos U e W em um mesmo ponto base, e determinamos v + w através do paralelo-
gramo mostrado na figura.

Sabendo que os pontos de vista geométrico e algébrico sao equivalen-
tes, podemos escolher o que for mais conveniente. A seguir, vejamos um
exemplo de um problema geométrico que é mais facil resolvido com alge-
bra. E depois, um problema algébrico que é mais facilmente resolvido com
o ponto de vista geométrico.

Exemplo 4.6 (adicao é comutativa). Do ponto de vista geométrico,
como podemos mostrar que a adi¢ao de vetores é comutativa? Sera que
a situacao da figura 4.12 nunca ocorre?
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Figura 4.12: Se desenharmos @ e juntarmos com b, encontramos a@ + b.
Mas sera que se desenharmos primeiro b e juntarmos com @ vamos chegar no
mesmo lugar? Serd que @+ b= b+ a?

Por outro lado, do ponto de vista algébrico é muito facil ver que
adicao de vetores de R" é comutativa:

T4+ W= (v1,...,0) + (w1,...,wy)
:(v1+w1,.. , Up, + Wp)
= (w1 + v1,- .., Wy + Vp)
= (wi,...,wp) + (v1,...,0,) =W+ 7.

Ou seja, sabendo da equivaléncia entre os pontos de vista geométrico
e algébrico, concluimos que, de fato, a situacao da figura 4.12 nunca
ocorre!
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w1
— )r w [ )
A %
. W+
\D (%)
W .

Figura 4.13: Com o uso de coordenadas, é facil ver que o vetor v é uma
translacdo de ¥, e que o mesmo ocorre com w; e wWs. Por isso, tratamos v e
Uy, € também, wy e Wy como sendo 0 mesmo vetor.

O exemplo a seguir mostra um problema cuja formulacao é algébrica,
e cuja solugao é facilmente compreendida utilizando um ponto de vista
geomeétrico.

Exemplo 4.7. Por algum motivo, estamos interessados em investigar
combinagoes de dois vetores U e W que sejam do tipo

av + pw,

onde a > 0e 8 > 0. Geometricamente é bastante facil ver quais vetores
podem ou nao podem serem escritos dessa maneira. Veja a figura 4.14.

Figura 4.14: Geométricamente é facil ver quais vetores do plano podem ser
escritos na forma av' + fw, com a > 0 e f > 0. Também é facil ver quais
podem ser escritos com a restricao extra 0 < a+ 5 < 1.

Agora temos intuigdo geométrica (desenho) e intuicdo algébrica (cal-
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culos) sobre um mesmo conceito. A intuigdo geométrica nao é melhor que
a algébrica, ou vice-versa. E importante conhecermos as duas e langarmos
mao da que for mais adequada ao problema sendo tratado.

O que tratamos aqui, vale também para R?. Com um pouco de esforco,
podemos extrapolar essas ideias para R*, ou mesmo para R". Cada pessoa
gosta de enxergar vetores em R" de uma maneira diferente. Mas quando
usamos apenas dlgebra, nao precisamos nos preocupar com isso. Afinal de
contas, estamos falando simplesmente de n-uplas de ntimeros.

Muita gente gosta de pensar na quarta dimensao como se fosse o
“tempo”. O leitor pode pensar no tempo, se preferir. Mas lembre-se
que R"™ ¢é simplesmente uma n-upla ordenada com operagoes de soma e
produto por escalar definidos. E, como no exemplo 4.1, é bem possivel que
a quarta dimensao seja a “couve”!!! Quando o nimero de dimensoes au-
menta muito, a geometria continua nos fornecendo ideias e intuigao. Mas
as vezes, o mais facil é pensar nos elementos de R* ou R?* como sendo
sequéncias de 4 ou 23 numeros, respectivamente.

4.3 Geometria sem Coordenadas

Provavelmente, no ensino médio o leitor aprendeu a equagdo da reta (ou
as equagoes), a equagdo do circulo, a equag¢do do plano, etc. Também
aprendeu formula para calcular a distancia entre duas retas no plano e no
espaco (R? e R?), entre ponto e reta, reta e plano, etc. Provavelmente
aprendeu (ou nao!) um monte de férmulas com z, y, 2, a, b, ¢, t, etc.

Um sistema de coordenadas pode ser muito 1til para expressarmos con-
ceitos geométricos de uma forma concreta. No entanto, utilizar a notagao
vetorial sem o uso de coordenadas pode ser uma maneira mais limpa e
mais enxuta de fazé-lo. Vejamos alguns exemplos.
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Ponto Médio

Sejam A = (a1,as) e B = (b, bs) pontos no plano. O ponto M que fica,
no segmento de reta que liga A e B, equidistante a ambos, é dado por

Me:C”+h‘”+®). (4.3.1)

2 72
Como sabemos disso? Como chegamos nessa féormula?

Em notacao vetorial, é facil perceber que

1
M:A+§u,
onde @ = (B — A). Portanto,
M=A 1B A=A 1A 1B—1A B
—ATyBo A =Amg At b=gdr Bl

Isso mostra que a formula (4.3.1) vale até mesmo quando o sistema de
coordenadas nao ¢ formado por eixos ortogonais!

1@/M
AY 2 \{3

Figura 4.15: Dados os pontos A e B, o ponto médio M é dado por

M:A+%(B—A):%(A+B).

Nao é dificil se convencer deste fato.
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Repare na figura 4.16, que utiliza o paralelogramo. Alguém poderia
dizer que nao é evidente que o ponto médio é exatamente o ponto de
intersecao das diagonais do paralelogramo. Mas quando levamos tudo
para notacao vetorial, tanto o ponto médio quanto o ponto de intersecao
tem a mesma expressao

A+%(B—A):%(A+B).

\ A+ B

B

Figura 4.16: Dados os pontos A e B, o ponto médio é dado por 3(A+ B). Por
um argumento geométrico, com semelhanca de tridngulos, por exemplo, pode-
mos nos convencer de que o ponto de interse¢do das duas diagonais é de fato o
ponto médio, e que a distancia da origem até o ponto médio é metade da dis-
tancia da origem até A + B. Mas o arugmento vetorial na figura 4.15 parece
bem mais simples.

Nada do que fizemos depende do fato de estarmos em R?. Os mesmos
argumentos valem em R3. Depois que j& estamos acostumados com a
notacao vetorial, podemos até mesmo falar de ponto médio em R*, ou R™.
Vocé vai até o ponto A, e de 14, avanca mais %(B — A). Vocé nao precisa
“enxergar” um espaco de quatro dimensoes! Basta enxergar a soma de
dois vetores — que se da em um plano passando pela origem que contém
os pontos A e B — e o produto por escalar. Depois vocé vai 14 e define o
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ponto médio (em qualquer espago vetorial!) como sendo o ponto

M:%w—A)

Circulo e Norma

Usando coordenadas cartesianas, o circulo de raio r e centro A = (a,b) é
dado por

C = {(x,y) €R2‘ (x—a)2+(y—b)2:r2}.

Figura 4.17: Os pontos do circulo centrado em A = (a,b), de raio r, sdo os
pontos (z,y) que satisfazem a equagao

(x —a)® + (y — b)> =2

Se dispusermos de uma operacao de norma, que nos diz qual é o tama-
nho (modulo ou norma) ||v]| de um vetor v, podemos dizer que o ciruclo C'
é formado pelos pontos que consguimos alcancar, partindo de A e fazendo
um deslocamento v de tamanho r. Ou seja,

C:{A+U

TeR? 7] =r}.
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A+
0
a
L]
Figura 4.18: Mesmo sem saber que a férmula para |[|-|| é

19 = vt +v3,

sabemos que o circulo centrado em A, de raio r é formado pelos pontos da
forma A + @, onde ||7]| = 7.

Ou entao, ainda utilizando a norma, podemos escrever
C= {Peﬂaa?) 1P — Al :r}.

Basicamente, isso nada mais é do que a férmula (z — a)? + (y — b)2 =r
da primeira equacgao, s6 que mais enxuta.
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Figura 4.19: Um pouco mais parecido com a féormula
(z—a)’ +(y—b)* =17

¢ quando escrevemos

|P — Al =r.

Ao invés do ciruclo em R?, podemos falar da esfera em R?. E exata-
mente a mesma, coisal!l

S:{A+U

FeR?, || =r}.

E, agora que voceé ja se acostumou com essa ideia, podemos definir em R"
a esfera n-dimensional centrada em A, de raio r, como sendo o conjunto
dos pontos que estao a uma distancia r de A:

S:{A+U

56Ramm:r}
Para isso, tudo o que precisamos é da norma ||-||.

A norma nos permite dividir o problema em dois. Um deles é o calculo
da norma de um vetor. Como a gente calcula a norma de um vetor? O
outro ¢ o uso das propriedades da norma. Separar essas duas coisas é
muito 1til. Afinal de contas, ninguém precisa calcular raiz quadrada pra
usar um compasso! Nesse sentido, usar a norma sem de fato fazer a conta,
é como usar um compasso. :-)
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A norma possui propriedades que nos serao uteis.

1. Para a € R, ||at]| = |o||7]].
2. ||o + | < [0} + [Jai]]

3. |7 =0=7=0.

Reta

Provavelmente o leitor ja conhece a equacdo da reta em alguma forma.
Vamos primeiramente discutir varias maneiras horriveis de falar sobre a
reta.

Uma reta pode ser especificada como um conjunto de pontos

Tz{(fﬂ,y)GRZ‘ yzax+b},

onde a,b € R sao constantes. A férmula y = ax + b nos permite algumas
interpretacoes geométricas: a ¢ o coeficiente angular da reta, e b é o ponto
que a reta corta o eixo das ordenadas.

y=0.5r+0.5

Figura 4.20: O gréfico da funcao f(r) = ax + b é uma reta. O grafico é for-
mado pelos pontos (z,y) da forma y = ax + b.

Mas espere! Existem retas que nao cortam o eixo das ordenadas. Existe
também o préprio eixo, que é uma reta. As retas © = a nao estao repre-
sentadas, pois nao sao o grafico de uma funcao da forma f(x) = az + b.
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Figura 4.21: A reta x = 2 nao é grafico de uma fungdo f(z), e ndo pode ser
representada na forma y = ax + b.

Uma maneira melhor, seria
r= {(:z:,y) E]Rz‘ cw:—i—by:c}, (4.3.2)
onde a,b,c € R sao constantes. Vamos retornar a essa equacao, na se-

¢ao 9.3, depois que falarmos de produto interno.

Outra maneira (horrivel) de especificar uma reta, é utilizando um pa-
rametro ¢ e varias funcgoes de R em R:

x(t) =at+p

y(t) = bt +q,
onde a, b, p, ¢ € R sao constantes. Parece bastante claro que o uso excessivo
de coordenadas torna a geometria dificil de ser compreendida. Repare

que o sistema de equacoes que determina os pontos da reta a partir do
parametro ¢t pode ser escrita na forma vetorial.

r(t) = P + tv,

onde P = (p,q) e ¥ = (a,b) # (0,0). E como se no “instante” t = 0,
estivéssemos no ponto P = (p, ¢), nos movendo com velocidade (constante)
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U = (a,b). Ou seja, a cada unidade de tempo, nos deslocamos na dire¢ao
e no sentido do vetor v, com velocidade igual a ||7|.

Figura 4.22: Um objeto se deslocando com velocidade constante 7 = (1,0.5).

Repare que ao utilizarmos a linguagem vetorial, nao precisamos mais
do sistema de coordenadas! Em coordenadas, a equagao ficaria

r(t) = (p,q) +t(a,b).
O que equivale a

2(t) =p+at
y(t) = q + bt.

A equacao vetorial continuarda valendo, mesmo quando nao estivermos
restritos ao plano. Em um espago vetorial V' qualquer, uma reta que
passa pelo ponto P € V, com dire¢ao igual a do vetor nao nulo v € V, é
a o conjunto

r:{P+tU

teR}

Se A, B € R? sdo pontos distintos do plano, entdo, a reta que passa
em A e B pode ser parametrizada usando-se P = A e ¥ = (B — A). Mas
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existem outras parametrizacoes que também funcionam. Por exemplo,

r(t) = B+t*(A - B),

r(t) = A+ t(B— A),

r(t) =2B — A+ 5t(B — A),
r(t) =

<y

Figura 4.23: Dados dois pontos distintos A e B, a reta que passa em A e B
pode ser dada pela equagao r(t) = A + tv, onde ¥ = B — A.

Pra ser rigoroso, r(t) é uma funcdo de R em R? que leva cada t € R
em um ponto da reta.
r: R — R?
t — P+tu
Segmentos de reta e semi retas podem ser especificados restringindo o

dominio de defini¢ao. Por exemplo, o segmento de reta que liga os pontos
distintos A, B € R? pode ser parametrizado por

r: [0,1] — R?
t — A+1t(B- A)

Que é quase a mesma coisa que ja haviamos escrito para a reta. Mas
agora, a funcao r estd definida apenas para t € [0, 1].
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\B

[ =

Figura 4.24: Se restringirmos o dominio de definigao de r(t) = A+ t(B — A)
ao intervalo [0, 1], temos uma parametrizagao para o segmento de reta que liga
os pontos A e B.

Tridngulo e Outros Convexos

O leitor pode ficar a vontade para pular esta subsecao.

Sejam ¥, T, U3 € R? distintos. Vamos procurar uma maneira de ex-
presar, em notacgao vetorial, o triangulo solido com vértices vy, U5 e v3. O
conjunto formado pelos pontos do tridangulo sélido é convero. Um con-
junto convero é um conjunto C' tal que se d, b€ C, entao todo o segmento
de reta que liga os pontos @ e b est4 contido em C'. Assim como no caso do
ponto médio, o leitor pode verificar facilmente que os pontos do segmento
de reta que liga @ e b sdo aqueles que podem ser expressos na forma

7= ad+ b, (4.3.3)
com «, 3 € [0,1] e « + 5 = 1. No caso do ponto médio, o« = § = %

Figura 4.25: Exemplos de conjuntos que nao sao convexos.

O circulo, o tridngulo, o quadrado, etc. sao exemplos de conjuntos
CONVexos.
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Figura 4.26: Exemplos de conjuntos que sao convexos.

Os pontos p da forma da equagao 4.3.3 sao chamados de combinacao
convexa dos vetores @ e b. Um conjunto C' é convexo, quando é fechado
por combinagao convexa. Resumidamente, C' é convexo quando para todo
a,B €0,1], com a + 5 =1,

7.0 € C = av+ i€ C.

O triangulo que estamos tratando é o menor convexo que contém os
vértices V' = {U1, ¥, U3}. As arestas do tridngulo sao formadas pelos pon-
tos que sao combinacao convexa de dois vértices. Se A é o conjunto das
arestas, entao

A:{oz17+515‘ a,f€0,1], a+ =1, 17,156‘/}.

Suponha que p' = av; + Sy € A seja um ponto da aresta que liga v e Us.
Entao, qualquer combinacao convexa de p e U3 também deve estar em 7.
Qual ¢é a forma de uma combinacao convexa ¢, de p e v3?7 Por exemplo,

onde x,y € [0,1] e x + y = 1. Note que za,zf,y € [0,1] e za + 2B +y =
x + 1y = 1. Dessa forma,

T = {adi + B0 + 75| @.8,7€[0.1], a+5+y=1}.
Repare que, ao invés de dizermos «, 5,7 € [0,1], bastava dizer que

a, 3,7 > 0, ja que juntamente com a condi¢ao a+ 3+ = 1, nao podemos
ter «, 8 ou v maiores que 1.
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De um modo geral, combinagoes convexas de combinacoes convexas
de combinacoes... de combinacoes convexas de vetores de um conjunto V'
assumem a seguinte forma

iUy + -+ + Uy,

— — n
onde ¥, ..., U, €V, ai,...,a, > 0e ) i a; = 1. Esses pontos formam
o envoltorio convexo de V. Note que conjunto V' nao precisa nem mesmo
ter finitos elementos!

Figura 4.27: O fecho convero dos conjuntos da figura 4.25.

4.4 Bases

A principio, ndo precisamos que os eixos sejam ortogonais pra especificar
um vetor em “coordenadas”. Quando os eixos nao sao ortogonais, temos
ao menos duas maneiras de relacionar cada ponto do plano a um par de
coordenadas. Veja a figura 4.28. Poderiamos fazer projecoes ortogonais
em cada eixo, como na figura 4.29.

Figura 4.28: Podemos usar eixos nao ortogonais. Mas qual seria a coordenada
do ponto A?
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Figura 4.29: Podemos definir as coordenadas do ponto A como sendo as proje-
¢oes ortogonais nos eixos coordenados.

Ou entao, poderiamos fazer desse jeito “complicado” da figura 4.30.

Figura 4.30: Podemos definir as coordenadas do ponto A como sendo os coefi-
cientes necessarios para escrever A como combinacao linear dos vetores by e bs.
No caso especifico do ponto A,

A = 3b, + 2b,.

Cada um desses métodos tem suas vantagens e desvantagens. Neste
curso, vamos nos limitar a trabalhar com o esquema da figura 4.30. Primei-

ramente, repare nos vetores by e by da figura. Vamos chamar % = (51, 52),
de base ordenada 9. Qualquer vetor ¥ € R? pode ser escrito da forma

¥ = aby + bby.
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Neste caso, escrevemos
U= (a,b),
para indicar que a e b sdo as coordenadas de ¢ na base ordenada A.

Ao invés de trabalharmos com os eixos, trabalhamos com os vetores by
e by. Escolher um eixo coordenado para o plano consiste em:

1. Escolher um ponto do plano para coresponder a origem dos eixos.

2. Escolher uma base ordenada.

Em algebra linear, costumamos tratar de bases ordenadas, e nao de eizos
coordenados.

Quando temos vetores v1, ..., U,, uma soma do tipo
U= o0 + - + i,

com ayq, . ..,qa, € Réchamada de combinacdo linear dos vetores vy, . . ., Uy.
O que queremos saber, é se dados os vetores & = (51, ... by), qualquer
vetor do espaco em questao pode ou nao ser escrito de maneira Unica
como uma combinagao linear dos vetores em 4. Este assunto sera tratado
na secao 8.3.

Exemplo 4.8 (um é pouco!). Em R?  apenas um vetor (eixo) nao é
suficiente para escrever todos os outros vetores.

Em R?, dois vetores nunca sao suficientes.

Exemplo 4.9 (trés ¢ demais!). Por outro lado, se tivermos 3 vetores
(3 eixos) em R?, nenhuma combinaco linear serd tinica.
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\ 362 —52

—2b; A

—5b,

Figura 4.31: Trés eixos sao um pouco demais para representar pontos em
R2. Em termos de combinacdo linear, existem varias maneiras diferentes de

escrever, por exemplo, o vetor @ = (1,2) como combinagao linear de by =

(1,=1), by = (1,0) e by = (1,1):

Os espacos R" possuem uma base ordenada canonica a saber:

e, = (0,0,0,...,1).
Uma questao interessante, é saber como um vetor
7= Biby + - + Bubn,
expresso em uma base ordenada A, é escrito em outra base ordenada € :
U= Y1€1 + - 4 Y-

Como determinar 7y, ..., %y, conhecendo fSi,...,3,7 Este assunto serd
tratado no capitulo 17.
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4.5 Distribuicao em n Estados

Dados n grupos de alguma coisa, podemos usar um vetor de R" pra indicar
a quantidade de itens ou individuos em cada grupo. Serd que o leitor
consegue encontrar utilidade para as operagoes de soma e produto por
escalar neste contexto?

Exemplo 4.10 (o impeachment e o golpe). Em 2016, a populagao
brasileira se divide em 3 grupos:

1. As pessoas que acham que o impeachment é golpe.
2. As pessoas que acham que o golpe é impeachment.

3. E a grande maioria, formada por pessoas que nao acham nada e
também nao se importam.

Podemos usar um vetor de R? para representar a maneira como a
populacao brasileira se divide nesses trés grupos.

A cada vez que Sérgio Moro, DD e o resto de sua trupe produzem
uma delacao forjada e repassam para jornalistas amigos, por exemplo,
essa distribuicao varia. Seja #(t) € R? a distribuicdo no instante ¢. A
diferenca entre a distribuicao de dois momentos distintost =aet =10
é a variag¢do da distribuicao: v(b) — v(a). A taxa de variagdo é o vetor
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4.6 Sistemas Lineares

De modo impreciso, um sistema de equacoes lineares ¢ uma lista de equa-
coes do tipo
20+ 3y +4z=5
3r+2y—92="7 : (4.6.1)
Tx —4y — bz =—1
Estamos interessados em descobrir os vetores (z,y, z) € R3 que satisfazem
o sistema de equacgoes. Se é que existe algum.

Escrevendo com matrizes coluna, o sistema fica assim:

5 2 3 4
T =x|3| +yl| 2| +2]-9
—1 7 —4 -5

Em notacao vetorial, o sistema da equacao (4.6.1) corresponde ao sistema
d=2d+ yg + 2C,
onde

a=(2,3,7) e
c=(4,-9,-5) e

Solucionar o sistema da equacao (4.6.1) corresponde a descobrir como o
vetor d pode ser escrito como combinacao linear dos vetores @, b e C.

Se o sistema tem n linhas, entao os vetores estarao em R". Se o sistema,
tem m incognitas, entao havera m vetores a serem usados pra fazer com-
binagoes lineares. Enxergando sistemas lineares dessa forma nos permite
interpretar o problema de modo mais geométrico, como na figura 4.32.
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Figura 4.32: Os sistemas de equacoes lineares sao problemas que podem ser in-
terpretados como: descobrir maneiras possiveis de se escrever um vetor w como
combinacao linear dos vetores ¥y, ..., U,.

4.7 Exercicios

Exercicio 4.1. Sejam d = (1,2, 3), b= (4,5,6) e ¢ = (3,2,2). Calcule:
l.a+b+7¢ 2.2d+ 3b+ 4¢
3.d—2b+ (=3)C 4. (=a+ (=1)b+ (—-1)¢

—

Exercicio 4.2. Sejam @ = (1,2,3), b = (4,5,6) e ¢= (3,2,1). Escreva os
vetores a seguir como combinacao linear de a, b e C.

1. (1,1,1)

Solucao.

2. (1,1,2) 3. (2,2,4)
4. (3,3,6) 5. (2,2,3)
6. (2,5,3) 7. (1,0,0)
8. (0,1,0) 9. (0,0,1)

Exercicio 4.3. Usando os itens 7 a 9 do exercicio 4.2, e observando, por
exemplo, que (2,2,3) = 2¢] + 2€; + 3€3, recalcule de uma forma mais
“inteligente” as combinagbes (3,3,6), (2,2,3) e (2,5, 3) do exercicio 4.2.

Exercicio 4.4. Sera que existem outras formas de escrever os vetores do
exercicio 4.2 como combinacao linear dos vetores dados? Discuta.
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Exercicio 4.5. Mostre que o vetor (3,2,1) ndo pode ser escrito como
combinagao linear de (1,2,3) e (4,5,6).

Exercicio 4.6. Escreva os seguintes sistemas lineares usando a notagao
de combinagao linear.

1 {5x+3y—2 5 {4x+3y+22—1
r—4y =1 —xr—y+4z=2
3r+8y =7

3.4 6x—5y=28
—2r—y=9

Exercicio 4.7. Os pontos do tridngulo (incluindo o interior, e ndo apenas
as arestas) de vértices (1,3), (3,5) e (—1,2) sao dados pelo conjunto

= \ !

Exercicio 4.8. Os pontos do triangulo (incluindo o interior, e ndo ape-
nas as arestas) de vértices (1,2,3), (—1,3,5) e (—1,2,4) sao dados pelo

conjunto
r={ | J

Exercicio 4.9. Usando a norma ||-|| em R?, o cone sélido obliquo cuja
base é o circulo no plano x-y de raio 3 centrado no ponto (1,2,0), e cujo
vértice é dado pelo ponto (3,4,5) é dado pelo conjunto

o~ \ !

Exercicio 4.10. Em R?, o fecho convexo do conjunto formado pela esfera
de raio 2 centrada no ponto (1, 1, 1) com mais o ponto (0,0, —3) é um sélido
parecido com um “sorevete”. Os pontos desse s6lido formam o conjunto

= \ }-
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Matrizes

E muito provavel que o leitor j& tenha se deparado com matrizes anterior-
mente. Um monte de regras “sem sentido” pra fazer uma porgao de contas
que parecem nao ter nenhum propésito. O principal objetivo deste livro
¢ mostrar ao leitor que matrizes nao apenas fazem sentido, mas também
sao muito uteis.

No entanto, nao va se animando, nao!... :-p
Para o que vamos aprender, é muito ttil se o leitor ja possuir habilidade
com as operacoes envolvendo matrizes. Por isso, por mais doloroso que
seja, vamos primeiramente treinar nossas habilidades com matrizes. Du-
rante esse processo, esperamos também levantar certas questoes a serem
respondidas no desenrolar do curso. Por exemplo:

Por que o produto de matrizes é definido dessa maneira com-
plicada e nao de um modo simples, como no caso da soma de
matrizes?

81
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5.1 Notacao e Definicao

Uma matriz ¢ X p é uma tabela com ¢ linhas e p colunas. Escrevemos, por
exemplo,

ajlp a1z --- Al
g1 Q22 -+ A2
A=1| T v
Qg1 Qg2 -+ Qgp

Para sermos mais concisos, escrevemos, por exemplo,

A= [aij}.

Exemplo 5.1. Os cidadaos do fimdomundo acreditam que existem nu-
trientes nos alimentos. Os mais importantes seriam os nutrientes X,
Y e 7. Portanto, eles costumam associar a cada alimento um vetor
(z,,2) € R® que representa o nimero de miligramas de nutrientes X,
Y e Z em cada grama deste alimento. Suponha que b= (3,10,8) é a
quantidade de nutrientes na batata, e ¢ = (15,7,11) é a quantidade
de nutrientes na cenoura. Essa informacao pode ser resumida em uma
tabela.

batata cenoura

nutriente X 3 15
nutriente Y 10 7
nutriente Z 5) 12

Mas se concordarmos que ao falar de batata e cenoura utilizando
um elemento de R?, o primeiro nimero ¢ a quantidade de batata e o
segundo, de cenoura. E se concordarmos que para nutrientes o primeiro
nimero ¢ a quantidade de nutrientes X o segundo é a quantidade de
nutrientes Y, e o terceiro, a de nutrientes 7, entao podemos eliminar a
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legenda da tabela e escrever simplesmente a matriz

3 15
N= {10 7
o 12

Cada coluna da matriz pode ser vista como um vetor escrito “em pé”.
Vamos utilizar muito essa ideia. Por isso, dado um vetor v € RP, vamos
utilizar a notacao

U1
| v

Up

para representar o vetor ¥ como uma matriz coluna. As barras verticais
servem pra lembrar que nao estamos falando de uma matriz 1 x 1. Quando
ja estivermos mais acostumados, ou para nao usar muito espaco, vamos
escrever [17], sem as barras verticais.

Por fim, quando as p colunas de uma matriz A sao dadas pelos vetores
i, ..., dp, eSCrevemos

A= |d - @,
| |

Ou entao, simplesmente A = [51 e c_ip].

Exemplo 5.2. A matriz do exemplo 5.1 poderia ser escrita

3 15
10 7 :[b 5}
5 12

onde aparecem os ja conhecidos vetores b = (3,10,5) e ¢ = (15,7,12),
que indicam as quantidades de nutrientes X, Y e Z em cada grama de
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batata e cada grama de cenoura.

E algumas vezes, vamos querer falar das linhas da matriz. Nesse caso,
se as linhas da matriz A forem os vetores @', ..., a?, escrevemos

5.2 Operacoes com Matrizes

Soma e Produto por Escalar

As operagoes mais simples com matrizes sao a soma de matrizes e o produto
por escalar. Uma matriz ¢ X p pode ser multiplicada por um escalar o € R,
e duas matrizes ¢ X p podem ser somadas da mesma forma que vetores
sao multiplicados por escalar ou somados. De fato, uma matriz ¢ x p é
como se fosse um vetor de R?%, s6 que ao invés de escvevermos em uma
linha, escrevemos em um quadro, que é mais organizado! Ou entao, pode-
se pensar na matriz ¢ X p como se fossem p vetores de R?. Neste caso,
o produto por escalar e a soma de matrizes correspondem ao produto por
escalar e a soma de cada um dos vetores.

alty ... G =lath ... av,)

[171 {)H—F[Iﬁl U_J)p}:[ﬁ’l—i—u_jl ﬁp—i—u_jp]

Podemos também, entender uma matriz ¢ X p como sendo um vetor.
Como se fosse um elemento de R%?. Mas ao invés de escrevermos um
linhao comprido, escrevemos os nimeros organizados em uma tabela. Mas
assim como os elementos de R%, a soma e o produto por escalar sao feitos
entrada por entrada (coordenada a coordenada).
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Exemplo 5.3. Sejam

kR

15 7 52 11
Entao,

55 93 69 114

A+B_[67 18] 3A_[45 21]'

Produto de Matriz por Matriz Coluna

O leitor provavelmente ja sabe, ou pelo menos ja viu em algum lugar, que
o produto de uma matriz A = [ajk} de tamanho ¢ X p por uma matriz
B = [bjk} de tamanho p x r é a matriz AB = [cjk] de tamanho ¢ X r onde

p
Cit = Y ajshap. (5.2.1)
s=1

Quando B é uma matriz coluna, entdao AB também sera uma matriz co-
luna. Escrevendo

| | by
A=l|a - a@| e B=|:],

a formula do produto de matrizes fica assim:

| |
AB="0by|ai| +---+by|dp|.

Exemplo 5.4. Vamos calcular o produto de

SERRS
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Acompanhe pela figura 5.1.

5] Ll

! 5} pela matriz coluna N = [3]

Figura 5.1: Multiplicando M = [_2 7 8

Basta entao fazermos como mostrado na figura 5.1.

o4
[

 [43
~|50]°

Produto de Matrizes

J& sabemos que existe uma férmula para calcular
C = AB,

desde que o nimero de colunas da matriz A seja igual ao niimero de linhas
de B. E a férmula da equacio (5.2.1). Vamos escrevé-la de um modo
mais limpo, partindo do principio que sabemos calcular o produto de uma
matriz qualquer por uma matriz coluna.
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Vamos denotar por B; a j-ésima coluna da matriz B. E por C}, a j-
ésima coluna da matriz C'. A férmula do produto de matrizes fica simples
assim:

C; = AB;.

A j-ésima coluna de C' é o resultado de se aplicar a j-ésima coluna de B
na matriz A.

O que o leitor deve fazer agora, é multiplicar umas matrizes pra trei-
nar/relembrar. Mais pra frente, vamos entender melhor o significado do
produto de matrizes.

Pergunta Intrigante 5.5. Se A e B sao matrizes n X n. Serd que
AB = BA?

Pergunta Intrigante 5.6. Por que nao estamos interessados em de-
finir o produto AB de duas matrizes quando A é p x q, Bér x s, e

r % q7?

Pergunta Intrigante 5.7. Se A, B e C' sdo matrizes pXq, gXrerxs
respectivamente, podemos calcular M = BC', e depois fazer o produto
AM . Ou entao, podemos fazer N = AB, e depois fazer o produto NC'
Dizem que d& na mesma! Que AM = NC. Em outras palavras,

A(BC) = (AB)C.

Sera que ¢ facil mostrar que sempre da igual?

Matriz Diagonal

A matriz diagonal é a matriz dos sonhos de qualquer estudante de Intro-
ducao a Algebra Linear!!!
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- Ah... se todxs fossem iguais a vocé!!!

Uma matriz quadrada, n x n é diagonal quando todas as entradas que
nao estao na diagonal principal sao iguais a zero. Neste caso, costumamos
omitir as entradas que nao sao zero:

a1
0%

O

Vejamos o que aconteceria se, como nos sonhos dos estudantes, todas
as matrizes fossem diagonais.. ©

Exemplo 5.8. Produto de duas matrizes diagonais...

aq B1 a1 B
o%) B2 _ a2

Qp Bn O‘nﬁn

Faca as contas!

Mas nem todas precisam ser diagonais! As matrizes diagonais se rela-
cionam bem com todas as outras. ©

Exemplo 5.9. O efeito pratico de se multiplicar uma matriz A a direita
por uma matriz diagonal com entradas aj, ..., a,, ¢ que as colunas de
A sao multiplicadas por esses niimeros:

a1

] . o |
aq C?Q T Ay . = 041671 &262 Odpc_ip

Qp
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A matriz a esquerda nao precisa ser quadrada! O ntmero de linhas é
determinado pela dimensao dos vetores. Serao ¢ linhas quando a; € RY.

Faca as contas!

Exemplo 5.10. O efeito pratico de se multiplicar uma matriz A a
direita por uma matriz diagonal com entradas ay, . . ., ay, € que as linhas
de A sao multiplicadas por esses nimeros:

—

a1 — ai — 01a1
%) - 672 — - 042672 —
Qg L Qq Qqlq

A matriz a esquerda nao precisa ser quadrada! O ntmero de colunas

é determinado pela dimensao dos vetores. Serao p colunas quando
Jj € RP.

Faca as contas!

Matriz Identidade

Para cadan =1, 2,..., existe uma matriz diagonal n X n que é ainda mais
especial. E a chamada matriz identidade:

1

que tem todas as entradas da diagonal principal iguais a 1, e as demais
iguais a 0. Por comodidade, é comum omitirmos o indice n e escrever-

mos apenas [ para denotar a matriz identidade de tamanho adequado ao
contexto.
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A matriz identidade pode ser caracterizada como a Unica matriz tal
que

para todo v € R". Temos que
A=1,A e B=BI,

para toda matriz A de tamanho n X p, e toda matriz B de tamanho ¢ X n,
para p e ¢ quaisquer.

Vocé pode fazer as contas para verificar que, de fato, multipliacar a
direita ou a esquerda por I, é o mesmo que nao fazer nada. Para quem
se lembra dos exemplos 5.9 e 5.10, também é facil perceber isso, porque
multiplicar por uma matriz diagonal a direita ¢ o mesmo que multiplicar
as colunas pelos valores que estao na matriz diagonal, e multiplicar a
esquerda é o mesmo que multiplicar as linhas.

Exemplo 5.11. Sejam

Entao,
1 o]t 23] [123
I2A_[o 1”4 5 6]_[4 5 6]'

Da mesma forma,
1 2
Bl, = |5 6
8 9

Faga as contas... :-)
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Matriz Inversa

Quando A é uma matriz n X n, por vezes existe uma matrix X, n x n, tal
que
AX =XA=1,.

Quando isso acontece, dizemos que X é a inversa de A e escrevemos X =
A~!. Da mesma forma, A é a inversa de X:

A=(AH7h

Muitos problemas podem ser expressos na linguagem matricial. E muitos
podem ser resolvidos se conseguirmos inverter uma determinada matriz.

Veja a secao 5.4.
0 1
10

O 1((0 1| (1 0
1 0|1 0] [0 1|
Exemplo 5.13. Faca as contas para perceber que
1 10 1| 10 |0 111
1 Of{1 —=1] |0 1| |1 —=1||1 oO|
11 0 1
10/ © |1 -1

sao inversas uma da outra.

Exemplo 5.12. A matriz

é a inversa dela mesma:

E, portanto,

Existem matrizes que nao tem inversa.
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Exemplo 5.14. As seguintes matrizes nao tem inversa.

[0 0] 0 0

0 0] 10

[1 1] 3 —2

15851 6 —4
1 2 3 (3 1 2
2 4 —1 15 —4
4 8 5 2 1 1

Pergunta Intrigante 5.15. Quando uma matriz A tem, e quando nao
tem inversa? Tem uma maneira simples de saber?

Pergunta Intrigante 5.16. Por que nao falamos da inversa de uma
matriz que nao é quadrada?

Pergunta Intrigante 5.17. Que técnicas podemos usar para encon-
trar a inversa de uma determinada matriz?

Pergunta Intrigante 5.18. Dada uma matriz quadrada A, n x n. Se
eu encontrar M tal que

MA=1,

j& posso concluir que A é inversivel e M = A~!'? Ou eu preciso ainda
verificar que AM = I7?

Pergunta Intrigante 5.19. Dada uma matriz quadrada A, n x n. E
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se eu encontrar duas matrizes diferentes M e NN, tais que

MA=1 e AN=17

Exemplo 5.20 (inversa s6 por um lado). A matriz

11
A=110
5 0
tem inversa pela esquerda:
[o 1 o] - _[10]
1 -1 0 50 0 1
Mas essa nao é a unical!!l
[o 1 0] - _[101
1 =51 50 01

Compare com o exemplo 5.13.

0 1 0
B_L = 0]

tem ao menos uma inversa a direita: A.

Da mesma forma,

Pergunta Intrigante 5.21. No exemplo 5.20, a matriz A tinha uma
inversa a esquerda, e B tinha uma inversa a direita. Serad que elas
possuem inversa pelo outro lado, também?
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Matriz Transposta

Dada uma matriz ¢ X p

aij; ap2 ... Qaip

21 Q22 Q2p
A= . ,

Qg1 Qg2 -+ Qg

a transposta de A — denotada por A" — é a matriz p x ¢ dada por

a1 a1 ... Qg1
At _ a12 @22 Qg2
Alp A2p ... Qgp

Em termos de linhas e colunas, na matriz transposta, as linhas viram
colunas e as colunas viram linhas:

| R

a ... C—L)p =

| ‘ _C_ip_

Exemplo 5.22. Um exemplo é melhor do que mil palavras! :-)

[123r;
456 5

S Ot >

Transposta ¢ isso!!!

Pergunta Intrigante 5.23. A matriz transposta é muito facil de de-
finir... também ¢é muito facil de calcular.. mas que utilidade tem?
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Uma propriedade da transposta é a seguinte:

(PQ) =Q'P".

5.3 Matrizes como Funcoes

Uma matriz ¢ X p

pode ser vista como uma funcao

T RP — RY
(1,...,2p) = @101+ - + 2,0,

Funcoes de R? em RY que sao desse tipo, sao chamadas de transformacoes
lineares e serao estudadas com mais detalhes no capitulo 6. As transfor-
magoes lineares sao maquinas de fazer combinagoes lineares. Vocé escolhe
os coeficientes 1, . .., xp, e T faz a combinacao linear dos vetores aj, . . ., d,
usando esses coeficientes:

T(x1,...,xp) = 2101 + - - - + Tp0)p.

Assim, T pode ser vista como um dispositivo.. uma mdquina... uma
caixinha com input e output. Se pensarmos nos vetores © € RP e T'x € R?
como matrizes coluna
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a transformacao T fica ainda mais parecida com as “cairinhas”:

| | ][
TZ| = |d -+ ag| | ]. (5.3.1)
| | |1 Lz
Do lado direito entra o vetor (z1,...,x,), e do lado esquerdo sai o resul-

tado: T'(x1,...,1zp).

De fato, quando definimos o produto de uma matriz por uma matriz
coluna na sec¢ao 5.2, o fizemos de modo que a equagao (5.3.1) seja verda-
deira.

—
il
—f—k——— 1 9
i
——t—<+—— 3 4 y

L . 57

T

1 2

Figura 5.2: A matriz [3 4| pode ser vista como uma funcao 7' : R? — R3,
5 7

-l

Exemplo 5.24. A matriz da tabela nutricional do exemplo 5.1 pode
ser usada para construir um dispositivo.. um APP!!! Veja o projeto do
app na figura 5.3.

onde

N

Vocé coloca a quantidade de batatas e cenouras e o App da Nutrigcdo
mostra para vocé a quantidade de nutrientes X, Y e Z.
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App da Nutri¢do x
Quantidade de batatas (g)
Nutrientes (mg)

50 -+
Quantidade de cenouras (g) X: 600

Y: 710
30 -+ Z:730

Figura 5.3: Nutrition app: a revolucao da nutrigao!!!

Em python, por exemplo, o nosso app poderia ser assim... (se vocé
nao tem interesse em programacao, apenas ignore!)

Os calculos (produto de matrizes) sdo feitos nas linhas 41-43. La
esta o produto de matrizes

T 3 15 3 15
yle?[]zplO-l—(:?
Z 8 11 8 11

1 import gi

2 gi.require version('Gtk', '3.0")

3 from gi.repository import Gtk

4
5 potato nutrients
6 carrot nutrients
7
8 class NutritionApp(Gtk.Window):

9 def init (self):

10 super(). init (title='App da Nutrigao')

11

12 fbox = Gtk.FlowBox()

{'x': 3, 'y': 10, 'z': 8}
{'x'": 15, 'y': 7, 'z': 11}



Aula 5. Matrizes

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

46

input box = Gtk.VBox()
output box = Gtk.VBox()
fbox.add(input box)
fbox.add(output box)

self.potatoes = Gtk.SpinButton(value=0)
self.carrots = Gtk.SpinButton(value=0)

for x in self.potatoes, self.carrots:
x.set range(0, 1000)
x.set_increments(10,100)
x.connect('value-changed', self.update total nutrients)

input box.add(Gtk.Label(label='Quantidade de batatas (g)"'))
input box.add(self.potatoes)

input box.add(Gtk.Label(label='Quantidade de cenouras (g)"'))
input box.add(self.carrots)

self.result = Gtk.Label()
output box.add(Gtk.Label(label="'Nutrientes (mg)"'))
output box.add(self.result)

self.update total nutrients()
self.add(fbox)

def update total nutrients (self, arg=None):
self.potatoes.get value()

= self.carrots.get value()

p * potato nutrients['x'] + ¢ * carrot nutrients['x"]
p * potato nutrients['y'] + ¢ * carrot nutrients['y']
p * potato nutrients['z'] + ¢ * carrot nutrients['z"]

N< X 0T
Il

self.result.set markup(f'<b>X:</b> {x:0.0f}\n<b>Y:</b>
— {y:0.0f}\n<b>Z:</b> {z:0.0f}")

47 app = NutritionApp()

48 app.connect("destroy", Gtk.main quit)
49 app.show all()

50 Gtk.main()

98
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Pergunta Intrigante 5.25. Dada uma funcao 7T : R — RY, existe
um critério simples para saber se esta funcao pode ser representada
por uma matriz g X p?

Suponha que por algum motivo saibamos que a funcao T : RP — R?
pode ser representada por uma matriz. Nesse caso, chamamos 1" de trans-
formacdo linear. Como podemos determinar a matriz correspondente a
transformagao 17

Repare que dada a matriz A = [&'1 e c_ip} , a primeira coluna de A é

o produto de A pelo primeiro vetor da base canonica: [é’l] . De modo geral,
obtemos a j-ésima coluna de A quando aplicamos em A o vetor €;:

| |
aj| = A€

Assim, a matriz correspondente a transformacao 1" é dada por

| |
[T] = |T& ... T¢,

Em outras palavras, ¢ a matriz cuja j-ésima coluna ¢ dada pelo vetor
T'€j. Dessa forma, sabendo que T' ¢ uma transformacdo linear, é “fdcil”
determinar a matriz correspondente [T}: ¢ a matriz cuja primeira
coluna ¢é dada por T'e1, a segunda é dada por T'és, etc.
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Exemplo 5.26. Suponha agora que 14 na cidade de fimdomundo tem
uma loja que vende dois tipos de sopa. A sopa de verao, com mais ce-
noura (para ajudar no bronzeado), e a sopa de inverno, com mais batata
(para reserva de lipidios, para protecao contra o frio). Do exemplo 4.1,
sabemos a quantidade de nutrientes em cada grama de batata e cada
grama de cenoura. A quantidade de batata e cenoura por tijela de sopa
também pode ser representada em uma tabela.

verao inverno
batata 10 20
cenoura 30 15

Ou entao, uma matriz:

10 20
v= [30 15] '
Podemos encarar S como uma funcao de R? em R?, que nos diz a quan-
tidade de batatas e cenouras correspondente a determinadas quanti-
dade de sopas de verao e inverno. Agora, se vocé quisesse saber a
quantidade total de cada nutriente nas sopas que vocé comprou, vocé
pode abrir o soup app, ver a quantidade de batatas e cenouras, copiar—
e—colar o resultado no nutri app para saber a quantidade de nutrientes.
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App da Sopa - versao manual x
Tijelas de sopa de verdo Quantidade de batatas (g)
Nutrientes (mg)

-+ -+
2 40 X: 1245
Tijelas de sopa de inverno i 1 Quantidade de cenouras (g) R
lal Z: 1145

1 -+ 75 -+

Figura 5.4: Soup app: revolucao em matéria de sopal!!

Vocé coloca o nimero de tijelas de sopa, o aplicativo lhe diz a quantidade
total de batatas e cenouras. Al vocé usa esses nuimeros, pra descobrir as
quantidades de nutrientes, X, Y e Z.

Assumimos que o cliente nao esta interessado nas quantidades de
batata e cenoura. O cliente tem sim, interesse em saber as quantidades
dos nutrientes X, Y e Z. O aplicativo, convenhamos, nao é 14 muito
inteligente.

Da mesma maneira, talvez o proprietario do restaurante nao devesse
colocar duas tabelas, uma com as quantidades de ingredientes por sopa
e outra com as quantidades de nutrientes por ingrediente. Faria muito
mais sentido, uma tabela com as quantidades de nutrientes por sopal!
Precisamos saber como podemos mesclar as tabelas

batata cenoura

verao inverno

batata 10 50 nutrfente X 3 15
nour 20 15 nutriente Y 10 7
cenoura nutriente Z 5) 12

para formar a seguinte tabela:
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verao inverno

nutriente X Vg Ty
nutriente Y Uy Oy
nutriente Z v, 1,

A primeira coluna da tabela sdo as quantidades de nutrientes na
sopa de verao. Basta calcularmos quantos nutrientes tem em 10 gramas
de batata e 30 gramas de cenoura. Ou seja, basta aplicar, em N (matriz
do exemplo 4.1), a primeira coluna da matriz S:

Vg 3 15] 1y 3 15
v | = (10 7 [301:10 10| +30( 7
v 5 12 5 12

O mesmo vale para a segunda coluna. O resultado:

verao inverno
nutriente X 480 285
nutriente Y 310 305
nutriente Z 410 280

No exemplo 5.26, vimos que o produto NS nada mais é do que a tabela
que representa o dispositivo resultante de se concatenar os dispositivos S e
N. O produto é a composicao das duas tabelas. Uma pergunta que precisa
ser respondida é:

Pergunta Intrigante 5.27. Considere as transformacgoes Ty e Tg cor-
respondentes as matrizes N e S. Sera que T o Ts é sempre uma fun-
¢cao que pode ser representada por uma matriz? Em outras palavras,
quando 77 e Th sao transformagoes lineares que podem ser compostas,
sera que 17 o T, também é uma transformacao linear?



Aula 5. Matrizes 103

Exemplo 5.28. A funcao

f: R? — R?
(z,y) — (z+2,2+y)
nao € uma transformacdo linear. Ou seja, nao pode ser representada

por uma matriz 2 X 2, da maneira que estamos fazendo. Para qualquer
matriz M de tamanho 2 x 2, é verdade que

o] = ]

TM(070> = (070> 7 (27()) = f(0,0).

De modo geral, toda transformacdo linear f tem que satisfazer f(0)

0.

Ou seja,

Exemplo 5.29. A funcao

f R? — R?
(z,y) = (vy,z+y)

nao pode ser representada por uma matriz.

Note que toda matriz M de tamanho 2 x 2 satisfaz o seguinte:
2 1 1
e =0 (o)) =)

Tar(2,2) = 2Ty(1,1).

E portanto,

No entanto,

£(2,2) = (4,4) £ 2(1,2) = 2f(1,1).
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Produto de matrizes como composicao

Nem toda funcao f :RP — R? é linear. Nem toda f pode ser represen-
tada por uma matriz da maneira que estamos fazendo até agora. No
exemplo 5.26, vimos um exemplo em que faziamos a composicao de duas
matrizes. Tinhamos uma tabela que dizia as quantidades de ingredientes
de cada tipo de sopa. E uma tabela com as quantidades de nutrientes
em cada ingrediente. Com isso, montamos uma tabela que nos dizia as
quantidades de nutrientes em cada tipo de sopa.

Mais pra frente, na proposicao 7.8, vamos mostrar que isso sempre
ocorre. A composicao de duas transformacoes lineares também é uma
transformagao linear. Assim, se as matrizes P e () corresponde a transfor-
magoes lineares Tp : R? — R? e Ty : R? — R*, entao a composicio TgoTp
também pode ser representada por uma matriz. o produto QP é exata-
mente a matriz que representa essa composi¢ao:

QP = [Ty o Tp].

De fato, para determinarmos a j-ésima coluna de [T 0° Tp}, tudo o que
temos que fazer, é encontrar Ty(Tpe;). Mas Tpe; é justamente a j-ésima
coluna da matriz P.

Entao, tudo o que temos que fazer é aplicar a j-ésima coluna de P,
diretamente na matriz (). Mas isso é justamente o produto de matrizes,
como descrito nas secao 5.2.

Com essa interpretacao de produto de matrizes como composicao das
transformacoes lineares correspondentes, podemos responder, por exem-
plo, as perguntas intrigantes 5.6 e 5.7. S6 multiplicamos QP quando o
numero de colunas de () é igual ao nimero de linhas de P, justamente
porque s6 fazemos a composicao T o Tp quando o dominio de () ¢é igual
ao contradominio de P. E o produto de matrizes é associativo, pois a
composicao de fungoes é associativa. Veja a secao 2.2.



Aula 5. Matrizes 105

Exemplo: matriz de permutacao
Uma funcao que permuta as entradas de um vetor de R? é uma transfor-

macao linear. Melhor do que ficar de bl4, bla, bla... ¢ mostrar um exemplo!

Exemplo 5.30. Tomar um vetor (z,y, z) e transforma-lo em (z, z,y),
é o que faz a transformacao

T : R3 — R3
(x,y,2) — x€h+ yé3 + z€;

Ela leva €] — é3, €5 +— €3 e é3 — €7. Assim, temos a representacao
matricial

7] =

O = O
— O O
O O =

Em cada linha tem apenas um nimero 1. Os demais sao zero. O
mesmo ocorre em cada coluna: apenas uma entrada tem o nimero 1,
e as demais sao zero.

E, de fato,
z 00 1| ]|=x
x| =110 0f |y
Y 01 0f]=z

E se multiplicarmos uma matriz de permutacdo por uma outra matriz?

Exemplo 5.31. Continuando o exemplo 5.30, vamos calcular

I e e L
blb2b3:515263100.
] | [ /[0 10

Para encontrar by, tudo o que precisamos fazer é usar €; como input na
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matriz de permutacao; e depois tomar o resultado e aplica-lo na matriz
seguinte.

O vetor €7 aplicado na matriz de permutacao retorna és. Este,
quando aplicado na matriz seguinte, retorna ds. Assim, by = d».

Da mesma forma, é; é levado em €3, que por sua vez é levado em
as. E, ao final, €3 é levado em aj.

De um modo geral, se
o :[n] — [n]
é uma permutacao, podemos imaginar uma transformacao T, que leva a
j-ésima, coordenada do vetor para a posigao o(j). Sendo assim,

1, - R" — R"
(561, e ,.Tn) — (xa—l(l), e ,xa_l(n))

é uma transformacao linear. Repare que na férmula de T, utilizamos a
permutacio inversa o~ !! Para entender o porqué, basta notar que o nos
diz em que posicao a j-ésima coordenada vai parar. Mas para escrever o
resultado em ordem, precisamos saber

- Quem ¢ que vai parar na primeira posi¢ao?
- Quem ¢é que vai parar na segunda posi¢ao?
Etc...

Quem vai parar na j-ésima posicio é a coordenada o~1(j), pois
o (071(5)) =J-
No entanto, se pensarmos nos vetores da base canodnica, €7, ...,€,, €
facil ver que
To¢j = €o(j).
E portanto, T, é representada pela matriz
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Quanto a multiplicacao de uma matriz A, a direita, por uma permu-
tacao, temos que

Isso ¢ claro, pois com a composi¢ao das duas matrizes, €; ¢ levado em €,
que por sua vez ¢ levado em dg(j).

Estamos olhando para as colunas da matriz A como sendo o input, e
as linhas como sendo o output. Quando permutamos a direita, ou seja,
antes de aplicar a matriz A. Estamos permutando o input. E por isso, a
operacao afeta as colunas de A. Se multiplicarmos a esquerda, estamos
permutando o output.

Exemplo 5.32. O leitor esta convidado a calcular o resultado de se
multiplicar uma matriz A a esquerda por uma matriz de permutacao
T,. O resultado pratico é o de se permutar as linhas da matriz, com a
permutacao inversa.

Por exemplo,

7b17 OOl*CLl*
by | =]100||— @& —|,
by — 01 0||— a —

é tal que

De um modo geral, se o é uma permutacao de [n],

- S
| =17

— b, — — a, —
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¢ tal que a coordenada j é levada na coordenada o(j). Assim,

—

bo(j) = G-
Ou, utilizando a permutacao inversa,
bj - C_L‘Ufl(j).

Esse argumento todo com as linhas pode ser feito utilizando a matriz
transposta. Basta observar que

([T,]A) = A'[T,]".
Ou seja,
t
T)A= (A1)
A operacao de transposicio transforma linhas em colunas e vice-versa. E
preciso, também, notar que [T U]t =T,1.
Exemplo: multiplicando muitas matrizes

Por vezes, é mais facil trabalhar com produto de matrizes observando o
que é que elas fazem como funcgoes: transformacoes lineares.

S6 por diversao, vamos determinar

M = M, MyM; M,

onde
147 5 7 1 2 00 000
My=12 5 8 My=141 0 M;= 1500 My,=10 11
369 1 30 4 1 3 1 01

Para determinar M, vamos passar os vetores €1, € € €3, um por um pe-
las matrizes My, M3, My e M, e registrar os resultados, que correspondem
as colunas de M. O resultado estd descrito na figura 5.5
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3(1,2,3) 36 & &
(17 273) éi 53 52 é)2
3(1,2,3) + (1,2,3) 8+ & — &

Figura 5.5: Aplicando os vetores €7, €5 e €3 na sequéncia de matrizes My, Ms,
M, e My, descobrimos a j-ésima coluna de M = M;M;MsM,. Em alguns mo-
mentos, ja sabemos alguns resultados, que nao precisamos calcular de novo.

A matriz inversa como funcao

Uma funcao pode ter inversa a esquerda, quando é injetiva; e pode ter
inversa a direta, quando ¢é sobrejetiva. Quando a funcgao € bijetiva, ela tem
apenas uma inversa a esquerda, que é também a tnica inversa a direita.

Mais adiante, veremos que uma transformacao linear 7" : R? — RY 86
pode ser bijetiva quando p = q. E é por isso que s6 falamos em inversa de

matrizes quadradas.

Vamos refazer o exemplo 5.12.

Exemplo 5.33 (permutacao de dois elementos). A matriz

v

é a inversa dela mesma. Afinal de contas, vista como funcao, ela per-
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muta €] e €s:
TM—)l = 52 e TM_)Q = 51.
Portanto,

Um outro caso que ja vimos, é o exemplo 5.13.

bo

leva é5 em €;. Portanto, se a inversa existir, deve levar ¢; em é5.
Assim, a primeira coluna da matriz inversa é formada pelo vetor €:

0 *
1 x|
Por outro lado, (1, —1) é levado em é:

ol =Bl -lof = L

A inversa, se existir, deve levar €; em (1, —1). Assim, a segunda coluna
da inversa é formada pelo vetor (1, —1). Portanto, se tem uma matriz

Exemplo 5.34. A matriz

, . .10 1
que ¢ a inversa de 1ol tem que ser a matriz e

No exemplo 5.34, enfatizamos bastante a expressao se a inversa exis-
tir. Isso, porque o que de fato mostramos é que tal matriz desfaz a opera-
¢ao que a matriz original fez. Portanto, o que determinamos foi a inversa
a esquerda. Esta questao estd posta na pergunta intrigante 5.18.

Ja sabemos que existem matrizes que nao tem inversa...
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Exemplo 5.35. Ja vimos no exemplo 5.14 que as matrizes a seguir

nao possuem inversa. Vocé consegue demonstrar isso de uma maneira
simples?

00 0 0
00 |10
1 1] [3 -2
55 |6 —4
12 3 31 2
2 4 —1 15 —4
48 5 2 1 1

Por exemplo, as duas primeiras matrizes

00 00
[O O] [1 O}
levam qualquer multiplo do vetor é& em (0,0). E portanto, ndo sao
injetivas. Ja a matriz
11
;o

leva qualquer vetor em um miltiplo do vetor (1,5). Assim, vetores
que nao sao multiplos de (1,5) nao estdo na imagem da transformagao
correspondente, que portanto, nao ¢ sobrejetiva.

E as outras? Vocé consegue dizer porque nao sao inversiveis?

5.4 Exemplos

Resolvendo sistemas lineares

Um sistema linear pode ser escrito na forma matricial

Alo] = lal.
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onde a matrix m xn A e a € R™ sao dados, e v € R" é 0 que queremos
descobrir.

Se A é uma matriz inversivel, e ¥ uma solugao do sistema, entao
§=ATA[] = A'[d).

Usamos o fato de que A7'A = I para concluir que se ¥ é soluciao do
sistema, entao podemos determinar

7= A"'al.

Por outro lado, o fato de que AA~! = I implica que 7= A~} [c?] é solucao
do sistema, pois

AT = AA! [d’] = [EL’].
Repare como foi importante o fato de A~! ser a inversa de A tanto quando
multiplicado a esquerda, quanto quando multiplicado a direita.

Vamos fazer um caso mais concreto, com ntimeros. Considere o sistema,
linear
rT+2y+32="7

+ y+4z=8 . (5.4.1)
Sor+6y+ =9

Em termos de matrizes, o sistema assume a forma

1
0 (5.4.2)
5

S =N

O W

N e K
I

© 00 ~I

Queremos determinar z,y, z € R.

Seja

Sy =N
S =W
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A inversa de A é

—24 18 5
A1=120 —15 —4].
-5 4 1

Portanto, a tinica solugao do sistema da equacao (5.4.2) é dada por

24 18 5 [7
[@] =120 —15 —4||8
-5 4 119

—24 18 5
=7120 | +8|—=15| +9|—4
—5 | 4 1
[ —168] 144 7 45 ]
= | 140 | + [—=120] + |—36
| —35 | 32 | 9 |
[ 21
= |—16].
| 6

Assim, descobrimos que ¢ = (21, —16,6). De fato,

21 -2x164+3x6=7
— 164+4x6=28
ox 21 —-6x16 =9

Por vezes, nem mesmo da matriz nés precisamos. O sistema da equa-
¢ao (5.4.1) pode ser pensado em termos de uma transformagdo linear. Se
T :R3 — R3 é a transformacdo linear representada pela matriz

1 23
[T] =10 1 4,

5 6 0
o sistema pode ser escrito na forma

T(x,y,z) =(7,8,9).
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Um exemplo serda dado a seguir, quando falarmos sobre sistemas lineares
homogéneos.

Sistemas homogéneos
Um sistema linear homogéneo é um sistema da forma
T(%) = 0,
onde T : R? — R? é uma transformacao linear e U sao as incognitas.

O primeiro fato interessante sobre os sistemas homogéneos é que ele
sempre tem ao menos uma solucao v = 0. Pois para uma transformacao
linear é sempre verdade que

T(0)=0.
Esta é a solucao trivial. Serd que existem outras? A resposta depende,
claro, do sistema especifico.

Considere um sistema nao necessariamente homogéneo
T(v) =a. (5.4.3)

Suponha que esse sistema tenha uma solugcao que nao é unica. Ou seja,
existem §,t € RP distintos tais que T's'= Tt (= @). Neste caso, o sistema

homogéneo associado tem solucdo ndo trivial, pois § — t # 0. E pela
linearidade de T,
T(5—t)=T5—Tt=0.

Por outro lado, quando Z' é uma solugao qualquer do sistema homogéneo
e §é uma solugao de (5.4.3), entdo 5+ 2 também é solucao.

Assim, denotando por
Z =T7Y0)
o conjunto de todas as solucoes do sistema homogeéneo, as solugoes de
(5.4.3) sdo dadas pelo conjunto
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Em particular, para um sistema linear, ou todas as solugoes sao tinicas
ou nenhuma soluc¢ao é tinica. Quando Z é um conjunto unitario, todas as
solucoes sao unicas; e quando nao é unitario, nenhuma solucao é tnica.
Mas é importante notar que mesmo que as solugoes nao sejam tinicas,
podem haver escolhas para a tais que o sistema nao tenha solucao.

Exemplo 5.36. Seja T : R? — R? a transformacdo linear cuja repre-
sentacao matricial seja dada por

7] =

W N =
S Ot >
© 00

O sistema homogéneo correpondente
Tv=0

tem mais de uma solugao. Por exemplo,

7 4 3 4 1
8 — |5 = (3| = |5 — |2
9 6 3 6 3
E, portanto,
1 4 7 0
21 =215 + 8] = |0
3 6 9 0

Ou seja, T'(1,—2,1) = (0,0,0).

O leitor esta convidado a mostrar que

T% = (0,1,0)
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nao tem solugao. Mas, no entanto, para @ = (5,7,9), além da solugao
T(1,1,0) = (5,7,9),
temos também

T(1+1,1-2,0+1)=T(2,—1,1)
=(2%1—-4+7,2%2—-5+82%x3—-6+9)
— (5,7,9).

Por fim, podemos também concluir que um sistema homogéneo pode

1. nao ter solucao;
2. ter uma unica solucgao; ou

3. ter infinitas solucoes.

Isso, porque o conjunto Z = T-(0) ou é unitério com

Z = {6},
ou € inifinito, pois, para todo o € R,
T(aZ) = aTZ = a0 = 0.
Portanto, se 2 € Z nao é o vetor nulo, entao az € Z (a € R) sao infinitas

solucoes distintas para o sistema homogéneo.

Inversa a esquerda e a direita

XXX

Multiplicidade de caminhos

XXX
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Cadeias de Markov

XXX

5.5 Exercicios

Exercicio 5.1. Calcule:

) 1 1]0.7 ) 1 171 1
|5 5](0.3 15 5|0
1 1][1 1 1 1] 1]
3. 0 1] {5 5] 4. 5 5] |—1]
- 1 2] ! o [12][-2]
134 13 4|1
1 2] [= (1 2] [—4]
7 3 4_{}2] 8 3 4][ 3]
1 2] [=2 1 21[=2 1
0. H 10.[ [ ]
3 4|3 34|15 F

Exercicio 5.2. Insumos e custos.
Exercicio 5.3. Insumos e custos.

Exercicio 5.4. Escreva os sistemas lineares do exercicio 4.6 usando ma-
trizes coluna.

Exercicio 5.5. Escreva os sistemas lineares do exercicio 4.6 usando pro-
duto de matrizes.

Exercicio 5.6. Encontre a Matriz M tal que

e =L < =L
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Exercicio 5.7. Encontre a inversa de
o s
21 13 2
5 [008(0) — Siﬂ(@)]
" |sin(f)  cos(6)

Exercicio 5.8. Resolva os sistemas lineares.

e
'34_y____
2.12":5':'0'
34_y_ 1_

118
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Transformacoes Lineares com
Matrizes

As transformacoes lineares sao o principal objeto de estudo da disciplina
de algebra linear. Nos capitulos anteriores aprendemos sobre wetores e
transformacoes lineares de um ponto de vista mais voltado para os calculos.
Agora, vamos entender o que é uma transformacao linear de um ponto de
vista mais geométrico.

6.1 Motivacao Geométrica

A figura 6.1 ilustra uma maneira de transformarmos um desenho do plano.
A ideia é quadricular o desenho original e fazer uma correspondéncia entre
esse quadriculado e o reticulado de destino, formado de pequenos parale-
logramos.

119
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/7157

Figura 6.1: Qual é a maneira “correta” de se transportar um desenho no qua-
driculado em cima, para um desenho no reticulado em baixo?

Cada ponto do desenho original é levado em um ponto no novo reticu-
lado. Qual é a regra que determina onde determinado ponto P = (a, ) é
levado? As coordenadas de P indicam que, partindo da origem, para che-
garmos ao ponto P, devemos andar o unidades na direc¢ao e no sentido do
vetor €1 = (1,0), e 5 unidades na dire¢ao e no sentido do vetor é&; = (0, 1).
Estamos apenas dizendo que P = «aé; + [é5. Pela figura, é evidente que
queremos que os pontos €1 = (1,0) e €, = (0, 1) sejam transportados para
os pontos correspondentes aos vetores v e U, representados na figura 6.2.
Ja o ponto P, ao ser transportado, devera corresponder ao vetor ot + 30s.
O que queremos é que nesse segundo sistema de coordendadas (v, %), 0
ponto P seja transportado para o ponto («, )%, onde Z = (U1,7s) é a
base ordenada formada pelos vetores v e ¥s.
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P P
[ ] [ ]
A 750
TC\I N Q —
| e U1
O O

Figura 6.2:

Note que pra fazermos os calculos, nao estamos de fato trabalhando
com pontos. Nao cosumamos somar pontos, ou multiplica-los por um
escalar. Estamos trabalhando com vetores. Se escolhermos um ponto
base O, podemos entao falar do ponto O+ v, ao invés de falarmos do vetor
v. Com essa identificagao, podemos usar todo o ferramental disponivel
ao se trabalhar com vetores: soma e produto por escalar, combinacoes
lineares, conjuntos geradores, base, transformagao linear, etc. Daqui por
diante, nao vamos mais fazer teoria com pontos, apenas vetores. Vamos
deixar os pontos para os exemplos ou aplicacoes.

Estamos entdo, falando de uma transformacdo 7" : R?> — R?. O vetor
P (vamos usar letra mintscula, ja que ndao é mais um ponto) é levado no
vetor T'(p). E costume omitir os parénteses e escrever 1'p. Acompanhando
pela figura 6.3, fica claro que a imagem de €7 é o vetor U7, e que a imagem
de €5 é o vetor U5. Como ja explicado, a imagem do vetor p'= p1€] + paés é
alcancada se andarmos p; unidades do vetor v; e em seguida, p, unidades
do vetor 5. Ou seja,

Tp = p1v + pato.

Ou, numa notacao mais precisa,

T: R? — R?
(p1,p2) +— D101 + P2l
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Como ja sabemos, as transformagoes desse tipo sao as ja conhecidas trans-
formacoes lineares. Nao esqueca que

171 = T_'l c 172 = ng
Assim, nossa transformagcao original pode ser expressa pela matriz

[T] = [th ©].

> > >
>

Figura 6.3:

6.2 Casa Inclinada

Vamos desenhar a “casa inclinada” da figura 6.1 em um papel quadri-
culado. Suponha que nesse papel quadriculado, os vetores ] e U tem
coordenadas v7 = (1.5,0) e o = (0.5,1). Qual é, por exemplo, a co-
ordenada da quina superior direita da janela? Se no desenho original a
coordenada da quina é p' = (2, 1), entdo, no desenho inclinado, a quina
corresponde ao ponto

= (3,0) + (0.5,1) = (3.5,1).
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Figura 6.4:

Se fossemos desenhar a “casa inclinada” da figura 6.1 na tela de um
tablet, provavelmente precisamos passar ao tablet a informacao de quais
sao as coordenadas horizontal e vertical do ponto da tela que queremos
manipular. O leitor que souber alguma linguagem de programacao nao
tera dificuldade em fazer um programa que faca esse tipo de transformacao
com imagens! O programa ImageMagick faz isso e um pouco mais! Veja:

https://www.imagemagick.org/Usage/distorts/affine/

6.3 Rotacao de 90°

Vamos aprender um “macete” muito util...

Quando giramos o plano um quarto de volta no sentido anti-horario, €}
é levado em €3, e €5 é levado em —é7. Isso significa que para rotacionarmos
um vetor (a,b) por um angulo 7, basta trocar a ordem de a e b, e colocar
um sinal de menos na primeira entrada: (—b,a). Ou seja, essa rotacao é
a transformacao linear Rz, representada pela matriz

[R;] = [(1) _01]


https://www.imagemagick.org/Usage/distorts/affine/
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Figura 6.5: Rotacionar uma imagem 90° no sentido anti-horario é o mesmo
que aplicar T'(x,y) = (—y, ). Dito de outro modo,

T: R?2 — R?
xe, +yeéy +— xey — yeq

Y

—

pois a rotagao é linear, Te| = é; e Tey = —e.

Da mesma forma, se girarmos no sentido horario, teremos (b, —a). Em

outras palavras,
0 1
[R—%} - {_1 0]'

Sem fazer muita conta, sabemos que Rz’ = R_=z. Sendo assim, se
2
tivéssemos paciéncia de fazer as contas... poderiamos veririficar que:




Aula 6. Transformagoes Lineares com Matrizes 125

6.4 Rotacao

A transformacdo R, : R? — R?, que leva um vetor ¥ em sua rotacdo por
um angulo «, é uma transformacao linear. Vocé consegue se convencer,
ou convencer alguém disso?

COS x— Ssin «v

sin & Cos «

Figura 6.6: A rotacdo R, ¢ uma transformagao linear que leva €; em
(cos(a),sin()), e €3 em (—sin(a), cos(a)).

De fato, a rotacao ¢ uma transformacao muito mais simples que a da
“casa inclinada” (da se¢do 6.2), ja que os eixos sd@o apenas rotacionados.
Os eixos nao sao esticados e o angulo entre eles continua sendo reto. Na
secao 6.2, os quadradinhos do quadriculado foram transformados em pa-
ralelogramos. Agora, os quadradinhos continuam quadradinhos, s6 que
rotacionados. Vamos chamar essa transformacao de R,. A representagao
matricial de R, é

cos(a) —sin(«)
R) = | |

sin(a)  cos(a)

De fato, como v; faz um angulo o com o eixo das abcissas,
U1 = (cos(a), sin(a)).

Agora, é s6 observar que v, é o ¥; rotacionado 90°, como na se¢ao 6.3,

para concluir que
Uy = (—sin(«), cos(a)).
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Para o leitor que ainda nao esta convencido da utilidade de tudo isso
que tem sido discutido, o préximo exemplo é, na opiniao do autor, bastante
impressionante.

Exemplo 6.1 (Soma de dngulos). Dados dois angulos, « e 3, existe
uma féormula para o calculo de

sinfa+ 8) e cos(a+ B).

Vamos deduzir essas forumlas. :-)

Por um lado (lado esquerdo da igualdade) sabemos que ao rotaci-
onar por um angulo « o vetor ¥ = (cos(f3),sin(5)), obtemos o vetor
(cos(a+ B),sin(a+ B)). Por outro lado (lado direito), usando a linea-
ridade da aplicacao R,,

et ) -
i lewe]

)
)
— cos(f) [(8302(04))] o el [— sin(a)]
)
)

cos(a)

Ou seja,

cos(a + 3) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(f)
sin(a + ) = sin(a) cos(f) + cos(a) sin(5).

Agora, o leitor é convidado a procurar a demonstracao dessas formulas
em qualquer livro do ensino médio!

Composicao de rotagao... é rotacao!
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Exemplo 6.2. Uma outra maneira de expressar a soma de angulos em
termos de matrizes, € calculando R, 3 = R, o Rg.

o wminen] = ey e ][ )

Os célculos sao essencialmente os mesmos do exemplo 6.1.

Exemplo 6.3 (Inversa da rotagdo). As vezes, usamos a algebra de
matrizes para calcular coisas geométricas, como a soma de angulos. E
as vezes usamos geometria para nao precisarmos calcular as matrizes...

Mesmo sem fazer calculos com matrizes, sabemos que

[cos(a) —sin(oz)] { cos(a) sin(a)] B [1 o].

sin(a)  cos(a) | |—sin(a) cos(a) 01
Isso, porque R;' = R_,. E também, porque cos(—a) = cos(a) e
sin(—a) = —sin(a).

6.5 Reflexao

Por fim, uma transformacao linear simples que nao é uma rotagao, é o es-
pelhamento pelo eixo das ordenadas. Igualmente simples ¢ o espelhamento
pelo eixo das abscissas.

Exemplo 6.4 (Espelho). Se o eixo das ordenadas fosse um “espelho”,
transformaria um desenho o desenho da casa em uma versao espelhada...
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Figura 6.7:

A matriz que representa a transformacao linear correspondente é

=[5 3

E se fosse pra fazer um espelho com o eixo das abscissas? Entao, seria

7= o &)

E se quiséssemos um espelho ortogonal ao vetor o7
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S

Figura 6.8:

6.6 Composicao de Transformacoes
Lineares

Sejam T : R? — R? ¢ S : R? — R? transformacdes lineares. J4 sabemos da
proposicao 7.8 que a composicao

SoT: R? —» R2?
T — S(T7)

também ¢é uma transformacao linear.

Exemplo 6.5 (Duas rotacoes). Seja R, : R* — R? a rotacao por um
angulo a, e Rg : R* — R? a rotagdo por um angulo 3. Entao, R, o Rj
é a rotacao pelo angulo a + .

Assim, obtemos, como ja foi visto no exemplo 6.1,

a5y omto )~ it o) | [y ni |
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Exemplo 6.6 (Espelho). Considere a transformagao dada no final do
exemplo 6.4.

]

Figura 6.9: Se v = (cos(«), sin(«)), entao, ao rotacionar toda a figura por
um angulo —a, transformamos o problema no prolema da figura 6.7. Ou
seja, basta fazermos uma rotagdo R.!, seguida de uma reflexao pelo eixo das
ordenadas. Al entao, precisamos desfazer a rotagao aplicando R,.

Ou seja, considere um vetor v = (cos(a),sin(a)). A transformagao
E%, que age como um espelho normal ao vetor v, pode ser representada

como
—1
Eg: RgOEgl ORﬁ 5

onde Rj é a rotacao que leva €1 em v, Rgl é a inversa de Ry (a rotagao
que leva ¥ em €}) e Ez é o espelhamento pelo eixo das ordenadas. Ou

seja,
-1 0
[Bs] = { ! 1].

Vamos determinar a representacao matricial de Fz. Usando a re-
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presentagao matricial, e escrevendo a e b no lugar de cos(«) e sin(«),
a —bl|—1 Of|a b
R | |
Usando a proposicao 7.9, e fazendo primeiro o produto das duas ma-

trizes a esquerda,
[—a —b|[a b
B3] = | —b a} [—b a]

B [—a?2 + b  —2ab
—2ab  —b*+a?|’

Agora, o leitor é convidado a quadricular um desenho qualquer, fazer
as contas e transporta-lo por um espelhamento como o desse exemplo.

Que tal tentar com v = (%, */75)7

6.7 Transformacoes em R’

Para representarmos uma transformacao linear em R?, desenhavamos um
quadriculado e um reticulado no plano, e “transportavamos” o desenho do
quadriculado para o reticulado. Em R? é muito parecido, mas agora nio
¢ mais um quadriculado. Quem sabe um “cubiculado”!!! :-)

Exemplo 6.7. Vamos desenhar uma casinha em 3 dimensoes, apli-
cando varias transformagoes.
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Figura 6.10:

Para especificarmos as transformacoes lineares da figura 6.10, pre-
cisamos apenas dizer qual é a imagem dos vetores €7, €3 e €3. A imagem
desses vetores estao indicadas em vermelho. Para “esticar” a casinha
como na parte direita da figura, foi aplicada a transformagao

T : R} — R? .
(a,b,¢) — (a,2.7b,¢)

O outro caso é mais complicado. E dado pela transformacao

T: R3 — R3 :
(a,b,¢) — (1.2a+0.3b —0.3¢,b+ 0.2¢,0.7a + ¢)
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Repare que os vetores Té; = (1.2,0,0.7), Tey = (0.3,1,0) e Tes =
(—0.3,0.2,1) é que determinam os nimeros “mdgicos” que aparecem
na expressao (1.2a + 0.3b — 0.3¢, b+ 0.2¢,0.7a + ¢).

6.8 Projetando R’ em R®

Na se¢ao 6.7, tem uma porcao de desenhos de uma casinha em 3D que foi
transformada de varias maneiras. Mas a verdade, é que os desenhos foram
feitos no papel, que é 2D. :-)

Projetar um desenho 3D num sistema de coordenadas 2D é muito sim-
ples. No desenho original, cada ponto tem trés coordenadas:

5651 + y€2 + 253.

Tudo o que precisamos fazer, é especificar, no plano, um ponto para ser a
origem, e trés vetores no plano para corresponderem a €1, €5 e €3. Estamos
basicamente desenhando, no plano, os eixos x, y e z.

Exemplo 6.8. Se escolhermos
51 = (1,0), 52 = (0, 1) (§ 52 = (1,05),

o desenho da casinha fica como mostrado na figura 6.11.
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L

Figura 6.11: Escolhendo, por exemplo, Pe; = (1,0), Pey; = (0,1) e Pé3 =
(1,0.5), projetamos R3 em R2.

6.9 Numeros Complexos

Esta secao é um exemplo de como os conceitos aprendidos neste capitulo
podem nos ajudar a entender melhor os nimeros complexos.

Nao existe um nimero real x tal que 22 = —1. Mas podemos acrescen-
tar a R um novo simbolo i, tal que i> = —1. Podemos fazer isso preser-
vando as propriedades das operagoes de soma e produto. Fazemos soma
e produto exatamente como fazemos com polindmios, tratando ¢ como se

fosse uma varidvel. Mas ao final, substituimos i*> por —1.

(a+bi)+ (x+yi)=(a+x)+ (b+y)i (6.9.1)
(a4 bi)(z +yi) = azx + (ay + 2b)i + byi*

= (ax — by) + (ay + xb)i. (6.9.2)

E como tudo na vida, na matemaética a gente também precisa de sorte! :-)

O objetivo deste capitulo é mostrar ao leitor como essa construcgao algé-
brica resulta em um objeto com muitas propriedades geométricas. Sorte?
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Os nimeros complexos sao o conjunto
C— {a+bi‘ (a,b) € RQ},

junto com as operacoes de soma e produto. A notagao a+bi é uma questao
de gosto. Utilizando a identificagao (a,b) ~ a+bi, também é muito comum
falarmos do niimero complexo (a, b).

No entanto, ha que se tomar cuidado! Existe uma operacao de soma
em R?, e uma operacao de soma em C. Mas, por sorte, sdo a mesma coisa:
soma coordenada a coordenada. Ou seja, a equagao (6.9.1) mostra que
tratando (a,b) e (z,y) como nimeros complexos

(a+bt) + (x4 yi) ~ (a,b) + (z,y).
Em R?, temos o produto por escalar

(2,w0) = al(z,y),

com o € R. Em C, também podemos multiplicar um ntimero real por um
nimero complexo:
ala + bi) = aa + abi.

Com a identificacdo entre C e R2,

a(a + bi) ~ a(a,b).

Portanto, ao identificarmos C e R?, estamos identificando mais do que
os conjuntos C e R?. Estamos também identificando-os como espacos
vetoriais: soma e produto por escalar (produto por niimero real) também
sao identificados.

Mas e o produto de dois niimeros complexos? Em C, podemos multipli-
car dois niimeros, como mostra a equagao (6.9.2). Mas em R?, a principio
nao temos um produto

(2,w) = (a,0)(z,y).
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Seja k = a 4+ br um ntmero complexo. Vamos denotar por

M,: C —» C
z — kz

a transformacao que toma um z € C qualquer e multiplica por k. As
propriedades de associatividade, comutatividade e distributividade em C
mostram que M é uma transformacao linear. De fato, para a € R

My (az) = k(az) = a(kz) = aM(2)
Mi(z +w) = k(z +w) = kz + kw = My (2) + Mi(w).

Assim, identificando C com R?, M, pode ser representado como uma
matriz. Podemos descobrir as colunas da matriz, calculando M em (1,0)
e (0,1). Lembre-se que (1,0) ~ 1 e (0,1) ~ . Portanto, as colunas de
[Mk} sao dadas por

Mp(1)=kl=k=a-+bi (6.9.3)
My (i) = ki = —b + ai. (6.9.4)

Ou seja,

Vamos analisar melhor essa matriz, que é parecida com a matriz de rotacao
da secao 6.4.

Produto por :

Quando k£ = 7, a matriz de M}, assume a forma
0 —1
[Mk} - [1 0 }
E essa é exatamente a rotacao de 90°, da segao 6.3.

Multiplicar um niimero complexo por ¢ é o mesmo que rotaciona-lo 90°
no sentido anti-horario.
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Produto de complexos é rotacao e dilatacao

Assim como fizemos com varios exemplos de transformacoes lineares no
capitulo 6, vejamos de que forma a transformacao linear M} transforma
R?. Vamos denotar os niimeros complexos tanto na forma x + yi, quanto
como um par (x,y) sem fazer maiores ressalvas. Lembre-se que misturando
essas duas notagoes, 1 = (1,0) e i = (0,1). Primeiro, vamos fazer um caso
especifico, com um exemplo.

Exemplo 6.9. No caso k = 4 + 3u,
Mi(1,0) = (4,3) e My(0,1) = (-3,4).

Portanto, R? ¢ transformado como mostrado na figura 6.12.

(_37 4)
(4,3)

Figura 6.12: Os novos eixos sdo dados pelos vetores (4,3) e (—3,4), que
sao ortogonais e ambos tem tamanho igual a 5. Veja como a figura Q, além
de rotacionada, também tem seu tamanho multiplicado por 5.

Como no exemplo 6.9, o vetor (—b,a) é o vetor (a,b) rotacionado 90°
no sentido anti-hordrio. E o tamanho de ambos é va? + b2. Quando
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multiplicamos um ntmero complexo por k = a + bi, estamos fazendo duas
colsas:

1. multiplicando pelo nimero real va? + b2; e

2. rotacionando pelo angulo 6 que k faz com o eixo x.

De fato, em termos de matrizes,

(M) = [Z _ab] = /a2 + b2

a —b
\/a2+b2 \/a2_~_b2
b a :
\/a2+b2 \/a2+b2

E a matriz

a —b
n) - | T
\/a2+b2 \/a2—|—62

¢ a matriz de rotacao da secao 6.4.

6.10 Exercicios

Exercicio 6.1. resolva os exercicios anteriores que pedem para “resolver”,
“calcular” e “encontrar”, sem fazer muita conta, com argumentos mais
interessantes do que simplesmente aplicar os métodos tradicionais para
solucao de sistemas lineares.

Exercicio 6.2. Sem ficar fazendo muita conta, calcule:

1 00][5 8 3 5 8 3][1 00
1.0 0 1]]|6 9 3 2.16 9 3|00 1
0 1 0] (7 10 3 7 10 3/(0 1 0
100

3 (001 I
010

5'0 1”0 1] 6'0 1] [x z”O 1]
10|10 11 0] |y w[]|1 O
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14 710007\ [100]\ 000
7. 2 58[010[]]ooo]]|]o11
36 9[|100//)|013])[101
0 2 y|[5 6 1]\ [4 w 1]\ [1 0 0
8. 0130025 22[|[0o10
02 4[[003]/|0o03]/ 000

Exercicio 6.3. Sabemos que do ponto de vista nutricional, a tinica coisa
importante no universo, sao os nutrientes X e Y. Seja b= (by,by) € R? o
vetor que representa a quantidade b, de nutriente X, e a quantidade b, de
nutriente Y que contém uma batata. E seja ¢ = (¢, ¢,) € R? o vetor que
representa a quantidade c, de nutriente X, e a quantidade ¢, de nutriente
Y que contém uma cenoura. Sabemos que a funcao

T R? — R?
(b,c) — bb+ cé

que indica a quantidade de nutrientes X e Y contidos em b batatas e ¢

cenouras é uma transformacao linear. Determine a representagao matricial
de T.

Exercicio 6.4. Continuando o exercicio 6.3, suponha que existam dois
tipos de sopa, de verao e de inverno, feitas apenas de batata e cenoura, em
proporgoes diferentes. Se cada cumbuca da sopa de inverno tem i = (1p, i)
de batata e cenoura, e se cada cumbuca de sopa de verdao tem v = (v, v.)
de batata e cenoura, entao

S: R = R?
(v,i) — VU+1i
indica a quantidade de batata e cenoura contidos em v cumbucas de sopa
de verao e ¢ cumbucas de sopa de inverno.

Nesse contexto, qual é o significado de T'o 57 E S o 17

Utilizando o produto de matrizes, determine o sistema de equacoes
lineares que relaciona a quantidade de nutrientes X e Y contidos em v
cumbucas de sopa de verao e ¢ cumbucas de sopa de inverno.
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Exercicio 6.5. Determine se 7" : R? — R? é ou nao bijetiva quando [T] é

6. T

igual a
10 01
Ly 2 {O 1]
[0 1] 39
5 10 4 {4 12]
o
5. 2 1]
Exercicio 6.6. Determine se as aplicacoes T : R? — R? dadas a seguir sdo
lineares.
L T(x,y) = (22 +y,3z —y)
2. T(z,y) = 2lz+yly)
3. T(z,y) = (z +y,0)
4. T(z,y) = (y°,27).
5. T(x,y) = (v +y,27")
(

Exercicio 6.7. Dadas as aplicacoes T : R? — R?, determine 7!, quando
existir.

1. T(x,y) = (4 + y, 2x)
2. T(z,y) = (z — 4y, —5x + 20y)
3. T(x,y) = (2z + 2y, 2z — v)

(

4. T

Exercicio 6.8. Aplique ao desenho
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gl

as transformacoes indicadas. Primeiro, escolha o ponto que representa o
vetor 0.

o}

—0.5

—-0.5 2

—0.5 2




Aula 7

Transformacoes Lineares SEM
Matrizes

As transformacoes lineares sao o principal objeto de estudo da disciplina
de algebra linear. Nos capitulos anteriores aprendemos sobre wetores e
transformacoes lineares de um ponto de vista mais voltado para os calculos.
Agora, vamos entender o que é uma transformacao linear de um ponto de
vista mais abstrato.

7.1 Funcoes Representadas por Matrizes

Por que acreditamos que basta uma tabela para representar
as quantidades de nutrientes em uma determinada quantidade
de batatas e cenouras?

Por que acreditamos que basta uma tabela para sabermos os
custos de producao de uma certa quantidade de bicicletas e
motos?

Exemplo 7.1. O preco de certos produtos pode ser representado por
uma tabela? Por exemplo...

142
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batata cenoura inhame couve
Preco / Kg (R$) 4 5 6 10

Chegando 14 na quitanda, tem uma plaquinha de desconto no preco
da batata:

Levando 1Kg (ou mais) de batata, vocé tem 50% de des-
conto.

Se levar 500g de batata, 500g de cenoura, 500g de inhame e 250g de
couve, sai tudo por R$ 10. E se levar 1Kg de batata, 1Kg de cenoura,
1Kg de inhame e 500g de couve, sai tudo por R$ 18.

Neste caso, a fun¢ao prego nao pode ser representada por uma ma-
triz no espirito do que estamos fazendo até agora.

O que torna o exemplo 7.1 diferente daquilo que temos feito até agora, é
a falta de consisténcia entre os precos dos diferentes “pacotes” de legumes e
verduras. Por consisténcia, queremos dizer que o preco de uma combinacao
qualquer de legumes e verduras deve ser igual a combinac¢ao dos pregos. A
combinagao de x quilos de batata, y quilos de cenoura, z quilos de inhame
e w quilos de couve pode ser expressa pelo vetor (z,y,z,w) € R*. Mas
pode ser expressa também na base candnica

(x,y,z,w) = x€] + Y€y + z€3 + wey.
Se T : R* — R!' é uma funcdo que tem a “consisténcia desejada”, entdo,
T(Igl + Y€y + z€3 + w€4) = aTe| + yl'éy + 2Tée3 + wl'éy.

O preco da combinacao é a combinagao dos precos! Nesse caso, dizemos
que 1" é uma transformacao linear.

Essa propriedade nao vale apenas para os vetores €7, €y, €3, etc. Pode-
mos falar da combinacao de quaisquer vetores.
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Exemplo 7.2. Se o preco na quitanda nao tem complicagoes como no
exemplo 7.1. Ou seja, se o preco € linear. Entao, se Vinicius encheu
uma sacola com quantidade de itens representada pelo vetor o, e se
Walter encheu uma sacola w, Vinicius pagara T'v e Walter pagara Tw.

Se Gabriel quer comprar o equivalente a 5 sacolas de Vinicius e 3.5
sacolas de Walter, ou seja, g = 50 + 3.5w, entao Gabriel pagara

T(§) = T(57 + 3.5@) = 5T% + 3.5T&.

Mas se Cinthia, a mae de Gabriel, disser que tem muita coisa no car-
rinho de compras, e disser pra ele remover o equivalente a uma sacola
de Walter, entao Gabriel pagara

T(§—w) = TG — T.

Ou seja, Tw a menos do que pagaria se sua mae nao tivesse pedido pra
remover uma sacola do tipo .

Defini¢ao 7.3 (linearidade em espagos R"). Uma fungao
T :RP — R?
¢ uma transformacao linear quando
1. v, W eRP = T(V+ W) =Tv+ Tw.
2. aeR, VeRP = T(av) = oTv.
Existem varias maneiras de entender o que é uma transformacao linear.

Vamos resumir isso em uma proposicao. Mas antes, precisamos de algumas
definigoes.
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Defini¢ao 7.4 (combinagao linear). Seja B C R™ wum conjunto de
vetores. O wvetor v é uma combinacao linear de elementos de B quando
existirem by, ..., bp € B e aq,...,ar € R tais que

17:04151+---+ak5k.

Definig¢ao 7.5 (conjunto gerador). Um subconjunto B C R" é chamado
de gerador quando todo v € R" pode ser escrito como combinagao linear
de elementos de B.

Proposicao 7.6 (caracterizagdes de linearidade). Considere
T :RP — R?. As condigcoes a sequir sao equivalentes.

~

. T € linear (definiciao 7.3).
2.a€R, U0 eRP = T(aV+ W) =aT7+ Tw.

3. Para toda combinacao linear v = o101 + - - - + a0, de elementos
de RP, vale que

T(’l_f) =TV + - + apT0.

4. Para algum gerador B C RP, vale que
T(oaby + - - + apby.) = anThy + - - + a Thy
para toda combinacao linear de elementos de B.
5. Para qualquer (vy,...,v,) € RP,

T(vi,...,vp) =viTer + - -+ v,T€,.
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6. Ezistem ay,...,a, € R? tais que

T(Ul,...,vp> = v1d; —|—"'—|—UpC_L}J.

TODO: comentarios.

Demonstracao. TODO: demonstrar!

Exemplo 7.7. Se A = [61 e Eq] ¢ uma matriz p X gq,

Ty : R? — RP
(V1,...,0g) = vidy + -+ V0

é a transformacao linear associada a A. Assim, o item 6 da proposi-
¢ao 7.6 afirma essencialmente que dizer que uma funcao f : R? — R? é
linear é a mesma coisa que dizer que pode ser representada por uma
matriz p X q.

Dessa forma, a proposicao 7.6 responde a pergunta intrigante 5.25.
E respondendo a uma pergunta intrigante...

Proposicao 7.8. Se f:RP - R? ¢ g: R" — R? sdao lineares, entdo
fog também é linear.

Demonstracao. Vamos verificar o item 2 da proposigao 7.6.

Sejam a € R e ¢,w € R". Entao,
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E portanto, f o g é linear.

A proposicao 7.8 nos permite responder a pergunta intrigante 5.27.
Considere duas matrizes P e
| |

Q=0 - G|,
|

onde o nimero de colunas de P ¢ igual ao nimero de linhas de (). Vamos
denotar por Tp e Tj, as transformacoes lineares correspondentes a essas
duas matrizes. Veja a secao 5.3.

Pelo que foi discutido acima, a composi¢cao T' = Tp o Ty também ¢
linear, e pode ser representada por uma matriz. Vamos denotar tal matriz

por
| |

M= |my ... ml,
| |

Para determinar a matriz M, tudo o que precisamos fazer é calcular todos
os T'(€}). Esse vetor corresponde a j-ésima coluna de M, m;.

Assim, a j-ésima coluna de M corresponde ao vetor
T(ej) = Tp(Tq(€))) = Tr(q))

Ou seja,
m; = Pgj.
E portanto, M = PQ).

Concluimos que o produto de duas matrizes P e () é justamente a
matriz correspondente a composicao das transformacoes lineares:

TPQ = Tp O TQ.
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Proposicao 7.9 (o produto de matrizes é associativo). Se as matrizes
P, QQ e R podem ser multiplicadas, entao

(PQ)R = P(QR).

Demonstracao. Lembre-se que o produto de matriz representa a com-
posicdo das transformagoes lineares. Na secao 2.2, a equagao (2.2.1)
mostra que composicao de fungoes € associativa. Assim,

Tirgr =Tpq o Tk
= (Tp (@) TQ) ©) TR
= Tp O (TQ @) TR)

=S Tp o TQR = TP(QR)

O produto de matrizes nao é comutativo.

Exemplo 7.10 (Produto nao é comutativo). Assim como a composi¢ao
de fungoes nao é comutativa, o produto de matrizes também nao é. Por

exemplo,

-1 0 a—b#a—b -1 0

0 1[|b a b a 0 1|
O leitor é convidado a fazer as contas! Que interpretagao vocé pode
dar a esse exemplo especifico?

7.2 Nicleo da Transformacao

O nicleo de uma transformacao linear é o conjunto de todos os vetores
que sao levados por 1" no vetor nulo.
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Definigao 7.11 (Nicleo). O ntcleo ou kernel da transformagao linear
T:V — W € o conjunto

ker (T) = {176 v‘ Tﬁzﬁ}.

E facil ver que o ker (T) é um subsepaco de V. De fato, ker (T)) # 0,
pois T0 = 0. E se @,b € ker (T), entdo ad + 3b € ker (T), pois
T(od + Bb) = oTd + STh
= a0+ 30
= 0.

Notagao 7.12 (Imagem inversa). E comum usarmos a notacao
T-(3) = {17 eV ] T =a}.

Nesse caso, ker (T') = T1(0).

Ja vimos que resolver um sistema de equacoes lineares com m linhas
e n incognitas, corresponde a descobrir todos os vetores v € R" tais que
Tv = w, onde T e W € R™ sdo dados. Com a notacao 2, resolver um tal
sistema linear corresponde a determinar o conjunto T-1(w). E o nticleo
ker (7') nada mais ¢ do que a solugao do sistema homogéneo.

Injetividade

Se a transformacao linear 7' : V — W ¢ injetiva, entao é evidente que
ker (T') = {6}, pois s6 pode haver um vetor de V levado em 0 € .
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Por outro lado, suponha que T nao seja injetiva. Ou seja, suponha que
existam vetores distintos @,b € V tais que T'a = Th. Entao,

—

T@-b)=Ta—Tb

0.

Mas como a # 5, temos que
0£d—beker(T).

Ou seja, T' é injetiva exatamente quando ker (T') = {6} Resumindo...

Proposicao 7.13. Uma transformacao linear T :V — W é injetiva
se, e somente se, ker (T') = {6}

7.3 Geradores e as Transformacoes
Lineares

Considere n vetores v1,...,v, € V do espago vetorial V. Podemos cons-
truir a transformacao linear

T : R" — V
(1, ... ap) = QU + -+ iy,
Essa é a transformagdo que faz com que cada n-upla (aq,...,a,) corres-
ponda a uma combinacao linear de v1, ..., ¥,.

Qual é a imagem de T'7?

A imagem de T sao todas as possiveis combinagoes lineares dos vetores
U1, ..., U,. Ouseja, aimagem de T é o subespaco de V gerado pelos vetores
V1y...,Up.
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Quando é que esses vetores sao geradores de V7

Por definicao, sao geradores quando o subespaco gerado por eles é todo o
espago V. Ou seja, quando T'(R") = V. Ou seja, quando T" é sobrejetivall!

Se V =R™, entao a matriz de T" é

a matriz com m linhas e n colunas onde a j-ésima coluna corresponde ao
vetor v; “escrito em pé”.

Sendo assim, em termos de matrizes, os vetores vy,...,v, € R™ sao
geradores de R™ quando a matriz [171 e ﬁn] representa uma transformacao
linear 7' : R™ — R sobrejetiva.

Repare que a transformacao 1 leva €3, ..., €,, que sao geradores de R"
nos vetores v1, ..., U,, que geram a imagem de 7.

Proposicao 7.14. Seja
T:E—F

uma transformacao linear. E seja S C E um conjunto gerador. Entao,
T(S) € um gerador da imagem de T. Em particular, T € sobrejetiva
exatamente quando T(S) é um conjunto gerador de F.

Demonstracao. Basta verificar que

LT(S):{alu_fl—i—---—l—aku_}k‘ at,...,q €R, wl,...,u_kaT(S)}
:{Cle??l—l--FO{kTﬁk‘ ag,...,qr € R, ?71,...,?7]{65}

:{T(a1171+---—|—ozk17k)‘ ag,...,qr €R, 771;---;7714768}
_ T (Lg).
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Observacao 7.15. Ao demonstrarmos a proposicao 7.13, acabamos
mostrando um pouco mais. Mostramos que a operacao “gerador” co-
muta com a transformagcao linear: T (gen {S}) = gen {T'(S)}.

7.4 Transformacoes Lineares e
Independéncia Linear

Novamente, considere n vetores v1,...,v, € V do espaco vetorial V', e a
transformagao linear

T : R" — V
(1, ..., qn) = aq¥) + -+ + apty
Essa é a transformagdo que faz com que cada n-upla (aq,...,a,) corres-
ponda a uma combinacao linear de v1, ..., ¥,.

Quando é que T é injetiva?

A transformagao T' é injetiva quando
Ta=Tb=da=>
Mas isso ¢ o mesmo que dizer que
avy + -+ apt, = bt + -+ b0, = a1 =by,...,a, = b,.

Ou seja, T' é injetiva exatamente quando cada combinagao linear dos ve-
tores v, . .., U, for tnica: exatamente como no item 4 da proposicao 8.15.

Resumindo, a transformacao 7' é injetiva exatamente quando os vetores
U1, ..., U, sao linearmente independentes. Repare que uma transformagao
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injetiva T': R” — V' C R"™ pode ser vista como uma transformacao de R"
em R, sem comprometer a injetividade.

Em termos de matrizes, os vetores v7,...,7, € R™ sao linearmente
independente quando a matriz [171 e 27n] representa uma transformacao
linear 7" : R" — R™ injetiva.

7.5 Transformacoes Lineares e Bases

Ja sabemos que quando 7' : V — W é uma transformacao linear, entao T'
fica completamente determinada se conhecermos o valor de T' em um con-
junto gerador. Agora, se ao invés de ja sabermos que T : V — W é uma
transofrmacao linear... se estivermos tentando construir uma transforma-
¢ao linear a partir de um conjunto gerador vy, --- , 4, € V. Serd que basta
escolher vetores wh, - -- ,w, € W para corresponderem a Tv1,--- ,Tv,V?
Ou seja, sera que a transformagao

T : V - W
vy + - F apt, oWy F -+ i,

estd bem definida?

Exemplo 7.16. Considere os vetores v; = (1,0), vo = (0,1) e U3 =
(1,1) de R?. Esses trés vetores geram o espaco R?.

A transformagcao

T R? — R3
avy + by + cvg > (a, b, C)

nao estd bem definida! De fato, o vetor (1,1) pode ser escrito de duas
maneiras:

(1,1) = 19 + 105 + 00

(1,1) = 00y + 0 + 1us.
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Dessa forma, assim como no exemplo 2.11, se calcularmos T usando a
primeira combinacao linear, temos

T(1,1) =T (1) + 19, + 0v3) = (1,1, 0).
Mas se usarmos a segunda,

T(1,1) = T (07 + 0% + 1) = (0,0, 1).

O problema que ocorre no exemplo 7.15, é que a maneira de representar
os vetores de R? como combinacdo linear de @, ¥ e U3 ndo é wnica. Se
fosse tinica, nao haveria ambiguidade.

Proposicao 7.17. Se vy, ..., v, formam uma base de' V', e sewy, ..., w,
sao vetores quaisquer de W, entao

T : V — W
041171+"’+Oén17n — 041151+"’—|—Odnu7n

¢ uma transformacao linear bem definida.

Demonstracao. O fato de vy, ..., 7, serem linearmente independentes
garante que nao ha dois valores distintos associados ao mesmo elemento
de V. E o fato de serem geradores de V' garante que T esta definido
para todo elemento de V.

xxxxxxxxxxxxxx A FAZER: LEVA BASE EM BASE.

XX XXXXXKXXXXXXXXX

7.6 Exercicios

Exercicio 7.1. Determine o ntucleo de T'.
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1. T: R - R
(z,9,2) = x+y
2. T R - R
(x,y,2) — 2x+43y+4z
3. T: R3 — R?
(x,y,2) — (2x+3y+4z,z+7y)
4. T R3 — R3
(2,y,2) = (224 3y + 42,2 +y, 2z + 2y)

Exercicio 7.2. Encontre todos os vetores v € R? tais que T'7 = (0,2,4),
onde

T : R3S — R? .
(z,y,2) — (v 43y +4z,2+y,2v+ 2y)

Exercicio 7.3. Encontre uma bijegao linear entre ker (7) e ker (5), onde
T: R — R e T: R — R .
(x,y,2) — x4y (x,y,2) — 2+ 3y+ 4z

Exercicio 7.4. Classifique T : R" — R™ como bijetiva, apenas injetiva,
apenas sobrejetiva ou nem injetiva nem sobrejetiva.

1 2 1 2 3]
1. [T] =13 4 2.[T]=14 56
5 6 |7 8 9]
(1 2 3 1 (1 2 3]
3.[T]=14 560 4. |T]=14 56
7890 77 7]
(1 2 3
5./T|=14 5 6
-1 2 -3

Exercicio 7.5. Quantas transformacoes lineares 7' : R?* — R’ existem sa-
tisfazendo as condigoes dos itens a seguir? Escreva a representacao matri-
cial de alguma T desse tipo, se existir.
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T(1,1,1) = (1,2,3,4,5)
2. {T(1,1,0) = (5,4,3,2,1)

) {T(l, 1,1) = (1,2,3,4,5)
7(0,0,1) = (1,1,1,1,1)

T(1,1,0) = (5,4,3,2,1)

T(1,1,1) = (1,2,3,4,5)
3.{T(1,1,0) = (5,4,3,2,1)

T(0,0,1) = (—4,—2,0,2,4)

Exercicio 7.6. Para cada item a seguir, escreva a representacao matricial
da transformacao T : R? — R? que satisfaz as condicoes especificadas.

T(1,1,1) = (1,0,0) T(1,2,3) = (1,0,0)
1. ¢ T(1,1,0) = (0,1,0) 2. 4T(4,5,6) = (0,1,0)
T(1,0,0) = (0,0,1) T(1,1,2) = (0,0,1)
Exercicio 7.7. Para cada item a seguir, encontre a inversa das matrizes
apresentadas.
111 1 41
.11 10 2. 12 51
100 3 6 2

Exercicio 7.8. Seja d, b e ¢ uma base de R3. Entao, a transformacao

T R — R3
ad’+[35+75 — (a,b,c)

é a transformacao linear que dado um vetor ¥ € R3, nos diz como se escreve
U como combinacao linear de da, bec Por exemplo, se TV = (—1,5,7),
entao

V= —a+5b+T¢.
Encontre a representacao matricial de T' para os casos a seguir, e depois
escreva os vetores (3,7,8), (1,1,1), (—=2,-3,8) e (9,8, 7) como combinagao
linear de a, be

i=(1,1,1) i=(1,2,3)
1.{b=(1,1,0) 2. ¢ b=(4,5,6)
&= (1,0,0) c=(1,1,2)
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Subespacos Vetoriais

8.1 Operacoes com Vetores em R"

Assim como em R?, a soma e o produto por escalar em R” sdo feitos
coordenada a coordenada:

(al,...,an)Jr(bl,...,bn):(a1+b1,...,an+bn)
ala,...,a,) = (aaq, ..., «aa,).

Vejamos que, ao menos para o caso R3, as operacoes coordenada a tem
um sentido geométrico.

Exemplo 8.1 (Soma em R3). Para ilustrarmos a soma de vetores em
R3 feita coordenada a coordenada, considere os vetores ¥ e w da fi-
gura 8.1. Assim como no caso de R?, se observarmos apenas a “altura”,
ou seja, a segunda coordenada, vemos que a “altura” de v+ w é igual a
altura de v somada a altura de w. Os vetores sao decompostos em “al-
tura” e “sombra”. Ou seja, na componente €5, € em uma componente
no plano zz.

V€3 + U
w2€2 =F 1173

Sl Sy

Ao calcular a soma U+, somamos a “altura” (vo+ws)és, € a “sombra”

157
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Us + Ws. Assim,
T+ W = (v2 + wa)é + Ts + Ws.

No entanto, os vetores no plano xz também podem ser decompostos
em suas coordenadas €; e €3. E assim como em R?, a soma ¢ feita
coordenada a coordenada. (veja o exemplo 8.2). Portanto,

U+w = (02+w2)€2+175+@65
= (UQ RN ZU2)52 = (Ul + wl)c?l -+ (Ug -+ w3)€3.

Ou seja, em R3, a soma é feita coordenada a coordenada.

Figura 8.1: A “altura” (coordenada y) de ¥ = (3,2,1) somada a de

—

W = (3,1,2) corresponde a “altura” do vetor U + . E a “sombra” de ¥/
projetada no plano zz, somada a “sombra” de W corresponde a “sombra” de
Uv+w. Ja vimos que, como a “sobra” estd no plano xz, a soma pode ser feita
coordenada a coordenada.

O mesmo raciocinio pode ser usado para o produto por escalar: av.
Mas é tao mais facil ver que multiplicacdo coordenada a coordenada
significa “esticar” | “encolher” | “inverter o sentido”, que nem precisa
desenhar! ;-)
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8.2 Subespacos

No exemplo 8.1, tratamos o plano zz em R?, como se fosse R2. Subcon-
juntos de R" que com as mesmas operacoes de soma e produto por escalar
se comportam como se fossem um R" dentro de R", sao os subespacos
vetoriais de R™. Dizemos que esses subconjuntos sao fechados com relacao
a soma e fechados com relacao ao produto por escalar. Antes de uma
definicao formal, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 8.2 (Plano zz). Seja P C R?, o plano xz. Ou seja,
P:{@a+6%‘mﬁeR}
Em coordenadas,

P:{(a,o,ﬂ) eRf”) a,BER}.

Figura 8.2: O plano zz é como se fosse um R? dentro de R3. A soma de
vetores do plano zz e o produto por escalar continuam confinados a este
mesmo plano.
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Restritas a P, as operacoes de soma e produto por escalar conti-
nuam bem definidas. Ou seja,

v, weP=v+weP
a€eR, ve€P=aveP

E temos uma bijecdo natural entre R? e P, que preserva a soma e o
produto por escalar. Ou seja, preserva a estrutura de espaco vetorial.

T : R — P .
(a, B) = «€é) + Pes

Todo subconjunto P C R"™ nao vazio que é fechado por produto por
escalar deve necessariamente conter 0. De fato, se v € P, entao

0=00¢€ P

Para que um plano P C R? seja um subespaco, é necessario e suficente
que 0 € P. Ou seja, que P passe pela origem.
Exemplo 8.3 (Plano qualquer contendo 6) Suponha que P C R3
seja um plano contendo 0. Sejam v, w € P tais que 0, @ e b nao sao
colineares. Entao,

P={a6+ﬁg‘ oz,ﬁER}

é o plano de R3 que contém os pontos 6, @eb. O leitor é convidado a
demonstrar que o conjunto P é fechado com relacao a soma e fechado
com relacao ao produto por escalar. Na verdade, neste exemplo, em
nenhum momento utilizamos o fato de o espaco em questdo ser R3.
Tudo funciona exatamente da mesma maneira se considerarmos R".

Os conjuntos P dessa forma sao os subespacos de dimensdo 2. Para
que estejamos de fato tratando de um plano, e nao de uma reta, tivemos
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que assumir que os pontos 0, @ e b nao sao colineares. Isso significa que
os trés pontos sao distintos, e que nao existe o € R tal que @ = ab.

Novamente, temos uma bijecdo natural entre R? e P, que preserva
a soma e o produto por escalar. Ou seja, preserva a estrutura de espaco
vetorial.
1 R? - P .
(a, B) — ad+pb

Um exemplo ainda mais simples é o subespago unidimensional.

Exemplo 8.4 (Subespaco unidimensional). Seja ¥ € R"” um vetor nao
nulo. Entao, o conjunto

R:{ow‘ aER}

é um reta em R" que passa em 0. O conjunto R é fechado com relacao
a soma e fechado com relagio ao produto por escalar. KEsses sao os
subespacos unidimensionais.

Assim como no caso do plano, temos uma bijecao natural entre R
e R, que preserva a soma e o produto por escalar. Ou seja, preserva a
estrutura de espaco vetorial.

T: R —»- R
o

av

Definigao 8.5 (Subespago vetorial). Um subconjunto ndo vazio W C
R™ € chamado de subespaco vetorial quando € fechado com relacao a
soma e fechado com relacao ao produto por escalar. Ou seja,

1. aeR, 7eW = aveW.
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2.0, weW =v+weW.

Com uma definicao precisa, agora podemos discutir um exemplo que
a0 mesmo tempo que é evidente, é também intrigante, ja que sua utilidade
parece, a primeira vista, muito duvidosa.

Exemplo 8.6 (Subespagos triviais). O subconjunto de R dado por

x = {0}

é um subespaco de R” de dimensao 0. E o conjunto ¥ = R” também é
um subespaco de R". Alguns autores dizem que X é o subespaco trivial
de R"™. Outros dizem que X e Y sao os subespacos triviais de R".

Observacao 8.7. Daqui por diante, falaremos de varias propriedades
que se aplicam tanto a R" quanto a qualquer subespaco de R". Apenas
no 7?7 vamos definir espacos vetorias de um modo mais geral. Veja a
definicao 4.3.

Por enquanto, quando falarmos em espacos vetoriais, estaremos nos
referindo apenas a R" e a seus subespacos. Mas sempre que nos referir-
mos a espacos vetoriais, os resultados serao verdadeiros também para
espacos vetoriais gerais, conforme a definicao 4.3.

8.3 Bases e Independéncia Linear

Os exemplos da secao 8.2, em especial o exemplo 8.3, mostram de que
forma podemos gerar um subespaco a partir de dois vetores, v e w. O
exemplo também mostra que condigoes precisamos impor a esses vetores
para que o espaco gerado seja de fato um plano. Se nao impusermos
nenhuma coindigao, o espago gerado pode ser apenas uma reta, ou entao,

apenas o espago trivial 0%.
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Subespaco Gerado

Dois vetores 7,1 € R3 podem gerar um plano, quando 0, ¥ e @ nao sdo
colineares. Ou seja, quando U e w nao sao paralelos. Podem gerar o espaco

trivial {6 }, quando U = W = 0. E podem gerar uma reta, quando nao sao

paralelos e nao sao todos nulos. De qualquer forma, independentemente
de que vetores v e w escolhemos, esses dois vetores geram um subespaco
de R"™. Pode nao ser um plano, mas sera um subespaco.

De modo um pouco mais geral, se
S =Av1,...,0n}
é um subconjunto finito de R", o subconjunto
gen{S} = {041?71 + U | ar,. .., € R}

¢ o subespago (de R") gerado por S.

Podemos definir o subespaco gerado por um subconjunto .S C R" qual-
quer (mesmo que infinito). O leitor é convidado a fazer, por conta prépria,
definicdes alternativas. E sempre bom saber falar da mesma coisa de vérios
pontos de vista diferentes.

Definigao 8.8 (Subespaco gerado). Seja S C R" um subconjunto qual-
quer de R™. O subespago gerado por S, denotado por gen{S}, € o
menor subespaco E de R", tal que

SCFE.

Quando S = {vy,...,U,}, escrevemos gen{vy,...,U,}.

Para que a definicao 8.8 faca sentido é necessario dar um significado
preciso para a expressao

.. 0 menor subespago ¥ C R" tal que S C E.
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Queremos dizer trés coisas:

1. Que E é um subespaco de R".
2. Que S C E.
3. Que se F' é um subespaco de R" tal que S C F, entao

E CF.
Mas sera que tal coisa existe? Por exemplo,
Qual é o menor niimero real maior do que «a?

Queremos encontrar a satisfazendo trés coisas:

1. a e R.
2. a<a.
3. Se b € R é maior que «, entao

a <b.

Tal niimero nao existe! Qual é o menor nimero real maior que 07 0.17
0.017 0.0017 0.000000017 No entanto, para o subespaco da definicao 8.8,
a resposta é: sim, existe. Antes de mostrarmos que existe, vejamos um
exemplo simples.

Exemplo 8.9. Seja ¥ € R? um vetor nao nulo. Entao,
gen {v} = {0417’ a € R}.

De fato, se chamarmos o subespaco da direita de W, temos que v € W,
e todo subespaco de R? que contém ¥ tem que conter todos os multiplos
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de v, e portanto, tem que conter W. Ou seja, W é o menor subespago
de R? que contém @. Dessa forma, gen {7} = W.

Uma outra forma de caracterizar o subespaco gerado é através de com-
binacoes lineares. Vamos recordar a definicao 7.4.

Seja S C R"™ um subconjunto qualquer de R"”. Uma combinacao linear
de elementos de S é um vetor v € R" da forma

U= a1y + -+ + agU,

onde aq,...,ap E Revy,..., U, €8S.

Vamos, por agora, denotar por
Lg = {&1171+'°'+Ckk27k at,...,op €ER, U1, ..., 0 ES}

o conjunto de todas as combinagoes lineares de elementos de S. Perceba
que dizer que S C V é um subespaco de V é o mesmo que dizer que
Lg = S. A demonstragdo da proposi¢ao a seguir é muito semelhante ao
exemplo 8.9.

Proposicao 8.10. Seja V' um espaco vetorial. Se S C V' € ndo vazio,
entao gen {S} € o conjunto formado por todas as combinagoes lineares
de elementos de S.

Demonstracao. Se W C V é um subespago qualquer com S C W,
entao

S CLg C Ly=W.

Ou seja, Lg é o menor subespaco de V' que contém S. Assim,

gen{S} = Lg.
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nEN}

Exemplo 8.11. O conjunto

S = {(L,Lo) e R?
n+1

é um conjunto infinito que gera o plano xy.

Independéncia Linear

No exemplo 8.3, precisamos impor condigbes para que gen {v, W}, o espago
gerado pelos vetores ¢ e w fosse de fato um plano, e ndo uma reta, por
exemplo. Mas pensando bem.. o que é um plano que passa na origem?
Nao seria 0 mesmo que um subespaco bidimensional? Mas... bidimensional
significa o qué? Que tem dimensdo 27 E o que significa isso tudo? Uma,
reta passando pela origem, é um subespago de dimensao 1. O subespaco

{6} tem dimensao 0.

Podemos dar um significado preciso aos conceitos de plano, reta, di-
mensao? E se estivermos falando de R"? Podemos generalizar esses con-
ceitos e falar dos subespacgos de dimensdao k7

Definicao 8.12 (Independéncia Linear). Dizemos que um vetor v € R”
¢ (linearmente) independente de A C R", quando v & gen {A}.

Dizemos que A € linearmente independente (ou simplesmente LI)
quando todo v € A € idependente de A\ {v}. Quando A ndo € li-
nearmente independente, dizemos que € linearmente dependente, ou
simplesmente, LD.

/

Diremos também que uma colegcdo indexada de vetores vy, ..., 0 €

linearmente independente quando forem todos distintos e o conjunto
{h,...,0;} for LL
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Dizer que vetores sao linearmente independentes, é dizer que um nao
pode ser escrito como combinacao dos outros.

Exemplo 8.13 (dois vetores que nao geram um plano). Quando dois
vetores distintos nao nulos, ¥ e @ nao geram um plano, é porque um
é linearmente dependente do outro. Em um certo sentido, o conjunto
S = {vU,w} tem elementos “desnecessarios”. O espago gerado por S é
o espaco gerado pelo vetor v.

Quando falamos que 0 e mais dois pontos 7 e &, quando nio sao
trés pontos colineares, determinam um plano, estamos justamente fa-
lando da independéncia linear de ¥ e w. Quando tem “desperdicio” no
conjunto gerador, o espago gerado acaba menor do que o “esperado”.
E por isso que o estudante prudente nao diz que dois vetores geram um
plano que passa pela origem! Ele diz:

Dois vetores linearmente independentes geram um
plano que passa pela origem.

Observacao 8.14. Se v, = U5 = €}, entao diremos que U] e U5 sao LD.
No entanto, o conjunto {7, 7o} NAO ¢é LD. Por qué?

Existem outras maneiras de se pensar em independéncia linear.

Proposicdao 8.15 (Caracterizagoes de Independéncia Linear). Seja
A C R". Entdo, sdo equivalentes:

1. A ¢ linearmente independente.

2. O conjunto A é um gerador minimal para gen{A}. Ou seja, se
B C A, entao
zen (B}  gen {A}.
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3. Sempre que vy, ...,U;, € A sao distintos e

entao oy = -+ - = o = 0.

4. Toda combinacao linear de elementos de A € tnica, no sentido
de que se vy, ...,0, € A sao distintos, entao

U1 + - -+ gl = f101 + -+ + Brl

implica que aq = By, ..., a5 = Bi.

5. Toda combinacdo linear de elementos de A ¢ tnica, no sentido

de que se

77:&1171+"'+Ckk?7k,

U= w1 + - + BrWn,
com todos os vy,...,U0r € A distintos entre si, todos os
Wi, ..., W, € A distintos entre si, e com todos 0s on,..., o
e Bi,..., B, ndo nulos, entdo k = m, e os indices de [5; e W;

podem ser rearranjados de modo que

nh=uw e og=p0

Uk:wk e Odkzﬁk.

Demonstracao. TODO.

O item 2 da proposicao 8.15 mostra que A C R" é linearmente inde-
pendente quando nao possui nenhum elemento “sobrando”, ao contrario
do exemplo a seguir.
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Exemplo 8.16. Seja
A={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,—1)}.
Entao A é linearmente dependente. De fato,
(1,1,0) = (1,0,1) + (0,1, —1).

O vetor (4,1,3), por exemplo, pode ser escrito como infinitas combi-
nacoes lineares diferentes. Algumas delas, sdo

(4,1,3) = (1,1,0) + 3(1,0,1)
(4,1,3) = 4(1,1,0) — 3(0,1, —1)
(4,1,3) = 2(1,1,0) +2(1,0,1) — (0,1, —1).

Exemplo 8.17. Continuando o exemplo 8.11, o conjunto

A{(L,1,0> eR? nGN}
n—+1

possui varios subconjuntos de dois elementos que sao geradores de do
plano xy. De fato, qualquer subconjunto de A com dois elementos é
um gerador para o mesmo subespago. Por exemplo,

B = {(1, 1,0), (% 1,0)}

gera o plano xy. O leitor é convidado a mostrar que €1, &, € gen { B}.

O exemplo a seguir, é mais uma proposicao do que um exemplo.
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Exemplo 8.18. Os subconjuntos de R? que sdo linearmente indepen-
dentes tem cardinalidade 0, 1, 2 ou 3.

De fato, se A C R? tiver 4 elementos distintos @ = (ay,az,as),

b = (b1,b2,b3), € = (c1,09,c3) € d = (dy,ds,ds3), entdo o sistema de
equacoes

amx+by+cz+dw =0

aox + boy + coz + dow =0

asr + b3y + c3z +dsw =0
tem 3 equacgoes e 4 incognitas, e portanto, tem infinitas solu¢des. Em
particular, existem g, as, a3, ay € R, nem todos nulos, tais que

oqc? + Oégg—l— 0435+ 0440?: 6

Agora, como é que vocé sabe que um sistema homogéneo com 3
equacoes e 4 incognitas tem infinitas solugoes... isso é com vocé!!! Como
é que vocé sabe disso? :-)

J& vimos no 7?7 que uma transformacao linear sobrejetiva leva conjunto
gerador em conjunto gerador.

Lema 8.19. Seja T : E — F' uma transformagdao linear injetiva. Se
S C E ¢ linearmente independente, entdo T(S) C F também é.

Demonstracao. Suponha que
OqT(Ul) aF 0o osz(Uk) = 6,

com ,...,0, € S. Para concluir que 7'(S) é linearmente indepen-
dente, basta mostrar que ay = --- = ay = 0.
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Note que,

T (a10y + - + apty) = a1 T(01) + - - - + T (V%)

Mas pela injetividade de T', isso implica que

Pela independéncia linear de S, isso implica que a; = --- = a, = 0.

Bases e Dimensao

O falarmos de vetores em R?, podiamos descrevé-los como combinacao
linear dos vetores ] e &. Todo vetor ¢ € R? é da forma

U= 0451 + 552

Além disso, essa representacao € tnica. Dizer que todo vetor é combinacao
linear de €] e €3, é 0 mesmo que dizer que esses dois vetores formam um
conjunto gerador do espaco R%. E dizer que a representacdo ¢ tnica, ¢ o
mesmo que dizer que sao linearmente independentes. O mesmo vale para

&L,....& R

Sao geradores e linearmente independentes. Em outras palavras, formam
uma base para R".

Definicao 8.20. Uma base de um espaco vetorial é um conjunto de
vetores linearmente independentes que gera todo o espaco.

Exemplo 8.21. Em R?, para especificarmos uma transformacdo linear
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T : R? — R?, bastava especificar 7} = T¢€; e U = T'é. Nesse caso,

T : R? — R?
aél + féy — auy + [BUs

Na verdade, poderiamos substituir €7 e €5 por uma base qualquer. De
fato, se soubermos que

wl = Tbl (& ’LUQ = Tbg,

onde 51 e 52 formam uma base para R?, entdo sabemos calcular 7% para
qualquer % € R?, pois @ pode ser escrito na forma aby + ﬁgg. Nesse
caso,
T R? — R?
aby + Bby — by + B,

Exemplo 8.22. Considere os vetores &, & ¢ b = (1,1) em R%. E
possivel definir uma transformacdo linear T : R? — R? tal que

T€1 = 6, T_’Q = 51 e Tb= 52?

A resposta é: Nao! Mas por que motivo isso nao é possivel?

E se fossem s6 os vetores €] e €, sem a condicao no vetor b7 Ou
seja, serd que existe uma transformacao linear T tal que

T€1 = 6 e ng = 517
E, pra complicar um pouco, e se fossem s6 os vetores €] e l;, sem im-
por uma condi¢ao no vetor €7 Seria possivel? Sera que conseguimos
definir, sem nenhuma inconsisténcia, uma transformacao linear T tal
que

Té,=0 e Tb=é&?
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E facil explicar os casos em que sabemos que existe um problema
na definicao de 7. Basta apontar a contradicao e dizer: impossivel!
Por exemplo, nao é possivel fazer

Te, =0, Téy=¢ e Tb=é.
Pois a0 mesmo tempo que sabemos que
Th = &,
também ¢é verdade que
Th=T(& + &) =Té, +Té, = &,.

Se encontrarmos uma contradicao como essa, sabemos que 7' nao esta
bem definida. Mas como podemos garantir que nao ha uma con-
tradicao?” Como podemos gararntir que a transformacao 7' estd bem
definida? Sabendo o valor de T' em €3, €5 e g, concluimos que T deve
satisfazer:

T - R? — R?
1€ + ey + asb — ajTe] + axT'es + asTh

Para que dessa forma T esteja bem definida, é necessario e suficiente
que:

1. Todo vetor ¥ € R? possa ser expresso da forma ;&) + aséh + 0435,
para que 1T esteja definido em todo dominio.

2. Nao haja ambiguidade na definicao do valor de T'v' para nenhum
7 € R%. Ou seja, mesmo que ¥ possa ser expresso de duas ma-
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neiras diferentes,

U= 04151 s &252 aF Ckgg
U = P1€1 + P2y + Psb,

é importante que o valor de T seja o mesmo se calculado utili-
zando qualquer uma das duas maneiras distintas.

A condicao do item 1 equivale a dizer que os vetores €1, €5 e b geram
o dominio de 7.

Agora, segundo a proposicao 8.15, uma maneira simples deﬁgaran—
tir que o item 2 seja satisfeito, é fazendo com que €7, €5 e b sejam
linearmente independentes.

Assim, concluimos que para construir uma transformacao linear po-
demos simplesmente escolher o valor de 1" para cada elemento de uma
base preestabelecida. Como a base é geradora, estaremos definindo a
transformagao para todos os elementos do dominio. E como é linear-
mente independente, nao existe ambiguidade na definigao.

8.4 Exercicios
Exercicio 8.1. Demonstre que S é ou nao subespaco de R3.

1. S=1(z,y,2) ER?” 2x+3y+4z:0}

45 = (2x+1,3x+1,4x+1)‘ xGR}

Exercicio 8.2. Mostre que 71, ..., 7, € R" sao geradores de R".
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1. _’1 = (1, 1) e ?72 = (—1, 1)

4.
1= €1
2 = €] + €2
Up = 51 + - + gn
Exercicio 8.3. Determine se os vetores v1, ..., U, € R" sao linearmente

independentes ou nao.

1. % = (1,0,0), % = (1,1,0) e & = (1,1,1)
2. 0 =(1,2,3), % = (4,5,6) e @ = (7,8,9)
3.0 =(1,1) ey =(—1,1)
4.0 = (1,1), 5= (=1,1) e 7 = (1,2)
5. o = (0,0,0) e @ = (1,0,0)

6. @ = (0,0,0)

Exercicio 8.4. Dentre os vetores a seguir, encontre ao menos duas bases
para o espaco que eles geram.

1 o= (1,2), = (2,4) e U3 = (5, 6)

2. % = (1,2), % = (2,4) e ¥ = (3,6)

3.0 =0,j+1,j+2),(=123,456)

4 0=(j,j+1,j+2),(j=7,9,11,23,15,61)
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Exercicio 8.5. Dado o subespaco S C R"”, encontre uma base 51, e

para R"” e m € N, tais que by, ..., b, seja uma base para S.

1. S:{(x,y,z) ER?” 3x—7y+5220}

2. 5= {xy,zw ER4‘3x—4y—|—z—w—O}
3. Sz{ttt EIR{?"teR}
4S={ t,2t, s,2s) €R4‘(S,t)€R2}

176
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Aula 9

Produto Interno

9.1 Definicao

Comecemos com uma defini¢ao chata!

Definicdo 9.1 (Produto interno (canénico)). Dados dois vetores @, b €
R™, o produto interno (canonico) de a@ por b é o niumero

@-b=aiby + -+ anby.

Observacao 9.2. Dizemos “candnico” porque existem outros tipos de
produto interno. Alguns autores chamam o produto interno canénico
de produto euclideano. Outros chamam de produto escalar. Neste livro
trataremos apenas do produto interno canonico, por isso, quando dis-

sermos produto interno estamos nos referindo ao produto definido na
27

Notacao 9.3. Também é comum que o produto interno seja denotado

usando a notacao alternativa <5L, 5> Principalmente quando queremos

178
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enxergar o produto interno como uma aplicacdo
() R"xXR" >R
que toma os vetores a,b € R" e leva em a - b.

Bom, ja definimos o produto interno. Mas.. e dai??? De onde veio
essa definicao? Pra que serve? O que significa?

9.2 Projecao Ortogonal

Em R?, vamos fixar um vetor . Podemos pensar em projetar um outro
vetor qualquer ¥, na direcao e no sentido de w. Veja a figura 9.1. Estamos
falando de uma “projecao com sinal”

P :R?* 5 R,

que toma um vetor v, e nos diz qual é o “tamanho com sinal” da projecao
ortogonal de U em 0.

Ps(@) /<0/"

<

Figura 9.1: Pg é uma “projecao com sinal”. A dire¢io do vetor w, nos da o
“tamanho da projecao”. E o sentido nos da o sinal.
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O vetor w nao pode ser nulo. No mais, o tamanho de @ nao tem
nenhuma influéncia em Pg. S6 o que interessa em w é sua direcdo e o seu
sentido. Por isso, é suficiente tratar o caso em que w é um vetor unitario.
Se conhecermos o caso unitario, quando formos tratar do caso geral, basta

observar que
P; =P .

Nl

Usando trigonometria e a figura 9.1, é facil ver que
Py(0) = || cos(6).
Mas nés nao queremos usar trigonometria. N6os vamos descobrir como usar
as coordenadas dos vetores U e W pra encontrar Pg(v).
A projecao é linear

A transformacao P : R?> — R tem algumas propriedades interessantes. A
primeira delas diz respeito ao produto por escalar.

Pg(av) = aPg(v). (9.2.1)
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Pal®)

S )
RO B——

‘//

Figura 9.2: Quando multiplicamos o vetor ¢’ por um nimero real «, entao
Pz(at) = aPg(v). Quando definimos uma projecio com sinal, foi, também,
para que essa propriedade valha quando a < 0.

Foi importante termos definido uma projecio com sinal. Nao fosse
pelo sinal, terlamos que nos preocupar com o valor absoluto de «. Além
do produto por escalar, tem também a projecao da soma de dois vetores:

Py(u 4+ v).
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0l

P,

Pqﬁ/(@////r'”/

Figura 9.3: E ficil ver que Py(@ + ¥) = Pg(@) + Pg(¥). Ao menos quando @ e
U se projetam em w no mesmo sentido...

E gragas ao fato de termos definido uma projecao com sinal, a férmula
da soma vale mesmo que os vetores @ e ¥ tenham sentidos opostos quando
projetados em .
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£

<
«

Pal® .

Pt fr@/ ><

>

Figura 9.4: Mesmo quando # e U se projetam em w em sentidos opostos,
gragas ao fato de Py ser uma projecio com sinal, a formula Pg(d + ¥) =
Pgz(u) + Pg(v) continua valendo.

Assim, quaisquer que sejam i, 7 € R?,
Py(i + U) = Py(u) + Py(?). (9.2.2)

As equagoes (9.2.1) e (9.2.2) mostram que Pg é uma transformacao linear.

O produto interno em R?

Ja sabemos que Pg é linear. Vamos utilizar esta linearidade para fazer
uma parte das contas.

Py(V) = Pg(vi€1 + v2e:
w( ) w( 1_»1 2 2) B (923)
= Ule(el) + ?}QPU-;(GQ).
Resta agora, determinar Pg(€]).
Perceba que Py () = w;. Existem varias formas de verificar que

Py(€;) = Tall
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Uma maneira, é observar que quando ||v]| = ||| # 0, entao
Py(0) = Py().

Veja a figura 9.5.

g
<y

c
%
o

Co s

Figura 9.5: Quando ||0]| = ||@|| = 1, a proje¢ao de ¥ na diregao (e sentido)
de @ é igual a projecao de f na diregao (e sentido) de ¢. Mais do que isso,
Pgz(V) = cosa = Pg(v).

Assim,

E portanto, continuando a equacao (9.2.3),

P@(U) _ niw + Vw9

7]
Em especial, quando (||| =1,

P@,(U) = VW1 + VaWs.

184

(9.2.4)
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A quantidade que aparece no numerador da equacao (9.2.4) é justa-
mente o produto interno da definicao 9.1. Assim,

<y
g

Py(0) =

g,

E em particular, quando ||| = 1, Pg(¥) = v - .

Produto interno em R"

XXX

(9.2.5)

Ortogonalidade

Geometricamente, dois vetores nao nulos @, b € R” sdo ortogonais quando

—

Py(b) = 0.
Pela equagao (9.2.5), isso equivale a
a-b=0. (9.2.6)

Essa ultima equacao tem a vantagem de poder ser usada mesmo quando
a e b sao nulos.

Por isso, vamos dizer que dois vetores @ e b sdo ortogonais, e vamos
denotar tal fato por a L 5, quando satisfazem a equagao (9.2.6): @ - b=0.
Com esta defini¢ao, o vetor nulo é ortogonal a todos os vetores, inclusive
a sl mesmo.

A base canonica de R"

Quanto a base candnica €], €5 e €3, note que

Pz (€x) = 6k,
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onde
L, 7=k

0, j#k

Dizemos que a base canonica é ortonormal, pois cada elemento tem norma
1, e elementos distintos sao ortogonais.

51 =

—

€1

[
>

\ Pz (é3) =0

Figura 9.6: A base canonica é ortonormal: os vetores sdo unitarios e ortogo-

nais entre si.

Propriedades do Produto Interno

O produto interno é mais versatil do que a projecao Pg. Por exemplo, Py
nao é linear em .
Pow(0) # aPy(v)
Py 2(V) # Pi(V) + Pz(0).

Vejamos algumas propriedades tteis do produto interno. A primeira
delas é muito facil perceber a partir da definicao. O produto interno é
simétrico:

i-b=0b-d
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Também é claro que

i-0=0=0-b
Além disso,
(o) gzoz(& 5)26 (ab)
E também:
(@+0b)-T=a-v+b-7
a-(v+w)=d-v+a-u

Juntando essas ultimas, podemos fazer o “chuveirinho”:

(@+b) - (T+@)=ad-F+a-w+b-T+b-1t.

9.3 Aplicacoes Geométricas

Munidos do significado geométrico do produto interno e de suas proprie-
dades basicas, vejamos alguns exemplos simples do que conseguimos fazer.

Norma de um Vetor

A norma de um vetor é a grosso modo, seu “tamanho”. A projecao orto-
gonal de um vetor nao nulo em si mesmo, é a sua norma. Sendo assim,

@]l = Pa(a)
_a-a
|
Portanto,
la|* = a-a.

E é evidente que essa igualdade também vale quando a = 0.

Esse resultado, nada mais é do que o famoso Teorema de Pitdgoras
para o caso n-dimensional:

2

|a@|)* = a? + - +a.
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Em particular, em R?, escrevendo @ = (x,y), temos
ld|* = 2 + ¢

Veja a figura 9.7.

Figura 9.7: Desenhando o vetor @ = (x,y) e suas coordenadas, vemos que @ é
a hipotenusa, enquanto que xe; e yé, sao os catetos de um triangulo retangulo.
Os catetos tem tamanho |z| e |y|. O Teorema de Pitdgoras consiste na igual-
dade

lal|* = 2® + ¢".

Angulo

Se a,b € R" sao vetores nao nulos, entao

—,

Pa(B) = [1b] cos 6,

onde 6 é o angulo entre a e b.

Figura 9.8: Se soubermos o tamanho do vetor bea projecao ortogonal de b em
a, podemos calcular o cosseno do angulo entre @ e b, pois

P5(b) = |[b]| cos .

Usando o produto interno, podemos calcular

_,.g
cosf) = a—#.
a2
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O Circulo e a Esfera

Como j4 vimos na figura 4.19, em R?, o circulo centrado em @ de raio r ¢
o conjunto

cz{ﬁemﬂuﬁ—mﬁzﬂ}

Se quisermos fazer os calculos com coordenadas, denotando o vetor a por
(a,b), ficamos com

C = {(a:,y) ERQ‘ (x—a)2+(y—b)2:r2}.

Podemos fazer o mesmo pra esfera. E por analogia, podemos fazer o
mesmo em R™!! Assim, a esfera n-dimensional de raio r e centrada em
a € R" é o conjunto

S:{UGR”

- al* =r*}.

Em termos de coordenadas,

S = {(ml,...,xn)ER”

Z(%‘—ay‘)zﬂ}-

E melhor evitar coordenadas sempre que possivel. Mas...

Plano e Hiperplano em R"

Em R3, um plano pode ser definido de diversas maneiras:

1. O plano que passa por trés pontos distintos dados a, bec
2. O plano que passa no ponto p e que é tangente as dire¢oes v e .

3. O plano que passa no ponto p e que é normal a direcdo dada pelo
vetor 1.
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Os itens 1 e 2 sao facilmente intercambiaveis. De fato, fazendo
passamos do item 2 ao item 1. Podemos voltar fazendo

—
—

a=p, v=b—dad e wW=c—a.
Com o ponto @ e as dire¢oes v e w, o plano é dado pelo conjunto
P:{EL’+SU+MU’ s,teR}. (9.3.1)

Essa construcao pode ser feita também em outras dimensoes. Nao preci-
samos nos restringir a R3. Em qualquer R”, se 7, % € R" sao linearmente
independentes e @ € R" é um vetor qualquer, entdo a equagao (9.3.1)
define um plano em R".

Exemplo 9.4. O conjunto
P = {(s,O,t,O) ‘ s, t € R}

é um plano em R*. E o que provavelmente chamariamos de plano z-z
em R*

Por outro lado, o item 3 pode ser usado em R" para falar de um
hiperplano. Dado um ponto qualquer em p € R" e uma direcao nao nula
n € R", o hiperplano que passa em p e € normal ao vetor  é o conjunto

H:{ﬁ+z7 Mﬁ}.
={ﬁ+17 6€R”,6-ﬁ}.
Ou entao,
H:{JER" (cj—ﬁ)-ﬁzo}
:{(jeR” Gi=p ﬁ}

Em R3, plano e hiperplano é a mesma coisa.
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Exemplo 9.5 (Plano em R?). O plano P que passa em (1,2,3) e é
normal ao vetor (4,5, 6) é formado pelos pontos (x,y, z) que satisfazem
a equacao

(x,y,2)-(4,5,6) = (1,2,3) - (4,5,6).

Ou seja,
(x,y,2) € P < 4z + 5y + 62 = 32.

Em R?, um hiperplano é o mesmo que uma reta.
Exemplo 9.6 (A reta em R?). Em R?, a reta
r= {(1,2) +4(3,4) ‘ te R}

pode ser vista como a reta que passa no ponto (1,2) e é normal ao
vetor (—4,3).
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De fato, se s é a reta que passa em (1,2) e é normal a (—4, 3), entao

®
I

(v,) €R?| (2,9) - (~4,3) = (1,2)- (~4,3)}

(z,y) € R?| —4x +3y =2

(z,y) € R*| —4x +3y = 2}

2 4
=—+4+ -z
=373

(03)+1(:5)] en]
(3)+ (-3 00 (1)

7 =1l
teR}

(1,2)+——(3,4)
u2y+q&®‘seR}

(z,y) € R?

I
3 A A

teR}

Distancias

Dados um ponto p'e uma reta » em R". A distancia de p'até o ponto ¢ € r
mais proximo de p. O processo para descobrir essa distancia depende de
como a reta r é dada. Se r é a reta que passa pelo ponto @ € R" e tem
direcao v € R", entao, a figura 9.9 nos mostra que

17— a@l* = (Ps(p — a@))* + d*

onde d é a distancia de p a 7.
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Figura 9.9: Se d é a distancia de r até p, entao

|7~ a@ll* = Ps(F — @)* + .

Pra quem gosta de férmulas cheias de letras e coordenadas,

d= i(pj —a;)? — <Z?¥}Z Uzj)vj) :

i i=1Yj

Exemplo 9.7. A distdncia do ponto (1,2,3) até a reta r =
{(0,0,1)+t(1,1,1)‘ tER} é

2
, (1+2+2)
1+1+1

d=\/12+22+(31)

25
=4/9 - =
3

2

3

Mas por outro lado, também é comum ao falar de um plano em R? —
ou de modo mais geral, de um hiperplano em R"” —, termos um ponto do
plano @ € R? e uma normal 7 € R3. Pela figura 9.10, ¢ facil ver que a
distancia de p ao plano é

onde |-| é usado porque P; é uma projegdo “com sinal”.
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Figura 9.10: A distancia de um ponto p a um hiperplano com normal 77 pas-
sando pelo ponto a é simplesmente a projecao de p'— a@ na direcao de 7.

XXXXXX Exercicio: distancia de plano a plano XXXXXXX

Triangulo Retangulo no Circulo

XXX
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Componentes Tangente e Ortogonal

10.1 Decompondo um Vetor

Dado um vetor v € R", os vetores paralelos a v sao os vetores da forma
tv para t € R. E muito comum, queremos decompor ¢ € R" em uma
componente paralela a ¥ e uma componente normal. Ou seja, queremos

escrever
i=to+1, (10.1.1)

onde 77 1 v.

Figura 10.1: Dados d,v € R", como podemos encontrar as componentes de a
que sdo paralela e ortogonal a "7 Se ||¥]| = 1, entdo t = P(d).

Argumento Geomeétrico

Se vocé é do tipo de pessoa que nao gosta de argumentos geométicos,
retas, planos, angulos, projecoes ortogonais, entao vocé pode deixar essa
subsecao pra la, e seguir direto para o argumento algébrico.

Pela figura 10.1, é facil ver que quando ||0]] = 1, entao
t = P3(d).

195
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Mas quando a norma de ¢ nao é 1, basta normalizd-lo. Assim, de um
modo geral, para qualquer ¥ nao nulo,

Argumento Algébrico

Se vocé nao gosta de contas e manipulagoes algébricas, e se vocé leu o
argumento geométrico e entendeu tudo, fique a vontade pra pular essa
subsecao com esse argumento algébrico.

Lembre-se que queremos encontrar ¢ € R tal que quando
a=tv+n,
entao 17 L v.
Ou seja, queremos encontrar t tal que

0=

I
I
|
~
=
<y

Portanto,
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Exemplo

Seja pelo método geométrico, ou pelo método algébrico, ja sabemos que

para que
a=ti+n

com 71 L U, é necessario e suficiente que

@1

A (10.1.2)
el

Exemplo 10.1 (Plano inclinado). Considere um corpo de peso P em
um plano inclinado com normal 7, como na figura 10.2.

Figura 10.2: A componente do peso P normal & superficie é

oL

i
2n.

Py =

73]l

Se P = (0,0,—5), e se i = (1,2,3), entdo a componente de P
normal ao plano inclinado é

. P.q
Py=——"i
7]
_15
_"21.2.3
Tz (12:3)

10.2 Bases Ortonormais

Se ao invés da base canonica €7,...,€, € R"” usarmos uma outra base
bi,...,b, € R" formada por vetores de norma 1 e ortogonais entre si,
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podemos usar o produto interno para facilmente determinar como podemos
escrever um vetor qualquer a na base by,...,b, € R".

Definicao 10.2 (Base Ortonormal). Seja V' um espago wvetorial e
51,...,gn € V uma base de V ¢é ortonormal quando é formada por
vetores de norma 1 que sao ortogonais entre si. Em outras palavras, é
uma base que satisfaz

- 0, j#k
bj'ka{l jik

Geometricamente é bastante intuitivo que se quisermos escrever d na
base ortonormal by, ...,b, € R", basta fazer

q= <6, 51>51 N <c7, 5n>5n.

Mas deixando a geometria de lado, podemos usar as propriedades do pro-
duto interno para verificar isso. De fato, como by, ...,b, € R" é uma base,
podemos escrever @ como combinacao linear desses vetores:

6:&151+"'+an5n.

Basta entao encontrar aq,...,a, € R. Para tanto, vamos fazer o produto
interno de @ com b;:

—

d@-bj=onby+ -+ anb, - b
= by by + - 4 b, - b
= a;b; - b
=

onde as ultimas igualdades sao consequéncia do fato de by - Ej ser igual a
0 quando k # j e igual a 1 quando k£ = j. Portanto, para encontrarmos
o, basta calcularmos @ - b;.
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Observagao 10.3. Sem geometria alguma, a conclusao do tultimo pa-
ragrafo decorre apenas das propriedades basicas do produto interno.
Por isso, na definicao 9.1, chamamos nosso produto interno de produto
interno candnico. Existem outros produtos internos que possuem as
mesmas propriedades e podem ser usados de modo similar.
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Processo de Ortonormalizacao de
Gram—Schmidt

Em R", temos a base ortonormal €7, ..., €,. Mas se estivermos em um es-
paco vetorial que nao seja R"? Serd que conseguimos uma base ortonormal
para esse espaco?

Suponha que 51, . .,gn € V seja uma base para V. Vamos usar o
produto interno para construir uma base ortonormal a,...,a, € V.
Primeiro, faca
.
ap = .
by

Escolhido d;, podemos tomar by e remover a componente a; para ter um
vetor ortogonal a a;

—

7t = by — (by - @)d.

Agora, é s6 normaliza-lo para obter

_ by — (be - d1)d;
= 12 o
\/ ba|| — (bQ . 61)2
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Podemos entao continuar o processo e fazer

obtemos uma base ortonormal ay, ..., d,. Esse é o processo de ortonorma-

lizacao de Gram—Schmidt.

Exemplo 11.1. Se fizermos o processo de ortonormalizacao para a
base de R*

—

by = (1,0,0,0) by =(1,1,0,0)
by = (1,1,1,0)  by=(1,1,1,1),

teremos a base ortonormal canonica

@ = (1,0,0,0) @ = (0,1,0,0)
;= (0,0,1,0) @ = (0,0,0,1).
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Mas se tomarmos a mesma base na ordem inversa:

—

by =(1,1,1,1) by =(1,1,1,0)
by = (1,1,0,0) by =(1,0,0,0),

obteremos
a; = —1(1 1,1,1) Qo = —1 (1,1,1,-3)
2 Y 9 Y 2\/§ Y I Y
CL3—_—1 (1,1,-2,0) a4——1 (1,—1,0,0).
\/_ 9 Y ) \/§ Y Y Y

11.1 Exercicios

XXX
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Funcionais Lineares com Produto
Interno

As aplicagoes lineares com contradominio em R sao também chamadas de
funcionais (lineares). Dado um vetor @ € R", podemos definir o functional

fa:Rn%R

v o= a-v

Por outro lado, os funcionais lineares de R"” em R sao todos da forma

f: R" — R
(U1, ..., ) = U1+ -+ ayo,
para aq,...,a, € R adequados. Portanto, podemos associar a f o vetor
a=(ay,...,a,),de modo que f = fz. Ou seja,
fW)=a-wv.

Assim, aplicar a transformacao f é o mesmo que fazer o produto interno
com o vetor a. Neste caso, a repesentacao matricial de f é a matriz linha

[f] = [al an}.

E o nucleo de f é o conjunto dos vetores ortogonais a a:

ker (f) = {?76 R"

UL@}

203
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12.1 Linhas das matrizes
Uma transformagao linear T : R™ — R"™ pode ser escrita como

T: R" - R" ,
U (Tlﬁ,,TnU)

onde cada Tj: R™ — R é um funcional linear. Entao, para cada j =
1,...,n existe @; = (aj1, ..., a;,) tal que
Tiv=a;-v.

O vetor d; ¢ a j-ésima linha da matriz

ailr ... QAim — a1 —

que representa a transformacao 7.

12.2 Inversao de Matrizes

Suponha que M é uma matriz n X n inversivel. Ou seja, M representa
uma transformacao linear inversivel 7' : R” — R". Queremos encontrar a
inversa de M.

Vamos escrever as linhas de M como vetores:

S A
M =

—d, —

Ou seja,
air ... QAip

anl o« .. ann
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Queremos encontrar

| |
| |

tal que M N = I. Olhando para 5j, a j-ésima coluna de NN, isso é o mesmo
que dizer que

1. l;j é ortogonal a @y para todo k # j.

Vamos nos concentrar no item 1. Suponha que tenhamos encontrado um
vetor nao nulo v; que seja ortogonal a @, para todo k£ # j. Entao, basta

fazer 1

para que além do item 1 (g] 1 ay, para k # j), termos também o item 2:

bj-aj: ) vj-aj

Sendo assim, nosso problema de inverter a matriz M pode ser reduzido
ao problema

Dados n — 1 vetores do,...,a, € R", encontre um vetor nao
nulo b € R"” que seja ortogonal a todos eles.

Esse problema sera resolvido com o determinante (capitulos 13 e 15).
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Determinante

13.1 Definicao de Determinante

XXX

13.2 Determinante 2 x 2

Nesta secao, vamos tratar apenas do espaco R2.

Dois vetores determinam um paralelogramo. Assim como o tamanho
da projecao de um vetor em outro tem propriedades interessantes que nos
levaram a definir o produto interno, a drea do paralelogramo determinado
por dois vetores também tem propriedades semelhantes, e nos levarao a
definir o conceito de determinante. Apenas nesta secao, vamos denotar
por A(7,w) a area do paralelogramo de lados ¢ e .

206
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<y

g

Figura 13.1: Os vetores v e W determinam um paralelogramo. Vamos denotar
por A(7,w) a rea desse paralelogramo.

Se o > 0, entao

Consequentemente,

E se ¥ e w sao paralelos,

Figura 13.2: Assim como no caso da projecao, fixando o vetor v, e dilatando
ou encolhendo o vetor W, a drea A(¥,w) aumenta ou diminui na mesma propor-
¢ao.
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Quanto a linearidade, fixado o vetor W, a aplicacdo A(v,w) é “prati-
camente” linear. Lembre-se que os desenhos das figuras 13.3 e 13.4 NAO
sao tridimensionais. Como mostrado na figura 13.3, existem casos tais que

A(iT + 7,%) = A(@, &) + AT, %),

S
S

w w

Figura 13.3: O valor de A(@ + ¥, W) corresponde a drea delimitada pelo pa-
ralelogramo azul. Em rosa e verde, temos A(u, W) e A(0,w). Em alguns casos,
A(u + v,w) é a soma das areas em rosa e verde.

Mas, assim como no caso da projecao, existem casos tais que

AT + T,0) = |A(i, %) — A7, D).
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L _ 0230

[AY

<y
<y

w w

Figura 13.4: O valor de A(@ + ¥, W) corresponde a area delimitada pelo
paralelogramo azul. Em rosa e verde, temos A(u, W) e A(U,w). A direita,

A(d + 7,%) = A(7,@). A esquerda, A(@ + ¥, W) = A(¥, W) — A(d, 0).

Em analogia com a projecao ortogonal, uma pergunta que precisa ser
respondida é:

Quando é que A(u+7, W) é igual a A(u, W)+ A(U, W), e quando
é que é igual a |A(u, W) — A(V, W)|?

Ou seja, se fossemos atribuir um sinal a A(v, @), qual seria o critério para
escolher entre positivo e negativo?

A area é
comprimento da base x altura.

O comprimento da base é

|W||. E a altura, com sinal, é

PR 117(77)7

s
2

onde Rz = (—wp,w;) é a rotagdo por um angulo § no sentido anti-
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horario. Assim,

|7 Rew
= Il

| Re
= |7 Rz,

Vamos entdo, definir a “drea com sinal” (o determinante) como sendo

det (i, §) = ¥ - Rz

= W1V — WyV1.

Se o leitor ja ouviu falar do determinante, provavelmente aprendeu essa
formula.
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Figura 13.5: Note que se ||@|| = 1, entéo a drea, ja com o sinal correto é exa-
tamente Png(ﬁ’). E mesmo que @ nao seja unitério,
A(, @) = ||

Pr.a(7)].

™
2

Definido o determinante, vamos entender de modo mais geométrico o
significado de seu sinal. No cédlculo de A(u + U, @), quando é que as dreas
se somam, e quando é que elas se cancelam?
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w

Figura 13.6: As dreas de todos esses paralelogramos sao iguais. A drea em
verde corresponde a A(7, W), e é igual a &rea em laranja, que corresponde a
A(V + bW, w).

A resposta é simples. Se considerarmos a reta s da figura 13.7, vemos
que quando o vetor  estd “acima” de s, entao as areas se somam. Quando
esta “abairo”, as adreas se cancelam.
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Areas se somam S

Areas se cancelam

Mesmo lado que @

Lado oposto a v

Figura 13.7:

E se ao invés de olharmos para a reta s, olharmos para a reta r, e
se transportarmos o vetor ¢ para o mesmo ponto base que ¥, vemos que
quando @ e ¥ estao do mesmo lado de r, as areas se somam. Quando estao
de lados opostos, as areas se cancelam.

Figura 13.8:
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Na notagao matricial, quando ¥ = (vy,v5) e W = (wy, w9), vamos usar
a notacao matricial para determinante e escrever

w1 V1
Wo V2

det (W, v) =

Quanto ao sinal, det(w, ') é positivo quando ¥ - Rz € positivo. Ou seja,
quando v estiver no semiplano a “esquerda” de w. Ou entao, quando a
rotacao mais curta de w a v for no sentido anti-horario.

Com toda essa discussao, sabemos que det(w, ), é linear em ¥ (quando
fixamos w). Pela férmula encontrada,

det(w, v) = — det (v, W).

Se U esta “a esquerda” de W, entao, w esta “a direita” de ¥. Isso mostra que
det(d, ¥) é linear tanto em ¢’ quanto em . Ou seja, além das propriedades
ja mostradas, também vale que

det(w 4 2, 0) = det(w, v) + det(Z, v).
Em outras palavras, det é bilinear. Repare também, que

det(eﬁ, 52) = 1.

Pra finalizar essa discussdo, vamos (re)encontrar a férmula para
det(w, ') usando apenas as equagoes

e mais o fato de det ser bilinear.
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Exemplo 13.1 (férmula com manipulagoes algébricas). Note que ¢ =
V1€] + V9€9, € W = w1€] + wefy. Assim,

det(w, v) = wy det(€}, ¥) + wy det(és, V)
= wy (vy det(ey, €1) + vy det (e, €3))
+ wy (vy det(€y, €1) + vy det(és, €5))
= w; (0 + v2) + wa (—v1 +0)
= W1V — Waly1.

Defini¢do 13.2 (Determinante 2 x 2). Se ¥ = (vy,v2) e W = (wy, wo)
sio vetores de R?, entdo a quantidade

det (W, ) = wivy — wavy
¢ chamada de determinante da matriz
o
Wy Vo
O determinante também ¢é denotado por

w1 N
Wy U9

13.3 Determinante n x n

Na secao 13.2, substituimos a fungdo A(7,w) pela fungao det(w,v), que
além de ser linear em cada entrada (bilinear), também é tal que a drea de
uma reta é 0. Ou seja,

det(w, W) = 0.
Se fosse em R? e estivéssemos falando do volume V(i,7,w), talvez
fosse mais interessante trabalhar, no lugar de V, com uma fungao
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det : R? x R3 x R? = R, trilinear, e tal que se @, ¥ e W estiverem em um
mesmo plano, ou seja, se forem linearmente dependentes, entao,

det (i, ¥, 0) = 0.

Figura 13.9: Escolhendo dois vetores para serem a “base”, o volume do prisma
é “base” x “altura”.

No caso R", estarlamos definindo uma espécie de wvolume n-
dimensional, com sinal. Essa aplicacao — que também vamos denotar
por det — atribui a cada sequéncia de n vetores v, ..., v, € R", o volume
n-dimensional sinalado do “paralelepipedo” associado a v1,...,U,. Espe-
ramos que a aplicagao det : R" x --- X R” — R tenha trés propriedades
elementares:

1. Que det(éy,...,€,) = 1. Esse é o volume n-dimensional do n-cubo
de lados de tamanho 1.

2. Que seja n-linear. Se fixarmos n — 1 vetores e os tratarmos como
“base” do paralelepipedo, o volume é “base x altura”. Assim como
no caso 2 x 2, a “altura” é a projecao do n-ésimo vetor (o que nao
faz parte da base), na dire¢do ortogonal & base. E é por isso que o
n-volume é n-linear.

3. Para vy,...,7,, se U; = U; para algum 7 # j, entao

det(ﬁl, . ,ﬁn) = 0.

Sera que tal aplicacao existe? Uma maneira de mostrarmos que existe
é exibindo uma féormula. A proposicao 13.3 nos permitird encontrar uma
formula para o determinante. A proposicao é uma consequéncia do itens 2
e 3, que implica que o sinal do determinante se inverte quando permutamos
um vetor U; com um outro vetor vj.
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Proposicao 13.3. Seja
T:-R"x.---xR"—>R

uma aplicacao n-linear tal que se vy, ..., v, € R", tem alguma entrada
repetida, entdao

T(v,...,0,) =0.
Nesse caso, T ¢ alternada. Ou seja, se o € P, é uma permutacao de

{1,...,n}, entdo
T(ﬁg(l), s ,Ug(n)) = sgn(a)T(Ul, <oy Un)
Demonstragao. Suponha que o = (j k), com j < k. Se, no lugar de v;

e vy, colocarmos v; + vi, 0 determinante serd zero, pois as entradas j e
k serao iguais. Assim,

0=T(T,...,(T+Tk)e. o, (T4 T)y..., )
=TT,y B reeer BirennrUn)

+ T(01, (U)o (Ur), - - - Tn)

+ T (T, (Tk), - (Tj )y v, Un)

+T (V.. Bryeovy Tiyenn,Un)
=TT, .., (T (T Tn)

+ T(V1, (k) y (T )y - - Tn)-

Mas isso é o mesmo que dizer que
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No caso de uma permutacao o qualquer, podemos escrevé-la como uma
sequéncia de transposicoes. A cada transposicao o sinal se inverte, de
modo que o sinal do resultado final sera exatamente sgn(o).

Se
?71 = (Ull, V21y .+ - ’Unl)
Uy = (012, V22, -+, Unz)
1711 - (Ulna Vony - 7Unn>7

entdao, as propriedades de det : (R")" — R que foram discutidas implicam
que

det(ﬁl, ce ,17n) = Z Uo(1),1 * " " Us(n),n d€t(€0<1), s 7ga(n))

oe{l,...n}"

= Z Vo (1),1* " " VUs(n),n det(ga(l)a ) 50(71))
cePl,

= Z Sgn(o-)vo(l),l “Us(n)n-
oepP,

Esta féormula estd bem definida porque, pela 77, a aplicacao
sgn: P, — {+1,—1} estd bem definida. Assim, chegamos a uma férmula
que utilizaremos para definir o determinante.

Definigao 13.4 (Determinante). Para cada n = 1,2,..., o determi-
nante ¢ a aplicacdo

det : (RM" — R
(171, ce ,17”) —> ZoePn sgn(a)vg(l),l “Us(n)n

SeT : R" — R" é uma transformacao linear,

det(T') = det(Tey, ..., Te,).
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FE o determinante de uma matriz é o determinante da transformacao
linear correspondente.

A notacao da definicao 13.4 usando permutacoes é bastante util se
soubermos trabalhar com ela. A melhor maneira de entender direitinho o
significado dessa notacao, é fazendo alguns casos manualmente.

Exemplo 13.5 (caso 2 x 2). Seja
a b
asfel]
Na notacao da definicao 13.4, a;1 = a, a1o = b, as; = c e ag = d.

As permutagoes de {1,2} sao (1,2) e (2,1). O sinal da primeira é
1 e o0 da segunda é —1. Entao,

det(A) = a1a9 + (—1)a21a12
= ad — cb.

Vejamos o caso 3 X 3.

Exemplo 13.6. Considere a matriz

a
A= |d
g

> 0O o
S 0

As permutagoes de {1, 2,3} que tem sinal positivo (permutagdes pares)
sdo as permutacoes circulares: p? = (1,2,3), p! = (2,3,1) e p* =
(3,1,2). A permutacao p° ndo faz nada, e equivale a somar 0. Assim,

p' corresponde a somar 1, e p? corresponde a somar 2.

Ao fazer o produto dos nimeros nas entradas das matrizes, p° cor-
responde a diagonal principal. E de modo geral, aplicar p significa, na
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matriz transposta, deslocar a diagonal para a direita. Aplicar duas
vezes significa deslocar para a direita duas vezes. Se nao estivéssemos
tratando da transposta, deveriamos deslocar para baixo, ja que em
nossa formula a permutacao é aplicada no primeiro indice, que se re-
fere a linha da matriz. Na proposicao 13.9, veremos que o determinante
de uma matriz é igual ao determinante de sua transposta.

Figura 13.10: Regra de Sarrus. A diagonal principal corresponde a per-
mutacao identidade, que nao permuta nada. Cada diagonal corresponde a
uma permutagao. As diagonais que apontam pra baixo tem sinal +1. As

que apontam pra cima tem sinal —1.

As permutacoes impares sdo da forma v = (3,2,1), ply = (1,3,2)
e p>v = (2,1,3). A primeira, v, corresponde & diagonal nao principal.
A segunda e a terceira correspondem a deslocar a diagonal principal
para a direita 1 ou 2 vezes.

Para ver que o determinante é realmente a fun¢do que procuravamos,
precisamos verificar os trés itens enumerados antes da proposicao 13.3.
Isso fica como dever de casal :-)

Proposicao 13.7. Vetores v1,...,v, € R" sdo uma base de R" se, e

somente se,
det(Ul, 50 ,ﬁn) = 0.

Demonstracao. Ja sabemos da 77, que um conjunto de vetores de R"
é uma base se, e somente se, for linearmente independente. E isso
acontece se, se somente se, o conjunto for gerador.

Se nao for uma base, ou seja, se sao linearmente dependentes, entao
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um dos vetores é combinacgao linear dos demais. Se, por exemplo,

—

Up = QqU] + -+ - + Qp_1Up_1,

entao
det(Ul, ... ;1771) = det(l_ﬁ, ... ,1771—17 o] + -+ an—lﬁn—l)
= g det(ﬁl, e ,ﬁn—lﬂ_}’l) + ..
R ap—1 det(ﬁl, so0og 7771—17 ?771—1)
= a0+ 4+ a,—10
= 0.

Por outro lado, se os vetores formam uma base, entao podemos
escrever

€1 = CL11’171 + e+ alnﬁn

€n = anlﬁl + -+ annUn-

Nesse caso,

oe{l,...n}"
= Z Ao(1)1 " ** Co(n)n A€t (Tr1)s - - - Tn))
oceP,

= Z sgn(a)ag(l)vl “Qg(n)n det(Ul, 500 ,Un)

E portanto, det(v7, .. ., ,) ndo pode ser nulo.

Temos entao um critério simples pra saber se uma matriz ou equiva-
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lentemente, uma transformacao linear, é inversivel.

Corolario 13.8. Uma transformagao linear T : R™ — R™ ¢é inversivel
se, e somente se, det(T') # 0.

Demonstracao. Basta juntar a proposicao 13.7 com o 7?7, que diz que
T é inversivel se, e somente se, Té7, ..., Te, for uma base.

Por vezes, o ponto de vista geométrico ¢ mais adequado pra entender
uma propriedade das matrizes. Por vezes, o ponto de vista algébrico é me-
lhor. Agora que temos uma férmula, podemos relacionar o determinante
de uma matriz com o determinante de sua transposta.

Proposicao 13.9. Seja A uma matriz n x n. Entdo

det (A") = det(A).

Demonstracao. As permutacoes tem trés propriedades interessantes. O
leitor é convidado a demonstra-las.

1. A operacao

¢ uma bijecao.
2. sgn(o) =sgn (o7).

3. Se trocarmos a ordem do produto a, (1)1 - - ag(n), Usando a per-
mutacao 7y, obtemos o mesmo resultado, pois o produto de ni-
meros reais ¢ comutativo:
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Usando essas propriedades,

det(A) = Z Sgn(o_)ao(l),l “ Qo (n)n

ceP,

= 580(0) (o1 (1)),0-1(1) ** * Tl (n))o-(n)

oceP,

13.4 Propriedades

XXX

223
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Produto Vetorial

Geometricamente, imaginamos o determinante 3 X 3 como uma espécie de
volume com sinal. Do ponto de vista algébrico, o determinante nada mais ¢
do que uma aplicagao trilinear alternada tal que det (€, €5, €5) = 1. Vamos
usar as propriedades algébricas para definir o chamado produto vetorial.

14.1 Definicao

O determinante é multilinear. Isso significa que se escolhermos a, be R3,

f: RR - R
7 — det(7,a,b)

é um funcional linear. Como todo funcional linear de R”, existe @ € R3
tal que

Ou seja, para todo 7 € R?,

Definigao 14.1 (Produto vetorial). Dados d, b€ R3, o produto veto-

224
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rial de a por l;, denotado por a X b é o vetor de R3 tal que

det(7, @, b) = (a’ « E) .7

14.2 Interpretacao Geométrica

Dados Ei,g € R3, podemos pensar no determinante det(?,a, l;) como o
“volume com sinal” de um prisma com base formada pelo paralelogramo
de lados @ e b. Nesse caso, o volume pode ser calculado pela férmula

volume = area da base X altura,

onde a altura é a projecao de ¥ na direcao de um vetor 7 ortogonal aos
vetores @ e b. Se permitirmos uma “altura com sinal”, temos o “volume
com sinal”

det(7,@,b) = APy(D),
onde A é a aread do paralelogramo de lados @ e g, e 11 pode ser tomado
unitario e com sentido de modo que o sinal do determinante coincida com
o sinal da projecao. Em outras palavras,

—.

det(¥,d,b) = Afi - .

Ou seja,

axb=An
é exatamente o vetor com norma A, direcao ortogonal a @ e b, e sentido
tal que o sinal do produto interno coincida com o sinal do determinante.

Apesar da interpretacao geométrica, podemos chegar a conclusao de

que @ L (@ xb)eb L (axb), apenas usando as propriedades algébricas
do determinante. De fato, por exemplo,

-, —,

G- (@xb) = det(d,a,b)
= 0.
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14.3 Propriedades Elementares

As propriedades elementares do produto vetorial sao consequéncia direta
das propriedades elementares do determinante 3 x 3.

J& vimos que @ e b sao ortogonais aa x b. Além disso,

b= —bxda,

X

a

pois

det(v, @, b) = det(v, b, a).

E o produto vetorial também ¢ bilinear:
(ad@ + Bb) x &= (@ x &) + B(b x o),
pois

det (¥, @ + b, @) = avdet (7, @, &) + S det(7, b, &)
— Qi -@XC+ PBT-bxC

=0 (a(d x &) + p(a x 2)).

Por fim, temos a propriedade que foi usada para definir o produto
vetorial. Para quaisquer @, @, b € R3,

—,

7 (@ % b) = det(,,D).

14.4 Formula

Uma maneira de determinar as coordenadas de um vetor v € R", é fazendo
o produto interno com a base canonica €1, ..., €,. Sendo assim, a j-ésima
coordenada de ¢ = a x b é dada por

Cj:C'Gj

= det(€j,a,b).
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Assim, pela 77,

Perceba que para fazer o produto interno de ¢ = (vy, vy, v3) por € =
c1€1 + 26 + c3€3, basta substituir €1, €5 e €3 por vy, vy € v3 na expressao
de ¢ na base canonica:

Uv-C= C1V1 + CoU9 + C3.

Sendo assim, uma maneira mais facil de lembrar essa formula para encon-
trar ¢, é calculando
U- ¢ =det(v,d,b),

mas substituindo vy, v9 e v3 por €7, € e €3. Ou seja, “formalmente”,

€1 a; b
¢ = det 52 a9 bg
€3 as b3

Em geral, por algum motivo, as pessoas preferem usar a matriz trans-
posta — ja que o determinante de uma matriz é igual ao determinante da
transposta — e substituir €1, €3 e é3 por 1, J e k:

i j k
c=det [a; ay a3
bi by b3



Parte IV
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Aula 15

Transformacoes Multilineares
Alternadas

O determinante é uma transformacao multilinear alternada. Nessa licao,
vamos tratar de transformagoes que tem propriedades semelhantes ao de-
terminante.

15.1 Definicao
Fixado a € R",

(d,y: R" e (a): R

SIS
ST

— —
— = U-a

=

U

<y

sao transformagoes lineares. Por isso, dizemos que o produto interno
(,): R"xR" - R
(U, W) — U
é bilinear.
O determinante n X n

n-vezes

72
S
%
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¢ uma aplicacao n-linear. Por exemplo, fixados ds, - - - ,a, € R", a aplica-
cao
T: R - R
U det(V,dy, -, dy)

Definigao 15.1 (Transformacao Multilinear). Dizemos que uma trans-
formacao

T:Vix---xV, =W,

onde Vi,...,V, e W sdo espacos vetoriais é n-linear quando fixados
a €Vq,...,d, € V,, cada uma das transformacoes
T;i: V; = W
v; — T(a,...,d;-1,0j,...,0,)

¢ linear. Quando nao queremos enfatizar o numero n, dizemos apenas
que T € multilinear.

Exemplo 15.2. Se T': R? — R" ¢é linear, entao

J: R"xR — R
(7,%) — @ (TF)

¢é bilinear.

Exemplo 15.3. Vamos identificar as matrizes 1 x 1 com o conjunto
dos ntimeros reais. Seja V' o conjunto das matrizes 1 x n, e W o das
matrizes p X 1. Se M é uma matriz n X p, entao

J: VxW — R
(A,B) — AMB

é bilinear. De fato, essa transformacao é essencialmente a mesma do
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exemplo 15.2.

O determinanter também tem a propriedade de ser uma transformacao
linear alternada.

Definicao 15.4  (Transformacdo multilinear alternada). Se
T:V" =W ¢é uma transformacio n-linear, dizemos que T ¢
alternada quando para qualquer permutacdo o € P,

T(d’g(l), 50(2), 500 aa(n)) = sgn UT(Jl, 62, 500 ,Jn)

A definicao 15.4 é mais facilmente compreendida se dissermos simples-
mente que

quando trocamos dois vetores de lugar, o sinal de 7" muda.

Exemplo 15.5 (O determinante é alternado). Sejam da; =
(aji,...,aj,) € R" e 0 € P,. Entéo,

det (@), - - - Gom) = ) SELVAyo(1)) " ** Gy(o(n)

vePr,

= sgn o Z SN 7Y SEN 0y (5(1)) * * * Ay(o(n))
veP,

=sgno ! Z SgN7Y © OQ(yor)(1) * * * A(yoo)(n)
veP,

=sgno~! Y sgn fagq) s
BEPR,

= sgn ot det(dy, ..., dn)

= sgnodet(dy,...,d,).

Ao falar de transformacoes multilineares alternadas, tem gente que
gosta de dizer que
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“quando trocamos dois vetores, o sinal muda”.
Tem gente que prefere dizer que

“quando permutamos os vetores, o valor da transformagao é
multiplicado pelo sinal da permutacgao”.

Existem maneira diferentes de caracterizar o significa uma transformacao
linear ser alternada. Qualquer uma dessas caracterizacoes poderia ter sido
usada no lugar da definicao 15.4.

Proposicao 15.6. Dada uma transformacao n-linear T : V" — W.
Sao equivalentes

1. Seoc e P,

T(ag(l), 60(2), 200 g aa(n)) = Sgn O’T(fih 52, o0 c ,6n>

2. Ao alternarmos a posicao de dois vetores em
T(dy,ds, ..., ay),

o “resultado” é multiplicado por —1.

3. Se os vetores dy,ds, . ..,d, sao linearmente dependentes, entao
T(al, as, ... 76Ln) = 0.
4. Se dois vetores em ay,ds, ..., 04, sS40 tquais, entdo

T(dy, s, ... ,ady) = 0.
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Demonstracao.

15.2 Inexisténcia

Talvez a propriedade mais importante do determinante n x n seja sua
propria existéncia!

Para todo n € N*| existe uma transformacao multilinear alter-

nada nao nula
n-vezes

D:R'"x---xR" = R.

Proposicao 15.7. Sejam p,q € N* tais que p > q. Entdo nao existe
uma transformacao multilinear alternada ndo nula

p-vezes
7\

D:R?x...xRT 5 R.

Demonstracao. Seja D uma transformacao multilinear alternada como
no enunciado. Vamos mostrar que D é nula. Usando a multilineari-
dade, quais quer que sejam ay, ..., ad, € R,

D(@,.,@) = > a151) s D(Erays - Erp)):
F:lol—ld]

No entanto, como g < p, sempre tem ao menos um vetor repetido em
€f(1)s -+ Ef(p):

Assim, pela alternancia de D (item 4 da proposi¢ao 15.6), todos os
termos da soma sao iguais a 0.
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15.3 Determinante Composto com
Transformacao Linear

Se V é um espaco vetorial e T : V' — R" é uma transformacao linear, entao
podemos construir a transformacao multilinear alternada

n-vezes
Dr: Vx--xV = R .
(T1,...,7,) +— det(Tw,..., T4,

Proposicao 15.8. Se p > ¢, entdo nao existe uma tranformacao
linear sobrejetiva T : R? — RP.

Em particular, se p # q, nao existe uma bijecao linear entre RP e
RY.

Demonstracao. Se existir uma tal T', entao

p-vezes

7

X 7 .
(B, 7)) — det(Td, ... T5,)

¢ uma transformacao multilinear alternada nao nula. Mas isso é im-
possivel pela proposicao 15.7.

15.4 Cardinalidade da Base

Se B = (51, . ,5n) ¢ uma base ordenada do espaco vetorial V', entao
podemos construir

Ty : R — V
(Q1,...,ap) — aiby + -+ ayb,

Como Z# é uma base, a aplicagdo T» é uma bijecao.
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Sera que todo espaco vetorial possui uma base finita? Isso sera respon-
dido na capitulo 16.

Proposicao 15.9. Se V é um espago vetorial com bases

B = (by,... by)
C = (Cly--,Cm),
entao m =n.
Demonstracao. As aplicagoes
Ty : R" — V
(Q1,...,ap) — aiby + -+ ayb,
S¢ - R™ — V
Q1C1 + -+ Q= (g, .. )

sao bijecoes lineares. Portanto,
Sy oTy:R" — R™

é uma bijecao linear. Mas pela proposicao 15.8, isso s6 pode acontecer
quando m = n.

Observacao 15.10. Na proposicao 15.9, mostramos que se V' tem duas
bases finitas, as cardinalidades sao as mesmas. Mas ainda nao sabemos
responder:

1. Sera que todo espaco vetorial tem uma base?
2. Sera que toda base ¢é finita?

3. Sera que todo conjunto gerador contém uma base?
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4. Sera que todo conjunto linearmente independente pode ser au-
emntado para se tornar uma base?

15.5 Unicidade do Determinante

Se T :V — W ¢é uma transformagao linear,

STV — W
U — HTTU

também é linear. Da mesma forma, se M : V" — W é n-linear (alternada),
entdo, para qualquer o € R,

all : v — W

também é.
A proposicao a seguir mostra que toda transformagao linear alternada

n-vezes
A

D:R'"x .- xR" = R.

¢ da forma a det para algum a € R.

Proposicao 15.11. Seja

n-vezes
A

D:R'x---xR'" 3R

n-linear alternada. Entao D = adet, onde
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Demonstracao. Usando a “distributividade” de D e também sua alter-
nancia,

15.6 Determinante da Composta
Considere as transformagao linear
T:R" — R™

Usando o determinante, podemos construir a transformagao multilinear
alternada

Dr: R x---xR" — R .
(171,...,1_)},,) — det(TUl,,Tﬁn)

Pela proposicao 15.11, sabemos que D7 é um miltiplo de det.

Lema 15.12. A constante a € R que satisfaz Dy = adet é
a = det(T).
Dito de outra forma,

det(Tvy, ..., Tv,) = det(T) det(vy, ..., U).
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Demonstracdo. A primeira parte é uma reformulacdo da proposi-
¢ao 15.11. Ou seja,

o = DT(gly 50 0 7€n)
= det(TeH, 500 ,Te_;l)
= det(7).

Onde a ultima igualdade nada mais é do que nossa defini¢ao de det(7T').
Veja a defini¢ao 13.4.

A segunda parte é s6 uma questao de substituir a definicao de a e
Dr.

det(Tvy,...,Tv,) = Dp(vy,...,0,)
= det(T") det(vy, . .., Uy).

O lema 15.12 mostra uma outra maneira de definir o conceito de deter-
minante de uma transformagao linear. O determinante da transformagao
linear T': R" — R™ é o niimero det(T") que satisfaz

det(Tvy, ..., Tv,) = det(T) det(vy, . .., v,).

Em particular, se T' é sobrejetiva, entao det(7T") # 0. Para verificar isso,
basta tomar v1, ..., v, tais que Tv; = é1,...,1Tv, = €,, para obter

1 =det(Tvy,...,Tv,) = det(T) det (v, . .., v,).
Agora, com duas transformacoes lineares
S:R"—=R" e T:R"—R",

podemos falar em det(S), det(7"), det(S oT) e det(7 o S).
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Proposicao 15.13. Sejam
S:R"—>R" e T:R"—R"
transformacoes lineares. Entao

det(S oT) = det(S) det(T).

Demonstrag¢io. Basta calcular det(S o T'). Para facilitar o entendi-
mento, vamos escrever v, = 1eé,...,0, = 1€, e utilizar a proposi-
cao 15.11.

det(S oT) = det(S(Te ) S(Tey))
= det(Sv, . .. )

= det(95) det( -y Tn)

= det(S) det(Té, . .., &)
= det(5) det(T )



Aula 16

Dimensao

O espago R” tem dimensao n. A base é1,...,¢€, é formada por n vetores.
Ja sabemos, por tanto, que todas as bases finitas de R" tem exatamente
n vetores.

O objetivo deste capitulo é mostrar que

1. Todo espago vetorial tem uma base.
2. Todas as bases de V C R" tem a mesma cardinalidade m < n.
Dizemos que m é a dimensao de V.

Na verdade, ao invés do item 1, vamos mostrar que

Todo conjunto subconjunto linearmente independente de um
espaco vetorial V' C R" pode ser estendido a uma base. Ou
seja, se S C V é linearmente independente, entao existe uma
base B C V tal que S C B.

16.1 Excluindo Vetores Linearmente
Dependentes

Se V' é um espaco vetorial, todo subconjunto S C V' gera um subespaco
de V. Se S é linearmente independente, entao é base do espago que gera.

240
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Dizer que S é linearmente independente, é o mesmo que dizer que se
retirarmos um vetor qualquer de S, o subespaco gerado sera menor. E dizer
que S nao é linearmente independente, é o mesmo que dizer que existe um
vetor em S que pode ser retirado de S sem modificar o subespago gerado.
Ou seja, S é linearmente dependente quando existe v € S tal que

gen {5\ {v}} = gen {5}

Veja a 77.

Proposicao 16.1. Seja V' um espaco vetorial, L CV um subconjunto
linearmente independente e G C V' um conjunto gerador finito que
contém L. Entao existe uma base B de V' tal que

LcBcCAG.

Demonstracao. Enquanto G for linearmente dependente, podemos re-
tirar um elemento de GG e construir um conjunto G; € G que gera o
mesmo subespaco que G. Podemos ainda fazer mais, e garantir que o
elemento retirado de GG nao é um elemento de L. Assim, garantiremos
que o gerador G é tal que

LCGlgG.

Como G ¢ finito, esse processo de retirada de vetores s6 pode ser
repetido um namero finito de vezes. Podemos entao escolher G, C
.-+ C (G1 C G por esse processo, de modo que para todo 7,

LCGJ'
gen{G;} =V,

e de modo que nao seja possivel retirar mais nenhum elemento de G,
sem deixar de gerar V.



Aula 16. Dimensao 242

Se nao podemos retirar nenhum elemento de G,, sem reduzir o es-
paco gerado, entao G,, ¢ linearmente independente. Como é também
gerador, concluimos que G,, é base de V' que contém L.

S6 ficou faltando mostrar que de fato, na construcao de G; podemos
retirar um elemento que nao esta em L. Isso fica como exercicio: 77.

O argumento da proposi¢ao 16.1 pode ser feito de modo mais elegante.
Faremos isso na secao 16.2.

Observacao 16.2. Perceba que um conjunto linearmente indepen-
dente L pode ser vazio.

gen {0} = {6}

16.2 Estendendo Conjuntos Linearmente
Independentes

Queremos comecar com um conjunto linearmente independente e aumenta-
lo de modo a construir uma base.

Lema 16.3. Se V' é um espaco vetorial e L C V' € linearmente inde-
pendente, entao, para qualquer

v €V \ gen{L},

LU {7} ¢ linearmente independente e estritamente maior que L.

Demonstragio. Suponha que M = L U {v} seja linearmente depen-
dente. Entao, existem vetores distintos v, ..., 0, € M eaq,...,a, € R
nao nulos tais que

041?71+"'+Oék17k:6.
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Como L ¢ linearmente independente, algum dos 7; tem que ser igual
a U. Reordenando os indices, vamos assumir que v; = ¢. Mas isso
significaria que

1

= o (042172 S 009 OékUk) € gen {L}
1

<y

Mas como ¥ foi escolhido de modo que v ¢ gen {L}, podemos concluir
que M nao é linearmente dependente.

Note que o vetor v do lema 16.3 s6 existe quando L nao é gerador. Ou
seja, quando L nao é uma base. O lema pode ser entendido como:

Todo conjunto linearmente independente que nao é uma base
pode ser “aumentado” de modo que o conjunto aumentado
continue sendo linearmente independente.

Ou entao:

Se um conjunto linearmente independente B nao pode ser “au-
mentado” presevando a independéncia linear, entao B é uma

base.

Agora, a prometida demonstracao mais elegante da proposicao 16.1.

(demonstra¢io mais elegante da proposicao 16.1). Seja B C G um
subconjunto de G' que contém L, que é linearmente independente, e
que nao pode ser aumentado sem perder essas propriedades. Note que
B existe porque G ¢é finito e L possul as propriedades listadas: L con-
tém L e é linearmente independente.

Ora, se B nao pode ser aumentado, entao, do lema 16.3,

G C gen{B}.
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Ou seja, B é gerador. Como é também linearmente indepentende, entao
B é uma base.

Observacao 16.4. Na demonstracao anterior, um matematico diria
que B é um subconjunto de G que contém L e que é maximal. Nao
dizemos que B é o maior porque existem varios que satisfazem essas
condigoes. Por exemplo,

B, = {(17 0)7 (
By = {(17 0)7 (
BS - {(17 0)7 (
sdo todos linearmente independentes que contém L = {(1,0)}, todos

estao contidos em G = {(1,0), (0,1),(1,1), (5,7} e nenhum deles pode
ser “aumentado” sem deixar de ser linearmente independente.

)

0,1)}
1,1)}
5,7)}

Mesmo com esses resultados anteriores, sera que nao é possivel ir “au-
mentando” indefinidamente o conjunto linearmente independente? Sera
que nao podemos construir uma sequéncia infinita de conjuntos lineamente
independentes

IWCLyC---CLyC---7

Proposicao 16.5. Todo subconjunto L C R" que € linearmente inde-
pendente tem no mdximo n elementos.

Demonstracao. Se L tiver mais que n elementos, podemos escolher
S C L com exatamente n + 1 elementos. Entao, pela proposicao 16.1,
existe uma base B C R" tal que

SCBCSU{é,..., e}

Mas sabemos da proposicao 15.9 que todas as bases finitas de R" pos-
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suem exatamente n elementos. Ou seja, B tem n elementos e portanto
S nao pode ter mais que n elementos.

Corolario 16.6. Se V. C R" € um espago vetorial, entao todas as
bases de V' sao finitas e tem a mesma cardinalidade (quantidade de
elementos).

Demonstracao. Sejam Bi e By bases de V. Entao, pela proposicao 16.5,
ambos os conjuntos sao finitos. Agora, da proposicao 15.9, sabemos que
B; e By tem a mesma cardinalidade.

Agora que sabemos que todo espacgo vetorial V' C R" possuem uma
base, e que todas sao finitas com a mesma cardinalidade, podemos definir
o que ¢ a dimensao do espaco vetorial V.

Definicao 16.7. Se V. C R" € um espaco vetorial, entao sua dimensao
¢ a cardinalidade de qualquer uma de suas bases.

16.3 Organizando as Ideias

De tudo o que falamos até agora nesta licao, o que é importante mesmo
sao as ideias que desenvolvemos. Agora que ja temos alguma experiéncia,
podemos refazer tudo de uma forma muito mais pratical Vamos precisar
apenas do lema 16.3 e da proposicao 16.5. A proposicao 16.5, por sua
vez, utiliza a proposicao 16.1, que tem uma “demonstracao elegante” na
secao 16.2.

Teorema 16.8. Seja V' C R" um espaco vetorial, G C V um gerador
e L C G um conjunto linearmente independente. Entao existe B C G
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que € base de V' e que contém L.

Demonstracao. Seja B C G um subconjunto de G maximal que conte-
nha L e que seja linearmente independente. Tal B existe por causa da

proposicao 16.5.
Entao, o lema 16.3 implica que B, além de linearmente indepen-
dente, é também um gerador.

Agora que sabemos que todo espaco vetorial V' C R" possui uma base,
e que todas sao finitas com a mesma cardinalidade, podemos definir o que

é a dimensdao do espaco vetorial V.

Definicao 16.9. A dimensao do espaco vetorial V C R" € a cardina-
lidade de qualquer uma de suas bases.
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Mudanca de Base
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Autovalores e Autovetores

XXX
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Diagonalizacao

Matrizes diagonais.
Diagonalizacao.

Coelhos.
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Dicas e Respostas dos Exercicios

Dicas

Respostas
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