‘I ' Universidade de Brasilia

Departamento de Matematica

Topologia Geral
Lista 1/04 — Verao/2020

Exercicio 1. Seja (X, 7) um espago topoldgico. E seja F' C X um subconjunto fechado. Mostre que
se x, € F' converge para a, entao a € F.

Exercicio 2. Seja (X, 7) um espago topoldgico, tal que para cada = € X, existe uma base enumeravel

B(x) ={Bi(z), Ba2(x),...}

para ¥(z). Pense nas bolas de raio % em um espaco métrico. Mostre que F' C X é fechado, se, e

somente se,
z, € F,z, >a=a€kF.

Pergunta super intrigante: sera que existe um espaco topologico tal que essa caracterizagao de
conjunto fechado nao funcione?

Exercicio 3. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que f: X — Y é continua em a € X,
quando

(7 (1) € V(a).
Ou seja, imagem inversa de vizinhanca ¢é vizinhanca.
Mostre que “basta verificar para uma base de vizinhagas de a”. Ou seja, se Z é uma base de 7(f(a)),
entdao f é continua em a se, e somente se,

FYB) c ¥(a).

Exercicio 4. Nas mesmas situagoes do exercicio 3, mostre que f é continua em todo ponto se, e
somente se,

~1
f (7’ Y) C7x.

Dica: sua resposta sera mais elegante se utilizar, nao apenas as hipoteses, mas também o resultado

do exercicio 3.

Exercicio 5. Seja X um espaco topolégico onde determinado = € X é tal que ¥(z) tem uma base
enumeravel

B ={By,By,...}.
Mostre que = possui uma base de vizinhancas encaizadas. Ou seja, uma base de vizinhancas
@ = {Dl, DQ, .. .},

onde
BlDBQD"'DBnD"'

Dica: esse exercicio permite utilizar em outras questoes argumentos do tipo

“Podemos assumir sem perda de generalidade que z possui uma base de vizinhancas
encaixadas.”

Exercicio 6. Sejam X e Y espacos topologicos. Mostre que se f: X — Y é continua, entao, para
T, € X,
T, — a= f(z,) = f(a).

Exercicio 7. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Suponha que cada ponto x € X é tal que #(z) tem
uma base enumeravel

By = {B1(x), Ba(z), ...}
Nesse caso, se f é sequéncialmente continua, ou seja,
T, = a= f(z,) = f(a),

entao, podemos concluir que f é continua.




Exercicio 8. Seja X um espago topolégico onde cada ponto z € X é tal que #(x) tem uma base
enumeravel

B(x) ={Bi(z), B2(x),...}.

Suponha que as sequéncias aﬁ € X convirjam para a,, e que a, — a. Ou seja,

1 2 3
aj, aj, ay, ... —ay

1 2 3
a27 Cl2, a2, . e _>a/2

1 2 3
CL3, (13, CL3, P —>CL3
a.

Mostre que podemos tomar uma sequéncia k,, — oo, tal que
kn
a,” — a.

Dica: depois que fizer o exercicio, verifique se vocé utilizou o resultado do exercicio 5 em algum
lugar no seu argumento.

Exercicio 9. Mostre que no exercicio 8, nao podemos simplesmente tomar a sequéncia a'. Ou seja,
k, precisa ser escolhido com cuidado.

Exercicio 10. Seja X um espaco topologico e Z uma base de vizinhangas de um determinado ponto
z. Escolhida uma vizinhaca qualquer de z, V' € #(z), mostre que a familia

BNV ={BNV| Be A}
também é uma base de vizinhancas de .

Exercicio 11. Nem sempre uma base de vizinhagas precisa ser formada por abertos! Seja
X um espago métrico. Mostre que para cada x € X, as bolas fechadas centradas em x formam uma
base para ¥ (z).

Exercicio 12. Considere a topologia usual em R. Mostre que

nEN*}

@{{f_f}

é uma base de vizinhancas para o ponto v/2.




