‘I = Universidade de Brasilia

Departamento de Matematica

Topologia Geral
Lista 2/03 — Verao/2020

Atencao: Os exercicios que passei no quadro tem uma por¢ao de erros... :-(
Se tiver algum erro no enunciado, o exercicio
passa automaticamente a ser encontrar o errol :-)

Exercicio 1. Faca os exercicios 7.1.2, 7.2.7, 7.2.8 e 7.2.9 das notas de aula.

Exercicio 2. Em Q C R, mostre que [a,b) N Q é clopen em Q se, e somente se, a,b € R\ Q.

Exercicio 3. Mostre que B = {%

n e N*} nao é aberto nem fechado em Q.
Exercicio 4. Seja ¢, € Q tal que ¢, — /2. Mostre que

B = {qn | n e N*}
¢ fechado mas nao ¢é aberto.

Exercicio 5. Mostre que B = {3 +1

n e N*} é aberto e nao é fechado em

1
X:{m—i—— meN,neN*}.
n

Exercicio 6. Seja ¢, € Q tal que ¢, — v/2. Mostre que B = {qn ‘ n e N*} é clopen em
X:{m+qn| mGN,nGN*}

Exercicio 7. Sejam X um espaco topologico e Y C X um subespaco de X. Ou seja, Y é munido
da topologia induzida por X.

Dado B C Y, podemos considerar a operacio de fecho em Y, cly (B), referente a topologia
induzida em Y’; ou a operagao de fecho em X, cly (B). Mostre que

Cly (B) = ClX (B) ny.
Conclua que em particular, B C Y é fechado em Y se, e somente se, B =clx (B)NY.

Exercicio 8. Se vocé nao ja o fez, use o exercicio 7 e melhore a resolucdo dos exercicios 2 a 6
usando a operagao de fecho para determinar se determinado conjunto é ou nao fechado na topologia
induzida.




Exercicio 9. Suponha que (X, 7) seja um espago topolégico, e que # seja uma familia de fungoes

[ X = (Yy,vy)

de X em algum espaco topoldgico Y;. Denote por 7, a topologia inicial gerada pela familia 7.
Explique porque a condi¢do 7, C 7 equivale a continuidade de cada uma das f € %, quando
consideramos a topologia 7 em X.

Bonus: melhore a redagao do enunciado desse exercicio, que t4 muito confuso! :-)

Exercicio 10. Seja (E, ||||) um espago vetorial normado de dimensao infinita. Considere a topologia
fraca em E: 7,. Ou seja, a topologia inicial gerada pelos funcionais lineares que sdo continuos (na
topologia da norma). Mostre que todo aberto fraco nao vazio () # A € 7,,) é um conjunto ilimitado.

Conclua que no caso de dimensao infinita, a topologia fraca é estritamente mais fraca (tem menos
abertos) que a topologia da norma.

Exercicio 11. Considere a norma do mdzimo ||-||,, em R™ (na verdade, o exercicio funciona com
qualquer norma em R”, pois todas sdo equivalentes). Mostre que a topologia fraca em (R", ||-||.) é
igual a topologia inicial gerada pelas projegoes

T R* — R .
(X1, xn) — T

E por sua vez, a topologia incial gerada pelas projecoes ¢é igual a topologia da norma do mdximo.




