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Atencao:

Dever de casa: TODOS os estudantes devem enunciar um exercicio desta lista no férum
Talkyard, na categoria Resolucio Completa / Exercicios da lista
(https://topologia.talkyard.net/top/exercicios-da-1lista). Para exercicios com
varios itens, cada item deve ser considerado um exercicio diferente.

Todos devem apresentar a resolucao completa de pelo menos um dos exercicios enunciados
por outras pessoas.

O objetivo é que tenhamos ao final um gabarito da maioria das questoes das listas, que
esteja bem escrito: tanto o enunciado quanto a resolugao.

No férum, os exercicios devem ser marcados com a tag Lista 1/04, para que possam ser
facilmente identificados. Para colocar a tag, depois de salvar o post, aparece um simbolo

[

(. J

Exercicio 1. Seja (X,d) um espago métrico. Dado um ponto a € X, considere a familia de
vizinhangas de a,

¥ (a) = {V c X‘ 3 >0, B.(a) C v}.

Mostre que cada uma das familias a seguir forma uma base para ¥ (a).
1. Bla) = {Bs(a) ] e > o}.

2. F = {B%(a)‘ ne N}.

n*+1

3. Dada a sequéncia ¢, > 0, com ¢, | 0,
F = {Bsn(a) ‘ n e N}.

4. F = {BE(I) ‘ £>0,d(z,a) < 6}.

5. Vizinhangas abertas: 7(a) = {A € 74| a € A}.

6. Bolas fe_chadas:
F = {B%(a) ’ n e N}.

7. Fecho de bolas:
ﬁ’:{B#l(a)‘ nGN}.

8. Vizinhangas fechadas:
F =V(a)n{A°| Aer}.



https://topologia.talkyard.net/top/exercicios-da-lista

Exercicio 2. Seja (X,d) um espago métrico. Dado um ponto a € X, considere a familia de
vizinhangas de a,

¥ (a) = {V c X‘ 3 >0, B.(a) C v}.

Explique por que as familias a seguir, dependendo da métrica d, NAO formam uma base para ¥ (a).

1. F = {B#(:{:)‘ neN, zeX, da,zx) < n—_lH}

2. ﬁ:{BL(x)‘ nEN,xEX,d(a,x)SnLH}.

5. Fechados que contém a:
ﬁ:{AC} Aer ag A}

Exercicio 3. Utilizando as bases do exercicio m, escreva defini¢oes de continuidade alternativas e
bizarras — que substituam aquelas tradicionais com e e 6 — para f : X — Y, onde X e Y sdo espacgos
métricos.

Dica: pra ficar ainda mais bizarro, escolha um item do exercicio E] para usar como base de X, e um item diferente

para usar como base de Y.

Exercicio 4. Seja (X, 7) um espago topolégico, tal que para cada x € X, existe uma base enumeravel
#(x) = {Bi(x), Ba(x), .. .}

para ¥ (z). Pense nas bolas de raio % em um espaco métrico. Mostre que F' C X ¢ fechado, se, e
somente se,
rp, € F, v, >a=ackF.

Pergunta super intrigante: sera que existe um espago topologico tal que essa caracterizagao de
conjunto fechado nao funcione?

Exercicio 5. Sejam X e Y espacos topologicos. Dizemos que f: X — Y é continua em a € X,
quando

(@) € H(a).
Ou seja, imagem inversa de vizinhanga ¢é vizinhanga.

Mostre que “basta verificar para uma base de vizinhagas de a”. Ou seja, se & é uma base de ¥(f(a)),
entdo f é continua em a se, e somente se,

f1(#) c ¥(a).
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Exercicio 6. Nas mesmas situacoes do exercicio B, mostre que f é continua em todo ponto se, e
somente se,

f71<7'y) C 7x.

Dica: sua resposta sera mais elegante se utilizar, nao apenas as hipoteses, mas também o resultado
do exercicio f.

Exercicio 7. Seja X um espaco topolégico onde determinado = € X é tal que ¥(z) tem uma base
enumeravel

e% - {Bl,BQ, .. }

Mostre que x possui uma base de vizinhancas encaizadas. Ou seja, uma base de vizinhancas
.@ - {Dl,DQ, .. .},

onde
BlDBQD"‘DBnD"'

Dica: esse exercicio permite utilizar em outras questoes argumentos do tipo

“Podemos assumir sem perda de generalidade que x possui uma base de vizinhancas
encaixadas.”

Exercicio 8. Seja X um espago topolédgico onde cada ponto = € X ¢ tal que ¥(z) tem uma base
enumeravel

PB(x) = {Bi1(z), By(x),...}.

Suponha que as sequéncias a® € X convirjam para a,, e que a, — a. Ou seja,

1 2 3
a17 (11, a/17 ...—>CL1

1 2 3
Ay, Ay, Ay, ... =202

1 2 3
CL3, CL3, CL3, oo _>a3
Q.

Mostre que podemos tomar uma sequéncia k, — oo, tal que
kn
a,” — a.

Dica: depois que fizer o exercicio, verifique se vocé utilizou o resultado do exercicio H em algum
lugar no seu argumento.

Exercicio 9. Mostre que no exercicio B, nao podemos simplesmente tomar a sequéncia a;'. Ou seja,
k,, precisa ser escolhido com cuidado.




Exercicio 10. Seja X um espaco topologico e Z uma base de vizinhangas de um determinado ponto
z. Escolhida uma vizinhaca qualquer de z, V' € ¥(z), mostre que a familia

BNV ={BnV| Be B}
também ¢é uma base de vizinhancas de .

Exercicio 11. Considere a topologia usual em R. Mostre que

nEN*}

@{{f_f}

é uma base de vizinhancas para o ponto v/2.




