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Atencao:

Dever de casa: TODOS os estudantes devem enunciar um exercicio desta lista no férum
Talkyard, na categoria Resolucio Completa / Exercicios da lista
(https://topologia.talkyard.net/top/exercicios-da-1lista). Para exercicios com
varios itens, cada item deve ser considerado um exercicio diferente.

Todos devem apresentar a resolucao completa de pelo menos um dos exercicios enunciados
por outras pessoas.

O objetivo é que tenhamos ao final um gabarito da maioria das questoes das listas, que

esteja bem escrito: tanto o enunciado quanto a resolugao.
. J

Exercicio 1. Todos os exercicios do capitulo 5 da apostila.

Exercicio 2. Seja X um conjunto nao enumeravel, considere a topologia discreta 7 e a topologia
co-enumeravel v. Mostre que a identidade

[ (X
X

— (X,7)
= T
nao ¢ continua, mas ¢ sequencialmente continua.

Exercicio 3. Seja X um espago topoldgico qualquer, e Y um espago topoldgico discreto. Mostre
que se
f:X—=>Y

é continua, entdo os subconjuntos de X da forma f~!(y) sdo abertos e fechados (clopen) ao mesmo
tempo!
Exercicio 4. Dizemos que uma funcao

f: X =R,

saindo de um espaco topoldgico X é semicontinua superiormente quando os conjuntos da forma

{xeX‘ f(:zc)<y}

sao abertos para todo y € R. E dizemos que é semicontinua inferiormente quando os conjuntos da
forma

{xGX‘ f(x)>y}

sao abertos para todo y € R.
Mostre que a funcao f é continua se, e somente se, é semicontinua inferiormente e superiormente
ao mesmo tempo.



https://topologia.talkyard.net/top/exercicios-da-lista

Exercicio 5. Para cada um dos casos abaixo, mostre que (X, 7) é uma topologia.
1. Topologia discreta. X =[0,1], 7 = & (X).

2. Topologia cadtica. X = [9,15], 7 = {0,[9, 15]}.
3. X = {[L‘ C RN‘ o o lxnl < oo}.

(a) 7 é formado pelo vazio, e também pelas unides arbitrarias de bolas da norma da soma
lzlly = 2200 [l

(b) 7 é formado pelo vazio, e também pelas unides arbitrarias de bolas da norma do supremo
2]l = suppo [znl-

(c) Considere a familia

B = {(ao,bo) X oo X (g, by) x RUOFLR23 0 e N oag, ... an, bo, ..., by € R}.

Seja T = {U o ’ o C B } o conjunto de todas as unioes possiveis dos elementos de %.
=

4. Seja X = C([0,1]) o conjunto das fungoes continuas de [0, 1] em R.

(a) 7 é formado pelo vazio, e também pelas unides arbitrarias de bolas da norma (da soma?)
1
£l = fo 1f(2)]da.

(b) 7 é formado pelo vazio, e também pelas unides arbitrarias de bolas da norma do supremo

[flloe = sup |f(z)].

5. Seja X um conjunto nao enumeravel. Por exemplo, X = R.
(a) T={0}U{A C X| A°¢é finito}.
(b) 7={0} U{AC X| A°¢é enumeravel}.
6. Reais estendidos. X = R U {00, —oc0}. Denote a topologia usual dos reais por 7. 7 =

'yU{[—oo,a)’ aER}U{(a,oo]‘ aER}U{[—oo,a)U(b,oo]‘ a,beR}.

7. Compactificagdo por um ponto dos reais. X = RU {%}. Denote a topologia usual dos
reais por 1.

(a) T:yu{{*}upc

Feery, Fé limitado}.
(b) 7=yU{{*}U(=00,0)U(b,o0)UA| abeR A€y},

(c) T:w{{*}u(—oo,a)u(a,oo)uA

aeR,Aev}.

8. Complexos estendidos. X = CU {%}. Denote a topologia usual dos complexos por .
T=7U {{*} UF¢| Feen, Fé limitado}.
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Exercicio 6. Para cada um dos casos abaixo, mostre que (X, 7) é uma topologia.
1. Topologias da continuidade inferior e superior. X = R.

(2) 7= {R,0} U {(a, )

(b) 7= {R,0} U {(—oo,a) ) ac R}.

aE]R}.

2. Esse item estd incorreto! Vou estudar e corrigir..:-) (André Caldas) Topologia de Zariski
em R?.

3. Topologia usada por Furstenberg pra demonstrar que existem infinitos primos.
X =7.

Os abertos sao, além do vazio, as unioes de conjuntos da forma

S(a,b) = {an+b| n e Z}.

Exercicio 7. Descreva as sequéncias convergentes para as topologias dos exercicios anteriores.
Pule os que vocé nao fizer a menor ideia de como descrever... :-)

Exercicio 8. Mostre que uma funcao
f: X—=Y

entre espacos topologicos é continua se, e somente se, para todo D C X,
/(D) c f(D).

Exercicio 9. Considere as topologias do exercicio B Mostre que para todas elas, as projecoes na
n-ésima coordenada
T, RY — R
(Tj)jen > Tn
sao fungoes continuas.
Mostre também que a familia 2 deve estar contida em qualquer topologia onde as projegoes
T, sdo continuas.







