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Atencao: Muito pouca gente participa do
forum. Devo entender que todos estao tranquilos?

Pra vocé utilizar o férum, eu ndo preciso mandar. Se tem algo que
vocé nao esteja entendendo, acho uma boa ideia perguntar no férum!

Exercicio 1. Faca os exercicios 7.1.2, 7.2.7, 7.2.8 e 7.2.9 das notas de aula.

Topologia Induzida em um Subconjunto

Exercicio 2. Em um espaco topoldgico, um conjunto pode ser aberto e fechado ao mesmo tempo.
Neste caso, alguns gostam de dizer que o conjunto é clopen.
Em Q C R, mostre que [a,b) N Q é clopen em Q se, e somente se, a,b € R\ Q.

Exercicio 3. Mostre que B = {%

n e N*} nao é aberto nem fechado em Q.
Exercicio 4. Seja ¢, € Q tal que ¢, — /2. Mostre que

B = {qn | n e N*}
é fechado mas nao é aberto.

Exercicio 5. Mostre que B = {3 + %

n e N*} é aberto e nao é fechado em

1
X:{m+— mEN,nEN*}.
n

Exercicio 6. Seja ¢, € Q tal que ¢, — /2. Mostre que B = {qn ‘ n e N*} é clopen em
X={m+q,| meN, neN}

Exercicio 7. Sejam X um espago topoldgico e Y C X um subespago de X. Ou seja, Y é munido
da topologia induzida por X.

Dado B C Y, podemos considerar a opera¢io de fecho em Y cly (B), referente a topologia
induzida em Y’; ou a operagao de fecho em X, clyx (B). Mostre que

Cly (B) = ClX (B) ny.
Conclua que em particular, B C Y é fechado em Y se, e somente se, B = clx (B)NY.

Exercicio 8. Se vocé nao ja o fez, use o exercicio H e melhore a resolucao dos exercicios E a H
usando a operacao de fecho para determinar se determinado conjunto é ou nao fechado na topologia
induzida.




Topologia Inicial
Exercicio 9. Suponha que (X, 7) seja um espago topoldgico, e que .Z seja uma familia de fungoes

foX = (Yiy)

de X em algum espago topolégico Y;. Denote por 7, a topologia inicial gerada pela familia .#.
Explique porque a condi¢do 7,, C 7 equivale a continuidade de cada uma das f € %, quando
consideramos a topologia 7 em X.

Exercicio 10. Seja (E,||-||) um espago vetorial normado de dimensao infinita. Considere a
topologia fraca em FE: 7,. Ou seja, a topologia inicial gerada pelos funcionais lineares que sao
continuos (na topologia da norma). Mostre que todo aberto fraco ndo vazio () # A € 7,) é um
conjunto ilimitado.

Conclua que no caso de dimensao infinita, a topologia fraca é estritamente mais fraca (tem
menos abertos) que a topologia da norma.

Exercicio 11. Considere a norma do mdzimo ||-||,, em R™ (na verdade, o exercicio funciona com
qualquer norma em R", pois todas sdo equivalentes). Mostre que a topologia fraca em (R", ||-||..) é
igual a topologia inicial gerada pelas proje¢oes

R*™ — R .
(X1,...,2,) — j

7Tj1

E por sua vez, a topologia incial gerada pelas projecoes ¢é igual a topologia da norma do mdximo.

Exercicio 12. (Série A) Em um espago de Banach de dimensdo infinita, a topologia fraca é
estritamente mais fraca que a topologia da norma. Isso significa que muitos conjuntos que sao
fechados na topolgia da norma, nao sao fechados na topologia fraca.

Enuncie e use o teorema de Hahn-Banach para mostrar que qualquer convexo fechado (na
topologia da norma) é um conjunto fechado também na topolgia fraca.



https://en.wikipedia.org/wiki/Banach_space
https://en.wikipedia.org/wiki/Banach_space#Weak_topologies

