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Este Livro é Livre

Este livro pode ser copiado & vontade. Se vocé recebeu em formato digital,
fique a vontade para copia-lo e comparilha-lo quantas vezes quiser. Vocé
pode também imprimi-lo e fotocopid-lo o tanto que quiser. Claro que é
sempre importante pensar na natureza e no impacto ambiental. Procure
nao desperdicar recursos. ;-)

Quer imprimir e vender este livro para os seus colegas? Fique a vontade,
também! Vocé é dono de uma editora e quer imprimir sua propria versao,
vender e ficar rico com esse livro sem precisar pagar nenhum tostao em
direitos autorais? Pois na minha opinido, se vocé o fizer estara contribuindo
para um mundo melhor. Uma das poucas restrigoes é que vocé nao tire dos
outros essa liberdade que lhe foi concedida. Se vocé passar esse livro pra
frente, nao podera proibir aquele que o recebeu de fazer o mesmo.

Este livro estd licenciado sob os termos da licenga “Creative Commons
Attribution Share Alike 3.0”. Os termos estdao disponiveis na internet
através do endereco
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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A versdao mais atual deste livro pode ser encontrada na internet no
endereco
http://topologia-geral.ourproject.org/.
Neste endereco também podem ser encontrados os arquivos XHgIATEX, que
voceé pode alterar e usar para criar sua propria versao deste livro.

Sobre o OurProject.org

O site onde estd hospedado o projeto deste livro é um repositorio de
conteudos livre. Qualquer um que queira produzir conteiudos livres — como


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://topologia-geral.ourproject.org/
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livros, poesias, musicas, videos e etc. — pode utiliza-lo como ferramenta.
Ah... o site sobrevive com doacoes. :-)

Endereco: http://ourproject.org/

Faz algum tempo que eu procurava um lugar que pudesse hospedar
o projeto de um livro livre. J4 estava pensando em tentar fazer alguma
coisa nesse estilo dentro do proprio departamento de matematica da UnB.
Felizmente encontrei o OurProject e isso nao serd mais necessario.

Como Ajudar?

A melhor maneira de ajudar, é repassando este livro para o maior
numero de pessoas! Quanto mais pessoas tiverem interesse no livro,
maiores serao as chances de se atingir um bom nivel de qualidade.
Sugestoes, corregdes ou contribuigbes podem ser enviadas para o e-mail
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org. Ainda nao sei
quao aberto a sugestoes estou disposto a ser. No entanto, vocé é livre
para, respeitando os termos da licenca, criar sua prépria versao e incluir seu
proprio contetido. Os arquivos que compdem o projeto deste livro podem
ser baixados do repositério SVN no endereco
https://ourproject.org/scm/?group_ id=914.

Contribuindo com Figuras

Me falta um certo dom para criar figuras de qualidade. :-(

Se vocé puder contribuir com imagens, estas devem estar
preferencialmente no formato SVG. O SVG foi adotado por ser um
padrao aberto baseado em XML. O aplicativo que eu uso para criar figuras
é software livre e chama-se Inkscape. A pagina do projeto Inkscape é
http://www.inkscape.org/.

Contribuindo com Cdédigo XH{IATEX

Os arquivos XgIATEX devem seguir o mesmo tipo de formatagao dos demais.
Na medida do possivel, o arquivo XHIXTEX nao deve conter “gambiarras” ou
comandos de formatacao explicitos no meio do texto.

Os arquivos do projeto contém varias linhas com comentéarios explicando
o que falta ser feito. Basta procurar pela palavra TODO (a fazer).
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Por Qué?

Eu (André Caldas) NAO acredito que “coletar taxas” seja a melhor maneira
de se sobreviver da producao cultural. Na minha opinido, as pessoas
devem receber para produzir; e nao produzir na esperanca de “coletar
taxas” relativas ao direito autoral para o resto da vida. Eu, por exemplo,
atualmente sou estudante de doutorado da UnB e recebo uma bolsa de
estudo da CAPES. Apesar de a bolsa nao cobrir os custos para a producao
deste livro, foi esta mesma bolsa que viabilizou que eu pudesse deixar o
meu emprego para me dedicar as minhas atividades académicas. Ou seja,
a sociedade ja me oferece meios para que eu possa me dedicar a estas
atividades, o que inclui a produgao deste livro. :-)

Nao vejo sentido em um professor de uma universidade publica, que
ja recebe um salario do governo para que produza conhecimento, ter
monopolios sobre o fruto do seu trabalho. Vejo menos sentido ainda quando
esse professor vende tal monopodlio para ser explorado. Perceba que isso nao
é uma critica ao lucro ou & exploracio da producdo cientifica. E uma critica
ao monopolio sobre os direitos de uso daquilo que foi produzido com dinheiro
publico. Nao faz sentido que a sociedade faga esse tipo de investimento e
depois nao possa ter acesso ao que foi produzido. Livros é o menor dos
problemas. Vemos que pesquisas para o desenvolvimento de medicamentos
ou qualquer outra coisa que va melhorar a qualidade de vida da populacao,
como melhoria na alimentacao e acesso ao lazer, sao feitas com dinheiro
publico em parceria com instituicoes privadas de modo que a sociedade
acaba sendo privada de seus frutos. Nao acredito que seja errado fazer
parceria com instituigdes privadas. O que nao se pode é privar a sociedade
dos frutos do trabalho no qual investiu. Vemos institui¢oes de pesquisa se
valerem de recursos publicos durante as pesquisas e depois correrem atras
de registros de patentes e coisas do tipo que servem apenas ao propésito de
privar a sociedade dos frutos dessa mesma pesquisa.

Se o governo, por exemplo, a uns 10 anos atras tivesse comegado a
financiar a producao de livros e exigisse que o fruto desse trabalho fosse
verdadeiramente livre (como € este livro), hoje nao fariamos licitagbes para a
“compra’” de livros; fariamos uma licitagdo para a impressao e a distribuicao
desses livros. Falta visao de longo prazo. Deveriamos investir na produgao
de livros livres. O autor deve sim receber por seu trabalho. Sé que deve
receber enquanto faz o trabalho, e ndo depois através do recolhimento de
taxas e de mecanismos de opressao, como os que apreendem maquinas de
fotocdpia nas universidades.

Tenho varios amigos que fazem copias de muitos livros. Sempre lembro
a eles que quando virarem autores nao devem “virar a casaca” e comegar a



iv
perseguir os que fazem copias. Gostaria de fazer o mesmo pedido ao leitor!

Brasilia, 23 de abril de 2010,
André Caldas
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Prefacio

Os livros que tratam do assunto topologia parecem se dividir em duas
categorias:

o Comecam com defini¢oes abstratas e pouco motivadas.
o Tratam apenas de espagos métricos.

Os espacos métricos sao sem duvida a melhor motivagao para o estudo
da topologia geral. No entanto, existem muitos conceitos, como os de
sequéncia de Cauchy, completude, limitagdo e continuidade uniforme, que
nao sao conceitos topoldgicos. O que acontece é que os textos que tratam
de topologia dos espacgos métricos dao muita énfase a esses conceitos, a
equivaléncia de métricas, ao completamento de espagos, e por ai vai. O fato
é que dessa forma nao se tem um curso de topologia, tem-se um curso de
espacos métricos.

Por outro lado, sem falar de espagos métricos é muito dificil dar alguma
motivagdo para o que venha a ser uma topologia. Assim, neste livro,
fizemos uma introducao rapida aos espagos métricos sem nenhuma mengao
a questoes que nao sejam puramente topoldgicas. Falamos de bolas, de
convergéncia e de continuidade. A idéia é a de se fazer uma transicao entre
as formulagoes que enfatizam mais a métrica até chegar a formulagoes que
dependam apenas da topologia do espaco.

Um outro diferencial deste livro esta na busca por maneiras alternativas
de se olhar para os fenomenos topoldgicos. Em geral os conjuntos abertos
recebem atencao demasiada. Por exemplo, quando estudamos analise
funcional, estamos bastante interessados na continuidade de operadores
lineares em topologias que sao invariantes por translagoes. Neste caso a
continuidade se resume a continuidade na origem. Quando consideramos a
continuidade em um tnico ponto do espago, a preocupacao em demonstrar
que determinados conjuntos sao abertos é um exagero desnecessario.
Deveriamos nos preocupar se estes conjuntos sao ou nao vizinhangas de 0. A
intencao é que o leitor consiga identificar maneiras alternativas que melhor
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Sumaério

se adaptem ao fendmeno que esta sendo analisado. Para um determinado
caso, talvez o melhor seja considerar abertos, talvez wvizinhancas, redes,
sequéncias, fechados, filtros e etc.

X



Parte 1

Espacos Métricos



CAPITULO
Definicao e Propriedades

Vamos descrever (definir) o que se entende por espago métrico (Defini¢ao
), e estudar propriedades desses espacos que nos motivarao a definir o
conceito mais geral de espago topolégico (Definigao )
Os conhecimentos adquiridos neste capitulo serao importantes para que
o leitor possa ter exemplos concretos e também motivacao suficiente para
reconhecer a utilidade e aceitar com naturalidade os conceitos que serao
apresentados nos capitulos seguintes.

1.1 Definicao

Um espaco métrico é um conjunto X, munido de uma métrica
d: X x X — R". A métrica faz com que esteja definida uma nocao de
distancia entre os pontos de X.

Definigao 1.1 (Métrica). Seja X um conjunto qualquer. Uma métrica
definida sobre X € uma funcgdo

d: XxX — Rt
(z,y) = d(z,y)

que, para todo x,y,z € X, satisfaz
1. d(z,y) =0z =y.
2. d(z,y) = d(y, z).
3. d(z,z) <d(z,y)+d(y,z). (desigualdade triangular)




1.1. Definicao

Dizemos que (X,d) é um espago métrico. Em geral, por um abuso de
linguagem, quando a métrica d estd subentendida, dizemos que X € um
espaco meétrico.

Em R", a métrica usualmente adotada é a métrica euclidiana, dada por

n

da,y) = | D |5 =y, (1.1)

j=1

Onde z = (z1,...,2) ey = (Y1, -, Yn)-

Em virias situagoes, o item @) da definigdo de métrica nos permitira
concluir que dois pontos z.y € X sao de fato o mesmo ponto. Basta mostrar
que d(z,y) = 0. O item (gé)/ é o mais importante da definicdo. E este item
que abstrai a idéia de que a distancia entre dois pontos esta intimamente
relacionada com o “menor caminho” entre dois pontos:

Se existe um caminho A, partindo de x e indo para y, e um
caminho B, partindo de y e indo para z, entao, a menor
distancia (ou o infimo dos comprimentos dos caminhos partindo
de z e indo para z) nao é maior do que a soma dos comprimentos

de A e B. (Figura )

Figura 1.1: Desigualdade triangular: C' < A + B.

Definicao 1.2 (Bola). Seja (X, d) um espago métrico, v € X ee > 0. A
bola de centro x e raio € é o conjunto de todos os pontos que distam de x

menos que e:
Be(x) ={y € X | d(z,y) <e}.



1.1. Definicao

Figura 1.2: A bola de centro z e raio €.

Exercicios

1.1.1. Seja X um espago métrico. Mostre que, y € B.(x) se, e somente se,
x € B.(y).

1.1.2. Em um espago métrico X, mostre que parax € X e > 9 > 0,
Bs(x) C B.(x).

1.1.3. Em um espac¢o métrico X, dado um ponto x € X ee > 6 > 0
distintos, podemos concluir que

Bs(x) € Be(x)?
1.1.4. Na definicao de espaco métrico, podemos substituir o item (H)
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

por
d(z,z) < d(z,y) +d(z,y)?

1.1.5. Na definicao de espago métrico, podemos substituir o item (E)

d(z,y) = d(y, x)

por
d(z,z) < d(y,z) +d(z,y)?

1.1.6. Mostre que d : X x X — R" ¢ uma métrica se, e somente se,

1. d(z,y) =0z =y.



1.2. Propriedades Elementares

2. d(z,x) < d(z,y) +d(y, z).

1.1.7. Encontre um exemplo de uma aplicacio d:X x X — R*
satisfazendo

1. dz,y) =0z =y;e
2. d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2);
mas que nao é uma meétrica.

1.1.8. Leia a pagina da Wikipedia em inglés sobre espacos métricos. Depois,
va até a Wikipedia em portugués e melhore a pagina sobre espagos métricos
que tem l4. :-)

1.2 Propriedades Elementares

Nesta secao, (X, d) é um espago métrico. As propriedades mais interessantes
dos espacos métricos sao conseqiiéncia da desigualdade triangular. Muitas
vezes, essas propriedades sdao mais faceis de serem visualizadas quando
temos em mente a distancia euclidiana em R%. Ou seja, quando fazemos um
desenho em uma folha de papel. E importante enfatizar no entanto, que os
resultados dependem apenas das propriedades das métricas (Definigao )
O desenho melhora a intui¢ao, mas nao ¢ uma demonstracao.

Todas as proposicoes deste capitulo sao muito simples. O leitor deve ser
capaz de completar as demonstragoes que afirmam, por exemplo, que basta
tomar um certo 6 > 0 para concluir a demonstragao.

Proposicao 1.3. Sejam x € X ee > 0. Entdo existe n € N tal que
Bi(z) C B.(z).
Demonstracao. Basta tomar n grande o suficiente para que % <e. [

A seguinte Proposicao, apesar de muito simples, é fundamental para o
desenvolvimento de toda a teoria que se seguird, e é conseqiiéncia direta da
desigualdade triangular.

Proposicao 1.4. Sejamxr € X, >0 e
y € B.(x).
Entao, existe 6 > 0 tal que
Bs(y) C Be().

Veja a Figura .



1.2. Propriedades Elementares

Figura 1.3: Para cada ponto y da bola B.(z), temos uma “bolinha” centrada
em y e toda contida em B.(x).

Demonstra¢io. Basta tomar § < ¢ — d(x,y). Neste caso,

z € Bs(y) = d(y,z) <o
= d(x,z) <d(z,y)+d<e
= z € B.(x).

O

Proposicao 1.5. Sejam x1, x5 € X, ee1,e9 > 0. Entao, dado z € B, (x1)N
B.,(x2), existe 6 > 0 tal que

Bs(z) C Be,(x1) N B, (x2).

Veja a Figura .

Demonstracao. Pela Proposicao , existem 91,0, > 0 tais que

B51(Z> - B€1(I1)
Bs,(2) C Be.,(x9).

Basta portanto tomar qualquer 6 < min(dy, ds). ]

Repare que a proposicao “vale” para qualquer nimero finito de bolas
B.,(z1),..., B, (z,). Mas nao “vale” para um ntimero infinito de bolas.

Proposigao 1.6. Sejam xz,y € X dois pontos distintos de X. Entao existe
e >0 tal que

Veja a Figura .

B.(x) N B.(y) = 0.



1.2. Propriedades Elementares
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Figura 1.4: Para cada ponto z da intersegdo B, (z) N Be,(y), temos uma
“bolinha” centrada em z e toda contida na intersecao.
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Figura 1.5: Dois pontos distintos z e y podem ser “separados” por bolas
disjuntas.

Demonstragio. Como x # y, temos que d(x,y) > 0. Basta tomar

< d(w,y).

- 2

Proposigao 1.7. Seja v € X. Entao,
() B-(x) = {a}.
e>0

Demonstracao. Basta mostrar que dado y € X com y # x, existe € > 0 tal
que

y & B(x).



1.2. Propriedades Elementares

Basta tomar ¢ < d(z,y). Ou entdo notar que isso segue como um caso
particular da Proposigao [L.6. ]

Exercicios

1.2.1. Mostre que em um espago métrico X, dado x € X, temos que

U Bs(z) = B.(x).

0<d<e

1.2.2. Seja X um espag¢o métrico e x um elemento de X. Mostre que para
toda sequéncia ilimitada ny € N,

N B (x) = {x}.

1.2.3. Seja X um espaco métrico, xy,...,x, € X e¢€q,..., 9 nimeros reais
maiores que zero. Mostre que se

T € m B.,(z;),
j=1

entao existe 0 > 0 tal que
Bs(x) C () B, ().
j=1
1.2.4. Por que a demonstracao do exercicio nao vale se o nimero de

bolas nao for finito?

1.2.5. Na demonstracao da Proposicao , exatamente quais propriedades
da métrica foram utilizadas?

1.2.6. Na demonstracao da Proposicao , onde foram utilizadas as
seguintes propriedades da métrica?

1. d(z,y) =0=z=y.

2. x=y=d(z,y) =0.

3. d(z,y) =d(y, z).

4. d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).



1.3. Exemplos

1.3 Exemplos

Exemplo 1.8 (Métrica Usual dos Reais (métrica euclidiana)). Considere
o conjunto dos nimeros reais R. A seguinte métrica é a métrica usual dos
nimeros reais:

dy(z,y) = ly — .
O espago (R, d||) ¢ um espaco métrico.

Exemplo 1.9 (Métrica Discreta). Seja X um conjunto qualquer. Entao,
definimos a métrica discreta em X por

0, z=

Exemplo 1.10 (Métrica Euclidiana de R™). Considere o espago vetorial
R". Agora, defina

d(z,y) = lly — =l

onde ||-|| é a norma euclidiana de R". O espago (R", d) ¢ um espago métrico.
Além do mais, possui as seguintes propriedades:

1. Para todo a,z,y € R", d(z + a,y + a) = d(z,y).
2. Para todo z,y € R" e a € R, d(ax, ay) = |a|d(x,y).

Poderfamos ter feito o mesmo para dois (ou mais) espagos métricos
quaisquer, (A,da) e (B,dg), e definido a seguinte métrica em A x B:

d((a17 bl)? (a27 b?)) = \/dA(al, a2)2 + dB(bl, 62)2.

Exemplo 1.11 (Métrica do Maximo em R™). Novamente, considere o
espacgo vetorial R™. Sejam z = (x1,...,2,) e y = (y1,...,Yn) elementos
de R™. Entao, defina

d = max |y; — T,
(I’, y) fgjél |yj x]|7
O espago (R",d) é um espaco métrico. Nesta métrica, as bolas sdo na
verdade “quadrados”. :-)

Poderiamos ter feito o mesmo para dois (ou mais) espagos métricos
quaisquer, (A,da) e (B,dg), e definido a seguinte métrica em A x B:

d(((ll, bl), (CZQ, bz)) = Imax {dA(Cll, CLQ), dB(bl, bg)}



1.3. Exemplos

Exemplo 1.12 (Métrica da Soma em R™). Novamente, considere o espago

vetorial R”. Sejam = = (x1,...,2,) e y = (y1,...,Yn) elementos de R".
Entao, defina
d(z,y) = > |y — ,
1<j<n

O espago (R",d) é um espago métrico.
Novamente, poderiamos ter feito o mesmo para dois (ou mais) espagos
métricos, (A,da) e (B,dg), e definido a seguinte métrica em A x B:

d((al, bl), (CLQ, bg)) = dA(al, CLQ) + dB(bl, bg)

Exemplo 1.13 (Os Complexos e o R?). Podemos identificar um nimero
complexo z = a + i € C com o elemento (o, ) € R% Assim, usando a
métrica euclidiana de R?, obtemos a métrica

(g + Bri, z + Bai) = /(2 — a1)? + (B2 — f1)?

Exemplo 1.14 (Identificando Dois Conjuntos). O que fizemos no Exemplo
.13, poderia ter sido feito para qualquer aplicacao injetiva. Se (X, dx) é

um espaco métrico, e f:Y — X é uma injecdo partindo de um conjunto

qualquer Y, entao podemos definir a seguinte métrica no conjunto Y:

dy (y1, y2) = dx (f(y1), £ (12))-

Exemplo 1.15 (Restricio a um Subconjunto). Seja (X,d) um espago
métrico e A C X. Entdo, (A,d|axa) é também um espago métrico. De
fato, esta construcao é exatamente o que foi feito no Exemplo [1.14 onde a
identificacao entre A e X é a identidade:

d: A - X .
a — a

Exemplo 1.16. Seja X um conjunto qualquer. Denote por F' o conjunto
de todas as funcoes f : X — R. A seguinte funcdo NAO é uma métrica em
E"

d(f,g) = sup|g(z) — f(z)|.

zeX

Isso porque é possivel que d(f,g) = oo. No entanto, se considerarmos o
conjunto F" = {f € F'| d(f,0) < oo}, onde 0 representa a fungao constante
de valor 0, entdo (F’,d|r/) é um espago métrico. Note que poderiamos ter
usado qualquer outra func¢ao no lugar de 0.

Sempre podemos fazer isso quando uma fungao d : X x X — R* U {oc}
satisfaz, com exce¢do da possibilidade de assumir o valor co, as condigoes
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1.3. Exemplos

para ser uma métrica listadas na Defini¢ao ll:ll Esse artificio é utilizado por
exemplo, em analise funcional, quando se estudam os chamados espacos LP.
E importante notar que a funcdo d : X x X — Rt U {o0} estd bem definida.
Apenas nao é uma métrica se assumir o valor oco.

Exercicios
1.3.1. Sejam (A,d4) e (B,dp) espagos métricos. Mostre que

d: (AxB)x(AxB) — R*
((al,bl),(ag,bg)) — max{dA(al,ag),dB(bl,bg)}

é uma métrica.

1.3.2. Seja (X),dx,) (A € A) uma familia de espagos métricos tais que a
imagem de dx, esteja condida em [0,1]. Seja X = [],., Xx. Mostre que

d: XxX — Rf
(@), (n)) = suprer dx, (22, 92)

é uma métrica.

1.3.3. Seja (X, dx,) (A € A) uma familia de espagos métricos. Faca X =
[L,ca X», e defina

d: X xX — RtU{co}
((xa), (ya)) = supyea dx, (T, Y2)

Fixando a € X, e definindo
X={ze]| d(a,z) < oo},
mostre que, (X' , d) é um espaco métrico.

1.3.4. Seja (X, dx,) (A € A) uma familia de espagos métricos. Faca X =
[Lcp X», e defina

d: X xX — RtU{co} :
(@), (a) = 2osea dxy (T2, 40)

Fixando a € X, e definindo
X={ze| d(az) < oo},

mostre que, (X , d) é um espaco métrico.

11



1.3. Exemplos

1.3.5. Sejam (X,,,dx,), n € N espagos métricos onde a imagem de dy,
esteja condida em [0,1]. Seja X = [[ 2, X,,. Mostre que

d: XxX — R*
((xn)a (yn)) = 220:1 QAnan (xna yn)

¢ uma métrica.
1.3.6. De um exemplo de uma aplicagao
d:R?> > R"

que satisfaz © = y = d (z,y) = 0, e que também satisfaz os itens (B) e ()
da Defini¢ao [L.1], mas que ndo é uma métrica.

1.3.7. Considere a aplicacao

d: [0,1)x[0,1) — R*
{1 ,x=0,y#0

(z,9) |z —y| , caso contrario.

Mostre que d satisfaz os itens @) e (B) da Definicao , mas nao é uma
métrica.

12



CAPITULO
Topologia Usando uma Meétrica

Vamos ver como a métrica (distancia) é utilizada para descrever aspectos
topoldgicos dos espacos métricos. Veremos como uma métrica é utilizada
para descrever convergéncia de seqiéncias (Definigao El]) e continuidade de
fungoes (Definigao @Qe Proposicao R.10).

Neste capitulo, (X, d) é um espago métrico.

2.1 Seqiiéncias e Convergéncia

Seja n € N. A sequéncia de pontos z, = % é tal que, “na medida que n

se torna suficientemente grande, a sequéncia x, se aproxima de 0”. Nesta
sessao, vamos formalizar o que entendemos por:

Na medida que n se torna suficientemente grande, % se aproxima

de 0.

Para um espago métrico X, a nogao de “se aproxima de” é um tanto quanto
natural, j4 que temos uma métrica que nos dd uma nocao de distancia. A
grosso modo, x,, € X se aproxima de x quando a distancia entre x, e z,
d(x,, ), se aproxima de 0. Faltaria entdo definir o que significa dizer que
a sequéncia de nimeros reais d(z,,x) “se aproxima” de 0.

Defini¢ao 2.1 (Convergéncia). Sejam (X, d) um espago métrico e x,, € X
(n € N) uma sequéncia de pontos de X. Dizemos que x,, converge para um
certo x € X, quando para todo € > 0, existir N € N tal que

n>N=d(z,,x)<e.
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2.1. Sequiéncias e Convergéncia

kjhn
/—_ah
T o
T e
+ N

N
p
B

—_—
=

Figura 2.1: A sequéncia 2% “se aproxima” de 0.

Denotamos tal fato por

Ty — T,

d . . N o
ou por T, — x se quisermos enfatizar que a convergéncia é na métrica d.

Também dizemos que x € o limite da sequencia x, e escrevemos r =
lim z,,.

A Definicao El! generaliza o que ja fazemos para os nimeros reais. No
caso dos nimeros reais, usualmente adotamos a métrica d(x,y) = |y — x|.

Definigao 2.2 (Convergéncia usual em R). Seja o, € R (n € N). Dizemos

que o, converge para o € R, e denotamos tal fato por o, — «, quando para
todo € > 0, existir N € N tal que

n>N=|a—a,| <e.

Poderiamos ter tomado um outro caminho. Ja de posse da defini¢ao ,
poderiamos ter definido convergéncia em espacos métricos de acordo com a
seguinte proposicao.

Proposicao 2.3. Seja z, € X uma sequencia. Faca d, = d(x,,x). Entao
T, = < d, — 0.

Onde a convergéncia do lado direito é dada pela Definicao @ ou,
equivalentemente, pela métrica euclidiana em R.

Demonstracio. E evidente, pois d(x,,x) — 0 se, e somente se, para todo
e > 0, existir N € N tal que

n>N=d(z,,x)<e.
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2.1. Sequiéncias e Convergéncia

Proposicao 2.4. Seja x, € X wuma sequencia e v € X. FEntao sdo
equivalentes:

1. A sequéncia converge para x: x, — .
2. Para todo € > 0, existe N € N tal que n > N = z,, € B.(z).

3. Para todo m € N, existe N € N tal quen > N = z,, € B1 ().

Demonstragio. A equivaléncia entre os itens (B) e (H) segue da Proposicao

Para a equivaléncia entre @) e (E), basta notar que z,, € B.(x) <
d(z,,x) < €, e entdo fazer a substituicdo na Defini¢ao h ]

Definigao 2.5 (Métricas topologicamente equivalentes). Enquanto ndo
definimos o que é uma topologia, vamos dizer que duas métricas dy e do
sobre X determinam a mesma topologia (sao topologicamente equivalentes )
quando

d1 d2
l’n——>$<:>l’n——>$.

O objetivo da primeira parte deste livro é o de dar motivagdo para os
conceitos de topologia geral que serao apresentados na segunda parte. A
este propdsito serve a Proposicao R.4, que apresenta maneira alternativas de
se olhar para a convergéncia de sequencias em espacgos métricos. Na medida
em que substituimos a métrica d(x,,z) pela bola B.(x), as formulagoes
ficam mais parecidas com suas correspondentes para espacgos topoldgicos
gerais

Exercicios

2.1.1. Dé exemplos de sequéncias em um espago métrico que nao convergem
para nenhum ponto.

2.1.2. Nao ¢ imediato da definicao de convergéncia que o limite de uma
sequéncia, quando existir, serd tinico. Ou seja, a principio, ndo ha garantias
de que x, — = e z,, — y implique que x = y. Demonstre a unicidade do
limite de sequéncias em espagos métricos.

2.1.3. O que significa x,, — = na métrica discreta?

2.1.4. Considere a aplicagao

d: 0,1 — R* .
((75), (y5)) = Z;’ilé\%—?/ﬂ
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2.2. Continuidade

Mostre que nesta métrica, para 2" = (z7) € [0,1]", 2, = = = (x;) € [0,1]"
se, e somente se, para todo j € N, T7 — T

2.1.5. Considere a aplicacao

d: 0,1V — R*U{oo} .
(), () = 2020 75—yl
E seja
X ={ze[0,1]"] d(z,0) < oo}
Exiba

1. Uma sequéncia " = (27) € [0,1]" tal que 2} — x; € R, mas (z;) ¢
X.

2. Uma sequéncia 2" = (27) € [0,1]" tal que 2} — z; € R, com z =
(z;) € X, mas que 2" 4 .

E reflita sobre a inexisténcia desta patologia no caso do exercicio .

2.1.6. Considere a aplicacao

d: 0,1 = R* .
((75), (y3)) = supiey v — yjl

Mostre que nesta métrica, para 2" = (27) € [0,1]", 2" — x = (x;) € [0,1]"
se, e somente se, para todo € > 0, existe N € N tal que, independentemente
da coordenada j e Ny n > N =d (x;?,xj) <e.

2.1.7. Considere a aplicacao

d: 0,1 — R* .
((75), (y5)) = supfe, |z; — y;l

Exiba um exemplo de uma sequéncia 2" = (z7%) € [0, 1] tal que Ty — xj,
mas 2" 4 v = (x;).

2.2 Continuidade

Olhando para o gréafico de uma funcao f : R — R na Figura @, voceé diria
que f é continua em a?
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2.2. Continuidade

Figura 2.2: Como formular matematicamente que f é descontinua em a?

De que modo podemos expressar formalmente o significado de f ser ou
nao continua em a? Note que no exemplo da Figura @

)

f(a+%) 24 fla).

Muitos expressam esse fato dizendo que f tem um “salto” em a.

Defini¢ao 2.6. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos mélricos. Dizemos que
f: X =Y é continua em a € X quando

a, — a= f(a,) = f(a).

Defini¢ao 2.7. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Dizemos que
f: X =Y é continua quando for continua em todo ponto a € X.

Notagao. Também escrevemos f:(X,dx) — (Y,dy) para indicar que
estamos considerando os espagos métricos (X,dx) e (Y,dy), e que f é
uma fungdo de X em Y .

Observacao 2.8. A continuidade depende apenas da “topologia” dos
espacos considerados. Se f: X — Y ¢é continua quando considerados os
espagos métricos (X, dx) e (Y, dy), entao sera continua nos espagos (X, d'y)
e (Y,dy) sempre que as métricas dy e dy forem equivalentes a d’y e di,
respectivamente.

Exercicios

2.2.1. Mostre que qualquer aplicagdo constante f: (X,dyx) — (Y,dy) é
continua.
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2.3. Topologia com Bolas

2.2.2. Seja X = [0,1]N, e considere as métricas d; ((z;),(y;)) =
SUpPjen |z —y;] e da ((z5), (y;)) = ZjeN %|93j — y;|. Mostre que
f . (X,dl) — (X,dg)
r =

é continua, mas sua inversa

f712 (X,dg) — (X,dl)
r =

nao é.

2.2.3. Mostre que a fungao f~! do exercicio ¢ descontinua em todo
ponto de seu dominio.

2.2.4. Mostre que

f:r @ - R
O,:U<\/§
S {1 2> 2

é continua quando Q e R sao dotados de suas métricas usuais.

2.2.5. Mostre que quando R é dotado de sua métrica usual,

f: R - R

0 ,z€Q
v {1 2 g Q

nao ¢ continua em nenhum ponto racional, mas que f|g é continua.

2.3 Topologia com Bolas

Até o presente momento, temos trabalhado com sequéncias. Nesta se¢ao
vamos formular os mesmos conceitos utilizando bolas. Para que a transicao
entre sequéncias e bolas seja suave, vamos comecar reavaliando a Proposicao

A proposicao afirma que dizer que z, converge para x é 0 mesmo que
dizer que toda bola centrada em x contém todos os z,,, exceto talvez para
uma quantidade finita de indices n. Note que na Proposicao falavamos
em “para todo € > 0”7, mas isso ¢ o mesmo que dizer “para toda bola”!

Resumindo o que ja havia sido feito, temos a seguinte caracterizagao
para a convergéncia de uma sequéncia.
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2.3. Topologia com Bolas

Proposicao 2.9. Seja X um espago métrico e x, € X uma sequéncia de
elementos de X. FEntdo, x, converge para x € X se, e somente se, para
toda bola B.(x) centrada em z, existir N € N tal que

n> N = x, € B(z).
Demonstracao. Veja a Proposicao @ Il

Proposicao 2.10. Sejam X e Y espacos métricos. FEntdao as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

1. A fungio f: X =Y € continua em a € X.

2. Para toda bola By = B.(f(a)) centrada em f(a), existe uma bola
B, = Bs(a) centrada em a, tal que

f(Ba) C Bf(a).

3. Para toda bola B = B.(f(a)) centrada em f(a), f~*(B) contém
alguma bola centrada em a.

Demonstracio. w (B) & ()

A : oh . . : :
A equivaléncia entre os itens (E) e () ¢ evidente, ja que dizer que existe
uma bola é o mesmo que dizer que existe o > 0.

= B=0

Vamos mostrar que o item (E) implica na continuidade de f no ponto a
de acordo com a Definigao R.6. Seja x,, — a. Vamos mostrar que f(x,) —
f(a). Tome uma bola qualquer B centrada em f(a). Por hipdtese, existe
uma bola B, centrada em a tal que

f(Ba) C B.

Pela Proposicao @, temos que z, € B, exceto para um numero finito de
indices n. Ou seja, f(x,) € f(B,) C B, exceto para um nimero finito de
indices. O que pela Proposi¢ao R.9 é o mesmo que dizer que f(x,) — f(a).

= =@

Suponha entao que o item () nao vale. Neste caso, existe uma bola B
centrada em f(a) tal que f~!(B) nao contém nenhuma bola centrada em a.
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2.3. Topologia com Bolas

Para cada n € N, escolha z,, € Bi(a) tal que f(z,) ¢ B. A sequéncia z,,
converge para a (por qué?), mas f(z,) ndo converge para f(a) (por que?).

]

Observagao 2.11. Repare como o item (E) se assemelha a definigdo de
continuidade que utiliza argumentos do tipo € — ¢:

Para todo € > 0, existe § > 0 tal que
d(z,0) < 6 = d(f(x), f(a)) < <.

Observacao 2.12. Para mostrar que a negacao do item (B) implica na nao
continuidade de f, construimos uma sequéncia z,, — a tal que f(z,) /4
f(z). Para isso, utilizamos as bolas Bi(a) e a Proposicao [L.3.

Exercicios

2.3.1. Em um espaco métrico X, dado x € X, dizemos que V' C X é uma
vizinhanga de x quando existir uma bola B.(z) tal que B.(z) C V. Vamos
denotar por V (z) a familia de todas as vizinhancas de x. Mostre que uma
aplicacao f : (X,dx) — (Y,dy) é continua em x € X se, e somente se,

[V (f(x) CV(2).
Onde
T @) ={(vV)| Vevf(a)}.

2.3.2. Usando a mesma nomenclatura que no exercicio , vamos chamar
um conjunto A C X de aberto quando para todo x € A valer que A € V (z).
Ou seja, um aberto é um conjunto que ¢ vizinhanca de todos os seus pontos.
Mostre que uma aplicagdo f : (X,dx) — (Y,dy) é continua se, e somente
se, para todo aberto U C Y, f~1(U) for um aberto de X.

2.3.3. Usando a nomenclatura do exercicio , mostre que uma sequéncia
rn, — X se, e somente se para toda vizinhanca V' de x, o conjunto

Ny ={neN]| z, ¢V}
¢ finito.

2.3.4. Usando a nomenclatura do exercicio , mostre que uma sequéncia
T, — T se, e somente se para todo aberto A contendo z, o conjunto

Ni={neN| z, & A}

¢ finito.
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CAPITULO

Topologia de Espacos Métricos:
releitura

Neste capitulo, vamos fazer uma releitura do que estudamos no Capitulo E
Desta vez, vamos tentar eliminar o maximo possivel os argumentos do tipo
“epsilon e delta”. O objetivo é apresentar a topologia dos espagos métricos
utilizando a métrica o minimo possivel, de modo a tornar a apresentacao
dos conceitos mais parecida com seus correspondentes quando trabalhamos
com a chamada topologia geral (Defini¢ao @)

O conceito mais importante e mais enfatizado nos cursos de topologia é
o de conjunto aberto (Defini¢ao ) No entanto, o conceito de vizinhanca
(Definigao B.1) é muito mais fundamental e mais natural, principalmente
quando se faz o paralelo entre o ponto de vista da topologia geral e a
topologia dos espacos métricos. O conceito de vizinhanca é mais préximo e
generaliza muito melhor o que se faz quando se utiliza argumentos com
bolas, ou argumentos do tipo “epsilon e delta”, muito comuns quando
tratamos de espacos métricos. Veja, por exemplo, os exercicios da segao

3.1 Vizinhancas

Quando falamos de convergéncia e continuidade nos capitulos anteriores,
estavamos de posse de uma métrica. A métrica nos dava a nocao de
distancia que nos permitia falar de “proximidade”. Quando dizemos que
x, converge para x, nao estamos de fato interessado nos pontos que estao
“longe” de x. Estamos interessados apenas nos que estao “préoximos” De
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3.1. Vizinhancas

fato, poderiamos nos restringir apenas a bolas “pequeninas”. Poderiamos
1

nos restringir a bolas de raio menor que 1. Ou entao, a bolas de raio ;.
Ou, de modo um pouco mais geral, poderiamos nos restringir a bolas de
raio €, > 0, onde &, é uma sequéncia qualquer tal que ¢, — 0.

Quando x,, converge para x, é porque se V' é um conjunto que contém
x e é de certa forma um conjunto suficientemente grande, conterda toda
a sequéncia z,, exceto para uma quantidade finita de indices n. KEsse
suficientemente grande, no caso de espagos métricos, significa que existe uma
bola B centrada em x tal que B C V. A esses conjuntos S%Cientemente

grandes, chamamos de vizinhangas de x. (veja a Proposicao R.9)

Definicao 3.1. Seja X um espago métrico e x € X. Todo conjunto V C
X que contém uma bola centrada em x é chamado de vizinhanca de x.
Denotamos por V (x) o conjunto de todas as vizinhangas do ponto x.

Figura 3.1: O conjunto V' é uma vizinhanca x pois é “grande” o suficiente
para conter uma bola centrada em zx.

E imediato que toda bola centrada em x ¢ uma vizinhanca de z. Mais
do que isso, pela Proposicao , uma bola é vizinhanca de todos os seus
pontos. Esta propriedade esta formalizada na proposicao seguinte.

Proposicao 3.2. Se B C X é uma bola em um espaco métrico X. FEntao,

ye B=BeV(y).

Ou seja, uma bola é vizinhanga de todos os seus pontos.

Demonstracao. Veja a Proposicao . Ou, para um argumento mais visual,
compare as Figuras [1.3 e [
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3.1. Vizinhancas

A seguir, apresentamos algumas propriedades elementares das
vizinhangas de um ponto.

Proposicao 3.3. Seja X um espagco métrico e x,,x € X. Entdo
Tp — T

se, e somente se, para toda vizinhanga de x, V € V (x), existir N € N tal
que
n>N=ux,€eV.

Demonstracao. Tome uma bola B centrada em z tal que B C V. Para esta
bola existe NV tal que
n>N=uz, €B.

Em particular,
n>N=uz,cV.

O

Proposicao 3.4. Seja X um espaco métrico e x € X. FEntdo valem as
sequintes afirmagoes sobre a familia V (x) de todas as vizinhangas de x:

1. Se AeV(z) e AC B, entao B € V (x).

2. A intersecio de duas vizinhancas de x também é uma vizinhanga de
x. Ou seja, se A, B €V (x), entio ANB €V (x).

3. Se A€ V(x) entdo existe B C A tal que x € B e B € vizinhanga de
todos os seus pontos.

Demonstragao. O item (lﬂ) ¢ imediato.

O item (R) é imediato do fato que as bolas centradas em x sdo totalmente
ordenadas. Ou seja, a que tiver o menor raio estara contida em ambos os
conjuntos.

O item (E) ¢ uma re-interpretacao da Proposicao @ Basta tomar B
como sendo uma bola centrada em x contida em A. ]

Observacao 3.5. Das propriedades listadas na Proposi¢cao @, o item (a)
é o de interpretacao mais dificil. Vamos voltar a discuti-lo no em varios
momentos durante a exposi¢ao sobre topologia geral, e principalmente no
Capitulo ??7. Uma das implicagoes do item (E), é a seguinte. A explicacao
pode ser acompanhada na Figura B.2. Seja V' € V(x). Suponha que para
cadan € N tenhamos uma sequéncia z),, ¢ V', indexada por m, que converge
para x,. Entao, ndo é possivel que a sequéncia x,, convirja para z. De fato,
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3.1. Vizinhancas

o item (B) da Proposicao implica na existéncia de uma vizinhanca aberta
de = contida em V. Vamos chamar essa vizinhanca de B, que na figura
representamos sugestivamente como uma “bola”. Assim, se tivéssemos que
x, converge para x, terlamos que para algum k € N, x, € B. Como B
também é vizinhanga de z; (j4 que é vizinhanca de todos os seus pontos),
e como z¥ — xy, terfamos que para algum j € N, L'zcgf € B. Contrariando o
fato de que xf V.

Figura 3.2: Se x,, — z, entao algum z pertence a V. Este fato se deve
ao item () da Proposigao B.4.

Exercicios

3.1.1. Em um espago métrico X, dado um ponto qualquer x € X, existe
uma familia enumerdvel de vizinhancas B C V(z) tal que para toda
vizinhanga V' € V(x), existe B € B tal que x € B C V, e tal que se
By, By € B, teremos que B; C By ou By C Bj.

3.1.2. Seja ¢, > 0 uma sequéncia de niimeros reais positivos tal que €, — 0.
Mostre que, em um espago métrico X,

V(z)={VcCcX| 3IneN, B, (x) CV}

3.1.3. Seja X um espaco métrico, z € X, e B a familia de todas as bolas
de X que contém x. Mostre que

V(z)={VcX|3IBeB, BCV}.

3.1.4. Mostre que em um espago métrico, V € V (z) se, e somente se, para
toda sequéncia x,, — x, o conjunto

Ny={neN| z, &V}
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3.2. Continuidade em um Ponto

for finito.

3.1.5. Mostre, usando o exercicio € as proposicoes @ e @, que em
um espago meétrico, se x,, € uma sequéncia convergindo para z, e x;"' é uma
sequéncia (indexada por m) convergindo para x,, entao existem sequéncias

ilimitadas ng, my € N, tais que xﬁk’“ » L.

3.2 Continuidade em um Ponto

Usando vizinhangas para expressar continuidade a formulagao fica muito
simples. O trabalho todo ja foi feito na Proposicao R2.10.

Notacao. Seja X um conjunto. Chamamos de partes de X, e denotamos
por P(X), a familia formada por todos os subconjuntos de X. Assim,
podemos olhar para f~' como sendo a aplicacdo

7t PY) — P(X)
A = fY(A)

Sef: X =Y eFCP(Y), escrevemos f~(F) para indicar a familia
FHF) ={r"4) | Ae F}.

Proposicao 3.6. Sejam X e Y espacos métricos. FEntio f: X —Y ¢é
continua em a € X se, e somente se,

7V (f(@) c V(a).

Demonstragio. Tome V € V(f(a)). Entao existe uma bola B centrada
em f(a), tal que B C V. Pela Proposicao R.10, f~}(B) € V(a). Como
fYB) C f~4(V), temos que f~H(V) € V(a).

Por outro lado, se f~1(V(f(a))) C V(a), teremos que em particular
f~YB) € V(a) para toda bola centrada em f(a). Ou seja, f~(B) contém
uma bola centrada em a para toda bola B centrada em f(a). Novamente,
pela Proposicao , isso implica que f é continua em a. [

Em se tratando de espagos métricos, tanto a definicao @, quanto
ualquer uma de suas formulacoes equivalentes dadas pelas proposigoes
.10 e B.g, poderiam ser utilizadas como a definicdo de continuidade em

um ponto. Poderiamos ter escolhido um caminho diferente e adotado uma
definicao de continuidade no estilo
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3.3. Base de Vizinhancas

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que

d(z,a) <0 =d(f(x), f(a)) <e.

Cada caracterizacao enfatiza um aspecto diferente do fenémeno de
continuidade. E importante que nao nos acomodemos a apenas uma delas,
mas que escolhamos a mais adequada a cada situacao.

3.3 Base de Vizinhancas

Quando definimos o que seriam as vizinhancas de um ponto z € X de um
espaco meétrico, utilizamos as bolas centradas em x. Chamando de B a
familia das bolas centradas em x, temos que

BCV(x).

Além do mais, todo conjunto V' € V(x) contém um conjunto B € B. Ou
seja, a sub-familia B determina quais sao as vizinhancas de x. Poderiamos
ter nos restringido as bolas de raio % para compor a familia B. As
vizinhangas “geradas” por essa nova familia B seriam exatamente as

mesmas.

Defini¢ao 3.7. Seja V() a familia de todas as vizinhangas de x € X,
onde X € um espago métrico. Entdo, dizemos que B C V(x) € uma base de
vizinhancas de x quando

V(z)={VcCcX|3IBeB, comBCY}

Proposicao 3.8. Seja X um espaco métrico e x € X. Seja também B uma
base de vizinhangas de x. Entao, uma sequéncia x, converge para T se, e
somente se, para todo B € B existir N = N(B) € N tal que

n>N=uz, €B.

Demonstragio. Dado V' € V (z), escolha B € B satisfazendo B C V. Entao,
por hipdtese, existe N = N(B) € N tal que

n>NV)=N(B)=uz,€ BCV.
Portanto, x, — x. [

Proposicao 3.9. Sejam X e Y espacos métricos e f: X — Y. Sejam
a € X e B uma base de vizinhangas de f(a). Entao, f é continua em a se,
e somente se,

f1(B) cV(a).
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3.4. Conjuntos Abertos

Demonstragao. Pela Proposicao @, basta mostrar que
fB) V(@) & [T (V(f(a) C V().

Uma diregao é 6bvia, ja que B C V(f(a)). Suponha entao que V€ V (f(a)).
Neste caso, existe B € B tal que B C V. Assim, f~(V) D f~(B) € V(a).
Portanto, f~*(V) € V(a). O

A aplicacdo mais imediata da proposicdo é a equivaléncia entre as
seguintes afirmacoes, que sdo defini¢oes alternativas para a continuidade
de f no ponto a:

Para todo € > 0 existe § > 0 tal que

d(z,a) <d=d(f(z), f(a)) <e.

Para todo n € N existe m € N tal que

d(z,a) < ~ = d(f(z), f(a)) < %

m

3.4 Conjuntos Abertos

Um conjunto aberto é um conjunto que é vizinhanca de todos os seus pontos.
A Proposicao [1.4 mostra que em um espaco métrico, todas as bolas sao
abertas. Por isso, muitos autores usam a expressao bola aberta para se
referirem ao que neste livro definimos como bola. Ainda vamos formalizar
isso melhor, mas os conjuntos abertos caracterizam toda a topologia do
espaco, haja visto que a familia

A, ={V e V(x)| V éaberto}

é uma base_de vizinhancas de z para todo x € X. (veja o item (a) da
Proposigao B.4)

Conhecendo todos os conjuntos abertos, sabemos quem sao as sequéncias
convergentes, quais fung¢des sdo ou nao continuas e, conforme ja mencionado,
quais sao as vizinhancgas de um ponto.

Definicao 3.10. Seja X um espaco métrico. Dizemos que um conjunto
A C X ¢ aberto quando satisfaz

reA=AeV ().
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3.4. Conjuntos Abertos

Definigao 3.11. Dado um espago métrico (X, d), a topologia de X induzida
por d, denotada por 74 — ou, mais comumente, por um abuso de notagdo,
denotada por Tx — € a familia de todos os abertos de X. Isto €,

Tx ={A C X | A € aberto}.
Proposicao 3.12. Seja X um espago métrico e x € X. Entao a familia
A, =V (z)N1x
¢ uma base de vizinhancas de x.

Demonstragdo. Basta notar que, chamando de B a colecao de todas as bolas
centradas em z,

BC A, CV(x).
Como B é uma base de vizinhangas de x, qualquer familia “entre” B eV (x)
também é uma base de vizinhancas de x. (porqué?) ]

Proposicao 3.13. Seja X um espago métrico. Entdao, Tx tem as sequintes
propriedades:

1. @,XGT)(.
2. Se A,B € tx, entdo AN B € 7x.

3. Se A, € 7x para uma familia qualquer de indices A € A, entdo
UAEA A,\ < TX.

Demonstracao. Para o item @), é facil ver que X é vizinhanca de qualquer
ponto x € X. Para o conjunto vazio .. note que todos os elementos do
conjunto vazio satisfazem a propriedade que vocé quiser. Neste caso, a
propriedade de terem () como vizinhanca. Em suma:

red=0ecV(x).

E portanto, () € 7x.
O item (é) é consequéncia do item (E) da Proposicao @ Ou seja, se
x € ANB, como A e B sao vizinhancgas de z, entao AN B também é. Assim,
AN B é vizinhanca de todos os seus pontos.
Do mesmo modo, o item (B) é consequéncia do item (El) da Proposigao
, pois

relJA=derzed A=A eva.
AEA AEA AEA

Ou seja, (Jycp A € vizinhanca de todos os seus pontos e é portanto aberto.
]
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3.5. Continuidade em Todo Ponto

Proposigao 3.14. Seja X um espagco métrico e A C X. FEntdo, sdo
equivalentes:

1. O conjunto A € aberto.
2. O conjunto A pode ser escrito como uma unido de bolas.

Demonstragcio. Se A é aberto, entdo para cada ponto x € A existe uma
bola B, centrada em x e contida em A. Desta forma, é evidente que

A:UBI.

z€A

Ou seja, A é uma uniao de bolas.

Por outro lado, sabemos que as bolas sao conjunto abertos. Assim,
qualquer conjunto que seja uma uniao de bolas é, pelo item (B) da
Proposicao @, um conjunto aberto. Il

Sequéncias e Convergéncia com Abertos

Dado um espago métrico X. Podemos caracterizar o fenémeno de
convergéncia em termos de sua topologia 7x? De fato, para dizer se
rn € X converge ou nao para um certo z € X, de acordo com a Proposi¢ao

, precisamos apenas conhecer uma base de vizinhancas de z qualquer.
Sabemos que os abertos que contém x formam uma base de vizinhancas de
x. Sendo assim, colcluimos que z,, converge para x se, e somente se, para
todo aberto A que contenha o ponto z existir N € N tal que

n>N=ux, €A.

3.5 Continuidade em Todo Ponto

Uma aplicagdo f: X — Y entre espagos métricos X e Y ¢é continua
quando é continua em todo ponto do seu dominio. Se considerarmos
1P (Y)— P(X), afungio f serd continua em z € X quando f~! levar
vizinhangas de f(z) em vizinhancas de x. Sendo assim, para f continua, se
A C Y for um conjunto aberto (vizinhanga de todos os seus pontos), entao
f7Y(A) serd também vizinhanga de todos os seus pontos. Ou seja, se f ¢
continua, entao f~'(1y) C 7x. Vamos formalizar isso.

Proposicao 3.15. Sejam X eY espacos métricos, e f : X — Y uma funcao
qualquer. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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3.5. Continuidade em Todo Ponto

1. A fungdo f € continua em todo ponto de X.

2. A imagem inversa de um aberto € também um conjunto aberto. Ou
seja, f~H(1y) C 7x.

Demonstracao. m (E) = (EI)

Seja A € 7y. Entdo, para todo x € f~!(A) temos que A é vizinhanca
de f(z), e pela Proposicio B.G, f~'(A) é vizinhanca de z. Ou seja, f~1(A)
¢ aberto.

« =@
Sabemos pela Proposi¢ao que para todo x € X,

Afa) =V (f(z)) N1y

é uma base de vizinhangas de f(z). Pelo item (a), temos que [ (Ag)
é aberto e obviamente contém z. Ou seja, f~'(Ayy)) € V(z). Pela
Proposicao B.9, segue que f é continua em . Il

O exemplo seguinte mostra que nem toda bijecdo continua tem inversa
continua.

Exemplo 3.16. Considere (R, d}|) e (R, dq) os espagos métricos dados pelos
nimeros reais com a métrica euclidiana (Exemplo @) e a métrica discreta
(Exemplo @), respectivamente. Entao, a aplicagao identidade

id : (R, dd) — (R, d|.|)

é continua, mas sua inversa nao é. De fato, na topologia dada pela métrica
discreta, todos os conjuntos sao abertos. Ou seja, 74, = P (R).

E o que significa entao dizer que f: X — Y é bijetiva, continua e
sua inversa ¢ continua? O fato de ser uma bijecao implica que podemos
identificar os pontos de X com os pontos de Y. O fato de ser continua
com inversa continua significa que com essa identificacdo as estruturas
topologicas Tx e Ty também sao identificadas. Nesse caso, dizemos que f é
um homeomorfismo. De modo geral, quando f: (X,dy) — (Y,dy) é uma
funcao bijetiva qualquer, continua ou nao, com inversa também podendo
ser ou nao continua, podemos transportar a métrica dy para X como feito
no Exemplo [1.14:

d'(a,b) = dy(f(a), f(b)).
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3.5. Continuidade em Todo Ponto

Desta forma, reduzimos o problema ao caso da aplicagao identidade
id: (X,dy) — (X, d),

pois a aplicagao f serd continua (ou sua inversa sera continua) se, e somente
se, a identidade o for. Em outras palavras, dizer que f é continua é o mesmo
que dizer que 7y C 74, . Dizer que a inversa de f é continua, é o mesmo que
dizer que 74, C 7. Assim, f serd um homeomorfismo quando 74 = 74, .

Definicao 3.17. Se X e Y sao espagos métricos, entao uma funcao
f: X =Y é chamada de homeomorfismo quando € bijetiva, continua com
inversa também continua.
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Topologia Geral
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CAPITULO

Motivacao e Definicoes

4.1 Motivacao

Esta se¢do nao é formal. Nosso propdésito aqui é apenas dar motivagao para
as defini¢cdes e propriedades que serao estudadas nas segoes seguintes. Se o
leitor nao se sentir confortdavel com as divagagoes desta se¢ao, pode omiti-la
sem problemas.

Nossa motivacao é obviamente o estudo que acabamos de fazer de
espagos métricos. Devidamente motivados pelo estudo feito na primeira
parte do livro, vamos abstrair o que seria a esséncia dos fenémenos de
convergéncia e continuidade. Uma alternativa seria associar ao espaco
X em questdao uma estrutura que identificasse, para cada um dos pontos
r € X, quais sao e quais nao sao as sequéncias que convergem para r. Uma
deficiéncia desta abordagem estd na dependéncia para com o conjunto dos
nimeros naturais, que indexam as tais sequéncias. Futuramente, veremos
que uma solugao alternativa é o uso de redes em substituicao ao de sequéncia.
Esta abordagem sera feita no Capitulo ?7.

Outra maneira seria associar a X uma estrutura que indicasse, quais sao
os conjuntos que formam as “vizinhancas” de cada ponto de X. A familia
das vizinhangas de € X, denotadas por V (z), indica do que é que x estd
“proximo” e do que é que esta “afastado”. O ponto x esta préximo de um
conjunto B € X quando para todo V € V(z), tivermos BNV # (. A
palavra “proximo” esta entre aspas porque esse nao € o termo mateméatico
utilizado. Dizemos que z estd no fecho de B (Defini¢ao £.1]), ou que é um
ponto de aderéncia de B.

As familias V(z) deveriam satisfazer as propriedades listadas na
Proposicao @ O item ([l) ndo gera grandes polémicas. Para que um
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4.1. Motivacgao

conjunto esteja proximo do ponto, tem que interceptar todas as suas
vizinhangas, portanto, acrescentar conjuntos maiores nao modificaria a
“convergéncia”. Talvez o nome “vizinhanca” nao seja realmente uma boa
escolha, ja que sugere que sejam conjuntos pequenos. Mas ao contrario
disso, as vizinhancas sdo conjuntos que sao grandes o suficiente para conter
uma bola, no caso dos espacos métricos. Quando dizemos

[..] para todas as vizinhancas [...],

geralmente estamos omitindo uma referéncia a uma expressao do tipo “por
menores que sejam”. Em uma conversa, se quiséssemos enfatizar, diriamos

[..] para todas as vizinhangas, por menores que sejam |...]

Esse tipo de argumento poderia ser restrito as vizinhangas “pequenas”, e
é por isso que existe a nogao de base de vizinhangas de um ponto (Veja a
Definigao @ e a Proposicao B.§). Assim, o item ([lJ) se presta mesmo a
maximizar a familia V (z) de modo que o fenémeno de convergéncia nao
seja alterado.

Do ponto de vista do fendomeno de convergéncia, o item (E) também
serve ao mesmo propodsito de maximizar a familia V (z). Isso porque, se
para U,V € V (z), existem Ny, Ny € N tais que

n>Ny=ux,€U
n>Ny=ux,€V,

entao, fazendo Nyny = max{Ny, Ny},
n> Nyny =z, €UNV.

Assim, se U e V sao vizinhancas de z, levar ou nao em consideracao o
conjunto U NV como sendo vizinhanca de x nao afetaria o fenomeno de
convergéncia. O que nao é convergente continua nao convergente, e o que
é convergente permanece convergente. Ja do ponto de vista da idéia de
“proximidade”, a condigao do item (R) garante que se dois conjuntos A e
B estao longe de z, entdao a uniao A U B também esta longe de x. Veja a
Figura {.1. Em espacos métricos, todos os pontos estao distantes uns dos
outros. Assim, nenhum conjunto finito esta “préximo” de x, a menos que o
contenha. Por outro lado, uma sequéncia infinita de pontos z,, distintos de
x pode convergir para . No caso de espacos topologicos gerais, é possivel
que uma familia infinita de conjuntos A,, “afastados” de z seja tal que | J A,
esteja “proximo” de x, mas as unioes finitas estarao sempre “afastados” de
x.
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4.1. Motivacgao

Figura 4.1: O conjunto A esta “afastado” de x por nao interceptar a
vizinhanca V. Da mesma forma, B também esta “afastado”de x. Entao, a
uniao A U B também esta “afastada” de x, pois U NV é vizinhanga de x.

O item mais dificil de aceitar da Proposicao @, ¢ o item (B) Como ja
mencionamos anteriormente (Observagao B.5), este item serve para garantir
que se zI' — x, e para alguma vizinhanca V € V(x) for verdade que
xp &V, entao nao é possivel acontecer que z,, — x. E equivalente a dizer
que os abertos que contém x € X formam uma base de vizinhancas de
X. E o que garante que se conhecermos os abertos, conheceremos toda a
topologia.

Uma outra interpretacao para o item () pode ser vista através da Figura

. Suponha que A C X é um conjunto “afastado” de z, e L. C X é tal
que A estd proximo de todos os pontos de L. Entdo, L também é um
conjunto “afastado” de x. De fato, se toda vizinhanca V' de x intersectar L,
a condigdo do item (B) garante a existéncia de uma vizinhanga aberta de x
U contida em V. Esta vizinhanca U intersecta L, mas por ser um conjunto
aberto, U é também vizinhanca dos pontos y € U N L. Como estes pontos
estao “préximos” de A, temos que U e, a fortiori, V intersectam A. Ou
seja, toda vizinhanca de x intersecta A e portanto, A esta “proximo” de x.
Mais adiante, veremos que a condi¢ao imposta ao conjunto L é o mesmo

ue dizer que L estd no fecho (Definicao p.1) de A. E a condigdo do item
(CE) equivale a dizer que a operagao de fecho é idempotente. (veja o item (M)
da Proposicao 6.4)

J& que nossa tentativa de definir “topologia” de um modo abstrato
utilizando o conceito de wvizinhanca passa necessariamente pela idéia de
conjunto aberto, e os conjuntos abertos por si s6 determinam o que vem
a ser uma vizinhanga de_z (é um conjunto que contém um aberto que
contém = — Proposicao ), a opgao que vamos adotar, ao menos por
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4.2. Definicao

Figura 4.2: Todos os pontos de L estao “proximos” de A, que por sua vez,
esta “afastado” de x. Entao L também esta afastado de z, pois se existisse
y € LNU, entao U seria vizinhanga de y e, por hipotese, intersectaria A.

enquanto, ¢ a de definir a topologia especificando quais seriam os conjuntos
abertos. Para um conjunto X, escolhemos 7y C P (X) de modo que 7x
tenha as propriedades listadas na Proposicao ‘@ Essas propriedades sao
semelhantes as correspondentes para “vizinhancas”. Dizer que X € 7x é o
mesmo que dizer que todo ponto tem ao menos uma vizinhanga (aberta).

4.2 Definicao

Agora que, na medida do possivel, devidamente motivados, vamos definir o
que vem a ser uma topologia em um conjunto X qualquer.

Definigao 4.1 (Espago Topolégico). Seja X wum conjunto qualquer.
Dizemos que uma familia Tx C P (X) define uma topologia no espago
X, ou que (X,7x) € um espago topoldgico, quando Tx satisfaz:

1. @, X eTx.
2. A familia Tx € fechada por intersecao finita:

A,BETXéAﬂBGTx.

3. A familia Tx € fechada por unido arbitrdria:

AAETx(AEA):>UAAETx.
AEA
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4.3. Vizinhancas e Base de Vizinhancas de um Ponto

Os subconjuntos A C X tais que A € Tx sdo chamados de abertos do
espago topoldgico (X, 7x). Por um abuso de notagao, quando conveniente,
dizemos que X € um espago topologico.

A topologia de um espaco métrico, definida em é de fato, pela
Proposicao @, uma topologia no sentido da Defini¢cao .1 Vejamos outros
exemplos de topologia.

Exemplos

Exemplo 4.2 (Topologia Discreta). Dado um conjunto qualquer X,
(X, P (X)) é um espago topolédgico. Esta topologia é induzida, por exemplo,
pela métrica discreta mencionada no Exemplo @

Exemplo 4.3 (Topologia Trivial (cadtica)). Dado um conjunto qualquer
X, (X,{0,X}) é um espago topoligico. Se o conjunto X tiver mais do que
um elemento, essa topologia nunca é dada (induzida) por uma métrica, pois
nao satisfaz a Proposicao [L.6.

Exemplo 4.4 (Topologia da Continuidade Inferior). Considere os niimeros
reais R e a seguinte familia de subconjuntos de R

T={(a,0) | a €R}.

Neste caso, (R, 7) é um espago topolédgico. Assim como no Exemplo @,
essa topologia também nao é induzida por uma métrica.
Do mesmo modo, existe a topologia da Continuidade Superior, dada por

T={(—00,)| a€R}.

Exemplo 4.5 (Topologia Inicial). Seja X um conjunto e (Y,7y) um
espaco topolégico. Considere uma aplicacao f: X — Y qualquer. Entao
(X, f~Y(7y)) é um espago topolégico.

4.3 Vizinhancas e Base de Vizinhancas de
um Ponto

Assim como fizemos para espacos métricos, podemos definir para um espaco

topolégico (X, Tx), o que é para cada ponto x € X, a familia de todas as
suas vizinhancas.
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4.3. Vizinhancas e Base de Vizinhancas de um Ponto

Definigao 4.6. Seja (X, 7x) um espago topologico. Dado xz € X, uma
vizinhanga aberta de x ¢ um aberto A € 17x que contém o ponto x. Uma
vizinhanca de x é qualquer conjunto que contenha uma vizinhanca aberta
de x. Denotamos por V(x) a familia de todas as vizinhangas de x.

Observagao 4.7. Alguns autores usam o termo wvizinhanga para designar
apenas as vizinhancas abertas.  Provavelmente, a causa disso, é a
sobrevalorizagao dos conjuntos abertos. Em muitos casos, onde seria melhor
considerar vizinhancgas, muitos matematicos insistem em enxergar apenas
os conjuntos abertos. Neste livro, se quisermos uma vizinhanca aberta de
x, diremos “vizinhanca aberta de z”, ou simplesmente, “um aberto que
contém x”. Caso contrario, diremos apenas vizinhanga para o que outros
autores chamariam de “um conjunto que contém uma vizinhanca aberta de

7

X'

Em um espaco topolégico qualquer, as vizinhangas de um ponto possuem
as mesmas propriedades para o caso de espacgos métricos que as descritas
na Proposicao

Proposicao 4.8. Seja X um espaco topoldgico, e x € X um ponto de
X. Entao valem as sequintes afirmagoes sobre a familia V (x) de todas as
vizinhancas de x:

1. Se AcV(z) e AC B, entao B € V(x).

2. A intersegio de duas vizinhancas de x também € uma vizinhanga de
x. Ou seja, se A,B €V (z), entaio ANB €V (x).

3. Se A€V (x) entio existe B C A tal que x € B, e B é vizinhanga de
todos 0s seus pontos.

Demonstracao. Todos os itens sao evidentes da definicao de vizinhanca. O
item (P)) é consequéncia do fato de 7x ser fechado por intersecao finita. [J

Assim como no caso de espagos métricos, podemos caracterizar os
conjuntos abertos como sendo aqueles que sao vizinhangas de todos os seus
pontos.

Proposicao 4.9. Dado um espago topologico X, um conjunto A C X €
aberto se, e somente se, for vizinhanca de todos os seus pontos.

Demonstragio. Pela definicado de vizinhanga, um conjunto aberto é
evidentemente vizinhanga de todos os seus pontos. Suponha entao que
A C X é vizinhanca de todos os seus pontos. Vamos mostrar que A é
aberto.
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4.3. Vizinhancas e Base de Vizinhancas de um Ponto

Por hipétese, para cada a € A existe um aberto U, tal que a € U, C A.

Neste caso,
A=JU..
acA
Como A é uma uniao de abertos U,, temos que A também é aberto. O

Definigao 4.10. Seja (X, 7x) um espago topolégico e x € X um ponto
qualquer de x. Uma familia formada por vizinhangas de x, B C V (z), é
chamada de base de vizinhancas de x quando para toda vizinhanga V € V (x)
existir B € B tal que B C V. Se todos os conjuntos de B forem abertos, ou
seja, se B C Tx, entao diremos que B é uma base de vizinhangas abertas
de x.

Observagao 4.11. Alguns autores dizem base local ao invés de base de
vizinhangas.

Agora que, mesmo sem uma métrica, definimos o que vem a ser uma
vizinhanga de um ponto, podemos definir convergéncia de sequéncias. As
sequéncias nao serao tao importantes para a teoria geral. No entanto,

motivarao a defini¢ao de redes; um conceito que sera trabalhado no Capitulo
??

Definigao 4.12. Seja (X, 7x) um espago topolégico e x,, € X uma sequéncia
de elementos de X. Dizemos que x,, converge para x € X na topologia Tx,
quando para toda vizinhanca V €V (z) existir N = N(V) € N tal que

n>N=ux,€eV.

De maneira semelhante ao caso dos espacos métricos, denotamos tal fato
TX .
por x, — x, ou simplesmente x,, — x.

Observacao 4.13. Novamente, como no caso métrico, para saber se uma
sequéncia x, € X converge para x € X, basta verificar a condicao da
Definigao para uma base de vizinhancas de x. Em particular, assim
como no caso dos espacos métricos, dados z,,,z € X, teremos que x, — x
se, e somente se,

para toda vizinhanga aberta A de x existe N = N(A) € N tal
que
n>N =z, €A

Isso porque a familia das vizinhancas abertas de x formam uma base para

V(x).
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4.4 Continuidade em um Ponto

A essas alturas, o leitor ja sabe o que sera tratado nesta secdo. Assim

como fizemos para os espagos métricos na Secao , vamos falar sobre
a continuidade de aplicacOes entre espagos topoldgicos. O leitor deve
comparar a Defini¢ao e a Proposicao B.6, que caracteriza continuidade

em um ponto em espacgos métricos.

Definicao 4.14. Sejam X e Y espacos topoldogicos e f: X =Y uma
aplicagao qualquer entre X eY. Para x € X, dizemos que f é continua em
x quando

V(@) c V().

Ou seja, quando a imagem inversa de toda vizinhanga de f(x) for uma
vizinhanca de x.

Em uma formulagdo mais semelhante aos argumentos do estilo € — 4, a
defini¢ao de continuidade fica assim:

Para todo V € V(f(z)) existe U € V (x) tal que

yeU= fly) eV.

Como no caso de espagos métricos, basta verificar a condigao da
definicao para uma base de vizinhancas de x.

Proposicao 4.15. Sejam X e Y espacos topologicos e f: X =Y uma
aplicagao qualquer. Dados x € X e B uma base de vizinhancas de f(x).
Entao, f € continua em x se, e somente se,

fH(B) cV(z).
Demonstragio. Se V. € V(f(x)), entdo existe B € B tal que B C V.
Portanto, f~(V) D f~(B) € V(z). Assim, f~1(V) € V(z). Como V

¢ um elemento arbitrario de V (f(z)), temos que

[V (f@) c V().
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4.5 Continuidade

Continuidade é um conceito central em topologia. Uma aplicacao continua
transporta aspectos topoldgicos entre os espagos em questao. Dada uma
aplicacio f: X — Y entre os conjuntos X e Y, podemos ver f~! como
uma aplicacao

FLPY) = P(X).

Se (X,7x) e (Y, 7y) s@o espagos topolégicos e f é continua em =z € X,
podemos olhar para f~! restrita a V (f(z)) como sendo uma aplicagao

7V (f(@) = V().

A proposicao a seguir demonstra que quando f é continua em todo ponto
de X, entdo a restricio de f~! a 7y pode ser vista como uma aplicacao

f_llTy—>Tx.

Proposicao 4.16. Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) espagos topolégicos e f : X =Y
uma aplicacao de X em Y. Neste caso, sio equivalentes:

1. A fungdo f € continua em todo ponto x € X.
2. Para todo aberto A € 7y, [~1(A) € Tx.

Demonstragio. Para todo ponto z € f~1(A), f(z) € A. Entao, dado A €
Ty, temos que para todo ponto x € f~!(A), como A é aberto, A € V (f(x)).
Pela continuidade de f no ponto x, temos que f~*(A4) € V(x). Acabamos
de mostrar que f~!'(A) é vizinhanca de todos os seus pontos, e portanto,
pela Proposicao @, f7Y(A) é um aberto de X.

Por outro lado, para z € X qualquer, denotando por By, a familia dos
abertos que contém f(x), como a imagem inversa desses abertos contém z,
temos que

f_l (Bf(a;)) C V(z).
E como By(;) ¢ uma base de V(f(x)), temos que
[V (f@) c V().
Ou seja, f é continua em =x. O

Defini¢ao 4.17 (Fun¢ao Continua). Dizemos que uma func¢io f: X —Y
entre os espagos topologicos (X, 7x) e (Y, 7y) € continua quando é continua
em todo ponto v € X. Ou, equivalentemente, quando f~'(1y) C Tx.
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Homeomorfismos

Para dois conjuntos X e Y, uma bijecao f : X — Y identifica cada ponto de
X a um tnico ponto de Y e vice-versa. Se X e Y forem espacos topoldgicos,
f for continua e sua inversa f~!':Y — X também for continua, entdo
também serao identificados cada aberto de X com um tnico aberto de
Y e vice-versa. Tudo o que puder ser dito sobre a topologia de X podera
ser afirmado sobre a topologia de Y através da identificagao dada por f.

Definigdo 4.18 (Homeomorfismo). Sejam X e Y espagos topolégicos.
Dizemos que uma aplicagdo

f: X—>Y

¢ um homeomorfismo de X em Y quando f for bijetiva, continua e sua
inversa f~1 também for continua.

Quando existe um homeomorfismo entre dois espacos topologicos,
dizemos que estes espacos sao homeomorfos.

Aplicacao Aberta

Com uma aplicacao f : X — Y entre espagos topoldgicos, podemos tentar
relacionar as topologias de (X, 7x) e (Y, 7y). Se f for um homeomorfismo,
sabemos que X e Y possuem exatamente a mesma topologia quando os
pontos de X sao identificados com os de Y através de f. Se f for uma
bije¢do continua, podemos identificar cada elemento de X com um tnico
elemento de Y. Com esta identificacdo, teremos que 7v C 7x. Uma outra
propriedade que f pode ter, que ajudaria a relacionar os espacos X e Y é a
de levar abertos de X em abertos de Y. Neste caso, dizemos que f é uma
aplicacao aberta.

Definigao 4.19. Seja f : (X, 7x) — (Y, 7yv) uma aplicagcao entre os espagos
topoldgicos X eY. Dizemos que f é uma aplicagao aberta quando f(7x) C
Ty .

Um homeomorfismo é uma bijecao continua e aberta. Nossa motivacao
para a definicdo de aplicacao aberta é simplesmente imaginar, ignorando
o fato de que f pode nem mesmo ser bijetiva, o que seria necessario
para que f~! seja continua. Mais adiante, veremos maneiras de se
transportar topologias de um espaco topoldgico a um conjunto qualquer
através de aplicagoes entre eles. Quando temos uma bijecdo entre um
espaco topoldgico e um conjunto qualquer, fica facil transportar a topologia
de um para o outro. Imagine que f: X — Y, ndo uma bijecdo, mas uma
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sobrejecao do espaco topoldgico X no espaco topoldgico Y. Podemos definir
o conjunto

X={f'y| yev},

que nada mais € do que “agrupar” todos os elementos de X que tém a
mesma imagem. A projecao natural de X em X é dada por

7 X = X .
= fH(f(2))

A projecao leva um elemento x € X na “classe” formada por todos os
elementos de X que tem, por f, a mesma imagem que x. A aplicacao f
pode ser fatorada, de modo que o seguinte diagrama é comutativo (ou seja,

f=fon):
Xty

7

X

Basta definir f(f~'(y)) = y. Agora, f é uma bijecio. Faz sentido esperar
que a topologia de X possa ser transportada para X, de modo que as
propriedades topolégicas de f possam ser investigadas em funcdo de f e
vice-versa. Em particular, se f for continua e aberta, podemos esperar que
f seja um homeomorfismo entre Y e X (Veja o exercicio 7?). Trataremos
desse tipo de topologia, a topologia quociente, no Capitulo H)

Assim como podemos falar de continuidade em wm ponto, podemos
também definir o que seria dizer que f: X — Y ¢é aberta em z € X.
Assim como no caso de continuidade, a definicao fica melhor se usarmos
vizinhancas de x ao invés de abertos.

Definigao 4.20. Seja [ : (X, 7x) — (Y, 7y) uma aplicagao entre os espagos
topologicos X eY . Dizemos que f € uma aplicagao aberta em x € X quando

fV(x)) CV(f(x)).
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CAPITULO

Construindo Topologias

5.1 Comparando Topologias

Em um mesmo conjunto X, podemos ter definidas duas topologias 7
e To. Pode acontecer que 7, C 7o, por exemplo. Neste caso, sempre
que f:(X,7x) = (Y,7y) for continua, teremos que f: (X, 1) — (Y, 7y)
também sera continua. Também podemos concluir que

T2 T1
T, — T =T, — T.

Pode ser que nao tenhamos nem 7, C 7, nem 75 C 7. Duas topologias
nem sempre S0 comparaveis.

Definigao 5.1. Se (X, 7x) e (X,7x) sao duas topologias em um mesmo
conjunto X e 11 C To, entdo dizemos que 7o € mais forte ou mais fina que
T1. Também dizemos que 71 € mais fraca que 17o. Podemos também dizer
que T| € MEeNor que Ty, 0U que Ty € maior que 1y. Veja a Observacao .

A topologia determina quais sdo as sequéncias que convergem e quais
nao convergem. Se imaginarmos a topologia como uma “peneira” que deixa
passar apenas as sequéncias convergentes, quanto mais fina for a topologia,
menos sequéncias passarao como convergentes. Veja a Figura p.1l.

Proposicao 5.2. Seja X um conjunto qualquer, e 7y (A € A) uma familia
de topologias em X. Entdo Tx = (\,cp Ta € uma topologia em X.
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J

Figura 5.1: Quanto mais fina é a topologia, menos sequéncias “passam’
como convergentes.

Demonstragcao. Basta verificar que 7y satisfaz os axiomas listados na
Definigao #.1. Por exemplo,

A Berxy =VAeA ANBeET,

= ANB¢c ﬂnsz-
AEA

]

Observacgao 5.3. A relagao “mais forte que” define uma ordem parcial na
familia
T(X)={rx CP(X)| 7x ¢é topologia},

das topologias de um conjunto X. Esta ordem ¢é simplesmente a restricao
da relagao de inclusdo definida em P (X) a familia 7 (X).

Existe um elemento mdzimo dentre todas as topologias de X. E o
conjunto das partes de X, P (X), que é a topologia mais forte que pode ser
definida em X. Por outro lado, {0, X} é a topologia mais fraca em 7T (X).

A Proposicao mostra que dada uma familia de topolgias 7y (A € A),
existe a maior topologia que é menor que todas as Ty. Essa topologia 75 é o
infimo das 7. Escrevemos

7'5:/\{7‘)\| )\EA}

ou
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Por outro lado, a uniao de topologias nao é necessariamente uma topologia.
No entanto, se considerarmos a familia

F = {TXeT(X)

UTA CT)(}
AEA

de todas as topologias que sdo maiores que todas as 7y, sabemos que a
familia F nao é vazia, pois P (X) € F. Seja entao 7, o infimo de F:

Te = /\]:.

A topologia 7, é a menor topologia que é maior que todas as 7). Essa
topologia é o supremo de 7y, e é denotada por

Tg — \/T)\.

AEA

Comparacao de Topologias e Continuidade

Quando X é um espaco topoldgico dotado de duas topologias 71 e 7o, 0
que podemos dizer da relagao entre essas topologias se soubermos que a
aplicacao identidade

id: (X,n) - (X,7x)
r =
é continua? A resposta é simples:

id é continua < ™ C 7.
Vamos generalizar isso para uma aplicacao qualquer

f(X,m) = (X, 7x).

Proposicao 5.4. Seja X wum conjunto qualquer e (Y,7y) um espago
topoldgico. Dada uma aplica¢io qualquer f: X =Y, 7p = f~Y(1y) define

uma topologia em X.

Demonstragio. Basta notar que 0, X € 74, se A,B € 74, entdo A =
YA e B = f7YB') com A',B'" € 1yv. Como 7y é uma topologia,
ANB €r1y. Assim, ANB = f"Y A NB)e fry) =1 Podemos
fazer analogamente para a unido arbitrdria de elementos de 7;. Basta
observar que f~!':P(Y)— P(X) comuta com as operagoes de unido e
intersecao. 0

Pela Proposicao @, dizer que f:(X,7x) — (Y,7v) é continua é o
mesmo que dizer que a topologia 7, ¢ mais fraca que 7x. De fato, ¢ facil
verificar que 7; é a menor topologia que faz com que f: X — (Y, 7y) seja
continua.
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5.2 Sub-Base

A construgao feita na Observacao @ é muito comum. E essa construcéo
que em algebra, por exemplo, nos permite definir para um espago vetorial V'
e um subconjunto qualquer S C V', o menor subespaco de V' que contém S.
Este é o subespaco vetorial gerado por S. Do mesmo modo, para um grupo
G e um subconjunto qualquer S C G, pode-se definir o que seria o grupo
gerado por S. Esse seria o menor subgrupo de G que contém S. Existem
exemplos também em teoria da medida. Assim, como na Proposicao @,
a intersecao de uma familia de subgrupos é um subgrupo, a intersecao de
uma familia de subespacos vetoriais ¢ um subespago vetorial.

Defini¢ao 5.5. Seja X um conjunto, e C C P (X) uma familia qualquer
de subconjuntos de X. Entdo a topologia

7(C) = \/ Tx
CCrx

¢ a topologia gerada por C. FEssa é a menor topologia de X que contém a
familia C.

Defini¢ao 5.6. Seja X um conjunto qualquer, e C C P (X) uma familia
qualquer de subconjuntos de X. Mesmo sem definir o que venha a ser uma
base para a topologia (Defini¢ao 5.13), vamos definir o conjunto

m@:{ﬂA

AeC’

C'CC, #C < oo},

e chamd-lo de base induzida pela familia C. Aqui, usamos a convengio de

que (Nyep A = X.

Observagao 5.7. Na Definicao @, utilizamos a seguinte convencgao:

Ja=0

A€l

A=x

A€l

Esta convencao se torna mais natural se, considerando a relacao de ordem C
em P (X), interpretarmos U e N como sendo operadores de supremo e infimo,
assim como fizemos na Observagao @ Desta forma, dado F C P (X),

A

AeF
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¢ o menor subconjunto de X que é maior que todos os conjuntos em F.
Se F é vazio, entao o menor subconjunto seria justamente (). Da mesma

forma,
(14
AeF

¢ o maior subconjunto de X que é menor que todos os conjuntos em F. Se
F = (), este conjunto é simplesmente o maior subconjunto de X, que é o
préprio X.

Por um abuso de notagdo, quando C = {A,| A€ A}, por vezes
escrevemos 7 (Ax, A € A) no lugar de 7 (C). E quando Cy, (A € A) é uma
colegao de familias de subconjuntos de X, escrevemos 7 (Cy, A € A) ao invés
de 7 (U)\e A CA). As seguintes propriedades da topologia gerada por uma
familia sdo consequéncia direta da definicdo. O leitor deve ficar atento para
a diferenga entre

7(Cy, A€ A)
T(C)\), A€ A.

Proposicao 5.8. Sejam C e D familias de subconjuntos de X, e Tx uma
topologia em X . Entao, valem as sequintes propriedades:

1. Todos os conjuntos em C sdo abertos na topologia gerada: C C 7 (C).
Se C C D, entio 7 (C) C 7 (D).

Temos que C C Tx se, e somente se, T (C) C Tx.

Se Tx € uma topologia, entao Tx = 7 (7x). Em particular, vale que

T(1(C)) = 7(C).

SeC Ctx C7(C), entdo x =7 (C).
SeCCDcCrT(C), entao T (C) =1 (D).
SeE=71(C)UT (D), entao T (E) =71(CUD,).

R N

Seja Cy, (A € A) uma colegio de familias de subconjuntos de X.
Entao,
T<T (CA>> A€ A) = T(C)\, A€ A).
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Demonstragao. Vamos mostrar apenas o item (E), que ¢ mais dificil. O
restante fica como exercicio. :-)
E evidente, pelo item (B), que

T (AEUACJ cr (AEUAT(CA)).

No entanto, novamente pelo item (E), sabemos que para todo v € A,

E portanto,

Agora, pelo item (B),
: (Ur(@)) =7 (U CA>-
AeA AeA

Forma da Topologia Gerada

Qual é a forma de um aberto de 7 (C) quando expresso em termos de C?7
Obviamente que a topologia gerada por C deve conter todas as intersecoes
finitas e todas as unides de elementos de C. Mas isso nem sempre é suficiente.
A Proposicao nos diz como podemos escrever os abertos da topologia
gerada em termos de conjuntos da sub-base.

Proposicao 5.9. Seja C uma sub-base para um espago topologico (X, Tx).
Ou seja, Tx = 7(C). Considere a base induzida B = B (C) das intersegies
finitas de conjuntos de C. Entdo, todos os conjuntos da topologia sdo unioes

de conjuntos de B:
TX:{U A B’CB}.

AepB’
Demonstragio. A topologia T (C) necessariamente contém B. Assim,

ccBcr(C).
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Considere entao, a familia ¢/ dada pelas unides de elementos de B:
U:{UA HCB}

Aep’
ccBcUcT(C).

Para concluir que 7x = U, basta mostrar que U é uma topologia. Assim,
como Tx € a menor que contém C, poderemos concluir que 7x = U. E
imediato que

Novamente,

0, X el.

Também ¢é evidente pela prépria definicao de U, que U é fechado por unioes
arbitrarias. Basta entdo verificar que se A, B € U, entao AN B € U. Onde,
para Ba, Bg C B adequados,

Mas, neste caso,
AnB= J W
WeBe

onde Bo = {UNV | U € By, Ve Bg}. Agora, basta notar que Bo C B,
pois B é fechada por intersecao finita. O

Sub-Base e Continuidade

Se temos uma aplicagdo f: (X, 7x) — (Y,7y), e uma sub-base C de 7y,
como podemos dizer, olhando para f~!(C), se f ¢ ou nao continua. Um
primeiro “chute” seria talvez dizer que basta que f~1(C) C 7x. Obviamente
que esta é uma condi¢ao necessaria. A proposicao seguinte é o elo que falta
para mostrar que a condicio f~1(C) C 7x é equivalente a continuidade de

f.

Proposicao 5.10. Sejam X e Y dois conjuntos e C C P (Y) uma familia
de subconjuntos de Y. Entado,
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Demonstragao. Vamos utilizar a seguinte notacgao:

n=1(f7C))
= f1(r(C)).

Por definicdo, 7 é uma topologia. E facil ver (Exemplo @) que 75 também
é uma topologia. Como f~(C) C 7, segue que

71 C To,

pois 7y é a menor topologia com tal propriedade. Resta entao mostrar que
dado A € 7, teremos A € 1.

Pela Proposicao p.9, dado A € 1, basta mostrar que A pode ser escrito
como uma unido arbitraria de intersegdes finitas de elementos de f~!(C). De
fato, A = f~1(A’), onde A’ € 7(C) é uma unido arbitrria de intersegdes
finitas de elementos de C. Como f~! comuta com as operacoes de uniao e
intersecao, temos a expressao desejada para A, concluindo a demonstracao.

]

Conforme prometido, vamos utilizar a Proposicao para mostrar
que para uma aplicacdo f: (X, 7x) — (Y,7(C)) ser continua, basta que

f_l(C) C 7x.

Proposicao 5.11. Seja f: (X, 7x) = (Y, 7v), onde 7v = 7(C). Entdo, f
¢ continua se, e somente se, f~1(C) C 7x.

Demonstracao. E evidente que a condigao é necessaria. Vamos mostrar que
é suficiente. Pela Proposicao p.10, temos que

[ y) =7 (7).

Mas a hipdtese f~1(C) C 7y implica que 7 (f~1(C)) C 7x. Ou seja,

[ y)=7(f7C)) C 7x.

]

Observacao 5.12. Frequentemente, demonstracoes de que determinada
funcao é continua ficam excessivamente complicadas porque o autor da
demonstracao refez o argumento das Proposicoes @pe . Veja, por
exemplo, a demonstracao da Proposicao
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Exercicios

5.2.1. Considere em R sua topologia usual, 7, a topologia da continuidade
inferior, 7; e a topologia da continuidade superior, 7,. Mostre que
f: X =R, onde X é um espaco topoldgico qualquer, ¢ continua na
topologia 7 se, e somente se, for continua nas topologias 7; e 7.

5.2.2. Seja § uma familia de subconjuntos de X que nao cobre X. Ou seja,
X # Uger S. Considere a topologia em X gerada por S, e mostre que
existe z € X tal que V (z) = {X}.

5.2.3. Mostre que f: X — Y é aberta se, e somente se, é aberta em todo
r e X.

5.2.4. Considere f: (X,7x) = (Y,7y). Se F é uma familia geradora da
topologia Tx, entdo, f é aberta se, e somente se, f(F) C 7y.

5.3 Bases

Dada uma familia C de subconjuntos de um conjunto X, a base induzida
B = B (C) tinha uma propriedade interessante:

Todo aberto de 7 (B) é uma uniao de elementos de B.

Cada familia com essa propriedade é uma de base da topologia. Quando
construimos a topologia dos espagos métricos, as bolas formavam uma base
para a topologia (Proposigao B.14).

Definigao 5.13. Seja (X, 7x) um espago topoldgico. Uma familia B C Tx
¢ uma base para a topologia 7x quando todo conjunto A € Tx puder ser
escrito como uma uniao de elementos de B. Aqui, sequimos a convengdo de

que J e A = 0,

Como de costume, vamos ver outras maneiras de caracterizar o que vem
a ser uma_base para uma topologia 7x. Note que uma das condi¢oes da

Definigao ¢ que B C 7x.

Proposicao 5.14. Seja (X,7x) um espago topologico e B C P (X)
uma familia de subconjuntos de X. FEntao as sequintes afirmagoes $ao

equivalentes:
1. A familia
B cB }

p—{UA

AeB’
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¢ uma topologia de X. E além disso, Tx = p.
2. A familia B ¢ uma base para Tx.

3. Temos que B C 7x, e para todo x € X e toda vizinhanca V de x,
eriste B € B tal que x € B C V.

4. Para todo x € X, o conjunto
B, ={AeB| zec A}
¢ uma base de vizinhangas de x (veja a Defini¢ao )

5. Para todo A,Be€ B ex e ANB existe C € B tal quex € C C ANB.
E além disso, Tx =7 (B) e X =J 5 A

Demonstracio. w (m) = (E)

Pela definicao de base, B é uma base para p. Como
BcCpcCT(B),

temos que p = 7 (B) = 7x.

= B=0

Se B é base para Tx, entdo B C 7x. Seja V € V(x). Entao, A = vV é
aberto e x € A. Como o conjunto A é da forma

A=) B

Bep’

para alguma sub-familia B’ C B, basta escolher B € B’ tal que x € B, para
que
reBCACVW

= B=0

Evidentemente que B, C V (z), ja que a familia é formada por conjuntos
abertos que contém x. Basta mostrar que para toda vizinhanca V de x,
existe B € B, tal que B C V. Mas a existéncia de tal B ¢ justamente a
hipétese do item (B)
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= =@

Se A,B € Bex € AN B, entao, por hipotese, A e B sao vizinhangas
de x. Portanto, AN B também ¢é vizinhanca de . Como B, é uma base de
vizinhangas de x, entdo existe C' € B, tal que

zrecCCANB.

Precisamos entao verificar que B gera 7x. Primeiramente, note que todo
conjunto U € B é aberto, pois se x € U, entao U € B, C V(x). Ou seja, U
é vizinhanca de todos os seus pontos. Assim,

T(B) C 7.

Por outro lado, todo aberto de 7x pode ser escrito como uma uniao de
elementos de B, pois dado V' € 7x, para cada x € V existe V, € B, C B tal
que x € V, C V. Ou seja,

V=|]JV.

zeV

E portanto,
T CT (B)

E evidente que X = |J s A, pois nenhum dos B, é vazio. (Note que
acabamos provando que @ = (Q))

= B=@

J4 sabemos que ) € p. Pela hipdtese de X ser a unido de todos os
conjuntos em B, X € p. Por definicdo, p é evidentemente fechada por
unido arbitraria. Resta mostrar que é também fechada por intersecao finita.
Para isso, basta notar que A e B sao da forma

A= U

UeBa

B=|JV

VeBg

para Ba, Bg € B adequados. Assim,

AnB= | J UnV
(UV)eBaxBg

sendo que, é facil verificar que as hipdteses do item (B) implicam que cada
U NV é uma uniao de conjuntos em B. Portanto, AN B € p. ]
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5.3. Bases

Observagao 5.15. Dada uma familia qualquer C C P (X), a Proposigao

mostra que B (C) é uma base para 7 (C). Em particular, toda familia
B fechada por intersecao finita é uma base para 7 (B). Esse fato pode ser
verificado também pelo item (ff) da Proposicao p.14. Esta condi¢ao nao é,
no entanto, necessaria para que B seja uma base para 7 (B). As bolas, por
exemplo, formam uma base para a topologia de um espaco métrico, mas nao
é necessariamente verdade que a intersecao de duas bolas sera uma bola.

Corolario 5.16. Seja B uma familia de subconjuntos de X, com X =
Uues A- Para que B seja uma base de 7 (B) € necessario e suficiente que
para todo A, B € B, AN B possa ser escrito como unido de elementos de

B.

Demonstracao. A condi¢ao é evidentemente necessaria. Para ver que é
suficiente, basta verificar as condicoes do item (B) da Proposicao p.14.
Evidentemente que B gera 7(B). O restante da demonstragao fica como
exercicio. ]

Sub-Base e Convergéncia

A convergéncia de uma sequéncia x,, — x pode ser entendida como:

Para toda vizinhanca V' de x, por menor que seja, existe N tal
que
n>N=ux,€eV.

A expressao “por menor que seja” é um aposto, e é supérflua, mas traduz
bem o fato de a convergéncia poder ser descrita em termos de bases, ou bases
de vizinhangas (veja a Observagao .13 e a Proposicao @) O fenomeno
da convergéncia pode ser ainda mais facil de ser verificado se utilizarmos
uma sub-base ao invés de uma base.

Proposicao 5.17. Seja S uma sub-base de um espago topologico. FEntao,
uma sequéncia x, converge para T Se, e somente se, para todo V € S, com
x €V, existir N = N(V) tal que

n>N=uz,cV.

Demonstracao. Seja B a base gerada por §. Basta mostrarmos que a
condigdo garante que para todo U € B, com z € U, existir N = N(U)
tal que

n>N=ux, U
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5.4. Cardinalidade das Bases e Sub-Bases

Note que ou U = X (neste caso, basta tomar N = 1), ou U =V, N---NV,,
com V; € §. Neste ultimo caso,

N(U) =max (N(Vi),...,N(V,))

satisfaz a condi¢ao desejada. [

Exercicios

5.3.1. Mostre que a familia

B={(a,0) CR| acQ bgQ}
é uma base para a topologia usual de R.

5.3.2. Toda base é fechada por interse¢ao finita nao vazia? Demonstre que
sim, ou dé um contra exemplo.

5.3.3. Complete a demonstragao do Corolario .

5.4 Cardinalidade das Bases e Sub-Bases

Principalmente quando trabalhamos com sequéncias de elementos, ou
mesmo sequéncias de conjuntos, a existéncia ou nao de bases ou bases de
vizinhangas que sejam enumeraveis torna-se uma questao importante.

Definicao 5.18. Dizemos que wm  espaco  topologico X — é
segundo-enumeravel quando possuir uma base enumerdvel.  Se todo
x € X possui uma base enumerdvel de vizinhancas, dizemos que X ¢é
primeiro-enumeravel.

Observacao 5.19. A nomenclatura da Definicao ¢ uma traducao
direta da lingua inglesa — first countable e second countable —, e é muito
ruim. Se um espago topolégico X possui uma base enumeravel, nao seria
melhor dizer que X possui base enumerdvel? Da mesma forma, neste livro,
vamos dizer que x € X possui base enumerdvel de vizinhangas. Ao invés de
dizer primeiro-enumerdvel, vamos simplesmente dizer que todo ponto de X
possui base enumerdvel de vizinhancas.

Exemplo 5.20 (Espago Métrico). Em um espago métrico X, um ponto
qualquer possui uma base enumeravel de vizinhancas. De fato, dado x, as

bolas de raio % centradas em x formam uma base de vizinhancgas. Essa
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5.4. Cardinalidade das Bases e Sub-Bases

base de vizinhancgas tem a propriedade de poder ser ordenada de forma
decrescente. Ou seja,
Bi(z) D B%(x)

n

Esta é a propriedade que nos permitiu estabelecer a equivaléncia entre
continuidade com bolas e continuidade com sequéncias para aplicagoes entre
espacos métricos. Veja a Proposicao 2.10.

Na Definicao , nao mencionamos nada sobre a cardinalidade das
sub-bases. A seguinte proposicao explica porque.

Proposicao 5.21. Em um espaco topologico X com infinitos abertos, existe
uma base com cardinalidade k se, e somente se, existe uma sub-base com a
mesma cardinalidade. Em particular, o espago possui base enumerdvel se, e
somente se possuir uma sub-base enumerdvel.

Demonstracao. Como toda base é uma sub-base, basta mostrar que dada
uma sub-base S, existe uma base B com a mesma cardinalidade que S.
Primeiramente, é preciso notar que a cardinalidade de S nao pode ser finita.
Caso contrario, nao existiriam infinitos abertos na topologia.

Note que a familia

B,={Uyn---NnU,| Uy,...,U, €S}

tem a mesma cardinalidade que S (por qué?). Note também, que

B={X}U G B,
n=1

e portanto, B também tem a mesma cardinalidade que S (por qué?). [

Os espagos tais que todo ponto possui uma base enumeravel de
vizinhangas sao semelhantes aos espagos métricos.  Onde usariamos
sequéncias de bolas de raio %, usamos a proposicao abaixo. Um exemplo é
a Proposicao .

Proposicao 5.22. Seja X um espaco topologico e v € X um elemento
qualquer. Se x possui uma base enumerdavel infinita de vizinhancgas, B,
entdo x possui uma base de vizinhancas formada por conjuntos By, Bo, . ..
satisfazendo

BiD>DB,D>DB3D -

Dizemos que B, € uma base de vizinhangas encaixantes.
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5.4. Cardinalidade das Bases e Sub-Bases

Demonstragio. Seja B, B}, ... uma enumeragao dos elementos de B,. Faga

Por ser intersecao finita de vizinhancas de z, cada B,, é uma vizinhanca de
z. E dada uma vizinhanca qualquer de z, V, existe n tal que B/, C V. Ou
seja,

B,C B, CV.

E portanto, os conjuntos B,, formam uma base de vizinhancas de x. [

E claro que se = possuir uma base finita de vizinhancas, entdo = possui
uma base formada por apenas um elemento: a intersecao de todos os
elementos da base finita.

Em um espaco onde todo ponto possui base enumeravel de vizinhancas, a
topologia pode ser inteiramente descrita através de sequéncias e seus limites.

Proposicao 5.23. Seja X um espago topoldgico, x € X, e B, C V(x)
uma base enumerdvel de vizinhancas de x. FEntao, a familia V (x) pode
ser inteiramente determinada se soubermos quais sao as Sequéncias que
CONVETgEM Para x.

Demonstragao. Pela Proposicao , podemos assumir que B, =
{Bl, BQ, .. .}, com Bn > Bn+1-

Vamos mostrar que V' é vizinhanca de x se, e somente se, para toda
sequéncia convergente x,, — x, tivermos um N tal quen > N =z, € V.
Se V' é vizinhanca de z, entdo, é evidente que para toda sequéncia x, — x
existe um tal N. Por outro lado, se V nao é uma vizinhanca de x, entao,
para cada n, existe B, tal que B, \V # (). Tome z,, € B, \ V. A sequéncia
x,, converge para x (por qué?). No entanto, para a sequéncia x,, nao existe
o referido N. O

Um exemplo de aplicagao da enumerabilidade de uma base da topologia,
¢ a demonstragao da Proposi¢ao P.28. Uma propriedade que esta bastante
relacionada é a separabilidade do espaco topoldgico.

Definigao 5.24 (Espago Separavel). Um espago topoldgico X é separavel
quando houver um subconjunto enumerdvel denso. Ou seja, quando existir
S C X enumerdvel tal que S = X.

Uma das utilidades de se demonstrar que um espago possui base
enumeravel, é poder concluir que este espaco é separavel.

o8



5.4. Cardinalidade das Bases e Sub-Bases

Proposicao 5.25. Um espago topolégico com base enumerdvel é separdvel.

Demonstragdo. Seja By, By,... uma base enumeravel. Agora, para cada
B, escolha x,, € B,. Entdo, o conjunto S = {1, xs,...} é denso. O

Por outro lado, uma das utilidades de se demonstrar que um espago é
separavel, é, em alguns casos, poder concluir que este espaco possui base
enumeravel. E o que faremos na demonstracao da Proposicao 9.2§

Proposicao 5.26. Um espago métrico (X,d) tem base enumerdvel se, e
somente se, € separdvel.

Demonstracao. Pela Proposicao , basta mostrar que se X for separavel,
entdo X tem base enumeravel. Seja S C X um subconjunto enumeravel
denso. Basta, entao, mostrar que

B:{B%(a:)‘ xGS,n:1,2,...}

¢ uma base para a topologia de X.
Como B é uma familia de abertos, basta mostrar que para todo a € X,
dado m € N*, existem x € S e n € N* tais que

a € Bi(z) C Bi(a).

m

Pela densidade de X, podemos escolher x € S tal que d(z,a) < ﬁ Assim,
basta tomar n = 2m, pois além de termos a € Bi(z), também temos que

para todo y € Bi(x),

d(y,a) < d(y,r) + d(x,a)
RN
om  2m  m’

Ou seja, Bi(x) C Bi(a). O

Exercicios

5.4.1. Seja § uma familia de subconjuntos de X. Mostre que se S é uma
familia finita, entdo a topologia gerada por S também ¢é finita.

5.4.2. Onde foi usado que #S = oo na Proposic¢ao ?

5.4.3. Dé um exemplo de um espago topolégico onde existe uma base
finita de vizinhangas de um certo elemento x, mas nao existe uma base
de vizinhancas composta por apenas um elemento.

5.4.4. Mostre que a sequéncia z, construida na demonstracao da
Proposigao de fato converge para z.
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CAPITULO
Fecho e Interior

Dado um subconjunto B C X de um espago topologico X, vamos associar
a B o conjunto B dado por todos os pontos que estdo “préximos” de B.
Veremos que a propriedade do item (B) da Proposicao garantird que se
F = B, entao F = F. Ou seja, apesar de termos acrescentado pontos em B
para construir o conjunto F', mesmo com esse alargamento, F’ nao se tornou
“préximo” de nenhum ponto do qual B ji nao fosse préximo. O conjunto B
é o fecho de B. E os conjuntos F que satisfazem F = F sao chamados de
conjuntos fechados. Veremos que os conjuntos fechados sao exatamente os
complementares dos conjuntos abertos.

6.1 Fecho e Fechado

Definigao 6.1. Seja (X, 7x) um espago topoldgico e B C X um subconjunto
qualquer de X. Definimos o fecho de B, e denotamos por B o conjunto

B={zeX|VYWeV(),VNB#0.

Também escrevemos cl (B); ou quando queremos enfatizar a topologia Tx,
escrevemos cl., (B).

Observacao 6.2. O operador de fecho é uma aplicacao

d: P(X) = P(X).

B — B
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6.1. Fecho e Fechado

Lema 6.3. Seja (X, 7x) um espago topologico. E para cada x, seja B, C
V (z) uma base de vizinhangas de x. Entao,

B={zeX|VWeR,VNnB=10}.

Em particular, x estd no fecho de B se, e somente se, para todo vizinhanca
aberta U de v, UN B = ().

Vamos entao verificar algumas propriedades do operador cl., .

Proposicao 6.4. A operagio de fecho no espago topoldgico (X, Tx) satisfaz:

1.0=0, X=X
.BCB
. AcB=ACB

n
9
o)
>
>
m
-
~—
[N
<
S
s}
=
S
=\
oy
=)
[
<
=)
=
[
<
)
S
I
)
w
<
>
%)
S
S,
<
3
~
S
[
I
)
)
3
~
D
S

6. Se A B sao subconjuntos de X, entdo

AUB=AUB.

Demonstragio. m  Itens (El), (B) e (E)
Consequéncias imediatas da definicao de fecho.
a  Item ().

Por (E), B C B. Sejaentdo x € B, eseja U € Tx uma vizinhanca aberta
de z. Entdo existe y € B, tal que y € U. Ou seja, U é vizinhanca de y. E
portanto, como ¥y esta no fecho de B, existe z € B tal que z € U. Provamos
que toda vizinhanca aberta de z intercepta B. Pelo lema .3, z € B.

mItem (H)
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6.1. Fecho e Fechado

O item (B) ¢ imediato da defini¢ao de fecho. No entanto, também pode
ser demonstrado através do item (é), pois para todo v € A,

B,c|J)B\=B,c /B
AEA AEA

Basta entao fazer a uniao para todo v € A.

m [tem (B)

Por (B), basta mostrar que
AUBCAUB.

Suponha que x € AU B, mas r ¢ A. Vamos mostrar que x € B. Existe
uma vizinhanca V de x tal que VN A = (). Toda vizinhanca de x intercepta
AN B. Entao, toda vizinhanca de x contida em V', ja que nao intercepta A,
tem que interceptar B. Observando que a familia de todas as vizinhancas de
x contidas em V' forma uma base de vizinhangas de z (por qué?), concluimos
pelo lema @ que = € B. O

Observacao 6.5. A demonstragao do item (@) da Proposigao @ (de fato,

o lema @utilizou, de maneira essencial, o fato de a familia das vizinhancas

abertas de um ponto formar uma base de vizinhancas. Veja a Observacao
, 0 texto introdutério da secao e a Figura @

e

Definigao 6.6. Dado um espago topoldgico (X, 7x), um conjunto F C X é
fechado quando F = F.

Pela definicao de fechado, os conjuntos fechados sao os pontos fixos da
aplicagao cl.,. Por outro lado, o item (H) da Proposicao (@) mostra que
todo conjunto da forma B é fechado. Ou seja, a familia dos conjuntos
fechados é exatamente a imagem de cl;,. Se o “fecho” de um conjunto nao
fosse “fechado”, precisariamos dar outro nome para ao menos um dos dois
conceitos. :-)

Proposigao 6.7. Em um espago topoldgico (X,7x), F C X € fechado se,
e somente se, F° € 1x.

Demonstragio. Tome x € F°. Entao existe V € V(z) tal que VN F = (.
Ou seja, V' C F¢. Portanto, I'° é aberto, ja que é vizinhanca de todos os
seus pontos.
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6.1. Fecho e Fechado

Por outro lado, suponha que F° € 7x. Entao, nenhum ponto de F*
pertence a F' (por qué?). Ou seja,

F CF.
Portanto, F' = F (por qué?). N

Observacao 6.8. A Proposicao @ mostra que a topologia de X pode ser
determinada pela familia

F={FcX| F=F},

dos subconjuntos fechados de X. Quando é entao que uma familia F C
P (X) define os conjuntos fechados de uma topologia 7x7 Ou seja, quando
é que a familia

r={ACX| A° € F}

¢ uma topologia de X7 A resposta é simples: a familia F tera que satisfazer
as condigoes listadas na Proposigao 6.9.

Indo um pouco além, se conhecermos cl., , também sabemos quem sao
os fechados de Ty, e por consequéncia, sabemos quem é a topologia 7x.
Desta forma, quando é entao que uma aplicacao

c:P(X)—P(X)

¢ igual a operagao de fecho cl., de uma topologia 7x? A resposta a esta
pergunta estd contida na Proposicao 6.4. Veja o Exercicio ?77.

Proposicao 6.9. Dado um espago topoldgico (X, 7x), a familia F formada
pelos subconjuntos fechados de X satisfaz:

1. ), X e F.
2. i, Fhe F= FLUF, e F.
8. Fyxe F(AeAN)=NerFreF.

Demonstragao. Basta utilizar as leis de De Morgan

Uac-(Na)

AEA AEA
ﬂA£:<UAJ
AEA AEA

para verificar a equivaléncia entre os itens da proposicao e os itens da
definicao de topologia {.1I. [
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6.2. Interior

O fecho de um conjunto B pode ser facilmente determinado se
utilizarmos a familia F dos fechados.

Proposicao 6.10. Seja X um espago topologico e F a familia formada

pelos subconjuntos fechados de X. Entdo, para um subconjunto qualquer
BcCX,

BCF
F ¢ fechado

Em outras palavras, B é o menor conjunto fechado que contém B.

Demonstragio. Como B é fechado e B C B, temos que

Afirmacao. Se F' ¢ fechado, entao

BCF=BCF

De fato, o
BCF=BCF=F

Pela afirmacao anterior, é evidente que

Bc () F

BCFeF

6.2 Interior

Assim como para o fecho, dado um espago topologico (X, 7x), podemos
associar a cada B C X o subconjunto de B formado por todos os pontos
dos quais B ¢ vizinhanca. Do mesmo modo que o fecho de um conjunto
é fechado, o interior sera aberto. E assim como o fecho de B é o menor
fechado que contém B, seu interior é o menor aberto contido em B.
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6.2. Interior

Proposicao 6.11. Seja (X,7x) wm espago topolégico e B C X um
subconjunto qualquer de X. FEntdo existe um conjunto A C B que € o
maior subconjunto de B que é aberto. O conjunto A também pode ser
escrito

A={xeB| BeV(r)}.

Demonstragcio. Como a uniao arbitraria de abertos ¢ um aberto, entao

A=|JU
Uerx
UcB
é evidentemente o maior aberto contido em B. Vamos mostrar que A = A'.
O conjunto A’ é tal que se x € A, entao A’ € V(x). Como A’ C B,
entdo para todo ponto de x € A’, temos que B é uma vizinhanga de x. Ou
seja,

A cC A

Falta entao mostrar que o conjunto A é aberto e que portanto,
AcCA.

Seja x € A. Como B é vizinhanca de z, entao existe uma vizinhanga
aberta de x, U,, tal que x € U, C B. O conjunto U, ¢ vizinhanca de todos
os seus pontos. Em particular, B é vizinhanca de todos os pontos de U,.
Ou seja,

U, C A.
E portanto,
A=Ju
z€A
é aberto. O]

E importante notar quando se afirma a “existéncia” de um elemento
“maximo”. Ao contrario do que nossa intuicao possa acreditar, nem sempre
existe um elemento “méaximo” ou “maximal” que satisfaca determinada
condicao. Por exemplo, nao existe o “maior nimero real que é menor que 1.”
Talvez o leitor nao tenha percebido, mas se o conjunto () nao fosse aberto,
a demonstracao anterior nao estaria correta. Em que momento utilizamos
que () é um conjunto aberto?

Definicao 6.12. Seja (X,7x) wm espago topolégico e B C X um
subconjunto qualquer de X . O interior de B € maior conjunto aberto contido
em B. Denotamos o interior de B por B, int (B), ou ainda int,, (B) quando
queremos enfatizar que € o interior de B com respeito da topologia Tx .
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6.3. Continuidade

Proposicao 6.13. Seja X um espaco topologico. Valem as sequintes
relacoes entre o fecho e o interior de um conjunto B C X:

cl (B°) = int (B)°
cl (B)° = int (B°).

Demonstragao. Exercicio. :-) O

6.3 Continuidade

Os conjuntos fechados sao simplesmente complementos de conjuntos
abertos. Dada uma aplicacao f : X — Y, a inversa f~! preserva a operacao
de complemento. Assim, f serd continua quando a imagem inversa de cada
fechado for um conjunto fechado.

Proposigao 6.14. Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) espagos topoldgicos e f - X —Y
uma aplicacdo qualquer. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. A aplicagio f ¢é continua: para todo aberto A C'Y, f~1(A) é um
aberto de X.

2. Para todo fechado F CY, f~Y(F) é um fechado de X.

3. Para todo conjunto B C X,
f(B) C f(B).
4. Para todo conjunto B C X,

int (f(B)) C f(int (B)).

Demonstracio. w @) & (E)

Basta notar que f~!':P(Y)— P(X) preserva a operacio de
complemento. Isto é,

F7HAT) = (S71(A4)"

= B=d
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6.3. Continuidade

Por hipétese, o conjunto 1 < f (B)) é fechado e contém B. Portanto,

como o fecho de B é o menor fechado que o contém, segue que

Bc ()
Basta agora aplicar f a ambos os lados para obter

f(B) € f(B).

= Bed

Segue da relacgao entre o fecho e o interior descrito na Proposicao .

= B=0

Seja F' C Y um conjunto fechado. Faca
B = f}(F).
Vamos mostrar que B é fechado. Pela hipétese do item (a), vale que
f(B)c f(BycF=F.
Aplicando f~! de ambos os lados,
Bc fY(F)=B.
Portanto, B = B. [

Aplicacao Fechada

Assim como fizemos quando definimos o que vem a ser uma aplicagao aberta
(Definigao ), vamos definir o que é uma aplicagao fechada.

Definicao 6.15. Uma aplicagio f : X — Y entre dois espagos topologicos é
fechada, quando para todo fechado F' C X, sua imagem f(F) CY também
for fechada.

Note que enquanto é verdade que se f~! leva abertos em abertos (ou
seja, f é continua), entdo f~! leva fechados em fechados; nio é verdade
que se f é uma aplicagao aberta, também sera uma aplicacao fechada. Por
exemplo,

f: R - R
z — 0

é uma aplicacao fechada, mas nao é aberta.
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6.4. Convergéncia

6.4 Convergéncia

Em um espaco topologico X, se F' C X é fechado, e x € F', entdao nenhuma
sequéncia x, € I pode convergir para x. De fato, F'° é uma vizinhanca
de = que nao contém nenhum ponto da sequéncia x,. Portanto, se uma
sequéncia x,, € F converge para x, teremos que x € F. Em particular,
esquecendo um pouco o conjunto F', se x,, — x, entao,

z € {x, | neN}L

Indo um pouco além,

x € m{xn\ n> N}.

NeN

Pois a sequéncia zy, também converge para x.
Por outro lado, dada a sequéncia x, € X, suponha que

x € m{xn\ n> N}.
NeN

Podemos concluir que xz,, — x?7 A resposta é nao! Mas por que nao? Por
exemplo, por que =, = (—1)" nao converge? E se

{e} = () {2 | n= N},

entao vale que x,, — x? Considere

S 0, n ¢éimpar
" n, n é par

para verificar que nao vale. Mas é verdade que se x,, — x, entao
{e} = () {ea [ n = N}?
NeN

Para ver que ndo, basta considerar a topologia {0, X}, onde X é um
conjunto qualquer com mais de um elemento. Neste caso,

X = ﬂ{xn| n> N},
NeN

pois o fecho de qualquer conjunto nao vazio é igual a X.
Vamos supor, entao, que

x € m{xn| n > N}.

NeN
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6.4. Convergéncia

Neste caso, quando é que x,, A~ x?7 Se

In 74 T,

entao existe uma vizinhanga de z, V', tal que infinitos z,,,, ©,,, Tp,, . .. DAO
pertencem a V. Ou seja,

x & {x,, | k€ N}

E como dizer que =, — x quando para toda “subsequéncia” z,, tivermos
que T,, — .

Definicao 6.16. Dado um conjunto X e uma sequéncia x, € X. Uma
sub-sequéncia de x,, é simplesmente uma sequéncia Yy = T, , onde n; <
Mg <ng < ---.

Observacao 6.17. Dada uma sequéncia z,, € X, o que determina as
subsequéncias de x,,, sao as aplicagoes

f: N - N |
k|—>nk

que preservam a ordem < de N. Ou seja,
k?l < k‘g = Ny < Ny -

Poderiamos ter definido subsequéncia como uma aplicacao f: N — N que
satisfaz

k/’l < ]{?2 = f(k?l) < f(k?g)

Proposicao 6.18. Dado um espago topologico X, uma sequéncia x, € X
converge para v € X se, e somente se, para toda subsequéncia x,, ,

z € {x, | ke N}L

Demonstragao. Se x, — x, entdo toda subsequéncia z,, converge para x
(por qué?). Portanto,
r €{z,, | ke N}

Pois se ¢ {z,,, | k € N}, entdo {z,,, | k¥ € N} & uma vizinhanca de = que
nao contém nenhum z,, .

Por outro lado, se z,, / x, entao existe uma vizinhanca V' de z, tal que
para infinitos indices nj, no, ng, ..., T, € V. Portanto, para esses indices,

r & {x,, | k€ N}
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6.4. Convergéncia

Uma das implicagoes da Proposicao , é que basta conhecer o fecho
dos conjuntos enumeraveis para sabermos quais s@o e quais nao sao as
sequéncias convergentes. Em espacgos métricos, por exemplo, os conjuntos
fechados F', sdo exatamente aqueles que

r, € F,x, > =1x€F.

Em espacos topologicos em geral, isso nao é necessariamente valido. Mais
adiante, veremos como o conceito de redes pode remediar esta deficiéncia
das sequéncias. Por exemplo, considere a topologia em R do exercicio
?7?, onde os fechados sao, além do proprio R, os conjuntos enumeraveis
(com cardinalidade menor ou igual & de N). Neste caso, as sequéncias
convergentes sao constantes a menos de um numero finito de indices:

x, >r < dINeN,Vn>N, z, =z (6.1)

De fato, se houvessem infinitos indices n; tais que z, # =z, entao,
{n, | k €N} seria um fechado que nao contém z. contradizendo a
Proposicao @ Por outro lado, as sequéncias de (@), sdo exatamente
as sequéncias convergentes na topologia discreta.

Essa mesma construcao poderia ser feita com qualquer conjunto X no
lugar de R, para se ter uma topologia em X onde as sequéncias convergentes
sao as mesmas da topologia discreta. Precisamos que X seja nao enumeravel
para que a topologia construida seja diferente de topologia discreta P (X).

Em espagos métricos, uma aplicacao f : X — Y era continua quando

Para o caso de espagos topoldgicos, a continuidade de f implica na condigao
da equagao (6.2). No entanto, a volta nem sempre vale.

Proposigao 6.19. Seja f : X — Y uma aplicacao entre espacos topoldgicos,
continua no ponto x € X. Entdo,

Demonstragio. Se f(x,) # f(x), entdo existe uma vizinhanga aberta A de
f(zx), tal que para um ntmero infinito de indices, a sequéncia f(x,) nao
pertence a A. Portanto, para um nimero infinito de indices, a sequéncia x,,
nio pertence a f~(A), que ¢, pela continuidade de f em z, uma vizinhanga
de z. O que mostra que x,, /4 . [
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CAPITULO

Topologias Derivadas de
Outras Topologias

7.1 Topologia de um Sub-Espaco

Se temos um espago topolégico (X, 7x) e um subconjunto Z C X, entdo
parece natural pensarmos na restricao da topologia 7x ao subconjunto Z.
Mas isso é realmente natural? Vamos fazer algumas consideracoes.

Imagine que z, € Z é uma sequéncia (o ideal seria falar de “redes” —
veja o Capitulo ?77) que na topologia 7x converge para x € Z. Neste caso,
se fossemos “induzir” em Z uma topologia 7 a partir de 7x, sua topologia
deveria ser tal que para z,,x € Z,

TX TZ
T, — TS T, — .

Pensando em termos da operacao de fecho, para um conjunto B C Z, o
conjunto dos pontos de Z que estdao “préximos” — ou seja, no fecho —
de B sao, intuitivamente, os pontos de Z que estao em cl., (B). Ou seja,

deveriamos ter que
cl,, (B) = ZNcl., (B).
Vendo do ponto de vista da continuidade, se f: (X, 7x) — (Y,7y) é uma
aplicagao qualquer, e W C Y é tal que f(X) C W, entdo podemos pensar
na aplicacao B
f: X = w
z = f(z)

e esperar que possamos induzir em W uma topologia tal que f ¢ continua
se, e somente se, f o for. Poderfamos também, dado Z C X, pensar na
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7.1. Topologia de um Sub-Espago

continuidade de f|;. Claro que esperariamos que se f é continua em z € Z,
entdo, na topologia induzida, f|z deve ser continua em z. Ou seja, se V é
vizinhanca de z em 7y, ZNV deve ser vizinhanca de z em 74. Dentre essas
consideracoes, o menos natural é pensar em termos de abertos. E é por isso
que este livro é “de varios angulos”. :-)

Entretanto, como nossa definicao de espago topoldgico é em termos de
abertos, com as ferramentas que temos até o momento, sera mais facil
definir a topologia de um subconjunto em termos de abertos. Felizmente, a
definicado com abertos é extremamente simples.

Definicao 7.1 (Topologia Induzida em um Subconjunto). Seja (X, 7x) um
espaco topologico e Z C X um subconjunto de X qualquer. Entdo, o

conjunto
ZﬂTX:{ZmA‘ AET)(}

¢ a topologia induzida por 7x em Z.

Notacao. Na Definicao , a notacao Z N Tx ndo é a intersecdo de Tx
e Z, mas a familia formada pela intersegio dos elementos de Tx com o
conjunto Z. Este abuso de notacao, em geral, nao deve causar problemas
de entendimento e serd usado sem ressalvas.

Vamos entao verificar que a definicdo de topologia induzida em um
subconjunto satisfaz as propriedades discutidas no inicio do capitulo.

Proposicao 7.2. Seja (X,7x) um espago topolégico e Z C X um
subconjunto qualquer de X . Entao a topologia induzida em Z, 7, = Z NTx,
satisfaz:

1. Todo aberto A € 14 da topologia induzida é da forma A = ZNA" para
algum aberto A’ € Tx da topologia de X .

2. Todo fechado F € T4 da topologia induzida é da forma F' = Z N F'
para algum fechado F' € Tx da topologia de X.

3. Sex € Z, entao
Vi, () = ZNV, ().

4. Se B C Z, entdo
cl,, (B) =ZnNcl, (B).

5. Para x,,xr € Z, entao

TX TZ
Ty —> T & Ty —> T.
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7.1. Topologia de um Sub-Espago

6. Se (Y, 1y) é um espago topoldgico qualquer e f: (Y, 1v) — (X, 7x) é
uma aplicagao tal que f(Y) C Z, entao

f: YV,v) — (Z,12)
y — [y

¢ continua se, e somente se, f é continua. (Note que a diferenca entre
as aplicagoes f e f € apenas o contra-dominio das aplicagoes)

7. Se (Y, 7y) é um espago topoldgico qualquer e g: (X,7x) — (Y, 7y) é
uma aplicag¢do continua, entao

9lz: (Z,72)
€ continua.

Demonstragio. m  Itens (EI) e (E)

Imediato da definicao de 7.

m[tem (E)

Imediato do item (m)

m[tem (H)

Este fato pode ser demonstrado de varias formas — de varios angulos
i-). Vamos utilizar a Proposicao ‘@, mas o leitor é motivado a demonstrar
diretamente da definicdo de fecho (Definicao @)

Pela Proposicao (.10 e pelo item (),

cl,, (B) = N F
F': fechado de 7
BCF

= (|  “@np)
F': fechado de 7x
BCZnF

=7ZnN ﬂ F

F': fechado de X
BCF

=ZNcl (B).
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7.1. Topologia de um Sub-Espago

(em que lugar da equagdo foi utilizado que B C Z7)

m[tem (H)

Exercicio.

x  Item ()
Basta notar que f~1(Z N A) = f~1(A).

s Item ()

Exercicio. O

Observagao 7.3. Para uma aplicagdo f:(X,7x) — (Y,7v) e um
subconjunto Z C X, sempre que falarmos de propriedades topolédgicas de
f|z estaremos nos referindo a topologia Z N 7x. De modo mais geral, a
menos que se diga o contrario, consideraremos Z C X dotado da topologia
Z N TX.

Observacao 7.4. Note que se Z é um aberto, entao
ZﬂTX:{AGTx| ACZ}

Em particular, os abertos da topologia induzida sdo também abertos na
topologia original. Isso nao vale em geral.

Da mesma forma, se Z for fechado, os fechados da topologia induzida
serao exatamente os fechados da topologia original que estejam contidos em
Z. (demonstre!)

Exemplo 7.5 (Topologia Induzida: [0,1) C R). Considere a topologia no
intervalo [0, 1) induzida pela topologia usual dos nimeros reais. Entao, por
exemplo, a familia

neN }

é uma base de vizinhancgas abertas para o ponto 0.

5= {0.3)

n

Exemplo 7.6 (Espaco Métrico). Em um espaco métrico (X, d), temos a
topologia 74, em X, induzida pela métrica d. Se Z C X é um subconjunto
qualquer de X, entao, a principio, temos duas maneiras canonicas de induzir
uma topologia em Z. Temos Z N 74, e temos também a topologia 74,
induzida pela restricao da métrica d ao conjunto Z:

d;,: ZxZ — RF
(z1,22) +— d(z1,22)
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7.2. Topologias Inicial e Final

Essas duas topologias coincidem. (por qué? dica: o que sdao as bolas na
métrica induzida?)

Uniao Disjunta
Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) espacos topoldgicos disjuntos. O leitor ndo deverd
ter problemas para se convencer que ¢ natural definir a topologia

TXUy:{UUV‘ UETx,VETy}

em X UY. Note que Txuy = 7 (7x U7Ty). Essa topologia é caracterizada
pela propriedade

TX:XﬂTXUy (§ TYZYQTXUy.

No Capitulo E, estudaremos a existéncia de conjuntos que sao fechados
e abertos ao mesmo tempo. Se em um espago topolégico (W, 7yy) existe um
subconjunto préprio nao vazio, X C W, que é aberto e fechado ao mesmo
tempo, entao seu complemento, ¥ = X¢ também é aberto e fechado. Neste
caso, os abertos de W sao da forma UUV', onde U € 7x e V € 7. Dizemos
que (W, ) é desconexo (Definigao 8.1l).

Exercicios
7.1.1. Mostre que a familia
Ty = Z N TX

da Definigao @ é de fato uma topologia.

7.1.2. Dé um exemplo de um espago topoldgico (X, 7x), um subconjunto
Z C X e uma funcao g : (X, 7x) — (Y, 7y) tais que g ndo é continua, mas
g|Z é

7.2 Topologias Inicial e Final

A topologia inicial é um dos conceitos mais importantes em topologia geral.
Esta secao deve ser estudada com muita atengao.

Se temos uma aplicagdo f: X — (Y, 7v) de um conjunto X qualquer
em um espaco topolégico, a Proposi¢ao mostra que f1(7y) é uma
topologia em X. Nao apenas isso, mas ¢ também a menor topologia
que torna f continua. De fato, f: (X,7x) — (Y,7y) é continua quando
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7.2. Topologias Inicial e Final

f~Yrv) C 7x. Mesmo quando estivermos tratando de uma familia de
aplicagoes
f/\ X = (Y)\7T)\)a

podemos falar da topologia mais fraca em X que torna todas as f) continuas.

Definicao 7.7. Dada uma familia de aplicacoes
f>\ 2)(—)(36\,7')\)7 (/\EA),

a topologia T (f~'(1\), A€ A) — a menor topologia tal que todas as
aplicagoes fy sdo continuas — €é chamada de topologia (inicial) induzida
pela familia fy. Quando a familia é composta por apenas uma aplicacao f,
a topologia inicial é denotada por Ty.

Da mesma forma, dada uma aplicagdo f: (X,7x) — Y de um espago
topoldgico em um conjunto Y qualquer, podemos nos perguntar qual seria
a maior topologia que pode ser colocada em Y de modo que f seja continua.
O leitor deve se convencer de que a exigéncia “maior topologia tal que f seja
continua” faz sentido. Afinal, se f: (X, 7x) — (Y, 7y) é continua, entao f
sera continua se a topologia de 7y for substituida por uma topologia mais
fraca qualquer.

Definicao 7.8. Dada uma familia de aplicacoes
Ho(Xm) =Y (AeR),

a maior topologia em Y tal que todas as aplicagoes f\ sao continuas €
chamada de topologia final induzida pela familia fy. Quando a familia é
composta por uma unica aplicacio f, denotamos a topologia final por 7.

Daqui por diante, vamos omitir o conjunto de indices A quando
conveniente, para simplificar a notacao.

Observagao 7.9. O caso em que o uso da topologia final é mais util, é
quando se tem apenas uma funcao f. Para uma familia f,, se denotarmos
por 7/ a topologia final induzida pela aplicacdo f, entdo a topologia final
induzida pela familia toda sera

ﬂTf)‘.

AEA

Isso porque a intesecao de topologias ¢ uma topologia.
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7.2. Topologias Inicial e Final

Proposicao 7.10. Dada a aplicagio f:(X,7x) — Y, a topologia final
induzida por f € a familia

{A cY } f_l(A) S Tx}.

Demonstragio. Denote por F a familia {ACY | f71(A) € rx}.
Evidentemente que 7/ C F, pois F é a maior familia tal que f~1(F) C 7x.
Basta entao mostrar que F é de fato uma topologia... deixemos isso como
exercicio ao leitor. :-) O

Exemplo 7.11 (f : R — S'). A aplicagio

f: R — St
x +—  exp(2mwi)

é continua quando consideramos as topologias usuais, 7r de R e 751 de S™.
A topologia inicial em R quando consideramos a topologia usual em S! é

dada por
r={Aem| A=A+7Z}.

Ou, o que da na mesma,
Tf:{A—FZ’ AER}
E qual é a topologia final de f: (R, 7g) — S!?

Diagramas Comutativos

Quando temos uma familia de aplicagoes cada uma com seu dominio e seu
contra-dominio, podemos representa-las em um diagrama. Por exemplo,

e

f

— 7.

Dizemos que o diagrama comuta quando “diferentes caminhos”

correspondem a mesma aplicacdo. Se, por exemplo, o diagrama anterior
comuta, entao sabemos que g o f o7 = f; ou entao, ho fo m=hof.

Vamos caracterizar as topologias inicial e final utilizando diagramas
comutativos.
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7.2. Topologias Inicial e Final

Proposigao 7.12. Dada a aplicagio f : X — (Y, 7y), a topologia inicial 7y
¢ a Unica topologia Tx que torna f continua e € tal que para todo diagrama
comutativo

(Z,77) —= (X, 7x) ,

b
(Y, 1v)

a continuidade de g é equivalente a continuidade de g.

Demonstragcao. Primeiro vamos mostrar que para 7x = 7y, a continuidade
de g ¢ equivalente a de g. Primeiramente, por defini¢ao, 7 torna f continua.
Se g for continua, entao g é continua por ser a composicao de duas aplicacoes
continuas. Por outro lado, supondo que g ¢ continua, dado A € 74, A ¢ da
forma f~1(U), com U € 7y. Assim,

g (A) =g (f1(U) =5 (V).

Pela continuidade de g, este conjunto é aberto de Z. Ou seja, a imagem
inversa de um aberto de X é aberto de Z. Portanto, g é continua.

Falta mostrar que s6 existe uma topologia que satisfaz a condigao
da proposicao. Suponha que Tx e Tx' ambas satisfacam a condicao do
enunciado. Considere a seguinte o seguinte diagrama comutativo.

(X, 7x") —9 (X, 7x)

\ p
(Y, 1v)

Neste caso, como 7x satisfaz as condi¢des do enunciado e f é continua
na topologia 7x’, temos que id : (X, 7x’) = (X,7x) é continua. Mas a
continuidade da identidade é equivalente a

Tx C TX/.
Invertendo os papeis de 7x e 7x’, obtemos a unicidade:
/
TX =TX.
[

Observacao 7.13. Muitos autores comecariam a demonstragao anterior
pela unicidade. Na demonstracao da unicidade, nao foi preciso utilizar a
existéncia! Nao foi preciso saber como ¢ a “cara” da topologia 7¢. Optamos
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7.2. Topologias Inicial e Final

por considerar duas topologias quaisquer que satisfazem as condigoes
impostas e demonstrar que sao necessariamente iguais. Concluindo que se
existe uma, entao é tnica. Daqui por diante, quando possivel, comegaremos
esse tipo de demonstracao pela unicidade.

A Proposicao admite a seguinte generalizacao.

Proposigao 7.14. Considere a familia de aplicagoes fr : X — (Yy, 7y,). A
topologia inicial em X dada pela familia f\ € a tunica topologia Tx onde
todas as fy sao continuas, e para toda aplicacao

g:(Z,77) = (X, 7x)

vale que
g € continua <= Y\ € A, f\og é continua.

Demonstracao. m  Unicidade.

Seja Tx uma topologia que satisfaz as condigbes do enunciado, e Tx'
uma topologia onde as f) sao continuas. Considere a seguinte familia de
diagramas comutativos indexada por A € A.

(X, 7x") i, (X, 7x)
\ l A
(YJ TY
Como 7x satisfaz as condi¢oes da proposicao e f) é continua na topologia
Tx', entdo id : (X, 7x’) — (X, 7x) é continua. Ou seja,
Tx C 7x'.

Portanto, para uma topologia 7x' que também satisfaz as condigoes da
proposicao, se invertermos os papeis de 7x e Tx’, chegaremos a igualdade.

m A topologia inicial possui as propriedades enunciadas.

Suponha que 7x seja a topologia inicial. Ou seja, a topologia gerada
pela familia
F = {f;l(U) ‘ A €A, UGTYX}.
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Pela Proposi¢ao ,

g é continua < g~ (F) C 74
SVYNEA g (fi(y)) C 72
S VA €A, fyog é continua.

]

A topologia final tem forma semelhante & inicial quando utilizamos
diagramas comutativos.

Proposicao 7.15. Dada a aplicacio f : (X,7x) — Y, a topologia final 7/
¢ a Unica topologia, Ty que torna [ continua e € tal que para todo diagrama
comutativo

(X7mx) :
1N
Y, 1v)—— (Z,72)

a continuidade de g é equivalente a continuidade de g.

Demonstracao. Para mostrar a unicidade, considere as topologias 7y e 7y,
e suponha que ambas possuem as propriedades do enunciado. Entao, o
diagrama

(X , T X)

IS
Y, 7y) —% (Z,72)

comuta, e o fato de f ser continua em ambas as topologias implica que id
é um homeomorfismo. Ou seja,

Ty =Ty,

Vamos entdo mostrar que 7y = 7/ satisfaz as condicdes da proposicdo. A
parte nao trivial é mostrar que a continuidade de g implica na continuidade
de g. Seja A € 7z, entdo

A = (g0 ) (A = (97'(A)

é aberto de X. Pela defini¢ao de topologia final, temos que g~'(A) é aberto
de 77. Ou seja, g é continua. O
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Exemplos

Exemplo 7.16. Seja (V,|[|-||) um espago normado. Faga

f+- Vv - R
r o= ]

Vamos denotar por 7). a topologia da norma e por 7; a topologia inicial
induzida em V por f.
A aplicagao f é continua em 7). Portanto,

Tr C T|-

No entanto, se U € 74 e v € U, entao y € U para todo y € V tal que
|lyll = ||x||. Portanto,
T & T

Por outro lado, as vizinhancas de 0 sao as mesmas em ambas as topologias.

Fica demonstrado que denotar a topologia da norma por 7. foi uma
escolha ruim, pois a topologia da norma NAO é a topologia inicial induzida
pela norma. :-p

Exemplo 7.17. Seja (X,d) um espago métrico. Considere a familia de
funcoes
fr: X — R ,
y = d(z,y)
indexada por x € X. Neste caso, a topologia da métrica d é exatamente a
topologia inicial induzida pela familia f,.

Exemplo 7.18. Seja Cy(R) o conjunto das fungdes limitadas de R em R.
Para cada x € R, temos

F,: GR) —» R .
fo= flz)

A topologia inicial definida em C,(R) pela familia F, (z € R) é a topologia
da convergéncia ponto a ponto, onde

fo— oV eR, fu(x) — f(x).

Veja a Secao @
Ainda podemos, para cada sequéncia x, € R com z,, — 0o (ou —00),

definir

R

limsup | f(z,)|

Y

f

%
H
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7.2. Topologias Inicial e Final

etc. Podemos sempre obter topologias mais e mais fortes. No entanto, todas
elas sao mais fracas que a topologia da norma do supremo, pois todas essas
fungoes sao continuas quando C(R) é munido da norma

[flloe = sup |f(R)].

Se também considerarmos as sequéncias x,, — —o0, temos uma topologia
mais forte ainda. Podemos ainda fazer o mesmo para o liminf e obtermos
topologias cada vez mais fortes. No entanto, todas essas topologias
continuam sendo mais fracas que a topologia da norma do supremo, pois
todas essas fungoes sao continuas quando consideramos a norma do supremo

em Cy(R).

Exercicios

7.2.1. Por que a topologia inicial é definida como a mais fraca tal que a
familia de funcgoes fy é continua, e ndo como a mais forte?

7.2.2. Por que a topologia final é definida como a mais forte tal que a
familia de funcoes fy é continua, e ndo como a mais fraca?

7.2.3. Seja fr : X — (Y), 7)) uma familia de aplicagdes. Mostre que
T=1(78, A €EA)
é, de fato, a menor topologia tal que todas as f) sd@o continuas.

7.2.4. Seja fy : (X),7n) = Y uma familia de aplicagoes. Mostre que

T = ﬂTfA

é a topologia mais forte tal que todas as f) sdo continuas.
7.2.5. Complete a demonstracao da Proposicao .

7.2.6. Dé um exemplo de duas fungoes fi : X — (Y1, 71) e fo: X — (Ya, )
tais que
F = T UTy,

nao é uma topologia.

7.2.7. Seja f : R — (S', 751) a aplicagao do Exemplo . Mostre que

B
Ny

S|
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7.2.8. Seja f : R — (S', 751) a aplicagao do Exemplo . Mostre que
1 T
n+-—23 511
n

7.2.9. Seja f: (R,7r) — S! a aplicagao do Exemplo . Fixado = € R,
para cada € > 0, seja I. = (x — e,z + €). Mostre que

B, ={f(L)| € >0}

é uma base de vizinhangas de f(x) na topologia final.

7.3 Topologia Produto

Quando temos dois espagos métricos, (A,d4) e (B,dg), de que forma
podemos gerar uma métrica em A x B? Se A e B forem o conjunto dos
nimeros reais com a métrica usual (euclidiana), o que poderia ser a métrica
em R?? Poderia ser_a métrica euclidiana (Exemplo ﬂ), ou a métrica do
méaximo (Exemplo [L.11]), ou entdo a métrica da soma. Pelo exercicio ?7?,
todas essas métricas sao topologicamente equivalentes e possuem a seguinte
propriedade

Para uma sequéncia (a,,b,) € A x B e (a,b) € A X B, temos
que
(an,bn) = (a,b) & a, — a e b, —b.

Esta propriedade ¢ facilmente verificada para a métrica do maximo
e, pela equivaléncia topoldgica, vale para todas as trés. A topologia
produto que queremos definir — lembre-se que nao temos uma métrica
— serd exatamente a topologia da “convergéncia/continuidade coordenada
a coordenada”.

Entre dois Espacos

Inspirados pelo fato de que na métrica do méximo (Exemplo ) as
bolas sdo na verdade quadrados, vamos definir o produto de dois espagos
topoldgicos como sendo o espaco onde a base da topologia serao os
“retangulos”.

Definigao 7.19 (Topologia do Produto de dois Espacos). Sejam (X, 7x) e
(Y, 1v) dois espagos topoldgicos. Definimos o espago produto como sendo
0 espago topoldgico (X X Y, Txxy), onde Txxy € gerada pelos conjuntos da
forma U xV, onde U € Tx eV € 1y.
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7.3. Topologia Produto

A topologia Tx«y € chamada de topologia produto. Por um abuso de
notagdo, escrevemos Tx X Ty para designar a topologia produto. Quando
queremos ser menos ambiguos, escrevemos (X, 7x) x (Y, 7y ).

As projecoes canonicas em X e Y

Tx: XxY — X
(z,y) —

8

Ty : X XY — Y
(z,y) = ¥y

exercem papel fundamental no estudo das topologias produto.

Observacgao 7.20. Na Definicao , poderiamos ter dito que a topologia
produto é gerada pelos conjuntos da forma U x Y e X x V, onde U € 7x e
V € 1y. No entanto, os conjuntos da forma U x V', além de geradores sao
também uma base da topologia. Isso esta de acordo com a analogia com a
métrica do maximo, onde as bolas — que sao uma base para a topologia —
sao os “quadrados.” No caso da topologia produto, ndo temos “quadrados,”
temos “retangulos.”

Proposicao 7.21. Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) dois espagos topoldgicos e Tx xy
uma topologia qualquer no conjunto X X Y. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes.

1. A topologia Txyy € a topologia produto. Ou seja,
TXxy = Tx X Ty.
2. Os conjuntos da forma A x B, onde A € Tx e B € 7v formam uma
base de Txxy.

3. Os conjuntos da forma AXY e X X B, onde A € Tx e B € 1y formam
uma sub-base de Txxy.

4. A topologia Txxy € a menor topologia em X XY tal que as projecoes
canonicas sao continuas. Ou seja, € a topologia inicial induzida pelas
projegoes.

5. Toda aplicagao f:(Z,77) = (X XY, Txxy) com dominio em um
espaco topologico Z qualquer é continua se, e somente se, mx o f
e my o f forem continuas.
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7.3. Topologia Produto

Demonstragio. m  (0) < (B) < (B)

Imediato da definigdo de topologia produto e da Observagao . Basta
notar que (X x W)N(VxY)=V xW.

= @)@

As projecoes sao continuas se, e somente se, para todo U € tx e V € Ty,
UxY =75 (U) € 7xxy e X xV = 75 (V) € Txxy. Assim, a menor
topologia em X X Y que torna as projecoes continuas ¢ a topologia gerada
pelos conjuntos da forma U x Y e X x V, paraU € 7x e V € 7y.

= @<=6)
E um caso particular da Proposicao . [

Observagao 7.22. Se para f: Z — X X Y escrevermos

f(2) = (Ja(2), fy(2)),

entdo f, = mxo fe f, =7myof. O item (B) da proposi¢ao diz que na
topologia produto, f é continua se, e somente se, f, e f, sao continuas.

Observagao 7.23. Seja f: X xY — Z. O item (H) da Proposicao
pode sugerir que a continuidade de f no ponto (a,b) € X X Y seja
equivalente a continuidade de f(a,-) e f(-,b). No entanto, a continuidade
dessas duas secoes de f é uma condi¢do mais fraca que a continuidade de
f.

Se f(a,-) é continua em b, isso significa que se “nos aproximarmos” de
(a,b) na “vertical”, o valor de f se aproxima de f(a,b). A continuidade
de f(-,b) em a corresponde a continuidade de f na “horizontal”. No
entanto, isso nao garante nada sobre o comportamento de f quando “nos
aproximamos” de (a,b) pela “diagonal”, ou mesmo por um caminho em
“espiral”. Um exemplo concreto é a aplicacao f : R? — R, dada por

0)
0)

Neste caso, f(0,y) = f(x,0) = 0. No entanto, f (%7 %) =3

2

_J0 , (z,y) = (0,
f(%?ﬂ-{ Ty (z,y) # (0

12+y2 ) T,y )

Observagao 7.24. Para a topologia produto, também vale que

(Tny Yn) — (2,y) & Ty — T, Yy = Y. (7.1)
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No entanto, como as sequéncias convergentes nao determinam a topologia,
nao se pode afirmar que a condi¢do acima determina a topologia produto.

Se ao invés de sequéncias, utilizdssemos o conceito de redes —
desenvolvido no Capitulo 7?7 —, a relacdo da equacao caracterizaria
totalmente a topologia. Com redes no lugar de sequéncias, f sera continua
se, e somente se, para toda rede z, — z, tivermos

folzn) = fa(2) e fylan) = fy(2).

Produto Finito

As consideragoes que foram feitas para o produto de dois espagos topologicos
podem ser facilmente estendidas para definir e caracterizar o produto de
uma quantidade finita de espagos topologicos.

Definicao  7.25. Dada uma  familia de espacos  topoldgicos

(X1,7x,)5 -5 (Xn,7x,), a topologia produto € a menor topologia de
Xy X -+ x X, onde as projegoes em cada coordenada,
U Xix---xX, — Xj,

(T1,...,2n) +—

sao continuas. O espago (topoldgico) produto (Xq,7x,) X -+ x (X1, 7x,), €
o conjunto X; X --- X X,,, dotado da topologia produto.

O leitor fica encarregado de enunciar e demonstrar uma proposicao
analoga a [7.21].

Produto Infinito

Se temos um espago topoldgico (X, 7)) para cada A € A, pela experiéncia
com o produto de uma familia finita de espagos topoldgicos podemos logo
imaginar duas topologias que poderiamos chamar de topologia produto.
Uma delas, seria a topologia em ], , X\ gerada pela familia dos conjuntos
da forma [[,., Ax, onde Ay € 7). Se estivéssemos falando de espacos
métricos, seria como definir a métrica do supremo (veja o Exemplo ?77).
Esta topologia é bastante geométrica e intuitiva. No entanto, ndo é esta
a topologia que chamamos de topologia produto da familia 7, (A € A). A
topologia produto é um pouco mais fraca, possui propriedades importantes
(por exemplo, o Teorema P.41)) e é, em geral, mais facil de se trabalhar.

86



7.3. Topologia Produto

Definigao 7.26. Dada uma colecio qualquer de espagos topoldgicos (X, Ty),
a topologia produto € a menor topologia de [[,.5 Xa onde as projecoes em
cada coordenada,
Ty Ihea Xy = Xy,
(TA)rer — Ty
sao continuas. O espaco (topolégico) produto [], ., (Xa,7a), € 0 conjunto
[Lca Xn, dotado da topologia produto.

Desta forma, a topologia produto é a topologia mais fraca tal que as
projegoes canodnicas 7y sdo continuas. Novamente, o leitor fica encarregado
de enunciar e demonstrar uma proposicao analoga a [7.21l.

Proposicao 7.27. Dada uma colegio qualquer de espacos topologicos
(X, 7)), seja X o espago produto munido da topologia produto. FEntdo,
f:Y — X € continua se, e somente se, wy o [ € continua para todo X € A.

Demonstragao. Basta aplicar a Proposicao . Il

Exemplo 7.28. Considere o conjunto X = [0, 1]Y e as seguintes normas

Hle = sup |@y|
neN

[]l, = sup |20l

neN 1

A topologia da norma ||-||, é a topologia produto. De fato, nesta norma, a
bola centrada em a, de raio € > 0 é igual a

1] Binsye(an) = B(ao) x -+ x Bivsne(an) x [ 10, 1],

neN neN

onde N é tal que (N + 1)e > 1.
A topologia da norma ||-||; é mais forte que a topologia produto. Neste
caso, a bola centrada em a, de raio € > 0 é igual a

0,110 T Be(an),

neN

que pode nao é aberto quando B.(a,) # [0, 1] para uma quantidade infinita
de indices n.

Proposiciao 7.29. Sejam (X, 7)) espagos topoldgicos, e m, as projegoes
canonicas
Tyt H X\ — X,
AEA
Entao, cada 7, € uma aplicagcao aberta.
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Demonstragcao. De fato, vamos mostrar que 7, ¢ uma aplicagao aberta
quando o produto [], ., X é dotado da topologia cuja base sdo os conjuntos

da forma
A=]]Ax
AEA

onde A, € 7,. Note que esta topologia é mais forte que a topologia produto,
e portanto, se m, for uma aplicacao aberta nesta topologia, serd aberta na
topologia produto. A imagem por 7, de A é A,, que ¢ aberto. Como
a imagem de unioes é a unido das imagens, e os abertos sdo unides de
elementos da base, segue que 7, ¢ uma aplicagao aberta. Il

Proposigdo 7.30. Sejam (X, 7\) espagos topologicos, X = [[,cp Xa 0
espago produto e ., as projecoes canonicas

Ty X — X,

Entao, escolhendo x = (z)) € X, para cada v € A, o conjunto da forma
X(y,7) = ﬂ T ()
AEA
AFY

¢ homeomorfo a X, .

Demonstragio. A topologia de X (v, z) é gerada pela familia
X(vy,z) Ny (A,

onde A € A, e A é um aberto de X,. Mas exceto quando A\ = =, esses
conjuntos ou sdo vazios, ou iguais a X (v, z). Assim, a topologia de X (v, x)
é gerada pela familia

X(y,z)nmyt(A),
onde A ¢ um aberto de X,. Essa familia é uma topologia. Portanto, esses

sdo exatamente os abertos de X (v, ). Isso implica que a bijegdo continua
Ty|x(y,0) € também uma aplicacdo aberta. De fato,

(X (y,2) Nt (A) = Al
Ou seja, 7| X(y,e) € um homeomorfismo. ]

Exemplo 7.31 (Representagdo Decimal). Considere o conjunto D =
{0,1,...,9} dos digitos de 0 a 9. O espago X = D" pode ser utilizado para
representar nimeros reais no intervalo [0,1]. Enxergamos um elemento
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(ag,a,...) € X como sendo o nimero real cuja representagao decimal é
0, apayas - - -. Formalmente, a representacao é feita pela fungao
f: X — [0,1]

(an)nen ZneNanlo_n_l

Note, no entanto, que a aplicacdo f nao é uma bijecao. Apesar de f ser
sobrejetiva, existem numeros que possuem duas representacoes distintas.
Por exemplo,

0,100000--- =0,099999 - - - .

Na topologia produto, uma sequéncia a" = (af);en converge para a =
(a;)jen, quando para todo j € N, aj — a;. No entanto, como D ¢ discreto,
isso significa que a partir de um certo N = N;,

n>N= a’; = aj.
Em outras palavras, para todo J, existe N tal que
nzN:>Vj§J,a?:aj.

Assim, na topologia produto, a" converge para a quando para todo J, a
partir de um certo n, os J primeiros termos de a" coincidem com os .J
primeiros termos de a. Em particular, a aplicacdo f é continua, pois se
a, € DN converge para a € DY, entdo, para todo M, existe N tal que os
primeiros M termos de a,, coincidem com os de a, para todon > N. E isso
implica que f(a,) — f(a).

E comum utilizarmos o espaco {0, l}N, ao invés de DV. Neste caso,
trabalhamos com a representagao bindria dos elementos de [0, 1].

Exemplo 7.32 (Espago de Fungoes: convergéncia pontual). Sejam X um
conjunto qualquer, e Y um espaco topoldgico. Podemos identificar as
fungoes f: X — Y com os elementos do conjunto

y¥=T]",

zeX

onde Y, é uma cépia do espaco Y. Se dotarmos Y X da topologia produto,
temos uma noc¢ao de convergéncia no espaco das func¢oes de X em Y. Nesta
topologia, uma vizinhanga V de f: X — Y sdo as fungoes g : X — Y que

para um certo nimero finito de pontos (coordenadas) 1, ...,z, € X, g(x;)
e f(x;) diferem “pouco”. Para que g pertenca a esta vizinhanca V', nao faz
diferenca que valores g assume em pontos diferentes de x4, ..., z,. Para ser
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preciso, uma vizinhanga V' é um conjunto que contém 7' (Uy)N- - -N7, ' (U,,)
para determinados z,. ... z,, ¢ determinadas vizinhancas U; € V (()x;).

Pela Proposicao n, uma sequéncia f, : X — Y converge para
f: X — Y nesta topologia, exatamente quando, para todo =z € X, f,(z) —
f(z). Por isso, esta topologia no espago das fungoes de X a Y é chamada
de topologia da convergéncia pontual, ou topologia da convergéncia ponto a
ponto.

Exercicios

7.3.1. Seja f : X — Y uma aplicagao qualquer entre os espacos topoldgicos
X eY. O grafico de f é o conjunto

Gr(f)={(z,f(x) e X xY | z € X}.

Mostre que quando f é continua e Y é um espago métrico, o seu grafico é
um subconjunto fechado de X x Y. (Veja também a definigdo de espago de
Hausdorff: 5.29)

7.3.2. Encontre uma funcao continua f : X — Y cujo grafico ndo seja um
subconjunto fechado de X x Y.

7.3.3. Mostre que o conjunto

1
H:{(xay)€R2 x#O,y:—}
x
é fechado em R2.
7.3.4. Mostre que, apesar de
1
H:{($‘,y)ER2 377&07?/:—}
x

ser um conjunto fechado pelo exercicio , a projecao de H na primeira
(e também na segunda) coordenada nao é um conjunto fechado.

7.3.5. Explique o que representa o conjunto X (v, ) na Proposi¢ao .

7.3.6. Explique porque, na demonstracao da Proposicao , X(v,z) N
7' (A) ou é vazio ou é X (v, x) quando X # 7.

7.3.7. Por que no Exemplo pudemos afirmar que f:X — [0,1] é
continua baseado apenas no fato de

T, = = f(x,) = f(z)?
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7.3.8. Seja (X, ) (A € A) uma familia de espagos topolégicos e I' C A
um subconjunto de indices. Vamos denotar por

Xa=]]% e Xe=]]xu.
AEA Ael
Mostre que a aplicagao
Iy : Xy — Xr
(T3 )rea = (Ta)aer
é continua e aberta.

7.3.9. No mesmo contexto do Exercicio 7 suponha que I' é uma particao
de A. Mostre que a aplicacao

fZ XA — HFEfXF
z = (Ir(z))pep

é um homeomorfismo.

7.4 Topologia Quociente

Quando temos um conjunto qualquer X, é comum querermos identificar
uma classe de pontos de X como se fossem um s6. Por exemplo, o circulo
pode ser visto como o intervalo [0, 1] com os pontos 0 e 1 identificados. A
ideia é particionar X em classes de equivaléncia. O intervalo [0, 1] com os
pontos 0 e 1 identificados corresponde a partigao

{0, 13 u{{a} | 2 €(0,1)}.
O circulo também pode ser visto como R com os pontos z e y identificados
sempre que x — y € Z. Neste caso, R é particionado pela familia

{r+7Z] x € R},

onde v +Z={zx+z2| z € Z}. .
Ou seja, tomamos uma familia X de subconjuntos A C X disjuntos,

tais que
x=Ja
AeX

Existe uma projecao natural

Tm: X
T

I

BNt

-
=[]

onde [r] é o tinico elemento A € X tal que z € A. Assim, podemos colocar
em X a topologia final induzida por 7.
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Relacao de Equivaléncia

Estamos preocupados em “particionar” um conjunto X e pensar no conjunto
X formado pelos elementos da particio escolhida. Uma maneira muito
comum de se escolher uma particao de X ¢é através de uma relagcio de
equivaléncia. Nao vamos entrar em detalhes quanto as propriedades das
relagdes de equivaléncia, mas de fato, definir uma relagdo de equivaléncia
no conjunto X equivale a particiona-lo.

Definicao 7.33. Uma relagao ~ em um conjunto X € simplesmente um
subconjunto de X?%. Usualmente escrevemos

an~b
ao invés de dizer que (a,b) pertence d relagao ~.

Definigao 7.34. Uma relagio (bindria) ~ definida em um conjunto X é
uma relagdo de equivaléncia se satisfizer, para todo a,b,c € X,

1. a~a.
2. a~b=b~a.
S a~beb~c=an~c.

Definir uma relacao de equivaléncia em X ¢é equivalente a particiona-lo,
pois dada uma relagdo de equivaléncia podemos particionar X em classes
de equivaléncia, ou seja, nos conjuntos

la| ={z € X | z ~a}.

Do mesmo modo, dada uma particao Ay de X, podemos definir a relacao
de equivaléncia
a~b<s dA) tal que a,b € A,.

Notagao. Dada uma relagio de equivaléncia ~ em X, denotamos por X [~
o conjunto das classes de equivaléncia de ~. A projecao natural de X em
X/~ € a aplicagao dada por

T X — X/~.

Ao identificarmos, por exemplo, os pontos 0 e 1 do intervalo [0, 1] para
formar o circulo, chamando esse ponto identificado de p, a topologia que
esperamos deve ser tal que, uma sequéncia converge para o ponto p sempre
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que se aproximar do conjunto {0,1}. Dessa forma, uma sequéncia que
se aproxima de p = {0,1} é uma sequéncia que se aproxima de 0, ou de
1, ou que “oscila” entre esses dois pontos. O que queremos, é que cada
vizinhanca de p seja uniao de uma vizinhanca de 0 e uma vizinhanca de
1. Ou seja, queremos que a projegao canodnica, 7 : [0, 1] — (0,1) U {p} seja
continua. Mas também, ndo esperamos que uma sequéncia que nem mesmo
se aproxima de 0 ou de 1 seja considerada uma sequéncia que se aproxima de
p. Queremos que a topologia seja a mais forte possivel com esta propriedade.

Definig¢ao 7.35 (Topologia Quociente). Quando X é um espago topolégico
e ~ uma relagio de equivaléncia definida sobre X, a topologia quociente
em X/~ ¢é a topologia final induzida pela proje¢io natural.

Seja X um conjunto e ~ uma relacao de equivaléncia em X. Suponha
que a aplicagao
f: X—=>Y

seja tal que a ~ b= f(a) = f(b). Neste caso, podemos definir

f: X/~ = Y .
[z] = f(z)

Note que o seguinte diagrama

X

| N

é comutativo. Assim, pela Proposicao , sabemos que a topologia
quociente farda com que uma eventual continuidade da aplicagdo f seja
equivalente a continuidade de f .

Construgoes com “quocientes” sao muito comuns, por exemplo, em
algebra, onde quocientamos grupos por subgrupos, anéis por ideais, espagos
vetoriais por subespacos vetoriais e assim por diante. Em muitos casos, essas
estruturas algébricas sao também dotadas de topologia. Mais a diante,
no Capitulo 7?7, por exemplo, veremos como o estudo da topologia pode
facilitar a compreensao desses espacos.

Exemplos

Exemplo 7.36 (O Circulo Unitrio S'). O circulo unitério S' pode ser
visto, dentre outras maneiras, como o subconjunto dos niimeros complexos
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de valor absoluto 1, ou como o conjunto R/~ onde
a~bsa—bel.

Costumamos denotar este quociente por R/Z.
Neste caso, podemos pensar, por exemplo, nas seguintes topologias em
St:

1. A topologia induzida em S! quando visto como um subconjunto de

C.

2. A topologia final induzida pela aplicacao

f: R — St
r — exp(2mix)

3. A topologia quociente dada pela identificagdo usual entre S' e R/Z.

As topologias dos itens (B) e (B) sao de fato a mesma topologia. Isso
porque a relagao de equivaléncia do item (J) é dada exatamente por

an~be fla) = f(b),

fazendo com que o diagrama

|

R/ZTSl cC

seja comutativo. Onde f é justamente a bijecao que usualmente identifica
R/Z e S'. As aplicacdes f e 7 sdo continuas respectivamente na topologia
final induzida por f e na topologia final (topologia quociente) induzide
por w. Pela caracterizagdo de topologia final dada pela Proposicao [7.15,
isso implica que tanto f quanto f~! sdo continuas. Ou seja, f é um
homeomorfismo.

Quanto a equivaléncia entre os itens @) e (a), considere S! com a
topologia induzida. Sabemos que, como f é continua (Exercicio [7.4.1),
entao f também é. Para concluir que todas as trés topologias sao iguais,
precisamos mostrar que f~* é continua quando S! ¢ dotado da topologia
induzida. Isso sera feito mais adiante. Sera consequéncia direta da
Proposicao .

94



7.4. Topologia Quociente

Ny TRREEET

Figura 7.1: Um toro bidimensional, além de poder ser visto como um
subespaco do R3, pode também ser identificado com o produto cartesiano
S'%. O toro ndo é sélido. E apenas a “casca da figura”.

Exemplo 7.37 (O Toro T"). A forma da Figura @ ¢ o chamado toro
bidimensional: T?. Uma generalizacio ¢ o toro n-dimensional: T". O
circulo € o toro unidimensional.

O toro n-dimensional pode ser definido como o espacgo produto T" =
S! x -+ x S! de n cépias do circulo unitdrio (Figura [7.1)), mas também pode
ser visto como o espaco quociente R/~ onde a relagdo ~ é dada por

a~bsa—-beZ™.

Costumamos denotar este quociente por R"/Z".

Assumindo que S' é munido da topologia do item () do Exemplo ,
podemos colocar no toro a topologia produto ou a topologia quociente.
Novamente, ambas as topologias irao coincidir. Para ver isso, basta
considerar o diagrama comutativo

R" ,
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onde f ¢ dado por

f: R"/Z" — S'x ... xS!
([x1], .-y [2n]) = (exp(2mizy), ..., exp(2miz,))

Note que f é a identificacdo usual entre R” JZ"™ e T™.

Exercicios

7.4.1. Mostre que,
f: R - C ,
x +— exp(2mix)

onde exp(if) = cos(f) + isin(f), é continua nas topologias usuais de R e C.

7.4.2. Suponha que a projecao canoénica w : X — X/ ~ seja uma aplicagao
aberta e que f: X/ ~— (Y, 7y) é uma bijecao. Entao,

I

f é homeomorfismo se, e somente se, f o é aberta e fechada.

7.4.3. Dé um exemplo de uma relacao de equivaléncia ~ em X tal que a
projecao canonica 7 : X — X/ ~ nao é aberta.

7.5 Topologias das Sequéncias Convergentes

Esta se¢do pode (e deve!) ser omitida. E apenas uma divagacio sobre
convergéncia de sequéncias. Ao fazer analogia com os espagos métricos, o
estudante frequentemente se pergunta porque é que nem sempre se pode
usar sequéncias para determinar as propriedades topolégicas de um espago.
Se temos um conjunto X e uma topologia 7x sobre X, sabemos
exatamente quais sao e quais nao sao as sequéncias convergentes. No
entanto, conhecer as sequéncias convergentes nao garante que conhecamos
a topologia. De fato, duas topologias distintas podem ter exatamente as
mesmas sequéncias convergentes, convergindo para os mesmos limites.

Exemplo 7.38 (Topologia Coenumeravel). Seja X um conjunto nao
enumeravel, e

T = P(X)

96



7.5. Topologias das Sequéncias Convergentes

As sequéncias convergentes em 7 sao aquelas que a partir de um certo
indice se tornam constantes. Ou seja, as sequéncias constantes a menos de
um numero finito de termos.

Considere agora 75 dada por

7 ={0}U{A C X | A°é enumeravel}.

Fica como exercicio mostrar que 7 é de fato uma topologia. Evidentemente
que as sequéncias constantes a menos de um numero finito de termos
convergem nesta e em qualquer outra topologia. Considere entao a
sequéncia xq, T, - - -. Suponha que

T2

T, —> X.

O conjunto
Vi=Aan | an #x}
é vizinhanga aberta de z em 75. A convergéncia de x,, implica que para um
certo N,
n>N=uxz,cV.

Mas z, s6 estda em V se z, = z. Ou seja, x, é constante a menos,
possivelmente, de x1, -+ , xy.
Pergunta: porque sabemos que 7 # 757

Dado um espago topoldgico (X, 7x), podemos indagar se existe uma
topologia 7,, que é a menor onde as sequéncias convergentes sao as mesmas
que de 7x. Também podemos nos perguntar se nao existe a maior topologia
Ty com esta mesma propriedade. Se existir, 7, serd a intersecao da familia
de todas as topologias 7, (A € A) tais que para todo =z € X,

TX

.
Ty > xS x, = .

Vamos definir 7,, como sendo
Tm — ﬂ TX-
AEA

Evidentemente que como 7,, C Ty, entao toda vizinhanga de z em 7,
também ¢é uma vizinhanca em 7x. Portanto,

TX T
Ty —> T = T, —> T.

No entanto, a implicacdo contraria pode nao ser verdadeira. Ou seja, é
possivel que, para a topologia 7,,, nao tenhamos

T T
Ty 2 0 = X, — 1.
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7.5. Topologias das Sequéncias Convergentes

Para um exemplo, veja:

http://math.stackexchange.com/questions/395980/topology-for-convergent-sequences Para
compreender o exemplo é necessario conhecer um conceito mais avancado
chamado “wltrafiltro”. Para nossos propésitos, basta dizer que o exemplo
se trata de uma familia de topologias 73 no conjunto N U {oco} tais que

Tp NN equivale a existéncia de NN tal que
n>N=z, = 00.
No entanto, em 7 = ()73, Z, 5 00 equivale & existéncia de N tal que
m>n> N =z, #x, oux, =, =00.

Ou seja, z,, — 0o sempre que z, “sai” de qualquer subconjunto finito de N.
Por outro lado, vamos definir a topologia

TM:{VcX‘ xnler:>3N,Vn2N,xn€V}-

E evidente que 73, é uma topologia e é mais forte que 7x. O leitor é
convidado a demonstrar essa afirmacao.
Como 7x C Ty, sabemos que

EC S VRE S
Por outro lado, pela definicao de 7,7, sabemos que

Tp = T = T, 5 T (7.2)

Ou seja, sempre existe a topologia mais forte determinada pela familia de
sequéncias convergentes de uma toplogia 7x dada. Em outras palavras,
denotando por F a familia de topologias

F=A{n| A€ A},

temos que 7y = \/ F é tal que 1)y € F, mas pode ocorrer que 1, = A\ F
nao pertenca a F.

Exercicios

7.5.1. Mostre que a topologia coenumerdvel (15 no Exemplo ) é de fato
uma topologia.

7.5.2. Por que sabemos que 7, # 75 no Exemplo ?

7.5.3. Demonstre a implicagao da Equacao @ na pagina @

98


http://math.stackexchange.com/questions/395980/topology-for-convergent-sequences

CAPITULO
Conexidade

Ao final da secao iil!, discutimos a construcao de um espago topoldgico
formado pela unidao disjunta de dois outros espacos. Os espacos conexos
sao espacos que nao podem ser obtidos desta maneira. A conexidade é uma
propriedade preservada pelas aplicagoes continuas (Teorema 8.10), e a forma
mais simples deste fenémeno é o conhecido Teorema do Valor Intermediario
(Corolario )

8.1 Definicao e Exemplos

Defini¢ao 8.1 (Conexidade). Um espago topoldgico X ¢é conexo quando
nao puder ser escrito como uniao disjunta nao trivial de abertos. Ou seja,

Se
X =4,

AEA

onde todos os Ay sao abertos, nao-vazios e disjuntos, entao #NA < 1.
Um subconjunto de um espago topologico é conexo quando for conexo na
topologia induzida. Um subconjunto que nao é conexo é desconexo.

Exemplo 8.2. Um intervalo I C R é um conjunto que satisfaz
abel,a<zr<b=xecl.
Se Y C R nao é um intervalo, entdo nao é conexo. De fato, tome a,b € Y

ex &Y coma<ax <b EntaioY = (YN (-o0,2)) U (Y N(x,00)), e
portanto, Y é desconexo.

99




8.1. Definicao e Exemplos

Em um espaco conexo X, um argumento padrao consiste em mostrar
que os pontos © € X que satisfazem determinada propriedade P(z) formam
um aberto, e os pontos que nao satisfazem P(x) também formam um aberto.
Como o espago nao é uniao disjunta nao-trivial de abertos, ou teremos que
todos os pontos satisfazem P(z), ou que nenhum ponto satisfaz P(x).

Exemplo 8.3. Seja A C R"™ um aberto conexo. Entao, dois pontos
quaisquer de A podem ser ligados por um “caminho continuo” em A. Ou
seja, dados a,b € A, existe f : [0,1] — A continua, com f(0) =ae f(1) =b.
Vamos apenas esbocar a demonstracao. Os pormenores da demonstragao
ficam como exercicio.

Seja C' o conjunto dos pontos que podem ser ligados a a. Entao, C é
aberto. De fato, se ¢ € C, tomando € > 0 tal que B.(c) C A, temos que
todos os pontos b € B.(c) podem ser ligados a ¢ por um “caminho retilineo”.
Assim, “concatenando” o caminho de a até ¢ com o caminho de ¢ até b,
temos um caminho de a até b. Portanto, B.(c) C C. Ou seja, C' é aberto.

Por outro lado, se ¢ € C, tomando novamente € > 0 tal que B.(c) C A,
temos que nenhum ponto de B.(c) pode ser ligado a a (por qué?). Ou seja,
ANCe é aberto. Como a € C', C' é nao-vazio. Assim, podemos concluir
pela conexidade de A que C' = A.

Exemplo 8.4. Mais adiante (Proposigao @), mostraremos que 0s
intervalos sao conexos na topologia usual de R.
Para t € [0, 1], considere uma familia de curvas

O{tigl — C*.

Seja N : [0,1] — Z o “ntmero total de voltas” que a curva oy faz em torno
da origem. Imagine que de alguma forma saibamos que N(t) é continua.
Entao, o “nimero total de voltas” é o mesmo para todas as curvas a;. De
fato, o intervalo [0, 1] pode ser escrito como

0,1] = JN"'(n).

nel

Como 7Z é discreto, todo subconjunto de Z é aberto. Assim, pela
continuidade de N(¢), os conjuntos N~!(n) sao todos abertos (e disjuntos).
Pela conexidade do intervalo [0, 1], existe ny € Z tal que

[0,1] = N~*(ny).
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Exemplo 8.5. Nenhum subconjunto de @Q com mais de um elemento é
conexo (na topologia induzida da topologia usual de R). De fato, seja
S C Q, com a,b € S distintos. Escolha ¢ € R\ Q entre a e b. Entao,

S =(SN(—00,c))U(SN(c,0)).

Note que esse exemplo é um caso particular do Exemplo @ O que de
fato fizemos, foi mostrar que S nao é um intervalo, escolhendo ¢ ¢ S entre
a e b. Por ter essa propriedade, de que todos os conjuntos com mais de um
elemento sao desconexos, dizemos que Q é totalmente desconezxo.

Como de costume, vamos ver maneiras diferentes para dizer se um
conjunto é ou nao conexo. Note que em um espaco topologico X, os
conjuntos ) e X sao abertos e fechados ao mesmo tempo. Diremos que
um conjunto F' C X é aberto e fechado nao-trivial quando for diferente de
felX.

Proposicao 8.6. Seja (X,7x) um espago topoldgico. Entao, sdo
equivalentes:

1. X ¢é conerxo.
2. Nao existem U,V € Tx nao-vazios e disjuntos tais que X = U U V.

3. Nao existe A C X aberto e fechado nao trivial. Ou seja, 0s unicos
subconjuntos de X que sao abertos e fechados ao mesmo tempo sio ) e
o proprio X.

SeY C X, entdo sdo equivalentes:
a. Y € conexo.

b. Se U,V € 7x sdo tais que YNUNV =0 eY CcUUV, entdo ouY C U,
ouY CV.

c. Ndao existem um aberto A e um fechado F tais que

DCANY =FNY CY.

Demonstragio. m  (0) < (B).

E evidente que se X for conexo, nao podem existir U ¢ V como os do
em (B). Por outro lado, se X néo for conexo, existe uma familia de abertos
()\ A), com #A > 1, ndo-vazios disjuntos, tais que

X:UAA.
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8.1. Definicao e Exemplos

Agora é s6 separar A em duas partes ndo triviais A; e Ay, e fazer

U:UA)\ € V:UAA

AEAL A€A2

m (2)< (3).

Basta fazer A = U para obter um conjunto aberto e fechado a partir do
item (E) Ou entao, fazer U = A e V = A° para obter os conjuntos do item
(B) a partir de um aberto e fechado A.

m (o)< (B) < (o).

E s6 usar o fato de que um aberto (um fechado) de Y na topologia
induzida ¢ da forma ANY, onde A é um aberto (um fechado) de X. [

Corolario 8.7. Um espago topologico X é desconexo se, e somente se, todo
x € X for tal que exista um conjunto F' C X aberto e fechado, com x € F.

Demonstracio. E evidente que se existe um tal F', entdo X nao é conexo.
Por outro lado, se X é desconexo, entdo existe um aberto e fechado nao
trivial A. Se x € A, entao basta tomar F' = A. Se z ¢ A, entao basta
tomar F' = A°. O

Exemplo 8.8. Seja S C com a,b € S distintos. Vamos mostrar
novamente (veja o Exemplo%) que S nao é conexo. Tome ¢ € R\ Q
entre a e b. Entao,

A=(c,00) e F=]c,0)

satisfazem

DCANS=FNnSCS.
Contrariando o item (H) da Proposicao @

Como ja é esperado, vamos mostrar que os subconjuntos conexos de R
sao exatamente os intervalos.

Proposicao 8.9. Um subconjunto de R é conexo se, se somente se, for um
intervalo.

Demonstragcio. No Exemplo @, j& mostramos que os conjuntos conexos

sao intervalos. Vamos mostrar entao que todos os intervalos sao conexos.
Suponha entdo que D C R é um intervalo _desconexo. Sejam U e V

abertos como os do item () da Proposicao @ Escolha a € UN D, e
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8.2. Conexidade e Continuidade

b€V N D. Podemos supor que a < b. Seja I, o maior intervalo aberto tal
que
acl,CU.

Para ver que tal I, existe, basta tomar a uniao de todos os intervalos abertos
que contém a e estdao contidos em U. Entdo, I, = (s,t), com ¢t < b. Como
D é um intervalo, t € D. Além disso, pela maximalidade de I,, temos que
t € U. Assim,

[a,t) CUND e teVND.

Mas como V' é vizinhanga de t, e ¢ estd no fecho de [a,t), temos que V N
[a,t) # 0. Em particular, V N U N D # (). Contrariando a escolha de U e
V. O

8.2 Conexidade e Continuidade

A propriedade mais importante dos conjuntos conexos é que sua imagem por
aplicagoes continuas é também conexa. J& utilizamos este fato (de forma
oculta) no Exemplo @

Teorema 8.10. Seja f: X — Y wuma aplicacio continua. Se A C X é
conezo, entio f(A) é um subconjunto conexo de'Y .

Demonstracao. Restringindo o dominio e o contra-dominio de f, podemos
assumir que A = X, e que f(A) =Y. Se Y nao é conexo, entao existe F' C
Y nao-trivial que é aberto e fechado. Pela continuidade de f, f~*(F) é um
subconjunto de X nao-vazio que é aberto e fechado. Como f é sobrejetiva,
temos que

0CfH(F) ¢ X
Portanto, X nao é conexo. Il

Uma aplicagao continua f: (X,7x) — (Y, 7y) é uma aplicacao tal que
f~! transporta 7y pra dentro de 7x. Alternativamente & demonstracao
anterior, poderiamos ter optado por escolher abertos como os do item (g,
() ou (B) da Proposigao @, e mostrar que esses abertos sao levados em
abertos de X que satisfazem as mesmas condi¢oes. Ao reduzir o problema
para o caso em que f é uma bijecdo, o passo seguinte constituiu em mostrar
que a imagem inversa de um conjunto desconexo por uma aplicagao continua
também é desconexa.

Corolario 8.11 (Teorema do Valor Intermediario). Seja I C R um
intervalo qualquer, e f: I — R wuma aplicagio continua. Entdao, f(I) é
um intervalo.
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Demonstracdo. A Proposicao @ mostra que um subconjunto de R é conexo
se, e somente se, for um intervalo. Agora é sé aplicar o Teorema 8.1%1. [

8.3 Propriedades

Por vezes, é importante construir um conjunto e ao mesmo tempo garantir
que o conjunto construido serd conexo. A maneira mais simples de se fazer
isso, ¢ utilizando a proposicao que segue.

Proposicao 8.12. Seja C) uma familia de subconjuntos conexos de um
espago topologico X, tal que existe

CEﬂC)\.

Entdo a unido | JC) é um conjunto conezo.

Demonstragcio. A forma tradicional de se demonstrar é tomando um par
de abertos U e V' que “particionam” | JC), e mostrar que esses abertos
“particionam” ao menos um dos C\. Demonstrar dessa forma fica como
exercicio. Vamos fazer por um outro angulo. ;-)

Podemos assumir sem perda de generalidade que a uniao dos C'y é todo
o espago X (porqué?). Suponha, entdo, que F' C X é um conjunto que é
aberto e fechado com ¢ € F. Na topologia induzida em C), os conjuntos
C\ N F sao abertos e fechados nao-vazios, e portanto, sao iguais a C'y. Ou
seja, C'y C F. O que mostra que F' = X. O

Proposicao 8.13. Seja X um espaco topologico e C' C X um subconjunto
conexo. Entdo, qualquer conjunto D C X satisfazendo

CccbhccC

€ conero.

Demonstracao. Novamente, fica como exercicio para o leitor utilizar um
argumento que envolva um particionamento por abertos como o do item ()
da Proposigao B.6.

Podemos assumir que D = X (por qué?). Seja F' um conjunto aberto e
fechado nao vazio. Por ser aberto, F' intersecta C' (veja a Segao p.1)). Mas,
como C' é conexo, temos que F'NC' = C. Ou seja,

C CF.
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8.3. Propriedades

Mas como F' é fechado, tomando o fecho, obtemos
X=CCF

Portanto, os tinicos conjuntos que sao abertos e fechados ao mesmo tempo
sao P e X. O

Por vezes, nos deparamos com propriedades em classes de conjuntos,
que sao fechadas por uniao. Ou seja, se a familia de conjuntos C'y possui a
propriedade, entao o conjunto formado pela uniao dos C'y também possui
a mesma propriedade. Neste caso, podemos falar do maior conjunto que
tem a tal propriedade. No caso de conexidade em espacos topoldgicos,
a Proposicao @ nos permite fazer isso. Seja F, a familia de todos
os subconjuntos do espaco topologico que sejam conexos e contenham zx.
Entao, pela Proposicao @, o conjunto

CI:UC

CeF

é conexo e contém z. Evidentemente que este é o maior conexo que contém
x.

Defini¢ao 8.14 (Componente Conexa). Seja X um espago topoldgico, e
xr € X um ponto qualquer de X. Entao, a componente conexa de x ¢ o
mator conexo de X que contém o ponto x.

Proposicao 8.15. As componentes conexras particionam um espaco
topologico X. Em especial, a relagio “x e y estao na mesma componente
conexa” é uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Para um elemento qualquer z € X, vamos denotar por C,
a componente conexa de . E evidente que X = (J .y C;. Precisamos
mostrar apenas que

yeCy= 0, =0C,.
Mas isso é evidente, ja que
y € C, = C, UC, é conexo.
O

Proposicao 8.16. Em um espaco topologico X, a componente conexa de
um ponto x € X qualquer é fechada.

Demonstra¢io. E imediato da Proposicao e da maximalidade da
componente conexa. ]
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8.3. Propriedades

As componentes conexas de um aberto A C R" sdo abertas, mas isso
nem sempre acontece em outros espacgos topoldgicos. Os Exemplos @ e

mostram que as componentes conexas de Q sdo conjuntos unitarios, que
nao sao abertos na toplogia induzida de R em Q.

Exemplo 8.17. Seja A C R um aberto, e C' C A uma componente conexa
de A. Vamos verificar que C' é aberto. Para tanto, note que dado a € C,
existe um intervalo (conexo) aberto V, com a € V' C A. Pela maximalidade
de (', temos que V C C. Ou seja, C' é vizinhanga de todos os seus pontos.

Se, em uma familia de espagos topologicos um deles nao é conexo, é facil
ver que o produto desses espagos também nao é conexo. E se todos forem
conexos, sera que ainda assim o produto pode ser desconexo?

Proposicao 8.18. O produto X de uma familia X, (A € A) de espagos
topoldgicos ndo vazios é conexo se, e somente se, todos os espagos X, forem
COMETOS.

Demonstragio. Se o produto é conexo, entao X, = m)(X) é a imagem de
um conexo por uma aplicacao continua. Portanto, pelo Teorema @, cada
X, é conexo.

Suponha _que todos os X, sao conexos. Tome z = (z,) € X. Pela
Proposicao [7.3(, para cada v € A, os conjuntos

X(y,2) = () 73 (@)

AFY

sao homeomorfos a X, e portanto, sao conexos. Note que todos eles contém
o elemento x. Pela Proposicao 8.12, a uniao

X(@) = X(,0)

yEA

¢ conexa. Note que X(x) é o conjunto de todos os elementos de X que
diferem de x em no maximo uma entrada.

Seja u € X um elemento qualquer. Denote por C, a componente conexa
de u. Vamos mostrar que C,, é denso em X. O argumento anterior, mostra
que se © € Cy, entdao X (z) C C,. Por inducao, todos os elementos que
diferem de u em apenas um numero finito de entradas pertencem a u.

Tome um aberto A C X da forma

A= (4).
j=1
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8.3. Propriedades

Esses abertos formam uma base da topologia produto. Seja a = (a,) tal
que ay € Ajpara A € {\1,...,\,}, eay =wuy para A € {\1,..., A\, }. Entdo,
a € A ea€ X(u C C,. E portanto, C, é denso em X. Como C, é
fechado, C, = X. [

Exercicios

8.3.1. Explique o que é a “maximalidade” das componentes conexas
mencionadas na demonstracao da Proposicao B.16 e no Exemplo B.17.

8.3.2. Explique melhor a demonstracao da Proposicao .

8.3.3. Mostre que se C' é um subconjunto conexo de um espaco topoldgico
X, ese FF C X é um conjunto aberto e fechado que intersecta C', entao,
C CF.

8.3.4. Mostre que um conjunto que é aberto e fechado em um espaco
topoldgico X é unidao de componentes conexas.

8.3.5. Utilize o Exercicio para concluir que as componentes conexas
de um espaco topolédgico sdo conjuntos abertos e fechados.

8.3.6. Mostre que as componentes conexas de um aberto A de [0, 1] sdo
intervalos abertos em [0, 1].

8.3.7. Mostre que as componentes conexas de um aberto A de R™ sao
conjuntos abertos.

8.3.8. Na Proposicao , porque podemos assumir que X ¢é a uniao de
todos os C,?

8.3.9. Na Proposicao , por que fazemos a seguinte afirmacao?
Na topologia induzida em C'y, C) N F' é fechado e aberto.
Nao poderiamos simplesmente ter afirmado que C\ N F' é fechado e aberto?

8.3.10. Na Proposicao 7 porque podemos assumir que X = D?
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8.4. Conexidade por Caminhos

8.4 Conexidade por Caminhos

Os espagos como os do Exemplo @, onde todos os pontos podem ser
ligados por um “caminho continuo”, sdo os espagos conexos por caminhos.
Vamos definir formalmente e verificar algumas propriedades interessantes
dos espagos conexos por caminhos. Em especial, vamos ver que a conexidade
por caminhos é uma propriedade mais forte que a conexidade. Ou seja,
todos 0s espagos conexos por caminhos sao conexos.

Definigao 8.19 (Caminho). Seja X um espago topoldgico. Um caminho
em X € uma aplicagdo continua

f:[0,1] - X.

Dados a,b € X, um caminho ligando a a b é um caminho em X tal que

f0)=aef(l)=

Observacao 8.20. Uma aplicacao continua f:I — X, onde I é um
intervalo fechado e limitado de R pode ser facilmente transformada em
um caminho (com dominio [0, 1]). Por isso, de agora em diante, vamos usar
um certo abuso de linguagem e, neste caso, também vamos dizer que f é
um caminho em X.

Proposicao 8.21. Sejam f e g caminhos em um espaco topologico X
ligando os pontos a,b € X e b,c € X respectivamente. Entao, a aplicagdo

o ={ 150 Y

¢ um caminho em X ligando a e c.

Demonstragao. A parte mais dificil é mostrar que f* g é continua no ponto
1. Seja V C X uma vizinhanca de b = (f = g) (3) Entdo,

ffVyus (14+4971(V))

[0,))

(f ) (V) = u%
1

(. ]Uz 1+
3 )

Portanto, f *x g é continua em % O

/\l\.’)lr—t[\')lr—l
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8.4. Conexidade por Caminhos

A Proposicao mostra que a relagao de “existir um caminho ligando
x a y é transitiva. Como é evidentemente simétrica e reflexiva, é uma
relacao de equivaléncia. Cada classe de equivaléncia dessa relagao serd uma
componente conexa por caminhos.

Defini¢ao 8.22 (Conexidade por Caminhos). Um espago topolégico X é
conexo por caminhos quando para quaisquer dois pontos x,y € X, existir um
caminho ligando x a y. Dado v € X, a componente conexa por caminhos
de x é o conjunto de todos os pontos y € X tais que existe um caminho
ligando x a y.

Um subconjunto de um espago topologico é conexo por caminhos quando
o for na topologia induzida.

Proposicao 8.23. Em um espaco topologico X, se um conjunto Y C Xé
conexo por caminhos, entdo é conexo.

Demonstracao. Tome a € Y. Entao,

y=|J  f(0.1)).

f: caminho em Y

f(0)=a

Os conjuntos f([0, 1]) sdo conexos por serem imagem do conexo [0, 1] pela
aplicagdo continua f. Assim, esta é uma uniao de conjuntos conexos que
possuem a como ponto em comum. Pela Proposi¢cao B.12, Y é conexo. []

Sabemos que um conjunto conexo por caminhos é conexo. Vejamos um
exemplo de um espaco conexo que nao é conexo por caminhos.

Exemplo 8.24 (Espaco Pente). Seja K = {% ‘ n=12.. } Considere
os subconjuntos de R?

Pi={0}x (0,1] e Py=((0,1]x {0})U (K x [0,1]).

O espago pente é o conjunto P = P; U P, com a topologia induzida de R2.
Veja a Figura B.1. E facil ver que P é conexo. De fato, como P, é conexo e

P,CPCP,,

P é conexo pela Proposicao . No entanto, P nao é conexo por caminhos.
A demonstragao sera feita no Exercicio e também no Exemplo ?77.
Uma variagao mais simples do espaco pente, é o conjunto

P ={(0,1)} UP,.
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Figura 8.1: Um espaco topologico que é conexo, mas que nao ¢ conexo por
caminhos.

Assim como P, P’ também ¢é conexo. Suponha que f:[0,1] — P’ seja um
caminho em P’, partindo de p = (0, 1). Evidentemente que F' = f~!(p) é um
fechado de [0, 1]. Vamos mostrar que F' também é aberto, para concluirmos
que f é um caminho constante. Ou seja, que p nao pode ser ligado a nenhum
outro ponto de P, por um caminho em P’. Tome a € F. Seja B, a bola de
raio % com centro em p. Como f~(B,) é um aberto que contém a, existe
um intervalo fechado I C f~'(B,) que é vizinhanga de a. Entdo, f|; é um
caminho em B, N P’. Mas todos os caminhos em B, N P’ que passam em
p sdo constantes, pois a componente conexa de p em B, N P" é {p}. Como
a € F é arbitrario, F' é aberto.

Exercicios

8.4.1. Dé um exemplo de um espago topologico X, com um conexo por
caminhos C' C X, e um conjunto D C X que nao é conexo por caminhos,
mas que seja tal que

ccDhcC.

8.4.2. Dé um exemplo de um espaco topolégico X que nao é conexo por
caminhos, mas que contém um conjunto denso C' C X tal que C é conexo
por caminhos.

8.4.3. Mostre que a componente conexa de B, N P’ do Exemplo que
contém p é {p}.

8.4.4. Mostre que a componente conexa por caminhos que contém um ponto
a ¢ o maior conjunto conexo por caminhos que contém a.
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8.4.5. Por que na demonstragdo da Proposicao , a continuidade de
(f % g) em pontos distintos de % é evidente? Seja, por exemplo, 0 < t < %
Entéao, se V' é uma vizinhanga de (f % g)(t) = f(2t),

(F*9) ()2 5 W)

é vizinhanca de t pela continuidade de f de da aplicacao t — 2t. Pode-se
fazer o mesmo para ¢t > %

8.4.6. Por que o argumento da Proposicao de fato demonstra que (f*g)
é continua em %?

8.4.7. Por qué a componente conexa de p em B, N P é {p}?

Q0O
N

8.4.8. Seja f:[0,1] = P um caminho no espago pente do Exemplo
Mostre que f~1(P) é aberto.

0
I

8.4.9. Seja f:[0,1] = P um caminho no espago pente do Exemplo
Mostre que f~1(P;) é aberto.

8.4.10. Mostre que o pente P do Exemplo nao é conexo por caminhos.

8.5 Conexidade Local

As componentes conexas de um espaco topoldgico sdo sempre fechadas, mas
nem sempre sao abertas. Por exemplo, @, com a topologia usual (induzida
de R), é tal que suas componentes conexas sao os subconjuntos unitarios.
No entanto, os conjuntos unitarios de Q nao sao abertos, haja visto que
todo aberto de R contém infinitos racionais. Uma propriedade que garante,
por exemplo, que as componentes conexas sao abertas, é a conexidade local.

Definigao 8.25 (Conexidade Local). Um espago topoldgico € localmente
conexo quando todo ponto possui uma base de vizinhancas conexas. Se
possuir uma base de vizinhangas conexas por caminhos, dizemos que o espaco
¢ localmente conexo por caminhos.

E evidente que um espaco localmente conexo por caminhos é localmente
conexo. No Exemplo , mostramos que as componentes conexas de um
aberto de R sdo sempre abertas. A esséncia da demonstragao esta no fato de
R, e consequentemente os abertos de R serem espacos localmente conexos.
Da mesma forma, o Exemplo mostra que as componentes conexas de
um aberto de R sao conexas por caminhos. Novamente, a esséncia da
demonstracao se encontra no fato de R ser localmente conexo por caminhos.
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Proposicao 8.26. Seja A wum aberto conero de um espago topologico
localmente conexo por caminhos X. Entao, A € conexo por caminhos.

Demonstracio. O espaco A, com a topologia induzida, também é
localmente conexo por caminhos (por qué?). Portanto, podemos assumir
sem perda de generalidade que A = X.

Seja C' uma componente conexa por caminhos de A. Como A é
localmente conexo por caminhos, C' é aberto. Ou seja, A é a unido disjunta
de suas componentes conexas por caminhos, que sao conjuntos abertos.
Portanto, pela conexidade de A, s6 pode existir uma componente conexa
por caminhos. O

O espaco pente do Exemplo ¢ um exemplo de um espacgo conexo
que nao é localmente conexo. Note que se acrescentarmos o ponto (0,0) ao
espaco pente do exemplo, teremos um espacgo que é conexo por caminhos
mas que nao ¢é localmente conexo por caminhos.

Exercicios

8.5.1. Mostre que todas as componentes conexas de um espago localmente
conexo sao abertas.

8.5.2. Mostre que em um espaco topolédgico, as componentes conexas serem
abertas equivale a dizer que todo ponto possui uma vizinhanca conexa.

8.5.3. Mostre que em um espaco topolégico localmente conexo por
caminhos, as componentes conexas por caminhos sdo abertas e fechadas.

8.5.4. Mostre que em um espaco topologico X localmente conexo por
caminhos, as componentes conexas sao exatamente iguais as componentes
conexas por caminhos.

8.5.5. A demonstracao da Proposicao poderia ter sido feita de um
modo um pouco mais “pedestre”. Poderiamos ter tomado a € A, mostrado
que sua componente conexa por caminhos C' é aberta, e depois ter tomado
b € C° e mostrado que existe uma vizinhanca V de b, tal que b € V C
C°. Para concluirmos que C'° é um aberto. Faga esta demonstracdo mais
detalhadamente e compare com a demonstracao da Proposicao @

8.5.6. Considere o conjunto P, do Exemplo . Mostre que P, é conexo,
conexo por caminhos, mas nao ¢ localmente conexo por caminhos. E P, é
localmente conexo por caminhos?
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8.5.7. Na demonstracao da Proposicao , por que podemos afirmar que
A é localmente conexo por caminhos?
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CAPITULO
Compacidade

No Capitulo H, vimos que conexidade é uma propriedade preservada pelas
aplicagoes continuas. Assim sabemos, por exemplo, que a imagem de um
intervalo por uma aplicacao continua f:R — R é também um intervalo.
Neste capitulo, vamos estudar compacidade, uma propriedade que também
é preservada por aplicacoes continuas.

9.1 Definicao e Exemplos

Antes de mais nada, precisamos definir o conceito de cobertura e
subcobertura.

Defini¢ao 9.1 (Cobertura). Em um espago topolégico (X, Tx), dado um
conjunto A C X, uma cobertura (de abertos) de A é uma familia U C Tx,

tal que
Ac|Juw

veu

Uma subcobertura deUd é uma subfamilia V C U que também é uma cobertura
de A. Também dizemos que U cobre A.

Muitas vezes, utilizamos a expressao cobertura de A para designarmos
uma familia qualquer de subconjuntos de X cuja unido contenha A. Neste
livro, utilizaremos o adjetivo aberta ou a locucao de abertos apenas quando
nao for claro pelo contexto se a cobertura é formada por conjuntos abertos
ou nao. Para uma cobertura que nao é formada necessariamente por abertos,
diremos “uma cobertura nao necessariamente aberta”.
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Definigao 9.2 (Compacidade). Seja X um espago topoldgico. Dizemos
que K C X é compacto, quando toda cobertura aberta de K admitir uma
subcobertura finita. Se X for compacto, entdo dizemos que X € um espaco
topologico compacto.

Note que K C X sera compacto se for um espago topoldgico compacto
quando dotado da topologia induzida.

Vejamos alguns exemplos. Primeiro, um exemplo de um conjunto que
nao é compacto.

Exemplo 9.3 (O intervalo (0, 1)). Considere a cobertura de (0, 1) dada por

- {(1) =12 )

E evidente que tal cobertura nao possui subcobertura finita. Portanto, o
espago (0,1), com sua topologia usual, ndo é compacto.

Exemplo 9.4 (Conjunto Finito). Seja X um conjunto finito. Entao, X
sera compacto em qualquer topologia. De fato, todas as coberturas serao
finitas. A imagem de X por uma aplicacdo qualquer f : X — Y serd sempre
finita.

A compacidade é uma propriedade que de certa forma generaliza o
Exemplo P.4.

Exemplo 9.5 (Topologia Discreta). Na topologia discreta, os unicos
compactos sdo os conjuntos finitos. Isso porque qualquer conjunto A é

escrito como
A=J{=}

€A
E a cobertura {{z} | = € A} nao possui subcobertura.

Exemplo 9.6 (Topologia Cadtica). Seja X um espago topolégico com a
topologia 7y = {0, X}. Entao, qualquer subconjunto de X é compacto. De
fato, basta que 7x seja uma familia finita para que o argumento funcione.

Exemplo 9.7 (Conjunto Ilimitado). Seja X um espago métrico. Se X é
ilimitado, entdao X nao é compacto. De fato, dado a € X,

X = Bu(a)

¢ uma cobertura sem subcobertura finita. Assim, todo subconjunto
compacto de um espaco métrico é limitado. Em particular, R" — ou
qualquer subconjunto ilimitado de R™ — nao ¢ compacto na topologia usual.
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Exercicios

9.1.1. Seja K um conjunto compacto e F' C K um conjunto fechado.
Mostre que F' é compacto.

9.1.2. Seja K um conjunto compacto e f uma aplicacao continua. Mostre
que f(K) é compacto.

9.1.3. Seja B uma base para a topologia de X.  Mostre que se
toda cobertura de K C X formada apenas por elementos em B tiver
subcobertura finita, entao K é compacto.

9.1.4. Mostre que se K1, ..., K, C X sao compactos, entao K = K;U---U
K,, também é compacto.

9.1.5. Considere K C Y C X, onde (X,7x) é um espago topoldgico.
Mostre que K é compacto na topologia 7y se, e somente se K é compacto
na topologia induzida Y N 7.

9.1.6. Mostre que um subconjunto K de um espaco topoldgico X é
compacto se, e somente se, K é um espago topologico compacto na topologia
induzida de X.

9.2 Propriedades Elementares

Vamos estabelecer algumas propriedades elementares e algumas
caracterizagoes de compacidade. A mais importante dessas propriedades é
o fato de a imagem de um compacto por uma aplicacao continua também
ser um conjunto compacto. A mais simples é o fato de todo fechado dentro
de um compacto ser compacto.

Proposicao 9.8. Se K C X ¢ compacto e FF C K ¢é fechado, entao F é
compacto.

Demonstragio. Seja U uma cobertura de F. Entao, V = U U {F°} é uma
cobertura de K. Pela compacidade de K, existe uma subcobertura V' C V
finita. Neste caso, U’ = V' \ {F*°} é uma subfamilia finita de U, e cobre
F. ]

Proposicao 9.9. Sejam X eY espacos topologicos, K C X um compacto
e f: X =Y uma aplicagio continua. Entao, f(K) é um compacto de Y.
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Demonstragio. Seja U uma cobertura aberta de f(K), entao, f~'(U) ¢ uma
cobertura aberta de K. Pela compacidade de K, existe uma subfamilia
finita V C U tal que f~!(V) cobre K. Mas isso implica que V cobre f(K).
Ou seja, f(K) é compacto. O

Exemplo 9.10. Seja X, (A € A) uma familia de espagos topolédgicos nao
vazios. Entao,
X =] X

com a topologia produto, s6 pode ser compacto se todos os X, forem
compactos. De fato, se X é compacto, como as projegdes canoOnicas
7y : X — X sdo continuas e sobrejetivas, os espagos X, = m)(X) sdo todos
compactos. O Teorema P.41, mais adiante, mostrard que vale a reciproca:
se todos os X, forem compactos, entdao X é compacto.

Para verificarmos se um espago topoldgico é ou nao compacto, a
principio, precisamos verificar que toda cobertura por abertos possui uma
subcobertura finita. No entanto, de posse de uma base da topologia, a
verificacdo pode ser restrita a subcoberturas desta base.

Proposicao 9.11. Seja B uma base de um espago topologico X. FEntdo,
X € compacto se, e somente se, toda cobertura U C B possuir subcobertura
finita.

Demonstragio. E evidente que a condicdo é necessaria. Vamos mostrar que
é suficiente. Seja )V uma cobertura de abertos de X. Cada aberto V € V
pode ser escrito da forma

v=J U

Uely

para uma familia Uy C B adequada. Por hipdtese,

u=\Juy

vev

possui uma subcobertura finita. Em particular, existem V;,...,V, € V tais
que a familia Uy, U- - -UlUy,, cobre X. Ouseja, Vi,...,V,, é uma subcobertura
finita de V. 0

Vamos ao exemplo mais importante de conjunto compacto.

Exemplo 9.12 (Intervalo Fechado Limitado em R"). O conjunto / = [a.b
¢ compacto na topologia usual induzida de R. Vamos usar a Proposicao 9.11l.
Primeiramente, note que a familia de todos os intervalos abertos forma uma
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base para a topologia de I. Lembre-se que intervalos da forma [a, c) e (c, b]
sao abertos na topologia de I.

Seja U uma cobertura de I formada por intervalos abertos. Seja J C I o
conjunto de todos os elementos ¢ € I tais que [a, ¢| possui uma subcobertura
finita de U. E claro que a € J.

Note que para cada V € U,

VNnJ#0&sV

Mas isso implica que tanto J quanto I\ J sdo abertos. Pela conexidade de
I, temos que J = 1.

Em um espago com base enumeravel, podemos caracterizar compacidade
em termos de sequéncias de abertos.

Corolario 9.13. Um espaco topologico X com base enumerdvel é compacto
se, e somente se, para toda sequéncia crescente de abertos Ay C Ay C -+

tal que
4. =X,
n=1
existir N tal que Ay = X.
Demonstragdo. Tal sequéncia A, é uma cobertura de X. Se X ¢é
compacto, existe uma subcobertura finita A, ,...,A4,,. DBasta tomar

N =max{ny,...,n;}, para ter Ay = X.

Por outro lado, se B é uma base enumeravel, e se X nao é compacto,
existe uma subfamilia { By, Bs, ...} C B que cobre X, mas que nio possui
subcobertura finita. Fazendo A, = B; U ---U B,, temos uma sequéncia

crescente de abertos A; C Ay C --- tal que sua uniao é X, mas todos os
A,, sdo diferentes de X. O
Proposicao 9.14. Sejam Xi,..., X, espagos topologicos compactos nao
vazios. Entao, com a topologia produto, o espaco X = X1 X --- x X,, €
compacto.

Demonstracao. Basta mostrar para o caso n = 2. Seja U uma cobertura
aberta de X. Pela Proposicao , podemos assumir que os abertos em U
sao da forma U x V', com U e V abertos de X; e X5, respectivamente.
Para cada a € X1, o subespago {a} x X5 é compacto (veja a Proposi¢ao

.3(J). Assim, existe uma subfamilia U, C U que cobre {a} x X5. Note que
U, é da forma

Uy, ={U1 x Vi,..., Uy x Vi }.
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Em particular, fazendo U* = U; N --- N U,,, temos que U* C X; é aberto e
U, cobre U x X,.

Como os conjuntos da forma U® cobrem X;, e X; é compacto, existem
a,...,ar € Xy tais que X; =U" U---UU*. Ou seja,

U =U, U---UU,,

é uma subfamilia finita de U que cobre X. [

Como os conjuntos fechados sao exatamente os complementares dos
abertos, a compacidade pode ser facilmente descrita em termos de conjuntos
fechados.

Proposicao 9.15. Um espaco topologico é compacto se, e somente se, toda
familia de fechados F, com
(N F#0

FeF’

para toda subfamilia finita F' C F, for tal que

() F#0.

FeF

Se o espacgo tiver base enumerdvel, entdo, toda sequéncia decrescente de
fechados nao vazios Fy D Fy D --- for tal que

Arso
n=1

Demonstragcio. A primeira parte é a definicado de compacidade escrita em
termos de conjuntos fechados. A segunda parte é o Corolario P.13. [

Exercicios

9.2.1. De um exemplo de uma aplicagdo continua f : (0,1) — R ilimitada.

9.2.2. Pode existir uma aplica¢do continua f : [0,1] — R e uma sequéncia
x, € [0,1] tal que f(z,) — 007

9.2.3. Por que na demonstragao da Proposicao podemos afirmar que
existem Vi,...,V, € V tais que a familia Uy, U --- UUy, cobre X.

9.2.4. Por que na demonstragdo da Proposi¢ao dizemos que basta
mostrar para o caso n = 27
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9.3 Compacidade nos Reais

Ja vimos que os compactos de R, em sua topologia usual, sao limitados.
Vamos mostrar que sao fechados.

Lema 9.16. Um subconjunto compacto K C R, quando R € dotado de sua
topologia usual, é um fechado.

Demonstragcao. Suponha que K nao ¢é fechado. Entao, podemos escolher
r € K\ K. Para todo k € K, tome uma vizinhanca aberta de k, V;, e uma
vizinhanca aberta de z, Uy, tais que U, NV, = (. Como k € Uy, é evidente
que
Kc|]JU.
keK

Por outro lado, escolhendo ky,...,k, € K, e fazendo U = U, U --- U Uy,
temos que V = V;, N---NV,, é uma vizinhanca de x, com U NV = 0.
Mas como k € K, temos que K NV # (). E portanto, K ¢ U. Ou seja, a
cobertura {Uy | k € K} nao possui subcobertura finita. O

Assim, os compactos de R, em sua topologia usual, sao fechados e

limitados. Vamos mostrar que essa propriedade caracteriza os compactos
de R.

Proposicao 9.17. Quando R ¢é munido de sua topologia wusual, um
subconjunto K C R é compacto se, e somente se, for fechado e limitado.

Demonstracao. Pelo Exemplo @ e pelo Lema , se K é compacto, entao,
é fechado e limitado. Por outro lado, se K é fechado e limitado, entao, existe
M € R tal que K C [—M, M], e este tltimo é compacto pelo Exemplo @
Assim, a Proposicao garante que K é compacto. O

A proposicao a seguir é de extrema importancia e é muito utilizada.

Proposicao 9.18. Seja f: X — R uma fungdo continua definida num
compacto X. Entao, existe x € X tal que f(x) = sup f(X).

Demonstragio. Sabemos que f(X) é um compacto de R. Se nao existir um
tal x € X, entao,

FX) € (=0 100) = U (=ow,sup 500 - 1),
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Pela compacidade de f(X), existe n tal que

F(X) (—oo,sup F(X) - 1) ,

o que, pela defini¢ao de sup f(X), é impossivel. ]

Outras propriedades importantes da topologia usual dos niimeros reais
sao na verdade propriedades gerais dos espacos métricos e serao vistas em
breve.

Exercicios

9.3.1. Se f : R — R ¢é continua, pode existir um conjunto limitado M C R
tal que f(M) é ilimitado? Justifique ou dé um exemplo.

9.3.2. Seja
[+ (0,1

—
T

8= =

Existe g : R — R continua tal que f = g(01)?

9.3.3. Considere o conunto dos racionais Q com a topologia induzida dos
reais. O que vocé pode dizer sobre os subconjuntos compactos de Q7

9.3.4. Descubra o que é um Espago de Hausdorff e mostre, como no Lema
, que nos FEspacos de Hausdorff os conjuntos compactos sao fechados.

9.3.5. Considere R com a topologia 7 = {(—00,a) | a € R}U{0,R}. Quais
sao os conjuntos compactos?

9.3.6. Considere a topologia em R dada pelo Exercicio . Mostre que
uma funcao f : X — R definida em um espago topolégico compacto X nao
vazio sempre atinge o maximo, mas pode nao atingir o minimo.

9.3.7. Considere R com a topologia 7 gerada pela familia {[a,b) | a,b € R}.
Quando é que z, — x nessa topologia? (Usualmente denotamos essa
convergéncia por x,, — x*.)

9.3.8. Mostre que a topologia 7 do Exercicio ¢ mais forte que a
topologia usual dos reais.
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9.4 Compacidade em R”

Assim como no caso dos reais, se R" é dotado da topologia produto (sua
topologia usual), K C R™ é compacto se, e somente se, é fechado e limitado.
Se usarmos a compacidade de [—M,M|™ no lugar da compacidade de
[—M, M], a demonstragao é exatamente a mesma.

Teorema 9.19. Quando R™ ¢é munido de sua topologia usual, um
subconjunto K C R™ é compacto se, e somente se, for fechado e limitado.

Demonstracao. Faga exatamente como na Proposicao , usando a
compacidade de [—M,M]" no lugar da compacidade de [-M,M]|. A
compacidade de [—M, M]™ é consequéncia da Proposicao ) Il

Outras propriedades que vamos investigar referentes a compacidade em
R™, sao na verdade propriedades gerais dos espacos métricos. Sendo assim,
vamos encerrar esta se¢do e dar prossegimento ao estudo da compacidade
em espagos métricos.

Exercicios

9.4.1. Mostre que se K C R? ¢ um compacto na topologia usual, entao
existem K7, Ko C R, compactos na topologia usual tais que K C K; X Ks.

9.4.2. Na topologia usual, existe algum aberto de R™ que seja compacto?

9.5 Compacidade em Espacos Métricos

A topologia dos espacos métricos pode ser descrita em termos de
convergéncia de sequéncias.  Dois conceitos simplificam o elo entre
compacidade e convergéncia de sequéncias: completude e limitacao total.

Definigao 9.20 (Sequéncia de Cauchy e Completude). Em um espago
métrico (X,d), dizemos que uma sequéncia r, € X €é uma sequéncia de
Cauchy quando para todo € > 0 existir N € N tal que

m,n > N = d(z,,z,) <e.

Dizemos que X é completo quando toda sequéncia de Cauchy x,, convergir
para algum x € X.
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Sequéncias convergentes sao sempre de Cauchy. Assim, um espago
métrico é completo quando as sequéncias forem convergentes se, e somente
se, forem de Cauchy. De certa forma, as sequéncias de Cauchy podem
ser entendidas como sequéncias que “deveriam convergir”, e que se nao
convergem, ¢ porque em um certo sentido o suposto ponto de convergéncia
esta faltando. Ou seja, se a sequéncia de Cauchy nao converge é porque o
espaco é incompleto.

Exemplo 9.21. Com a métrica usual, conjunto (0, 1] ndo é completo. O
ponto que “falta” seria justamente o 0.

Nao vamos discutir propriedades dos espacos métricos além do
necessario para discutir questoes topolégicas. A completude de um espago
topoldgico nao ¢ uma propriedade topoldgica. Duas métricas d e r em um
mesmo conjunto X podem ser compativeis (induzem a mesma topologia) e
serem tais que (X, d) é completo, (X, r) é incompleto.

Exemplo 9.22. O conjunto (0, 1] ¢ homeomorfo a [1, 00). Ou seja, podemos
colocar em (0, 1] a métrica Euclideana, e obtermos um espago incompleto,
mas também podemos transportar para (0, 1], através do homeomorfismo
z + 1 a métrica Euclideana de [1,00). Em outras palavras, (0,1] ¢

completo com a métrica

1 1
d(w,y)=‘§—5-

Em nossa discussao sobre compacidade, a propriedade mas importante
das sequéncias de Cauchy é dada pelo seguinte Lema.

Lema 9.23. Seja (X, d) um espago métrico. E seja x, uma sequéncia de
Cauchy tal que existe uma subsequéncia x,, que converge para x. Entao, x,
CONVETGE PAra x.

Demonstragao. Seja € > 0. Entao, existe N tal que

n,m >N = d(x,,x,) < %,

e ng > N tal que d(z,,,r) < £. Assim, substituindo m por ng, temos que

£
-

n>N=dx,,x) <d,,r)+dx,, )
< ° —+ c =&
2 2
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9.5. Compacidade em Espagos Métricos

Defini¢ao 9.24 (Limitagao Total). Um espago métrico (X, d) é totalmente
limitado quando, dado € > 0, existirem finitas bolas Bs(x1), ..., B:(x,) com

n

X = JB.(x)).

J=1

Dizer que um espago métrico é totalmente limitado, é o mesmo que dizer
que toda sequéncia possui uma subsequéncia de Cauchy.

Lema 9.25. Um espago métrico (X, d) é totalmente limitado se, e somente
se, toda sequéncia possuir uma subsequéncia de Cauchy.

Demonstracao. Suponha que X seja totalmente limitado. Para uma
sequéncia arbitraria z,, vamos escolher uma subsequéncia de Cauchy. Faca
Xo = X. Para cada k = 1,2,..., Xiy_1 pode ser coberto por uma
quantidade finita de bolas de raio % Seja By a bola tal que X;_1 N By
contém infinitos termos da sequéncia original. Faca X, = Xp_1 N By, e
escolha ny (maior que ny_;) tal que z,, € Xi. Esta é uma subsequéncia
de Cauchy. De fato, para k,j > N, como X}, e X, tem didmetro menor ou
igual a %, temos que
2
d(Tp,, Tn;) < N

Por outro lado, se X nao é totalmente limitado, entao, existe € > 0 tal

que nenhuma cobertura de X por bolas de raio ¢ é finita. Sendo assim,

escolha xy € X, e escolhido z,,, escolha

Tna1 € X\ | Be(xy).

j=1

Para esta sequéncia, quando j # k, d(z;,x;) > €. Para esta sequéncia,
nenhuma subsequéncia é de Cauchy. O

Um fato simples sobre espagos (métricos) totalmente limitados é que
eles possuem uma base enumeravel.

Lema 9.26. Todo espaco métrico (X,d) totalmente limitado possui uma
base enumerdvel.

Demonstracao. Pela Proposicao , basta mostrar que existe um
subconjunto enumeravel denso. Para cada n € N*, existe um conjunto
finito S,, C X tal que

X = Bi(x).

TESH
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9.5. Compacidade em Espagos Métricos

Neste caso,
(o)
S=JSn
n=1

é um enumeravel denso. De fato, se A C X é aberto, entao A contém uma
bola Bi(a). Pela definicao de S, existe s € S,, tal que a € Bi(s). Mas

isso significa que s € Bi(a) C A. O

Em espacos com base enumeravel, a compacidade ¢ mais facil de ser
caracterizada.

Lema 9.27. Se X € um espago topologico com uma base B enumerdvel,
entao, sao equivalentes:

1. X ndo é compacto.
2. Eziste uma cobertura aberta enumerdvel de X sem subcobertura finita.

3. Existe uma sequéncia de abertos

U'1C(]2g...7

=

com X =J;_, U,.

Demonstragio. m  (B) = (2) = ()

Estas implicagoes sao evidentes.

= (I)=(B)
Este é o conteido do Corolério . O]

Agora podemos caracterizar os espacos métricos compactos em termos
de convergéncia de sequéncias. Note que os lemas anteriores implicam que
um espaco métrico é completo e totalmente limitado se, e somente se, toda
sequéncia possuir uma subsequéncia convergente.

Proposicao 9.28. Seja (X,d) um espago métrico. FEntdo, as sequintes
afirmagoes sao equivalentes.

1. X é compacto.
2. Toda sequéncia x, € X tem uma subsequéncia convergente.

3. X € completo e totalmente limitado.
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9.5. Compacidade em Espagos Métricos

Demonstragdo. Ja vimos que os itens (E) e (B) sao equivalentes, mas mesmo
assim, vamos formalizar aqui a demonstragao.

= @)@

Se x, é uma sequéncia, e X é totalmente limitado, entdo, pelo Lema
@, X, possui uma subsequéncia de Cauchy. Mas se X também é completo,
essa subsequéncia é convergente.

Por outro lado, se X nao é completo, entao, existe uma sequéncia de
Cauchy z,, que nao converge. Pelo Lema 9.23, x,, ndo possui subsequéncia
convergente. E se X nao é totalmente limitado, o Lema P.25 implica que
existe uma sequéncia x, sem subsequéncia de Cauchy. Em particular, z,

nao possui subsequéncia convergente, ja que toda sequéncia convergente é
de Cauchy.

. (0)= (@)
Suponha que X é compacto. Seja
Fy={x,| n> N}

Os conjuntos Fly formam uma sequéncia decrescente de fechados nao vazios.
Pela compacidade de X, sabemos que o limite F' = (y_,; Fiv ndo pode ser
vazio. Portanto, existe x € F. Agora, para cada k = 1,2,..., escolha
ni — oo tal que z,, € B% (x). Entao, a sequéncia x,, ¢ uma subsequéncia
de x,, que converge para x.

. (2)e @) =@

A

Se X é totalmente limitado, entao, pelo Lema .26, X tem base
enumeravel. Neste caso, se X nado é compacto, pelo Lema P.27, existe
uma sequéncia de abertos Uy C U € - -, tais que X = |J,—, U,,.

Escolha z,, € U, 11\ U,. Para qualquer x € X existe N tal que x € Uy.
Portanto, para n > N, z, € Uy. Ou seja, nenhuma subsequéncia de x,,
pode convergir para x. Como z € X é arbitrario, nenhuma subsequéncia
de x,, converge. O

Exercicios

9.5.1. Em um espaco métrico, toda sequéncia convergente é de Cauchy.
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9.5.2. Mostre que

1 1
dl(xuy)zly_xl (& dQ(QZ‘,y): ’g_;

induzem a mesma topologia em (0, 1].
9.5.3. O que esta errado na seguinte frase?
Seja X um espago topoldgico completo?

9.5.4. Sejam S, os conjuntos do Lema . Considere as familias
S, = {B;(x) ‘ T € Sn}.
Mostre que de fato,
S=Js.
n=1
¢ uma base da topologia.

9.5.5. Na demonstragdo da Proposicao , usamos o seguinte passo:

Agora, para cada k = 1,2,..., escolha n; — oo tal que z,, €
B (Q?)

Por que sabemos que existe tal k7
9.5.6. Na demonstragao da Proposi¢ao , usamos o seguinte passo:

Agora, para cada k = 1,2, ..., escolha n; — oo tal que z,, €

Bl(ﬂ?)

Por que ¢é importante que n; — co0?

9.5.7. Mostre que se X é compacto e todo ponto tem uma base enumeravel
de vizinhancas, entao toda sequéncia tem subsequéncia convergente.

9.5.8. Na resolucao do Exercico P.5.7, quais passos nao funcionariam se
nao houvesse a hipdtese de cada ponto de X ter uma base enumeravel de
vizinhangas?

9.5.9. Procure (internet?) uma exemplo de um espago compacto tal que
nem toda sequéncia tem subsequéncia enumeravel.
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9.6 Espacos de Hausdorff

Os espagos métricos possuem propriedades que nem sempre estao presentes
nos espacos topolégicos em geral. Uma dessas propriedades é a Proposigao

, que diz que dois pontos distintos podem ser separados por bolas
disjuntas.  Foi esta propriedade que nos permitiu mostrar que os
subconjuntos compactos de R com sua topologia usual sdo fechados (Lema
0.16). Da mesma forma, a Proposi¢ao pode ser usada para demonstrar
que em um espaco métrico, os subconjuntos compactos sao sempre fechados.

Definicao 9.29 (Espago de Hausdorff). Um espago (topolégico) de
Hausdorff € um espaco topologico X tal que para todos os elementos a,b € X
distintos, existem U € V (a) e V € V(b) com UNV = 0. Também dizemos
que X ¢ de Hausdorff, ou simplesmente que X ¢é Hausdorff.

A Definicao poderia ter sido feita com U e V abertos. A
demonstracao e o enunciado precisos deste fato ficam como exercicio.

O axioma da Definicao @ garante que de uma certa forma, dois pontos
distintos a e b podem ser separados por vizinhancas. Esse tipo de axioma
é chamado de azioma de separacdo. Veremos outros tipos de axioma de
separacao no Capitulo 77. Veja também o Exercicio

Os espacos métricos sao espacos de Hausdorff. Talvez por isso, os
espacos que nao sao de Hausdorff fujam um pouco a nossa intuicdo. Quando
um espaco é de Hausdorff, em certos casos podemos trata-lo como se fosse
um espaco métrico. Ao invés de dizermos

Tome € > 0 tal que € < 3d(a,b).
podemos simplesmente dizer
Tome vizinhancas disjuntas de a e b.

Mesmo argumentos com espagos métricos ficam mais elegantes se evitarmos
escolher € para ao invés disso, utilizarmos a Proposicao [L.6. Por outro lado,
nem todos os espagos topolégicos sao de Hausdorff. Ao identificarmos que
um espac¢o nao é de Hausdorff, sabemos que existem certas propriedades
que este espaco pode ter, mas que fogem a nossa intuicao.

Exemplo 9.30. O conjunto dos ntimeros reais, com sua topologia usual,
é um espaco de Hausdorff. De fato, pela Proposicao [L.6, qualquer espaco
métrico é um espaco de Hausdorff.

Exemplo 9.31 (Topologia cadtica). Seja X um conjunto com mais de um
elemento. Entdo, dotado da topologia cadtica {X, 0}, X nao é de Hausdorff.
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Note que na topologia cadtica, todos os subconjuntos de X sao compactos,
mas os fechados sao apenas X e ().

Exemplo 9.32 (Convergéncia pontual). Dados os conjuntos X e o espago
topoldgico Y, se Y é de Hausdorff, entao, o conjunto das fungoes f : X — Y
com a topologia da convergéncia pontual (Exemplo [7.32) é de Hausdorff.
Isso porqué, se duas fungoes f e g sdo distintas, entdo existe x € X tal
que f(z) # g(x). Tome duas vizinhangas disjuntas U e V de f(z) e g(z), e
perceba que os conjuntos 7w, 1(U) e 7, (V) sdo vizinhancas disjuntas de f
eg.

Assim como no caso dos espagos métricos, os subconjuntos compactos
de um espaco de Hausdorff sao sempre fechados.

Proposicao 9.33. Se X € um espago de Hausdorff, entdo todo subconjunto
compacto é fechado. Se X é compacto Hausdorff, entdo, os subconjuntos de
X que sao compactos sao exatamente os subconjuntos fechados.

Demonstracio. A demonstracdo da primeira parte ¢é idéntica a
demonstracao do Lema . Suponhi que K C X ¢é compacto.
Tome a ¢ K. Vamos mostrar que a ¢ K. Para cada k € K, existem

vizinhangas abertas e disjuntas Uy e Vi de k e a. Note que

Kc|]JU

keK

é uma cobertura aberta de K. Pela compacidade de K, existem ki,...,k,
tais que,
K CcU,U---UUy,.

Facga U = U, U---UU, e V=V, N---NVg, . Entao, V é uma vizinhanca
de a, tal que
VAKcVnU=0.

E portanto, a € K. Assim, concluimos que K é fechado.
A 1ltima afirmacgao é evidente. O

Rigidez Compacto Hausdorff

Se um espago topoldgico (X, 7x) for Hausdorff, entao qualquer topologia
em X que seja mais forte que 7x também serda de Hausdorff. Por outro
lado, se o espago é compacto, entdo continuara sendo compacto mesmo com
uma topologia mais fraca. Assim, se (X, 7y) é compacto Hausdorff, entao,
nao existe uma topologia 7. C 7x que seja de Hausdorff, pois tomando

ag
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A € 7x \ T, terfamos um compacto A° em 7, que nao é fechado. E por outro
lado, nao existe uma topologia 7, 2 7x onde X seja compacto, pois neste
caso, tomando A € 7, \ Tx, terfamos um fechado A° que nao é compacto.
Esta é a rigidez dos espagos que sao compacto Hausdorff.

Proposicao 9.34. Seja X um espaco topologico compacto, e Y um espaco
de Hausdorff. Se f:X —Y € uma bijecio continua, entio f é um
homeomorfismo.

Demonstragio. E suficiente mostrar que f é uma aplicacio fechada. Seja
F C X um fechado. Pela compacidade de X, F' é compacto. Por ser
imagem de um compacto por uma aplicagao continua, f(F') é um compacto
de Y. Mas como Y é de Hausdorff, f(F) é fechado. O

Exemplo 9.35. Seja X um espago topologico compacto Hausdorff, ¥ um
espaco topolégico qualquer e f : X — Y uma aplicacao qualquer. Considere
o grafico de f

Gr(f) ={(z, f(z)) | z € X}.

Entao,
f é continua < Gr (f) é compacto.

De fato, note que o gréafico de f é a imagem da funcao

g:=({d,f): X —- XxY .
= (z,f(2))

Se f é continua, g é continua, e a imagem do compacto X por g é um
conjunto compacto.

Por outro lado, considere a projecao continua de X X Y na primeira
(m;) e na segunda (m,) coordenadas. Ambas sdo continuas pela definigao
da topologia de X x Y. m,|aw(s) : Gr(f) — X é uma bijegao continua do
compacto X no espago de Hausdorff Gr (f). Pela Proposicao , alé

xX
continua. Portanto, f = m, o, ! é continua.

Unicidade da Convergéncia

Em um espaco topoldgico X, pode acontecer de uma mesma sequéncia z,,
convergir para dois pontos de X distintos. Nos espagos de Hausdorff, isso
nao acontece. Apesar de a reciproca nao ser verdadeira, ou seja, existirem
espacos que nao sao de Hausdorff, mas que os limites das sequéncias
convergentes sao unicos, veremos que ao substituir sequéncias por redes,
no Capitulo 77?7, os espacos de Hausdorff sdo exatamente aqueles que os
limites das redes convergéntes sao Unicos.
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Proposicao 9.36. Seja X um espaco de Hausdorff, e z, € X uma
sequéncia tal que x, > x € X ex, -y € X. Entdo, v =y.

Demonstragdo. Se x # y, entdo existem vizinhancas de = e y disjuntas, U
e V. Como z, — x, temos que a partir de um certo N, todos os x,, estao
em U. Mas nenhum deles pode estar em V', pois U e V sdo disjuntos. Isso
contraria o fato de x,, convergir para y. O

A seguir, um exemplo de um espago que nao é de Hausdorff, mas que
os limites de todas as sequéncias sao tnicos.

Exemplo 9.37 (Topologia coenumeravel). Seja X um conjunto nao
enumeravel, e 7 a topologia coenumeravel. Ou seja,

T={AC X | A°é enumerdvel} U {(}}.

As sequéncias convergentes de X, sdo aquelas que a partir de um certo N
se tornam constantes. Evidentemente que uma tal sequéncia nao pode ter
dois limites distintos. No entanto, como X nao é enumeravel, dois abertos
de X nunca sao disjuntos.

Exercicios

9.6.1. Se X é um espago de Hausdorff e z € X, entao o conjunto {z} é
fechado.

9.6.2. Dé um exemplo de um espaco topologico X onde haja um z € X tal
que {x} nao é fechado.

9.6.3. Se X é Hausdorff e x € X, entao

{z} =V (@).
9.6.4. Se X é Hausdorff e todo x € X tem base finita, entdo, X é discreto.

9.6.5. Se X é Hausdorff e x € X, entao
{z}= () V.
VeV(x)

9.6.6. Dé uma defini¢ao para espagos de Hausdorff, alternativa a Defini¢ao
, mas que utilize abertos ao invés de vizinhangas. Demonstre que as
duas defini¢oes sao equivalentes.
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9.6.7. Use a Proposicao para mostrar que se 7, C T, sao topologias
em X, com 7, Hausdorff e 7, compacta, entao 7, = 7.

9.6.8. Considere o espaco X = [0, 1] com a métrica
d(x,y) = sup |y, — x|
neN

Mostre que esse espago nao é compacto.

9.6.9. Em um espago topologico X, dado =z € X, {z} é fechado se, e
somente se, para todo y € X diferente de z existe V € V(y) tal que xz ¢ V.

9.6.10. Dé um exemplo de um espago topologico X onde existem dois
pontos z,y € X tais que

Tp > T = Ty — Y,

mas que r, — y nao implica que x,, — x.

9.7 Compacidade com Sub-Bases

E bastante claro que, ao verificarmos a compacidade de um espaco, é
suficiente verificarmos as coberturas formadas por elementos de uma base
fixada. Isso porque, toda cobertura de abertos U pode ser “refinada” por
uma cobertura formada apenas por elementos da base da topologia (veja a
Proposicao P.11)). E um fato surpreendente (a0 menos para o autor), que
para verificar a compacidade de um espago, ¢é suficiente verificar a existéncia
de subcoberturas finitas para coberturas formadas por elementos de uma
sub-base. Este ¢ o conteido do teorema a seguir. Vamos demonstrar de
duas formas. A primeira utiliza inducdo transfinita e o Principio da Boa
Ordenagdo. A segunda demonstragao utiliza o Lema de Zorn. Antes, vamos
precisar de um Lema. Material sobre esses assuntos pode ser encontrado
no Apéndice ?77.

Lema 9.38. Seja S uma sub-base para a topologia de X, e seja B a base
gerada por S. Se V C B é uma cobertura sem subcobertura finita, e () #
V eV, entao, podemos adicionar a V, um conjunto Sy € S com Sy DV,

de modo que a familia
V =V U{Sy}

também nao possui subcobertura finita.
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Demonstrag¢do. Sabemos que V # X. Escreva V = Vi N---NV,, com
V;€S8. Paraj=1,...,n, faca

V; =V U{V,}.

Se todas as coberturas V; tivessem subcobertura finita, V também teria
(por qué?). Portanto, fazendo Sy = V; para algum j tal que V; nao tem
subcobertura finita, temos a familia V' satisfazendo a condigdo desejada.

O

Teorema 9.39 (Teorema de Sub-Base de Alexander). Seja S uma sub-base
para a topologia do espaco X. Entdo, X € compacto se, e somente se, toda
cobertura U C S possuir uma subcobertura finita.

(Demonstragao utilizando o principio da boa ordenagao). E evidente que a
condicdo é necessaria. Vamos mostrar que se um espaco nao é compacto,
entao existe uma cobertura formada por elementos da sub-base, mas que
nao possui subcobertura finita. Fica como exercicio mostrar que se & nao
cobre X, entao X é compacto. Portanto, podemos assumir que S cobre X.
Seja B a base gerada por §. Como X nao é compacto, existe uma familia
U' C B que cobre X e que nao possui subcobertura finita.

Seja < uma boa ordem em U’. Vamos utilizar a seguinte nota¢ao. Defina

Ui = {Sw | W SUYOU

UU:{SWy W%U}UZ/{/.

Definidos Sy € S para todo W 2 U tal que Uy nao possui subcobertura
finita, entao U}, também nao tem subcobertura finita. De fato, se U é o
primeiro elemento de U, U;; = U nao tem subcobertura finita por hipotese.
Caso contrario, uma subcobertura finita de U, estaria toda contida em Uy,
para algum W < U, mas Uy, nao tem subcobertura finita.

O Lema implica que existe Sy € S, com Sy D U, tal que Uy é
uma cobertura sem subcobertura finita. Por indugao transfinita, para todo
U e U, Uy é uma cobertura sem subcobertura finita. Mas isso implica que
U={Sy| UelU'} éuma cobertura, pois Sy D U, mas sem subcobertura

finita. De fato, se U tivesse subcobertura finita Si,...,S,, entao existiria
U e U tal que Sy,...,S, € Uy, contrariando o fato de Uy nao possuir
subcobertura finita. Como U C S, a proposicao fica demonstrada. Il

Vamos demonstrar o mesmo fato usando o Lema de Zorn. E um bom
exercicio comparar as duas demonstracoes.
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(Demonstragao utilizando o lema de Zorn). Denotando por B a base
gerada por S, basta mostrar que quando X nao é compacto, existe uma
cobertura U C S sem subcobertura finita. O conjunto I' das subfamilias de
B sem subcobertura finita nao é vazio, pois X nao é compacto. Ordenando
as subfamilias de B por inclusdo, se Uy € I' (A € A) é uma cadeia
de subcoberturas sem subcobertura finita, entdao, utilizando o mesmo
argumento da demonstracao por indugao transfinita, concluimos que

u = Ju,

AEA

é uma cobertura sem subcobertura finita, pois se U* tivesse subcobertura
finita, essa subcobertura estaria contida em U, para algum A € A. Assim,
I' ¢ indutivamente ordenado, e por isso possui um elemento maximal U,,.
Pelo Lema 9.38, assim como na demonstragdo utilizando indugao
transfinita, vemos que se U = Uy N ---NU, € Uy, com U; € S, entao
existe Sy € U', com Sy D U, tal que U, U {Sy} ndo possui subcobertura
finita. Pela maximalidade de U,,, temos que Sy € U,,. Mas isso implica
que U = U,, NS cobre X (por qué?). E como U, ndo tem subcobertura
finita, U C U,, também nao tem, concluindo a demonstracao. O

Um exemplo interessante de aplicacao do Teorema de Alexander é a
compacidade dos intervalos [a, b] C R.

Exemplo 9.40 (Compacidade com sub-base em R). Uma sub-base para a
topologia usual de R é a familia

S={(—o00,2) | x € R}U{(z,00) | = €R}.

Suponha que U C S seja uma cobertura de [a, b]. Se os conjuntos da forma
(—o0, z) de U cobrem [a, b], entdo existe x > b, com (—o0,z) € U. O mesmo
argumento vale se os conjuntos da forma (z,00) de U cobrirem |a, b]. Caso
contréario, tomando como B o supremo dos x € R tais que (—o0,z) € U,
e A o infimo dos = € R tais que (z,00) € U, é facil ver que A < B. Ou
seja, existem «, f € R, com A < a < < B tais que (—o0, ), (o, 0) € U.
Assim,
[a,b] CR = (—00, ) U (a, 00).

Pelo Teorema , [a, b] é compacto.

Exercicios

9.7.1. Na demonstracao do Lema , como sabemos que V # X7
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9.7.2. Por que nos preocupamos em observar que V' # X na demonstragao
do Lema E.BS?

9.7.3. Mostre que na demonstracao do Lema , se todas as familias V;
tivessem subcobertura finita, entao }V também teria.

9.7.4. O que daria errado na demonstracao do Exemplo se
substituissemos [a, b] por [a,b)?

9.8 Produto de Compactos

Como prometido, vamos mostrar que o produto de espacgos compactos é
compacto na topologia produto. Mesmo que seja o produto de infinitos, e
até mesmo incontaveis espacos.

Teorema 9.41. Seja X, (A € A) uma familia qualquer de espagos
topologicos. Neste caso, o espago

X:HXA

AEA

¢ compacto na topologia produto se, e somente se, todos os X, forem
compactos.

Demonstragcio. Se X é compacto, entao, como cada X, é a imagem do
compacto X pela projecao continua my, X, é compacto. Vamos utilizar
o Teorema de Sub-Base de Alexander (Teorema 0.39) para mostrar a
implicacdo inversa. Suponha que cada X, é compacto. Seja

S, = {W;l(U) ‘ U e T)\}.

A topologia produto é gerada pela familia
S=Js
AEA

Seja U C S uma cobertura de X. Se nenhuma das subfamilias Uy = U NS,
cobrir X, entdo podemos escolher para cada A, z) € X, tal que 7, ' (7))
nao é coberto por . Assim, o conjunto

~1
Y =) ()
AEA
contém o elemento (x))xea, mas nado intersecta nenhum elemento de U,

para nenhum A € A. Ou seja, Y nao intersecta nenhum elemento de U. E
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9.8. Produto de Compactos

isso contraria o fato de U ser uma cobertura de X. Portanto, existe um A
tal que Uy cobre X. Pela compacidade de X, existe uma subfamilia finita
> (Uh), .., H(Un) € Uy, tal que Uy, . ... U, cobre X, (por qué?). Ou
seja, esta familia cobre X. Pelo Teorema 9.39, X é compacto. [

Exemplo 9.42 (Representacao bindria). Na topologia produto, o espago
{0, 1}N é compacto. Pelo Exemplo [7.31], o conjunto [0, 1], como imagem da
representagao bindria (ou decimal) por uma aplicagdo continua, também é
compacto.

Exemplo 9.43 (Convergéncia ponto a ponto). Considere o conjunto das
fungoes f: X — [-M, M|, para algum M € R fixado. Na topologia
da convergéncia ponto a ponto, ou seja, na topologia produto, quando
identificamos com [—M, M]¥, o espago das fungdes é compacto.

Mais a frente, veremos que o famoso Teorema de Banach-Alaoglu,
estudado em andlise funcional, consiste em identificar o espago estudado
com um subconjunto fechado do espago compacto deste exemplo.

Exercicios

9.8.1. Use um argumento com compacidade para mostrar que a topologia
produto em {0,1}" néo ¢ discreta.
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CAPITULO

Uniformidade da Métrica

10.1 Continuidade Uniforme

Uma métrica d em um conjunto X induz em X uma topologia. Nem todas
as topologias sao induzidas por uma métrica. Por exemplo, uma topologia
que nao é Hausdorff (Definigdo ) nao pode ser induzida por uma métrica
(Proposicao [1.6).

Em espagos métricos, podemos formular conceitos que nao sao
puramente topolégicos. Um exemplo é a continuidade uniforme. Uma
fungao f: (X,dx) — (Y,dy) entre espagos métricos é continua em a € X
quando para todo € > 0 existe d > 0 tal que

x € Bs(a) = f(x) € B(f(a)).

E a fungdo é continua quando é continua em todo ponto. Ou seja, para
todo a € X e todo € > 0 existe §, > 0 tal que

z € By, (a) = f(z) € B:(f(a)).

Usamos o indice a em d,, para enfatizar o fato de que 9, depende da escolha
de a. Pode ser que mesmo f sendo continua, seja necessario um 9, diferente
para cada a € X.

Exemplo 10.1. Considere

8= =
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10.2. Motivagao

A funcdo f é continua. Mas repare que fazendo ¢ = 1 e fixando a € (0, 00),

0, deve ser no minimo igual a ua—_aw para que

1 1
lr—a| <dy=|—-——| <1
r a

Em particular, quando a se aproxima de 0, a bola B, (a) tem que ter o raio

cada vez menor para garantir que ‘% — %‘ < 1. Veja a Figura ?7.

Definicao 10.2 (Continuidade Uniforme em Espagos Métricos). Uma
fungao f:(X,dx)— (Y,dy) entre espagos métricos é uniformemente
continua quando para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo a € X,

z € Bs(a) = f(z) € B:(f(a)).
A Definicao pode ser reescrita de modo mais simétrico:

Uma funcao f:(X,dx) — (Y,dy) entre espacos métricos é
uniformemente continua quando para todo € > 0 existe § > 0
tal que

dx(z,y) <0 = dy(f(2), f(y)) <e.

A funcgao f do Exemplo nao pode ser estendida continuamente para
o dominio [0, 00).

10.2 Motivacao

Considere o conjunto
Q=QN[=N,N]

e a funcao “produto”
p: Q@QxQ — R .

(83) ~ %
Serd possivel estender p para todo o conjunto [—N, N|x [—N, N|? Estender,
significa especificar

f:[-N,N] x [-N,N] > R

tal que p = f|gxq. Ora, estender é sempre possivell Por exemplo,

oy Jpl), TEQ
o= {1 78
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10.2. Motivagao

Talvez ndao queiramos apenas estender, mas estender continuamente. Ou
seja, encontrar uma tal f que seja também continua! Note que p é
uniformemente continua, pois para todo € > 0, tomando N tal que % < g,

temos que quando %,% < %,

a ax ) _ o w\|_

Se for possivel estender p continuamente a [—N,N] x [—N, N]|, s6
havera uma forma de fazé-lo. Se (q,,m,) € @ x @ é tal que (q,,r,) —
(z,y) € [-N, N| x [N, N], pela continuidade que esperamos de f, a tnica
alternativa seria definir Mas serd que f(gqy, r,) de fato converge? E serd que
todas as outras sequéncias (s,,t,) € @ X @ que também convegem para
(z,y) sao tais que

lim f(gn,mn) = lm f(sp,tn)?
n—oo

n—oo

Essas duas perguntas podem ser traduzidas em
“Esta bem definida a funcao
f: [-N,N] x[=N,N]
lim(gp, 77)
onde (gn,mn) € @ X Q77
Exemplo 10.3. A funcao

g: R\{0}

xz

R
lim p(gn, )

Y

%
H

R
Jl
é continua. E evidente que ndo podemos estender ¢ a todo o conjunto R.
Note que, escolhido € = 1, para cada z € R\ {0}, 0, > 0 tem que satisfazer
d; < |z| para que

N
—

ly— | < b = [f(y) = fz)] < 1.

Por outro lado, observe o grafico da fungao

g: [-L1\{0} — R,
r — 2

que evidentemente pode ser estendida continuamente a todo o intervalo
[_17 1] :
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10.2. Motivagao

FIGURA
Dado ¢ > 0, basta fazer § = § para que |y — x| < 0 implique que

‘yQ—xz} < (x+6)* — 2
= 26 + §°
<36 =ce.

Para x proximo de 0, o intervalo (z — 0,z + 0) é tal que
0€ (z—46,z+9).

Estendemos g, fazendo ¢g(0) = 0.

Vamos mostrar que g continua continua, sem utilizarmos a férmula g(z),
com um argumento que possa ser aplicado em casos mais gerais. Vamos
usar apenas o fato de g|j_1,1)\fo} ser uniformemente continua, e o fato de

1 1
n n

Precisamos apenas mostrar que g é continua em 0. Pela continuidade
uniforme, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

ly—z| <0=lg9(y) —g(z)| <e.

Sendo assim, se a,, € [—1,1] \ {0} converge para 0, entao existe N tal que

1 )
n,mzN:> ’_ >|an| <3
m 2
1
= ’g(an) -9 (—) <ée.
m
Tomando o limite em m,
‘g<an) - 0‘ <e.

Portanto, g(a,) — 0.

Usamos apenas o fato de g(a,) — 0 para uma sequéncia fixada a,, = %,
e mais o fato de g ser uniformemente continua, para conluir que podemos
definir ¢(0) de modo que g continue continua.

Para podermos utilizar a técnica do Exemplo , precisamos de uma
forma de garantir que a sequéncia g(a,) vai convergir.
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10.3. Completude

10.3 Completude

Em um espacgo métrico, uma sequéncia convergente a,, ¢ uma sequéncia
que “acumula” em torno de um ponto a. Para N suficientemente grande,
todos os elementos de {a, | n > N} estao proximos de a, e proximos uns
dos outros.

Se removessemos o ponto a do espaco em questao, a sequéncia a, nao
seria mais convergente. Mas se “acumularia” em torno de um “buraco”.
A seguir, formalizaremos essas nocoes de sequéncias que se “acumulam”; e
espacos com ou sem “buracos”.

Defini¢ao 10.4 (Sequéncias de Cauchy). Em um espago métrico, uma
sequéncia a,, ¢ dita sequéncia de Cauchy, ou sequéncia fundamental, quando
a sequéncia de conjuntos

An:{aj| ]Zn}

¢ tal que
diam (A,,) — 0.

Onde
diam (A,) = sup{d(z,y) | =,y € A,}.

Em outras palavras, para todo € > 0, existe N tal que
m,n > N = d(ap, a,) <.

As sequéncias de Cauchy sao aquelas que “deveriam” convergir, ndo fosse
o espago em questao “esburacado”.

Definig¢ao 10.5 (Completude). Um espago métrico é completo quando toda
sequéncia de Cauchy é convergente.

Lema 10.6. Em um espaco métrico, toda sequéncia convergente € de
Cauchy.

Demonstragao. Seja a,, — a. Entao, para todo € > 0, existe N € N tal que

n>N =d(a,,a) <

N ™

Sendo assim,

m,n > N = d(am, a,) < d(ap,a) +d(a,a,) < e.
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10.3. Completude

Lema 10.7. Uma fungao
f: X—=Y

entre espagos métricos que € uniformemente continua, leva sequéncias de
Cauchy em sequéncias de Cauchy.

Demonstragdao. Seja a, € X uma sequéncia de Cauchy. Pela continuidade
uniforme, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

d(z,y) <6 =d(f(x), f(y)) <e

Como a,, ¢ sequéncia de Cauchy, existe n € N tal que

m,n > N = d(an,a,) <9

= d(f(am), flan)) <e.

Ou seja, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

m,n > N = d(f(an), f(a,)) < e.

Agora, podemos finalmente estender f: Z C X — Y.

Proposicao 10.8. Seja
f:ZCcX—=>Y

uma aplicacdo uniformemente continua, onde X e Y sao espagcos métricos,
eY € completo. Entdo, existe

g:Z =Y
uniformemente continua, tal que f = g|y.

Demonstracio. Para z € Z, tome z, € Z tal que 2, — z. Faca

g(z) = lim f(z,).

Note que lim f(z,) existe, pois z, é, pelo Lema , sequéncia de Cauchy.
E pelo Lema [10.7, f(z,) também é de Cauchy. E portanto, como Y é
completo, f(z,) é convergente.

Para garantir que g(z) é um valor bem definido, precisamos mostrar que
se x, € Z também ¢ tal que x,, — z, entao

lim f(z,) = lim f(z,).
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10.3. Completude

Basta prosseguir como no Exemplo , escolhendo épsilons e deltas
adequados. Uma outra forma, é notando que

xn,  népar
an = .
Znt1, n ¢ impar.
2

é uma sequéncia de Cauchy que tem z, e z, como subsequéncias. Assim,
pelo Lema , f(a,) é Cauchy, e como Y é completo, lim f(a,) existe.
Mas como f(z,) e f(z,) sdo subsequéncias,

lim f(z,) = lim f(a,) = lim f(z,).

E portanto, os limites sdao iguais. Note que ainda nao sabemos se g é ou
nao continua em z! Isso porque provamos que para z, € Z,

2y = 2= g(2,) = g(2).

Mas precisamos provar para z, € Z.
E de fato, dado € > 0, escolha § > 0 tal que

d(a,b) < d=d(f(a), f(b)) <

Wl M

Para cada x € Z, escolha z, € Z tal que

d(zz,z) < e d(g(z),9(x)) <

w| ™M™

Desse modo, se =,y € Z,

d(z,y) <6 = d(g(x),9(y))

< d(g(z). 9(2)) + d(g(a). 9w)) + d(g(v).9(2)) < 5+ 5+ 5 ==

Ou seja, g é uniformemente continua.
E evidente que f = g|z, pois se z € Z, entdo a sequéncia constante
Zn = Z converge para z, e portanto,

9(2) = lim f(z,) = lim f(2) = f(2).
]

A esséncia da proposi¢ao anterior é o fato de fungoes uniformemente
continuas levarem sequéncias convergentes em sequéncias convergentes
quando o contradominio é completo.
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10.4 Continuidade Uniforme em Compactos

XXX

10.5 Equivaléncia de Métricas

XXX

145



CAPITULO

Espacos Vetoriais Topolégicos

11.1 Exemplo: norma

Um caso especial de espago métrico sdo os espagos normados. A norma
induz uma métrica e a métrica induz uma estrutura uniforme no espago em
questao. Vamos olhar para o espago normado (F, ||-||) de um ponto de vista
que nao enfatiza o papel da norma.

Além do espaco vetorial E, temos uma topologia 7 induzida pela norma.
E temos também a estrutura uniforme e induzida pela métrica d(z,y) =
|ly — z||. Assim como nos espagos métricos, bolas centradas em pontos
distintos podem ser comparadas por seus raios. Em espagos normados, a
operacao de soma nos permite escrever:

B.(a) = a+ B.(0).

E agora, podemos fazer isso nao apenas com bolas, mas também com
vizinhancgas!

V(a) =a+V(0),

onde a notagao a+V (0) representa a translagdo de todas as vizinhangas de
0 por a:
a+V(0)={a+V | VeV0)} (11.1)

E a+V ¢ a translacao de cada elemento de V' por a! A férmula () diz
apenas que as translagoes x — a + x sao homeomorfismos.

Por outro lado, a capacidade de tomar uma bola de raio 5 corresponde
essencialmente a capacidade de multiplicar uma bola de raio € por % e
transformd-la em uma bola de raio §. Eventualmente, a menos que seja
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11.2. Definicdo Formal

uma bola centrada na origem, o centro da bola nao sera o mesmo. De fato,

para todo a > 0,
B,:(aa) = B:(a).

Em espacos normados, munidos do produto por escalar, podemos nao
apenas transformar as bolas, mas sim, as vizinhancas. Para qualquer a > 0,
e qualquer a € F,

V(aa) = aV(a).

E isso quer dizer apenas que, fixado a > 0, a aplicagdo a — aa é um
homeomorfismo.

Para conhecermos toda a topologia do espago normado F, basta
conhecermos a bola unitaria centrada na origem. De fato,

Bg(a) =a-+ Bl(O)

Esquecendo um pouco as bolas, se V' € V (0) é uma vizinhanca de 0 limitada,
entao

By ={aV | a> 0}
é uma base para V' (0).

11.1.1. Mostre que se V' € V(0) nao for limitada,
By ={aV | a> 0}

nao ¢ uma base para V (0).

11.1.2. Mostre que se V' € V(0) é uma vizinhanga de 0 limitada, entao
By ={aV | a>0}

é uma base para V (0).

Exemplo 11.1 (Norma de Operadores). Introduzir a notacao E* e E**.

11.2 Definicao Formal

Um espago vetorial topologico ¢ um espaco vetorial munido de uma topologia
“compativel” com a estrutura algébrica de espaco vetorial.

Definicdo 11.2 (Espaco Vetorial Topoldgico). Um espago vetorial
topolégico (E,T) € um espago vetorial E munido de uma topologia T tal
que as operacoes de soma e produto por escalar sao continuas. Para ser
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11.2. Definicdo Formal

especifico, munindo os espagos E x E e R x E com a topologia produto, as
aplicagoes

p: RxE — E
(,a) — aa

s: ExE — FE
(a,b) — a+b

sao continuas.

Observacao 11.3. Evidentemente, poderiamos falar de espagos vetoriais
complexos.

Observagao 11.4. Alguns autores exigem que a topologia seja Hausdorff
para que o espago seja considerado um espago vetorial topologico.

Vejamos alguns exemplos além dos espacos normados.

Exemplo 11.5 (Andalise Funcional: topologias fracas). Seja (E,||-||) um
espaco vetorial normado. Seja F a familia de todos os funcionais lineares
continuos. Ou seja,

f:E—R

pertence a F se, e somente se, f é linear e continuo.

A topologia da norma é usualmente chamada de topologia forte.
Algumas vezes vamos dizer que determinada funcao é fortemente continua
ao invés de dizermos que é continua na topologia da norma. A topologia
fraca induzida por F em E também faz de E um espaco vetorial topologico.
De fato, para ver que a soma é continua, pela Proposicao [7.14, basta mostrar
que (a,b) — f(a+b) é continua para toda f € F. E de fato,

fla+0) = f(a) + f(b)

é a composicao de duas aplicagoes continuas. Primeiro, (a,b) — (f(a), f(b)),
que é continua ja que é continua em cada coordenada (Proposigao )
Depois, a soma de numeros reais, que também ¢é continua. Da mesma
forma, o produto por escalar também é continuo.

E evidente que a topologia induzida por F é mais fraca que a topologia
forte. Isso porque, a topologia induzida é, por defini¢ao, a mais fraca onde
todos os elementos de F sao continuos, e a continuidade forte faz parte das
hipdteses sobre a familia F.

Na disciplina de andlise funcional, quando F = E*, é comum chamar a
topologia induzida por F de topologia fraca.
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11.3. Vizinhancas Simétricas

Exemplo 11.6 (Andlise Funcional: topologia fraca-*). Continuando o
Exemplo [L1.5, dado o espago normado E, considere o espago dual E*
formado pelos funcionais lineares fortemente continuos. A topologia fraca
de E* é induzida pelos funcionais E**.

Agora, podemos enxergar E como subespago de E** através da seguinte
identificacao.

J: E — E*
r — Jx)y=J,: E* - R
[ @)

A topologia induzida em E* por E é comumente chamada de topologia
fraca-x. E é mais fraca que a topologia fraca.

11.3 Vizinhancas Simétricas

Em um espaco vetorial topolégico E, para sabermos sobre as vizinhngas de
um ponto x € E, basta conhecermos as vizinhancas de 0. De fato,

V)={z+V | VeV()}.
Ou, de modo mais conciso,
V(z)=xz+V(0).
Por isso, costumamos dizer
“Seja x + V uma vizinhanca de z.”

A vizinhanga x4V serd aberta exatamente quando V' for vizinhanga aberta
de 0. Uma propriedade interessante é o fato de que se z + A é um aberto,
ey€exr+ A entao x € y — A. Ou,

yex+Asrzecy+ (—A),

onde —A = {—a | a € A}. Sem usar abertos, podemos dizer que se x + V
é uma vizinhanga de y se, e somente se, y + (—V') é uma vizinhanga de z.

Como p(a,z) = ax é continua, em especial, * — —z é um
homeomorfismo (exercicio). Ou seja,

VeV e -VeVv().

Ou entao,
r+VeV)er-VeV(x).
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11.4. Vizinhangas da Diagonal

Mas entao, se V € V(0), temos que
W=Vn-Vevo).

Note que, nesse caso, —W = W. Esses conjuntos sao ditos simétricos. A
familia

By={WeVv(0) | —-wW=Ww}
¢ uma base de vizinhancas de 0 formada apenas por conjuntos simétricos.

Nesse caso,
r+WeV(y) ey+WeV ().

11.4 Vizinhancas da Diagonal

Em um espago vetorial topolégico E, a translagao de conjuntos nos permite
enxergar V' € V(0) como sendo uma espécie de vizinhanga uniforme da
diagonal

A={(r,z)| = € E}.

Basta considerar

V=|J{z}x@+V).

zeV
Se W é uma vizinhanga simétrica, entao

(x,y) e W < (y,z) e W.

Dada uma vizinhanga V' € V(0), sempre existe W € V(0) simétrica tal
que
W+WcCV.

Isso se deve ao fato de a soma ser uma operacao continua na topologia
produto. A continuidade de p implica que p~!(V') é vizinhanca de (0,0) na
topologia produto. E isso significa que existem Wy, Wy € V (0) tais que

Wy x Wy C p~H(V),

Em outras palavras,

Wi+ Wy CV.

Agora, basta tomar W = W, N Ws.
Essa propriedade se assemelha a desigualdade triangular, que numa
notacao exdruxula, poderia ser expressa assim:

B.(z) “+7 Bs(-) C Beys().
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11.5. Continuidade Uniforme

Apesar de os espagos métricos em geral, nao possuirem uma operacao de
soma “+7, a ideia é que

“Se sairmos do ponto z, dando um salto menor que ¢, chegando
a um ponto y; e em seguida dermos mais um salto menor que ¢,
chegando a um ponto z. Entao, a distancia de x até z é menor
que € + 4.

Com vizinhangas da origem em espacos vetoriais:

“Se sairmos do ponto x, dando um salto menor que W, chegando
a um ponto y; e em seguida dermos mais um salto menor que
W, chegando a um ponto z. Entao, a distancia de x até z é
menor que V.”

11.5 Continuidade Uniforme

A estrutura uniforme dos espacos vetoriais topoldgicos nos permite falar em
continuidade uniforme.

Definicao 11.7 (Continuidade Uniforme em Espagos Vetoriais
Topolégicos). Uma fungio f: E — F entre espagos vetoriais topoldgicos é
uniformemente continua quando para todo W € V (0p) existe V € V(0g)
tal que para todo a € F,

rea+V = f(x)e fla)+W.

Observacao 11.8. Continuidade uniforme para espacos vetoriais
topoldgicos poderia ter sido definida com imagem direta de conjuntos. Ou
seja, dado W € V (0F), existe V € V(0g) tal que para todo a € E,

fla+V)C fla)+W.

A continuidade uniforme também poderia ter sido definida com imagem
inversa. Na notagao da Defini¢ao [L1.17,

a+V Cf(fla)+W).

Tomando a unido para todo a € E, e usando a notagao da Secao ,

Vet (U {a} x (f(a) + W))

acE

cft(w),
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11.6. Sequéncias de Cauchy e Completude

onde abusamos um pouco da notacao e usamos

fHay) = @) < (),
pra expressar a imagem inversa da aplicagao (z,y) — (f(z), f(y)).

Como exemplo, vamos mostrar que toda transformacao linear continua
na origem ¢é uniformemente continua.

Proposicao 11.9. Sejam E e F' espacos vetoriais topologicos, e T : E — F
uma transformagdao linear continua em wm ponto a € E. Entdio, T ¢é
uniformemente continua. Em particular, T é continua em todo ponto.

Demonstra¢io. Para todo W € V (0f), existe V € V (0g), tal que
Tla+V)CT(a)+W.
Mas entao, para um b € F qualquer,
Tb+V) :T((b—a)+a—|—V)
b—a)+T(a+V)

I(
(b—a)+T( )+ W
T(b) +

11.6 Sequéncias de Cauchy e Completude

Na Secao , em busca de uma ideia do que seriam sequéncias que
“deveriam” convergir, chegamos ao conceito de sequéncia de Cauchy. Em
um espaco topolégico, de um modo geral, para mostrarmos que a, — a,
precisamos mostrar que dado A € V (a), existe N € N tal que

n>N=a, € A.

Para espacgos vetoriais topoldgicos, poderfamos dizer que dado V' € V(0),
existe N € N tal que
n>N=a,€a+V.

Considerando os conjuntos a,, — V', para n,m > N, temos que
a€ (a, —V)N(ay,—V).

Podemos, saindo de a,,, dar um “salto” de “tamanho” —V para chegarmos
em a, e depois um “salto” de “tamanho” —V para chegarmos em a,,. Desse
modo, a “distdncia” de a, até a,, ndo é “maior” que (=V) + (=V).
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11.6. Sequéncias de Cauchy e Completude

Observacao 11.10. Em um espacgo vetorial, o conjunto
V4+V={v+w| v,weV}

¢é diferente de

2V={2v| veV}

Uma forma meio complicada de definir sequéncias de Cauchy como
sequéncias que “deveriam convergir”, seria dizer que para todo V € V(0),
existe N € N tal que

m,n >N = a, —a, € (V) + (=V).

Mas note, no entanto, que se isso acontecer, entao, para todo U € V(0),
escolhendo W € V (0) simétrico e com W + W C U, existe N € N tal que

m,n>N=a, —a, € (-W)+(-W)=W+W CU.

Definigao 11.11 (Sequéncia de Cauchy em Espagos Vetoriais Topoldgicos).
Uma sequéncia a, € E em um espaco vetorial topoléogico E é chamada de
sequéncia de Cauchy, ou sequéncia fundamental, quando para todo V €
V(0), existir N tal que

m,n>N=a, —a, €V.

Observacao 11.12. A Definigao poderia ter sido feita com a notagao
da Secao . Ou seja, para todo V € V(0), existe N € N tal que

m,n > N = (ap,a,) € V.

Definicao 11.13 (Completude). Um espago wvetorial topoldgico ¢é
sequéncialmente completo quando toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Observagao 11.14. Quando introduzirmos o conceito de rede, poderemos
falar de rede de Cauchy. Nesse caso, diremos que o espacgo vetorial
topolédgico é completo quando toda rede de Cauchy for convergente. Veja a
Secao 77.
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CAPITULO
Grupos Topoldégicos

Um grupo topoldogico ¢ um grupo munido de uma topologia onde as operagoes
de produto e inversao sao continuas. Neste capitulo, nao vamos tratar a
fundo sobre os grupos topologicos. Vamos apenas apresentar sua estrutura
uniforme, de modo a motivar a defini¢ao formal de estrutura uniforme a ser
apresentada no Capitulo .

12.1 Definicao de Grupo Topoldgico

Defini¢ao 12.1 (Grupo Topolégico). Um grupo topoldgico G' é um grupo
munido de uma topologia onde as operagoes

p: GxG — G
(g.h) +— gh

v G = G
g — g

de produto e inversao sao continuas.

Observagao 12.2. E importante perceber que na Definicio m, o dominio
da aplicacao p ¢ munido da topologia produto.

12.2 Exemplos

Exemplo 12.3 (Os Reais e os Complexos). Os numeros reais e os
nimeros complexos sao corpos. Em particular, R e C sao grupos quando
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12.2. Exemplos

consideramos a operagao de soma; e se excluirmos o nimero zero, R*
e C* sao grupos quando consideramos a operacao de produto. Fica a
cargo do leitor demonstrar que todos esses sao grupos topoldgicos quando
consideramos as topologias usuais de R e C.

Exemplo 12.4 (O Circulo). O cicrulo S* pode ser visto como um subgrupo
de C. Sendo assim, S' é também um grupo topolégico. Por outro lado, o
circulo também pode ser visto como o quociente

T! = R/Z,

com a topologia quociente e a estrutura de grupo quociente.
O homomorfismo de grupos

exp: R — S!
T e?¢xi

tem Z como nicleo, e portanto pode ser levantado para a bijecao continua

exp : TX — St
r+7Z s e

Como T! é compacto (por qué?) e S! Hausdorff (por qué?), a Proposicio
M implica que T! e sphere sao homeomorfos. Sao isomorfos como grupo
e como espago topolédgico. Por isso, dizemos que sao isomorfos como grupo
topologico.

A operacao de soma em um espacgo vetorial F faz de E um grupo
abeliano. Se for um espaco vetorial topolégico, serd um grupo topolégico.

Exemplo 12.5 (Espago Vetorial Topoldgico). Se F é um espago vetorial
topoldgico, a operacao de soma é continua pela propria definicao de espaco
vetorial topoldgico. A inversao

vt EF — F
v =0

é continua porque pela continuidade de g(a,v) = av, t(v) = g(—1,v) é
continua.

Em particular, R™ com sua topologia usual e a operagao de soma é um
grupo topoldgico.

Mas qual é a vantagem de considerar um espago vetorial como um grupo,
apenas? Se o espaco vetorial topoldgico ja tem muito mais estrutura do que
um grupo topoldgico, porque “ignorar” isso para enxerga-lo como grupo,
apenas? A construcao da estrutura de grupo do toro nos da um bom motivo.
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12.3. A Estrutura Uniforme de um Grupo Topoldgico

Exemplo 12.6 (Toro).

Exemplo 12.7 (Grupos de Matrizes).

12.3 A Estrutura Uniforme de um Grupo
Topoloégico

XXX

12.4 Alguns Fatos Sobre Grupos
Topolbégicos

XXX
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CAPITULO

Estrutura Uniforme

13.1 Abstraindo o Conceito de
Uniformidade

Uma propriedade comum das estruturas discutidas nos Capitulos @, e

é a existéncia de, para cada ponto do espago, uma base de vizinhancas
B, satisfazendo algumas propriedades comuns. Nos espacos metricos, sao as
bolas centradas em x. Nos epagos vetoriais, sdo os conjuntos da forma z+V/,
onde V' é uma vizinhanga simétrica da origem. E nos grupos topologicos, sao
os conjuntos da forma gU, onde U é uma vizinhanca simétrica da identidade.

Simetria:
z € Be(y) <y € B(x)
rtev+Veder+V
g€ hU & h e gU.
Desigualdade Triangular: Para espacos métricos,
y € B<(2), 2 € B:(y) = z € B.(x).
Em outras palavras,
B:(Bs(z)) = B.(x).

Para espacos vetoriais topoldgicos, para toda vizinhanca da origem V'
existe uma vizinhanca W tal que

verv+ W, vew+W=uecw+V.
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13.1. Abstraindo o Conceito de Uniformidade

Em outras palavras,

W+WcCV.

E da mesma forma, para grupos topologicos, dada uma vizinhanca da
identidade V, existe outra vizinhanca U tal que

U?cVv.

E portanto,
ke hU, hegU=kegV.

Essas duas propriedades é que sao utilizadas a todo momento nos
ﬂe

Capitulos ,
Podemos pensar no simbolo (em negrito) € (ou d), ndo como um nimero
real, mas como a familia de todas as bolas de raio €. Uma bola para cada

r e X.
€= U {z} x B.(z).

Podemos pensar na vizinhanga V € V (6) como representando a familia
das vizinhangas @ + V' € V (@), indexadas por a:
v =|J{ax@+v).
dck
Ou, em um grupo topolégico G, cada vizinhanca U € V(1g) como sendo
correspondente a familia das vizinhangas gU € V (g), indexadas por g¢:

U:U{g}XgU.

geG
Ao invés de dizer

d(z,y) <e,
vamos dizer

(z,y) € €.

Analogamente, ao invés de dizer
icb+V ou @a-bev,

diremos

(@b)eV.

No caso dos espagos métricos, a métrica ¢ que determina toda a
“estrutura”. Por isso, vamos usar o simbolo d para representar a estrutura
uniforme abstrata que vamos definir mais a frente. Os elementos de d, em
analogia com os espagos métricos, serao representados por simbolos como
g e d. A continuidade uniforme, por exemplo, assume a seguinte forma:
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13.2. Definicao

“Para todo € € d, existe d € d tal que

(z,y) € 6 = (f(2), f(y)) € e.

2

Ou entao, usando a notagao
fHe)={(z.y) € X*| (f(x),f(y)) €€},
assume a forma: Para todo € € d, existe d € d tal que
5 C f(e).
Por causa desta tultima inclusdo, assim como fizemos com o conceito de
vizinhanca, percebemos que seria mais interessante incluir em d todo
subconjunto de X? que contenha algum outro elemento de d. Ou seja, assim
como com as vizinhangas de um ponto (Definigao {.6), vamos assumir que
d satisfaz a implicacao
acdaCpB=ped.
Antes disso, tinhamos apenas uma base da estrutura uniforme. E com essa
hipotese adicional em d, a continuidade uniforme de f pode ser descrita

assim:
ecdy = fl(e) €dy.

Ou, de modo mais sucinto,

f'(dy) C dx.

13.2 Definicao

Devidamente motivados, estamos prontos para definir o que vem a ser uma
estrutura uniforme.

Notacao. Dado um conjunto X, vamos denotar por
A={(z,2) e X*| z€ X}
a diagonal de X?. E dados A, B C X?, vamos denotar por
AeB={(z,2) € X*| Iye X, (z,y) € A, (y,2) € B}

0s pares que podem ser construidos concatenando um “salto de A” e um de
B. E também,
A ={(z,y) € X* ‘ (y,z) € A}.
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13.2. Definicao

Defini¢ao 13.1 (Estrutura Uniforme). Seja X um conjunto e d C P (X?).
Dizemos que d é uma estrutura uniforme em X quando:

l.eed=ACe.
acd,aCcBcCX?= Bed.
a,fed=angecd.

ecd=¢e"'ed.

Para todo € € d, existe e5 € d tal que

Er®ey C €.

Na Definicao m, o item (EI) corresponde a propriedade d(z,z) = 0 dos
espacos métricos, que em termos de bolas, pode ser entendida como

xr € B.(x)

para qualquer € > 0. Os itens (E) e (E) mostram que d tem propriedades
semelhantes as vizinhancas de um ponto: é um filtro. J& o item (H)
corresponde & simetria da métrica: d(z,y) = d(y,z). E, juntamente com
a propriedade (B), que os conjuntoos simétricos (¢ = €~!) formam uma
base para o filtro d. O item (E) viabiliza a estratégia de tomar uma “bola
de raio” 5, de modo que, partindo do “centro da bola”, ao se concatenar
dois “saltos”, nao é possivel sair da “bola de raio” €. Este é o papel da
desigualdade triangular.
Vamos formalizar o conceito geral de continuidade uniforme.

Definigao 13.2 (Continuidade Uniforme). Sejam X e Y espacos uniformes.
A aplicagio
f:X—=>Y

¢ uniformemente continua quando f~'(€) € dx para todo € € dy. De modo
mais sucinto,

fﬁl(dy) Cdx.
Exemplo 13.3. Sabemos que
f: (0,00) — R
z — 1

nao é uniformemente continua. Vamos determinar f~!(e) para
e={Bi(z) | = €(0,00)}.

Veja a Figura ?77.
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13.2. Definicao

Como j& imaginamos, uma estrutura uniforme d em X gera uma
topologia 74. Nessa topologia, as vizinhancas de x € X serdo os conjuntos
da forma

B.(x) =en ({z} x X),

para € € d. A existéncia de tal topologia é garantida pela Proposicao .
Lema 13.4.

No caso de espagos métricos, tinhamos uma base de vizinhangas para
cada r € X dada pelas bolas B.(x). Usdvamos a desigualdade triangular
para mostrar _que cada bola era vizinhanca de todos os seus pontos
(Proposicao B.2), ou seja, as bolas sdo abertas (Proposicao ) Depois
disso, mostramos que toda vizinhanca de x contém um_conjunto que é
vizinhanga de todos os seus pontos, e que contém x (item (B) da Proposicao

). Agora, faremos parecido, e mostramos que todo conjunto Be(z)
contém um conjunto que é vizinhancga de todos os seus pontos, e que contém
x.

Proposicao 13.5. Seja X um conjunto munido da estrutura uniforme d.
Entao, a familia

taug={AC X | Va€ A, Je €d, B:(a) C A}
¢ uma topologia em X tal que para cada v € X,
V(z) ={B(z) | € € d}.
Demonstracao. Il

Para entender melhor os conceitos envolvidos na demonstracao da
Proposicao [13.5, veja o Capitulo ??7. Em esséncia, o que precisava ser
demonstrado é que o interior de uma vizinhan¢a V' de x (pontos v € V
para os quais V' é vizinhanga de v) é uma vizinhanca de z.

Exemplo 13.6. Considere X = {1,2,3}. Suponha que estamos tentando
definir uma topologia em X tal que

V<1) = {{172}7X}
V(2) ={X}
V(3) ={X}.

Note que neste caso, V' = {1, 2} seria uma vizinhanca de 1 tal que V= {1},
pois V' seria vizinhanca de 1 mas nao seria vizinhanca de 2. Ou seja, o
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13.3. Topologia Induzida

interior de V' nao seria vizinhanca de 1. Mas isso nao ¢é possivel, porque a
vizinhancga V' de 1 deveria conter um aberto A que contém 1, mas como A
é vizinhanca de todos os seus pontos, teriamos que

leACV.

E como A é vizinhanca de 1, V' também deveria ser.

Definigao 13.7 (Topologia Induzida pela Estrutura Uniforme). Seja X um
conjunto munido da estrutura uniforme d. A topologia taug da Proposicdo
¢ a topologia induzida em X pela estrutura uniforme d.

13.3 Topologia Induzida

XXX

13.4 Compacidade e Unicidade

XXX
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Dicas e Respostas dos
Exercicios

Dicas

3.1.1 Tome bolas de raios cada vez menores.

3.1.2 Faga exatamente como no exercicio .

3.1.3 Use o fato de que as bolas sao vizinhancas de todos os seus pontos.

3.1.5 Use o exercicio para escolher n; e my de modo que para qualquer
VeV(x), z, 'k esteja em V' para k suficientemente grande.

5.2.1 7 =171 (713, 7).

5.2.2 Quais elementos da base induzida por S contém x?
5.2.3 Faca como na Proposicao .

5.2.4 f(ANB) C f(A)N f(B). Entao, use o Exercicio .

5.3.1 Mostre que para todo x € R, BNV (z) é uma base de vizinhangas
para .

5.3.2 Veja o Corolario .

5.4.3 Tem?7?

7.1.1 E s6 verificar os axiomas da Definicio [1!
7.1.2 Tome Z unitario.

7.2.1 Qual é a mais forte?
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7.2.2 Qual é a mais fraca?
7.2.3 Se f\ ¢ continua em 7, entao 74, C 7.

7.2.4 Primeiramente, 7 é uma topologia. Em segundo lugar, se f, é
continua em 7, entdo 7 C 7.

7.2.5 E s6 verificar os axiomas da definicio de topologia.

7.2.6 Faca X =Y e escolha duas topologias em Y tais que a uniao das
duas nao é uma topologia.

7.2.7 Qual ¢é o formato das vizinhancas de 77

7.2.8 Qual é o formato das vizinhangas de 117

7.2.9 Mostre que o conjunto f(I.) é aberto na topologia final.
7.3.7 Estamos falando de espacos métricos?

7.3.8 Componha com a projecao canonica 7p ) : Xp — X).

7.3.9 Primeiro tem que entender o significado de [ [ X, de (Ip(x))per
e de f.

7.4.1 A topologia usual de C é dada pela identificacdo de C e R
7.4.2 f(A) = f(x71(A)).

7.4.3 Precisa de um A C X aberto tal que 7~!(m(A)) ndo seja aberto.
7.5.1 A uniao finita de conjuntos enumeréaveis é enumeravel.

7.5.2 Use o fato de X ser nao-enumeravel.

7.5.3 Tome uma vizinhanca de x na topologia 7.

8.3.1 Veja a Definicao .

8.3.2 Se C, é a componente conexa de z, mostre que Cy, C C,.

8.3.3 Na topologia induzida em C, o conjunto C'N F' é aberto e fechado.

8.3.4 Use o Exercicio .
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8.3.5 E possivel??? -P

8.3.6 Basta usar que [0, 1] é “localmente conexo”.

8.3.7 Basta usar que R” é “localmente conexo”.

8.3.8 Use a topologia induzida em (J C).

8.3.9 O que é um fechado e o que é um aberto na topologia induzida?
8.3.10 Faca como no Exercicio .

8.4.1 Nao se descabelel!!!

8.4.2 Nao se descabele!!!

8.4.3 Escolha ¢ € B, N P’ distinto de p, e mostre que p nao pertence a
componente conexa de q.

8.4.4 Faca como na Proposicao , e observe o comentario feito antes da
defini¢do de componente conexa (Definicao 8.14).

8.4.7 Faca da mesma forma que fizemos para mostrar que a componente
conexa de qualquer ponto em @ é um conjunto unitario.

8.4.8 Mostre que P, é um aberto de P.
8.4.9 Mostre que f~1(P}) é vizinhanca de todos os seus pontos.

8.4.10 E s6 usar os Exercicios e .

8.5.1 Tome um ponto da componente conexa e mostre que a componente
¢ uma vizinhanca deste ponto.

8.5.2 Faca como no Exemplo @

8.5.3 Tome uma vizinhanca conexa por caminhos para cada ponto na
componente conexa. Depois faca com pontos fora da componente.

8.5.4 Use o Exercicio .

8.5.6 Mostre que nao é localmente conexo.

8.5.7 A é aberto.
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9.1.4 Uma cobertura de K também cobre todos os K, ..., K,.
9.1.5 Escreva os elementos de Y N 7x na forma Y N A, para A € 7x.
9.1.6 Vocé acabou de mostrar isso!

9.2.2 Imagem de compacto é compacta.

9.2.4 Passo de inducao: Exercicio .

9.3.1 Tome [a,b] D M.

9.3.2 Use o Exercicio .

9.3.3 Veja o comentario depois da Definicao @

9.3.4 E s6 fazer exatamente como no Lema.

9.3.5 Seja A um conjunto qualquer com sup A < oco. Mostre que A U
{sup A} é compacto.

9.3.6 Use o Exercicio , e a funcado identidade para construir um
contraexemplo.

9.3.7 Para cada a € R, os conjuntos da forma [a,a+¢), com € > 0 formam
uma base de vizinhancas de a.

9.3.8 Mostre que os conjuntos da forma (a,b) sdo abertos.

9.4.1 Use as projegoes de K na primeira e na segunda coordenadas.
9.4.2 S6 tem um!

9.5.3 Veja o Exercicio .

9.5.5 x esta no fecho de Fj.

9.5.6 E se 2y = 27

9.5.7 Veja a demonstracao da Proposicao . Use a Proposi¢ao .
9.5.9 http://math.stackexchange.com/

9.6.2 E trivial.
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9.6.4 Use o Exercicio .

9.6.5 Modifique a solucao do Exercicio .

9.6.6 E s6 substituir vizinhanca por vizinhanca aberta.

9.6.7 Use a aplicagao identidade id : (X, 7.) = (X, 7).

9.6.8 Use a rigidez compacto-Hausdorff.

9.7.1 A cobertura nao tem
9.7.2 X = ﬂVEQ, V.

9.7.4 Um exemplo: U = {(

subcobertura finita.

—oo,b—%) ‘ n:1,2,...}.

9.8.1 Discretos s6 sao compactos quando sao finitos.

11.1.1 Nenhum elemento de By é limitado.

Respostas

1.1.1 y € B(z) © d(z,y) <e < d(y,x) <ec < x € B(y).

1.1.2 y € Bs(z) = d(z,y) < 6 = d(z,y) < e =y € B.(z).

1.1.3 Nao. Veja o Exemplo

i

1.1.4 Sim. Pois o item (B) garante que d(z,y) = d(y, 2).

1.1.5 Sim. Fazendo z = y, teremos

d(z,y) < d(y,z) +d(y,y) = d(y, ).

Trocando os papeis de = e y obtemos a desigualdade inversa.

1.1.6 E ficil ver que se d é uma métrica, ird satisfazer as condigoes

enunciadas. Para ver que e

ssas condigoes garantem que d é uma métrica,

faca como no exercicio [1.1.

para concluir que d(x,y) = d(y, x), e como no

exercicio [L.1.4 para concluir que vale a desigualdade triangular.

1.1.7 Veja o exercicio [L.3.7.
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1.1.8 Quem fizer isso, por favor, mande wum e-mail para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org.

1.2.1 E evidente que para 0 < 6§ < ¢, Bs(x) C B.(r). Assim, a unido
também estd contida em B.(z). Por outro lado, se y € B.(x), entdo
d(z,y) < e. Tomando ¢’ satisfazendo d(x,y) < ¢’ < ¢, temos que y € By (x).

Portanto
B.(x) C | Bs(x).

0<o<e

1.2.2 E evidente que x esta na intersecao. Precisamos apenas mostrar que
y # x nao estd. Basta entdao tomar k' tal que n%, < d(z,y) para que

Y ¢Bn¢k,(l’)-

1.2.3 Use a Proposicao @ para obter niimeros reais d1, . . ., d,, maiores que
zero, tais que Bj,(r) C B, (x;). Basta fazer 6 = min(dy, ..., d,).

1.2.4 Porque pode ser que inf(d;) = 0.

1.2.5 Para mostrar que um ponto y # x nao esta na intersecao, foi usdado
que d(z,y) = 0 = x = y. Para mostrar que = esta na intersegao, foi usado
que d(z,z) = 0. Ou seja, x =y = d(z,y) = 0.

1.2.6 O item @) serviu para que € > 0. O item (B) nao serviu em nada na
demonstragao, mas se tivessemos enunciado que “existem duas bolas que
separam os pontos z_e y”, teria servido para garantir que x € B.(x), e y €
B.(y). Sem o item (), nao poderiamos garantir que a € B.(y) = d(a,y) <
€. Finalmente, a desigualdade triangular serviu para que a intersecao das
bolas fosse vazia. Ou seja, se

a € B.(x) N B:(y),

entao
d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) <e+e <d(x,vy).

1.3.1 1. d((al,bl),(ag,bg)) =0« dA (al,ag) =0e dB (bl,bg) =0
(a1,b1) = (az, by).

2. Evidente.
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3. Note que

da (a1, a3) < da (a1, as) + da (ag,as3)
< max {da (a1,a2),dp (b1,bs)} + max {d4 (az,as),dp (ba, b3)}.
E do mesmo modo,
dp (by,b3) <
max {dA (al, ag), dB (bl, bg)} + max {dA (CZQ, 0,3), dB (bg, bg)}
Assim,
max {d4 (a1,as),dp (b1,b3)} <
max {dA (CLl, CLQ), dB (bl, bQ)} + max {dA (CLQ, a3>, dB (bg, bg)}

1.3.2 Primeiramente, precisamos mostrar que para todos os (z,), (y») € X,

supdx, (Tx,yr) < 00.
AEA

Mas isso vem do fato de que a imagem de dy, estd contida em [0, 1].
L d((zx); (yn) =0 VA €A, dx, (za,y0) =0 & (22) = (ya)-
2. Evidente.

3. Note que para cada \ € A,

dx, (za, 22) < dx, (xx,yx) + dx, (Yr, 20)

< sup dXv (QLY, y'y) + sup dXW (y'ya Z’y)'
vyEA YEA
Assim, tomando o supremo em A € A,

sup dx, (zx,2)) < supdx, (2, y,) +supdx, (yy, 2,).
AEA yeA yEA

1.3.3 Mesmo com a possiblidade de d(z,y) = oo, as propriedades
demonstradas no exercicio sao validas. Para ver que d| ¢, ¢ ndo assume
o valor oo, basta observar que se z,y € X, entao

d(z,y) <d(z,a) +d(y,a) < oco.
1.3.4 Basta fazer exatamente como nos exercicios e .
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1.3.5 Basta utilizar o exercicio , e reparar que X = X, pois para todo

re X,
d (z, ZgndX" Ty Yn) gZ%
n=1

n=1
1.3.6 d ((z1,x2), (y1,v2)) = |x1 — 11].

1.3.7 Para o item (EI), se x = y, entdo d (z,y) = |z —y| = 0. Por outro
lado, se d (z,y) =0, entdo |z — y| = 0. Ou seja, = = y.

Para o item (B), note que |x — y| < d (z,y). Portanto, se x é diferente
de 0, entao

d(z,2) =[r =2 < |z —y[+ |y — 2] < d(z,y) +d (y,2).

Se x = y, a desigualdade triangular é evidente, pois neste caso, d (z,y) = 0.
Se x =0 ey # x, entao

d(z,2) <1<14d(y,2)=d(x,y) +d(y,2).

Para ver que d nao é uma métrica, basta notar que d (O, %) =1,
1

enquanto que d (%, 0) =3
2.1.1 Em R, com a métrica euclidiana, temos, por exemplo, =, = (—1)".
Um outro exemplo em R, é a sequéncia x,, = n.

2.1.2 Suponha que z, — x, e x # y. Escolha ¢ > 0 tal que ¢ < d(Z’y),
entdo existe N € N, tal que n > N = d(z,,r) < e. Em particular, para
todo n > N, temos que d(x,,y) > d(x,y) — d(zp,z) > d(z Y > e, Ou scja,
T, NA0 converge para .

2.1.3 Significa que existe N € N tal que paran > N, z, = z.

2.1.4 Vamos fixar j € N. Se ™ — x, entao para todo € > 0 existe N € N
tal que para todo n > N teremos que Y _,-, 2%|x’,;‘ — r3| < 5. Em particular,
para todo n > NV, ’x? — :L‘j| < e. Ou seja, para todo j, z7 — ;.

Por outro lado, se para todo j, 2% — x;, entao, dado € > 0, existe IV; tal
que para todon > Nj, xj| < 5. Agora, seja M tal que Z;OZMH L <¢,

27 2
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Entao, ¢é s6 escolher N = maxjj‘i1 N;. De fato, para n > N, teremos que

=1
d(a"2) =) o|oj — 4]

2.1.5 Por exemplo,

) >
L@:{O’j—”.

1 ,7<n
n 1 ,7=n
Q'xj_{(),j%n’

2.1.6 Basta observar que
d(z",z) <e e VjeN, |z; —a}| <e.
2.1.7 Os exemplos listados na respostado exercicio .
2.2.1 Seja x,,z € X, com z,, — x. Entao, f(z,) = f(z) = f(x).

2.2.2 A continuidade de f é imediata dos exercicios e . Ja o

exercicio R.1.7, mostra que a inversa nao é continua.

2.2.3 Seja a = (a;) € X um ponto qualquer do dominio de f~'. E seja
en = (0,;) € X, onde d,; ¢ 0 quando n # j, e 1 quando n = j. Entao,
a+e, — aem (X,2), mas a+e, 4 aem (X,1).

2.2.4 Suponha que z,,z € Q com z, — z. Se x < /2, entdo existe
g € Q tal que z < ¢ < /2. Portanto, existe N € N tal que para n > N,
r, < ¢q. Em particular, para n > N, temos que f(x,) = 0. Portanto
flan) = 0= f(z).

Por outro lado, se x > v/2, entdo z > V2. E da mesma forma que
no caso x < v/2, teremos que existe ¢ € Q satisfazendo > ¢ > V2, e
N € N tal que para n > N temos z, > q. O que implica que para n > N,

f(z,) = 1= f(z). Em particular, f(z,) — f(z).
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2.2.5 A aplicagao f|g é uma aplicagao constante. Pelo exercicio , flo
é continua. No entanto, escolhendo a € R\ Q, temos que para todo racional
q, ¢ + % ¢ irracional e converge para ¢. Como, f(¢+ %) =14 0= f(q),
temos que f nao é continua em q.

2.3.1 A afirmacao é exatamente a mesma que a equivaléncia entre os itens
[] _—
(EI) e () da Proposicao E.lO.

2.3.2 Suponha que f é continua em todo ponto. Entao, dado um aberto
U C Y, vamso mostrar que f~}(U) é um aberto de X. De fato, se
z € f7YU), entdo f(z) € U. Como U é aberto, U é vizinhanga de f(z).
Pelo exercicio R.3.1, f~!(U) é vizinhanga de . Como z era um elemento
arbitrdrio de f~'(U), temos que f~'(U) é aberto.
Por outro lado, suponha que f~}(U) é aberto para todo aberto U C
Y. Note que para z € X, a Proposicao garante que B.(f(z)) é um
aberto de Y. portanto f~! (B.(f(x))) é um aberto de X. Em particular,
f~Y(B:(f(x))) é uma vizinhanca de z, e portanto, existe uma bola Bs(x) C
1 (B.(f(x))). Ou seja, f é continua em z pelo item (E) da Proposigao
@. Como z € X é qualquer, temos que f é continua.

2.3.3 Sabemos que x,, — x se, e somente se, para toda bola B.(x) centrada
em x, Np, () for finito. Portanto, se para toda a vizinhanca V' tivermos Ny
finito, em particular teremos Np_(,) finito.

Por outro lado, se Np_ () ¢ sempre finito, entao dada uma viznhanca
V qualquer de z, temos que existe € > 0 tal que B.(x) C V. Neste caso,
Ny < NBE(QC) < 0.

2.3.4 Pelo exercicio , se x, — x, como A é vizinhanca de z, Ny é
finito.

Por outro lado, se N4 é sempre finito para um conjunto aberto A que
contenha x, entao, como pela Proposicao sabemos que B.(z) é um
conjunto aberto, temos que Np,(,) € finito para todo € > 0. Ou seja, x,, — .

3.1.1 Basta escolher B = {B;(x) ‘ ne N}. Se V € V(x), entao existe
e > 0 tal que B.(z) C V. Se tomarmos n € N tal que % < ¢, entao

Bi(z) C B:(z) C V. A relacao de inclusao entre as bolas segue do fato de
que Bi(z) C Bi(z) se, e somente se, n > m.

3.1.2 Denote por

W={VcX|IneN, B, (z) CV}
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o conjunto que queremos mostrar ser igual a V (z). E evidente que W C
V (z), pois todo elemento de VW contém uma bola centrada em z. Se V' €
V(x), entdo existe € > 0 tal que B.(z) C V. Mas como ¢, — 0, entao
existe n € N tal que ¢, < e. Para este n, temos que B, (x) C B.(z) C V.

3.1.3 Denote por
W={VcX|dBeB BCV}

o conjunto que queremos mostrar ser igual a )V (z). Como todos os elementos
de B sao vizinhancas de todos os seus pontos, e todos eles contém o ponto z,
temos que B C V(x). Sabemos que se B € V(z),e BC V,entao V € V().
Assim, W C V(x). Por outro lado, como B contém o conjunto de todas as
bolas centradas em x, a defini¢do de V (z) implica que V (z) C W.

3.1.4 Como x,, — x, ja sabemos pela Proposicao , que o conjunto Ny é
finito. Precisamos mostrar que se Ny nao for uma vizinhanca de x, entao
existe uma sequéncia x,, — x tal que Ny nao é finito. Com V nao é uma
vizinhanca de z, entao para cada n € N, a bola B% () ndo estd contida em

V. Basta entdao tomar z,, € Bi(z)\ V.

3.1.5 Seja B ={By, By,...} CV(x), a familia do exercicio , ordenada
de modo que By D By D ---. Facany = m; = 1. E para k > 1, escolha
indutivamente ny > nj_; tal que x,, € By. Como By, é vizinhanga de z,,,
podemos escolher my, > my_; tal que z'F € By,.

Para ver que z)'* — =, escolha uma vizinhanga qualquer V' € V(x).
Para este V, existe — pelo exercicio @ —, K € N tal que B C V. Pela
construcao de ', temos que para k > K, ap't € B, C Bx C V.

5.2.1 Como 7 é gerada por 7; e Ts, a Proposicao garante que f é
continua em 7 se, e somente se, for continua em 7; e 7.

5.2.2 A familia formada pelas interse¢oes finitas de elementos de S,
incluindo a intersecao vazia — ou seja, incluindo o conjunto X —, forma
uma base B (S) para a topologia. Mas o unico conjunto desta forma que
contém x é o préprio X. Por isso, as vizinhancas de x sao apenas os
conjuntos que contém X. Ou seja, a Unica vizinhanca de z é o préprio X.

5.2.3 Para todo = € X, dado V' € V (z), existe um aberto A com z € A C
V. Se f é aberta, f(V) D f(A) é uma vizinhanga de f(z). Portanto, f é
aberta em todo x € X.

Por outro lado, suponha que f é aberta em todo x € X. Dado um
aberto A qualquer, para todo a € A, f(A) é vizinhanca de f(a). Ou seja,
f(A) é vizinhanca de todos os seus pontos. Portanto, f(A) é aberto.
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5.2.4 E evidente que se f é aberta, f(F) C 7y.
Por outro lado, dado A € 7x e a € A um ponto qualquer de A, existem
membros Aj,..., A, € F tais que

aeAinNn---NA, CA
Portanto,
fla) € f(ALN---NA,) C f(A) NN f(An) C f(A).

Por hipétese, f(A;) é aberto. E portanto, f(A;)N---N f(A,) é vizinhanca
de f(a). Assim, f(A) é vizinhanca de todos os seus pontos. Ou seja, f(A)
¢ aberto.

5.3.1 Precisamos apenas mostrar que dado x € R, BNV (z) é uma base de
vizinhangas para x. Note que os conjuntos da forma (o, ), com o < z < f3,
formam uma base de vizinhancas de . Dada uma tal vizinhanca, escolha
um racional a e um irracional b tais que o < a < x < b < (. Entao,
(a,b) € B ¢ uma vizinhanca de x com (a,b) C (a, 8). E portanto, BNV (x)
¢ uma base de vizinhancas para x.

5.3.2 Nao. O problema ¢é mais facil de entender se pensarmos em termos
de bases de vizinhangas de um ponto z. Se B, é uma base de vizinhancas,
entao, dados A, B € B,, deve existir C' € B, tal que C C AN B.

Por exemplo, o Exercicio implica que a familia

B={(a,)) CR| a€Q,bZ€Q}U{(a,b) CR| a Q,beQ}

¢ uma base para a topologia usual de R. Mas os conjuntos da forma (a, b),
com a,b € Q nao estdo na base.

5.3.3 Pelo item (B) da Proposicao , basta mostrar que, para A, B € B,
dado x € AN B, existe C € B, com z € C C AN B. Mas isso é o mesmo
que dizer que A N B é uniao de elementos de B.

5.4.1 Note que existe apenas um numero finito de subfamilias de S. A

familia
~{Un

j=18e8’

neN,Sl,...,SncS}

¢ uma topologia finita e contém todos os elementos de §. Aqui, estamos
usando a convengao (g A =X e Jyeg A =10.
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5.4.2 Caso contrario, a familia B, nao teria a mesma cardinalidade que S.
E da mesma forma, se S € infinito, a cardinalidade da unido enumeravel de
conjuntos B,, com a mesma cardinalidade que S, terd a mesma cardinalidade
que S. E evidente que isso nao serd verdade se S tiver apenas finitos
elementos.

5.4.3 Nao existe!!! -P
Se V é uma base de vizinhancas de x com finitos elementos, entao,

V=14

Aey

¢ uma vizinhanga de x que esta contida em todas as vizinhangas de z. Ou
seja, {V'} é uma base de vizinhangas.

5.4.4 Se V é uma vizinhanca de x, entao existe N tal que By C V. Como
B,, é uma sequéncia decrescente de conjuntos, por construcao, para n > N,

z, € B, C By CV.

7.1.1 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.1.2 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.1 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.2 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.3 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.4 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.5 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.6 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org
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7.2.7 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.8 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.2.9 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.3.1 Suponha que (z,y) € Gr(f). Entao, como Y é um espag¢o métrico,
existem vizinhangas disjuntas U e V de y e f(z) respectivamente. Pela
continuidade de f, A = f~1(V) é vizinhanca de z. E pela defini¢io de
topologia produto, A x U é uma vizinhanga de (x,y). Como este é um
ponto que estd no fecho do grafico de f, a vizinhanga A x U intersecta o
grafico. Ou seja, existe a € X tal que a € A = f~1(V) e f(a) € U. Mas
isto implica que f(a) € V e f(a) € U. O que ndo é possivel, ja que U e V
sao vizinhancas disjuntas.

7.3.2 Seja Y = {0,1} com a topologia {0,Y}, e f constante igual a 0.
Entao o gréafico de f é o conjunto

Gr(f) =X x{0}.
Mas este conjunto nao é fechado na topologia produto. (por qué?)

7.3.3 O exercicio mostra que H é um subconjunto fechado de (R '\
{0}) x R. Para concluir que é um subconjunto fechado de R? precisamos
apenas mostrar que nenhum ponto da forma (0, y) esta no fecho de H (por
qué isso ¢ suficiente?).

Entao tome um ponto qualquer da forma (0,y). Para qualquer w > |y|,

¢ uma vizinhanga de (0,y) que nao intersecta H (por qué?).
7.3.4 Pela definicdo de H, a projecao na primeira coordenada é o conjunto
{re X | x#0}

que evidentemente nao é fechado. Consequentemente, neste caso, a projegao
nao é uma aplicacao fechada.
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7.3.5 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.3.6 O conjunto 7, '(A) representa todos os pontos cuja A-ésima
coordenada esta em A. A A-ésima coordenada de qualquer ponto de
X(v,z) é6 x5, Assim, se 2y € A, X(v,z) C 7,'(A). Caso contrério,
X(y,z) Nyt (A) = 0.

7.3.7 Como D é um espaco métrico, a topologia produto de X = DN
também é dada por uma métrica, como no Exemplo [/.28. A afirmagao de
que f é continua segue da Proposicao B.15.

7.3.8 Pela definicao de topologia produto X, nr é continua se, e somente
se, mr o IIr é continua para todo A € I', onde 7y : Xpr — X, ¢ a
projecao candnica. Mas esta composic¢ao é simplesmente a projecao canonica
my : Xa — X)), que é continua pela definicao de topologia produto em Xj.

Pelo Exercicio p.2.4, para ver que Il é aberta, basta mostrar que a
imagem de A’ := 7, (A) — onde 7 : X5 — X\ e A C X, é um aberto —
é aberta. Mas isso é evidente, ja que

I (A') = 7, (4)
¢ aberto pela continuidade de 7 .

7.3.9 E evidente que f é uma bijecdo. Pelo Exercicio 7 a ['-ésima
coordenada de f é continua para todo I'. Portanto, f é continua.

Pelo Exercicio p.2.4, para ver que f é aberta, basta mostrar que a
imagem de A’ := 7, '(A) — onde 7\ : X5 — Xy e A C X, é um aberto
— ¢ aberta. Mas isso ¢ evidente, ja que

f(AY) = mp (75 (A))

onde 7 : Href Xp — Xr e 7y Xp — X, sao a projecao canodnica, ¢
aberto pela continuidade de 7\ e de 7.

7.4.1 Pelo item (H) da Proposicao , basta mostrarmos que cos(27z) e
sin(27x) sdo continuas. Mas a demonstragao deste fato depende bastante
do que é que vocé entende por sin(f) e cos(f). :-)

7.4.2 A equivaléncia entre a continuidade de f e a de f o7 é o contetdo
da Proposicao [(.15. Se f é homeomorfismo, em particular, é aberta. Como
m também é aberta, f om é aberta.
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Por outro lado, suponha que for é aberta. Tome um aberto A de X/ ~.
Entdao, 77!1(A) é um aberto de X. Como f o7 é aberta,

f(A) = fom(n7(A))
é um conjunto aberto.
7.4.3 Faca X = {a,b,c} com a topologia 7x = {0, X, {a},{b,c}}. Use a

parti¢do {{a, b}, {c}} para definir a relacao de equivaléncia.
Agora, A = {a} é aberto de X, mas w(A) = {{a, b}} nao é aberto, pois

7 ({{a, b}}) = {a, b},

que nao ¢ aberto. De fato, a topologia quociente é dada por

{®7X/ N}7

pois nem {a, b} nem {c} sdo abertos em X.

7.5.1 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

7.5.2 Tome p € X. Entao, {p} & . Mas é evidente que A € 11, pois todos
os subconjuntos de X estao em 7.
Como sabemos que tal conjunto existe?

7.5.3 Assuma que z, —» z. Tome uma vizinhanca aberta V de z na
topologia 7),. Pela definicao de 7/, sabemos que existe N tal que

n>N=uz,cV.

Como V' é uma vizinhanca aberta qualquer, isso é o mesmo que dizer que
™

T, — T.

8.3.1 A componente conexa do ponto z, é a uniao de todos os conjuntos
conexos que contém x. Desta forma, nao existe nenhum conexo contendo x
que seja “maior” que a componente conexa.

Denotando por C, a componente conexa de x, vale a afirmacao:

Céconexoex e C = C CC(C,.

8.3.2 Pela Proposicao m a componente conexa de z, C, é um conjunto
conexo. Pela Proposicao B.13, C, é conexo. Portanto,

C, C (.

Ou seja, C, é fechado.
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8.3.3 O conjunto nao vazio CNF' é, na topologia induzida em C', um aberto
e fechado. Pela conexidade de C, temos que CNF = C. Mas isso é o mesmo
que C' C F.

8.3.4 Seja F' C X um aberto e fechado. E evidente que

FC UCI,

zeF

onde C, é a componente conexa de . No entanto, o Exercicio implica
que C, C F. Portanto,
F=|]JcC..

zeF

8.3.5 O Exercicio nao nos permite chegar a tal conclusao, mesmo
porque a afirmacao é falsalll!  Veja, o Exemplo , que mostra que
as componentes conexas de Q, com sua topologia usual, sao conjuntos
unitarios. Mas os conjuntos unitarios nao sao abertos na topologia induzida
de R, pois os abertos de R contém infinitos pontos de Q.

8.3.6 Os intervalos sao conexos. Se C' é uma componente conexa do aberto,
entdo, para cada a € C, existe um intervalo J, aberto em [0, 1], com a €
J C A. Por terem o ponto a em comum, a Proposigao @ garante que
JUC C A é conexo. Pela maximalidade de C', JUC = C'. Ou seja, J C C.
E portanto, C' é vizinhanca de a. Como a € C' é um ponto qualquer de C,
temos que C é aberto.

8.3.7 Se J C R ¢é um intervalo, entao é conexo, e pela Proposicao ,
J" & conexo. Se C' é uma componente conexa do aberto, entao, para cada
a € C, existe um intervalo aberto J C R, com a € J* C A. Por terem o
ponto a em comum, a Proposicao ﬂ garante que J" U C C A é conexo.
Pela maximalidade de C', J" UC = C. Ou seja, J* C C. E portanto, C é
vizinhanca de a. Como a € C' é um ponto qualquer de C', temos que C ¢
aberto.

8.3.8 O enunciado da proposi¢ao assume que os conjuntos C'y sa0 conexos.
Mas esses conjuntos sao conexos em X se, e somente se, forem conexos em
JC\. De fato, s6 o que interessa é a topologia induzida em C), que é a
mesma em ambos os casos. Da mesma forma, o conjunto | C\ é conexo em
X se, e somente se, for conexo na topologia induzida.

Ao assumirmos que o espago é | J Cy, o enunciado da proposicao fica da
seguinte forma:
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Seja 'y uma familia de subconjuntos conexos do espaco
topoldgico | J C), tal que existe ¢ € (| C\. Entao |JC) é conexo.

Pelo argumento anterior, as hipéteses dessa nova forma sao equivalentes a
hipétese de os C) serem conexos em X, e a conclusdo é equivalente a | J C)
ser conexo em X. Ou seja, ambas as formas sao equivalentes.

8.3.9 Sabemos que F' é aberto e fechado. Na topologia induzida em C'y, os
abertos sao conjuntos da forma C'yNA, onde A C X é um aberto. O mesmo
vale para os fechados. Assim, na topologia induzida em C), o conunto C,NF
é aberto e fechado, ja que F' é aberto e fechado em X.

No entanto, ndo podemos concluir que Cy N F' é aberto em X. Também
nao podemos concluir que é fechado em X.

Note que X ¢é aberto e fechado em X. Mas dado um conjunto qualquer
C' C X — por exemplo, um que nao seja aberto ou fechado — nao podemos
concluir que C' = CNX é aberto e fechado em X. Podemos apenas concluir
que C' é aberto e fechado em C'

8.3.10 O enunciado da proposi¢ao assume que o conjunto C' é conexo. Mas
esses conjunto é conexo em X se, e somente se, for conexo em D. De fato,
s6 0 que interessa é a topologia induzida em C', que é a mesma em ambos
os casos. Da mesma forma, o conjunto D ¢é conexo em X se, e somente se,
for conexo na topologia induzida.

Ao assumirmos que o espago ¢ D, o enunciado da proposicao fica da
seguinte forma:

Seja C' uma subconjunto conexo do espago topolégico D, tal
que D = C. Entao D é conexo.

Pelo argumento anterior, as hipéteses dessa nova forma sao equivalentes a
hipétese de C' ser conexo em X, e a conclusao é equivalente a D ser conexo
em X. Ou seja, ambas as formas sao equivalentes.

8.4.1 Tome X = R? C = P, do Exemplo e D=P,U{(0,1)}. Como
ja fol demonstrado no Exemplo 8.24, D ndo é conexo por caminhos, mas C
e C' sdo.

8.4.2 Ao invés de tomar X = R?, basta tomar X = D no Exercicio .

8.4.3 Escolha ¢ € B, N P’ distinto de p. E facil ver que p ndo pertence i
componente conexa de ¢, pois p e ¢ podem ser separados por [0,7) X R e
(r,1] x R, onde r é um irracional entre 0 e a primeira coordenada de gq.
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8.4.4 Vamos chamar de X o espago topolégico em questao. Primeiramente,
precisamos mostrar que a definicdo “maior conexo por caminhos que contém
a” faz sentido. Para tanto, basta observar que a uniao de conjuntos conexos
por caminhos que contém um ponto em comum a é conexa por caminhos.

Sendo assim,
D= U E.

E: conexo por caminhos
aclE

Se C' é a componente conexa por caminhos que contém a, entao,
evidentemente, D C C, pois todos os pontos de D podem ser ligados a
a por um caminho. Por outro lado, C' é conexo por caminhos. De fato, se
¢,d € C, entao existe um caminho em X que une ¢ a a, e um que une a a
d. Observe que este caminho estd em C', pois cada ponto do caminho pode
ser ligado a a. Agora, basta concatenar esses dois caminhos, utilizando
a Proposicao B8.21|, para obter um caminho em C' ligando ¢ a d. Ou seja,

CcD.

8.4.6 Mostrou-se que a imagem inversa de uma vizinhanga de (f * g) (%) é

uma vizinhancga de %, pois § < % < #
8.4.7 Suponha que a componente conexa tenha um outro ponto (a,b), com
a # 0. Basta escolher um irracional » com 0 < r < a, para ver que os
conjuntos
U= (—o0o,r) xReV =(r,o0) xR
particionam o conjunto B, N P’, que é um subconjunto de
({0} UK) x R.

8.4.8 Note que
P,=PnN(0,00) xR

é um aberto de P. Como f é continua, o resultado segue.

8.4.9 Seja t € f~(P). Entao, f(¢t) = (0,a), com a > 0. Tome uma bola
B centrada em (0, a), de raio 4. Como f~'(B) é aberto de [0, 1], existe um
intervalo aberto I de [0, 1] contendo ¢, tal que f(I) C B. Como I é conexo,
f(I) estd na componente conexa de B que contém (0,a). Em particular,
f(I) C P, (veja o Exercicio 8.4.7). Ou seja, f~*(P;) D I é vizinhanca de t.
Por ser vizinhanga de todos os seus pontos, f~1(P;) é aberto.

8.4.10 Se f:[0,1] = P é um caminho qualquer, entao, pelos Exercicios
S.4.8 e 8.4.9, 7Y P) e f71(P,) sao abertos disjuntos cuja unidao é [0,1].
Como [0, 1] é conexo, sabemos que um dos dois conjuntos é vazio. Ou seja,
nenhum caminho f pode unir pontos de P; e Ps.
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8.5.1 Seja C' uma componente conexa. Tome a € C. Por ser um
espaco localmente conexo, existe uma vizinhanca V de a conexa. Pela
maximalidade da componente conexa C', temos que V' C C. Ou seja, C é
vizinhanca de a.

8.5.2 Evidentemente que se as componentes conexas sao abertas, entao
todo ponto possui uma vizinhanca conexa. Suponha que todo ponto possui
uma vizinhanca conexa. Seja a um ponto qualquer, e C' sua componente
conexa. Se V é uma vizinhanca conexa de a, entao, pela maximalidade de
C, temos que V C C. Ou seja, C' é uma vizinhanca de a.

8.5.3 Seja C' uma componente conexa por caminhos. Para cada a € C,
existe uma vizinhanga V' de a que é localmente conexa por caminhos. Mas
entdao, o conjunto C'U V' é conexo por caminhos. E pela maximalidade de
C,C =CUV. Ouseja, V C C. Assim, as componentes conexas por
caminhos sao abertas. Por outro lado, se a € C, entdao, por um argumento
semelhante, vemos que C° é um aberto. Ou seja, C' é fechado.

8.5.4 Seja C' uma componente conexa, e seja D uma componente conexa
por caminhos que intersecta C'. Como D é conexo, temos que D C C.
Pelo Exercicio (@, as componentes_conexas por caminhos sao abertas e
fechadas. E portanto, pelo Exercicio , C cCD.

8.5.5 A demonstracao de que C' é aberta é feita como na proposicao.
Tomando b € C°, escolhemos uma vizinhanca conexa por caminhos V' de b.
Agora, nenhum elemento de V' pode ser ligado a a, pois isso contrariaria o
fato de a nao poder ser ligado a b. Assim, vemos que b € V C C°. Ou seja,
C*° é um aberto, e pela conexidade de A, é vazio.

Comparacao: Na demonstragao da proposicao, utilizamos o fato de as
componentes conexas por caminhos serem conjuntos disjuntos, enquanto
que na demonstracao alternativa, mostramos que V e C sao disjuntos.
Os argumentos para mostrar essas duas coisas é exatamente o mesmo.
Essencialmente, é tudo a mesma coisa... :-)

8.5.6 Vamos mostrar apenas que P, nio é localmente conexo por caminhos.
No enunciado nao diz, mas basta mostrar que P, também néo é localmente
conexo! Basta notar que as vizinhangas de (0, 1) intersectam um ndimero
infinito de “dentes do pente”, mas que no entanto, se essas vizinhancas nao
intersectarem (0, 1] x {0}, ndo serdo conexas, e portanto, nao serao conexas
por caminhos.

Sim, P, élocalmente conexo por caminhos. De fato, é localmente conexo,
pois cada “dente do pente” pode ser isolado um do outro com um aberto.
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8.5.7 Seja a € A. Tome uma base B de vizinhangas de a em X conexas
por caminhos. Faga
Ba={BeB| BCA}.

Como A é aberto, B4 é uma base de vizinhancas de a tanto em X como
em A (por que?). Como os elementos de B4 sdao conexos por caminhos, A
é localmente conexo por caminhos.

9.1.1 Veja a Proposicao @

9.1.2 Veja a Proposicao @

9.1.3 Veja a Proposicao .

9.1.4 Seja U uma cobertura aberta de K. Entao, como U cobre cada um dos
Ky,..., K,, existem subcoberturas finitas Uy, ...,U, para cada um desses
compactos. Mas entao,

Ou]‘ cu
j=1

é uma cobertura finita de K.

9.1.5 Toda cobertura de K, U C 7x induz a cobertura Y NU C Y N 7yx.
Assim, se K é compacto em Y N 7y, existe uma subfamilia finita U’ C U
tal que Y NU’ cobre K. Mas isso implica que U’ cobre K. Portanto K é
compacto em X.

Por outro lado, toda familia V C Y N7y é da forma

V=Ynu

para alguma familia U C 7x. Portanto, se V cobre K, U também cobre. Se
K é compacto na topologia Ty, entdo U possui uma subcobertura finita U’.
Mas entdao, Y NU’' C V é uma subcobertura finita para K.

9.1.6 Basta fazer Y = K no Exercicio .
9.2.1 f(z) = %

9.2.2 Pela Proposicao @, f([0,1]) é um conjunto compacto, e portanto,
pelo Exemplo @, nao pode ser ilimitado.
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9.2.3 Sabemos que

Ju

veu
tem uma subcobertura finita Ui,...,U,. Mas cada U; pertence a algum
Uy,. Em particular,

Xctueu,c (Ut ) v u(Uths).

9.2.4 Suponha que vale para n < k < 2. Vamos mostrar que vale para
n==k+1.

Pelo Exercicio , X =Xy x -+ x X,, ¢ homeomorfo a X; x --+ x
(Xno1 x X,,). Como (X,,_1 x X,,) é compacto, temos que X é homeomorfo
ao produto de n — 1 espacos compactos. Pela hipdétese de indugao, X é
compacto.

9.3.1 Nao, pois se sup |[M| < m < oo, temos que f(M) C f([-m,m]),
e este Ultimo é limitado pela compacidade de [—m,m|, juntamente com a
Proposicao P.9.

9.3.2 Nao, pois g((0, 1)) esta contido em ¢(][0, 1]) que é compacto e portanto
limitado. No entanto, f((0,1)) é um conjunto ilimitado.

9.3.3 Compacidade é uma propriedade que depende apenas da topolgia
induzida. Um conjunto K C X é compacto na topologia de X se, e somente
se, ¢ um espaco topologico compacto quando considerada a topologia
induzida.

Assim, os subconjuntos de QQ compactos, sao os subconjuntos compactos
de R formados apenas por elementos de Q. Ou seja, sdo conjuntos limitados
e fechados em R.

9.3.4 Veja a demonstracao da Proposicao .

9.3.5 Para que K C R seja compacto, é necessario que sup K < co. Caso
contrario,

{(—o0,n) | n € N}

¢ uma cobertura sem subcobertura finita.

Vamos mostrar que K é compacto se, e somente se, sup K € K. De fato,
se sup K € K, entao toda cobertura aberta de K deve conter um conjunto
da forma (—o0,a), com a > sup K. Neste caso, este conjunto sozinho cobre
K. Por outro lado, se sup K ¢ K, entao a familia formada pelos conjuntos
da forma (—oo, sup K — %) ¢ uma cobertura aberta de K sem subcobertura
finita.
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9.3.6 Para ver que uma aplicacdo continua sempre atinge o maximo, basta
notar que f(X) é um conjunto compacto, e que pelo Exercicio ,
sup f(X) € f(X).

Para um_contraexemplo, faga X = (0, 1] também com a topologia d
Exercicio 9.3.5. Entao, id é continua, X ¢é compacto pelo Exercicio P.3.5,
mas id nao atinge o minimo.

9.3.7 Para cada a € R, os conjuntos da forma [a,a+¢), com € > 0 formam
uma base de vizinhancas de a. Portanto, z,, — x exatamente quando para
todo € > 0, existir N tal quen > N =z, >zrex, —x <ec.

9.3.8 Como a topologia usual é gerada por conjuntos da forma (a, b), basta
mostrar que esses conjuntos estao em tau. Mas de fato,

o= Q)fss 1),

9.4.1 Considere as projegoes m(z,y) = x e m(x,y) = y. Como sdo
continuas, m (K) e m(K) s@o compactos de R. Além disso, K C m(K) X
WQ(K).

9.4.2 O conjunto vazio. Os compactos de R™ sao fechados pelo Teorema
0.19. Os Unicos conjuntos que sao abertos e fechados ao mesmo tempo sao
() e R"™. Desses, o tinico limitado é (), que é evidentemente compacto.

9.5.1 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

9.5.2 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

9.5.3 Ser ou nao completo nao é uma propriedade topolégica. O Exercicio
0.5.2, por exemplo, mostra um espago topologico que em uma métrica ¢é
completo, e na outra, nao.

9.5.4 TODO: envie sua resposta para
topologia-geral-discussion@lists.ourproject.org

9.5.5 Para todo k, x estd em Fy, que é o fecho de {z,, | n > k}. Assim,
toda bola centrada em z intersepta o conjunto {z, | n > N}. Ou seja,
podemos tomar nj; como indicado, e ainda por cima, ny > k — co.
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9.5.6 Queremos construir uma subsequéncia. Para que seja subsequéncia,
é necessario que ny — oo. Caso contrario, corremos o risco, por exemplo,
de ter x; = z e construirmos uma “subsequéncia” constante z,xq,x1,. ..,
que nao tem nenhuma relagao com o comportamento de z,, quando n — oo.

9.5.7 Seja
Fy=A{z,| n> N}

Os conjuntos Fy formam uma sequéncia decrescente de fechados nao vazios.
Pela compacidade de X, sabemos que o limite F' = (\y_, Fiv ndo pode ser
vazio. Portanto, existe x € F.

Seja B, = {B,| k=1,2,...} uma base enumeravel de vizinhangas
encaixantes de x (veja a Proposigao @) Escolha ny tal que z,, € Bi.
Entao, a sequéncia z,, ¢ uma subsequéncia de z,, que converge para x.

9.5.8 A resposta depende de como vocé resolveu o exercicio. A esséncia
da demonstracao é a existéncia de uma base de vizinhancas encaixantes.
Precisamos que para cada vizinhanca V' de um determinado ponto z, x,, € V'
para todo n suficientemente grande.

Quando tomamos vizinhancas encaixantes B, 2 B,,; e escolhemos
T, € By, entao x,, € By para todo k > N, e nao apenas para k = N.

Mas néo adianta ter apenas vizinhancas encaixantes. E necessério que
os tais B, formem uma base de vizinhancas de algum ponto z. E essa
condi¢do que garante que dada uma vizinhanca V' qualquer de z se tenha
N tal que

k>N =z, € ByCV.

9.5.9 Este post http://math.stackexchange.com/questions/152447/
compactness-sequentially-compact tem exemplos de compactos que nao
sao sequencialmente compactos e vice-versa!

9.6.1 Sey € X é diferente de x, entao existe uma vizinhanca V' de y e uma
vizinhanca U de z tais que V N U = (). Em particular, z € V. Ou seja,
{z}° é aberto.

9.6.2 Tome um conjunto X qualquer com mais de um elemento. A
topologia {0, X} é tal que nenhum conjunto unitério é fechado.

9.6.3 E evidente que z € V para todo V € V (x), portanto, a inclusdo C é
clara. Por outro lado, se y & {x}, entdo existe V€ V(z) e U € V(y) tais
que UNV = (. Em especial, y ¢ V. Portanto, y & "V (z).
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9.6.4 Se V (z) ¢é finito, entdo (| V (z) é uma vizinhanca de z. Pelo Exercicio
0.6.3, {z} é uma vizinhanga de z. Ou seja, {z} é aberto.

9.6.5 E evidente que z € V para todo V € V (), portanto, a inclusdo C é
clara. Por outro lado, se y € {7}, entdo existe V € V(z) e U € V(y) tais
que UNV = (). Em especial, y ¢ V C U°.

9.6.6 Defini¢ao alternativa:

Dados dois pontos distintos z,y € X, existem abertos disjuntos
AeB,comzr e Aey € B.

E evidente que um tal espaco é Hausdorff de acordo com a Defini¢do
5.29. Por outro lado, se existem U € V(z) e V € V(y) disjuntos, entao,
basta tomar A=U e B=1V.

9.6.7 A aplicagao identidade id : (X, 7.) — (X, 7,) é uma bije¢ao continua,
pois 7, C 7.. Pela Proposicao 9.34, é um homeomeorfismo. Ou seja, 7, = .

9.6.8 O conjunto X é compacto Hausdorff com a topologia produto. A
topologia produto é estritamente mais fraca que a topologia considerada.
Pela rigidez compacto-Hausdorff, nessa topologia, X nao pode ser
compacto.

9.6.9 E imediato da nossa definicio de fechado e de fecho: Definicoes @
e 6.0. E fechado se, e somente se nenhum y diferente de x esta no fecho. E
y nao estd no fecho quando existe V € V (y) tal que = &€ V.

9.6.10 Tome X = {x,y} com a topologia 7 = {0}, X, {z}}.
9.7.1 Se X € V, entdo {X} C V é uma subcobertura finita.

9.7.2 Usamos o fato de que V' € B pode ser escrito da forma
V=vin---NnV,

para Vi,...,V, € §, com n > 1. Mas isso nao é verdade quando V = X.
De fato, X é o tinico conjunto de B que pode nao ser da forma V;N---NV,,.

9.7.3 Se U; C V; é uma subcobertura finita, entao, U; \ {V;} cobre X \ V;.
Portanto,

U\ {V;})

1

n

J
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cobre

OX\V =X\(Vin---NV,).

Ou seja,

{V}UU \VH =i nviiuJe\ (v

J=1 J=1

é uma subfamilia finita de U e cobre X.

9.7.4 Na demonstracao, como b € |JU, podemos concluir que existe = > b
tal que (—oo,x) € U. Mas se o intervalo é da forma [a, b), ndo podemos ter
certeza de que b é coberto pela familia .

9.8.1 Sabemos que espacos discretos sdo compactos se, e somente se, Sao
finitos. Pelo Teorema 9.41}, {0, 1}N é compacto. Como também é infinito,
nao pode ser discreto.

11.1.1 Como V néo ¢ limitado, para todo o > 0, existe v € V com ||v > L.
Em outras palavras, ||av|| > 1. Portanto,

allv]| & Bi(0).

Ou seja, nenhum dos elementos aV de By esta contido em B;(0) € V(0).
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