Introducao

Em um espaco topoldgico X, podemos definir varios conceitos. Quais sao
os conjuntos abertos, quais sao os fechados, ou quais sao as vizinhangas de
cada ponto, ou como se comporta o operador de fecho, ou como se comporta
o operador de interior, etc. Se conhecermos um desses, podemos definir os
outros a partir do que ja esta especificado. Por exemplo, se sabemos quais
sdo as vizinhancas de cada um dos pontos de X, podemos definir os conjuntos
abertos como aqueles que sao vizinhanca de cada um de seus pontos. Se, por
outro lado, sabemos quem sao os abertos, podemos definir as vizinhancas de
um ponto x como os conjuntos que contém um aberto que contém x.

A seguir estao listados alguns aziomas que podem ser utilizados. E tam-
bém esta listada a maneira como se pode definir os demais conceitos a partir
do primeiro, que foi axiomatizado.

Comecgando, por exemplo com uma topologia definida através de uma
familia de abertos 7, definindo o que sdao as vizinhancas de cada = € X, e
utilizando essa nocao de vizinhanca pra definir os abertos de uma topologia
v — como formada pelos conjuntos que sao vizinhancas de todos os seus
pontos —, é importante que, de fato, v = 7.



Capitulo 1

Abertos

1.1 Axiomas

Uma familia de subconjuntos de X
TC Z(X)
é uma topologia quando:
1. X,0er.
2Tcr, #l<co= T er.

3. Tcr=rer.

1.2 Notacao

Dado = € X, denotamos por
() ={Aer| zec A}
o conunto das wvizinhancas abertas de x.

2



1.3. DEFINICOES DERIVADAS 3

1.3 Definicoes Derivadas

1.3.1 Vizinhancas

Dado x € X, uma vizinhang¢a de x é um conjunto que contém um aberto que
contém z. O filtro de vizinhancas de x é

“V(x):{VCX‘ EIAET(x),ACV}.

1.3.2 Fechados
F é fechado quando F° € T.

1.3.3 Fecho
Dado S C X, o fecho de S é o conjunto

5= {x GX’ VA € 7(), AﬂS;«é@}.
Sao os pontos que estao “proximos” de S.

1.3.4 Interior

Dado S C X, o interior de S é o conjunto
S=J{4aer| Acs}.

Como 7 ¢é fechado por unido arbitraria, o interior é o maior aberto contido
em S.
Alternativamente,

S’:{xGS‘ EIAET(:U),ACS}.



Capitulo 2

Fechados

2.1 Axiomas
Uma familia de subconjuntos de X

F C Z(X)
sao os fechados de uma topologia quando:

1. X,0e 7.
2. TC 7, # ' <oc0o= I € Z.
3. TcF=NleZz

2.2 Definicoes Derivadas

2.2.1 Abertos
A é aberto quando A° € Z.

2.2.2 fecho
Dado S C X, o fecho de S é o conjunto
S=({FeZF| scF}.

Como .# é fechado por intersecao arbitraria, o fecho é o menor fechado que
contém S.



Capitulo 3

Filtros de Vizinhancas

3.1 Axiomas

Para cada x € X, seja #(x) uma familia de subconjuntos de X. Com essa
familia, definimos a operacao de interior:

E:{xeB‘ BE”f/(x)}.

As familias #(x) sao filtros de vizinhangas de x que definem uma topologia
em X quando:

L. VeV =xzel.

[\]

DY (x), # <oco= NI € ¥(x).

3. VeV, VcW=We¥(x).

4. Ve¥(r)=>VeV)
3.1.1 Alternativa: idempoténcia
O item @ pode ser substituido por

@’. A operacao de interior é idempoténte: B=B.
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6 CAPITULO 3. FILTROS DE VIZINHANCAS

3.1.2 Alternativa: base de abertos

Através das familias ¥(z), podemos definir os abertos como sendo os con-
juntos que sao vizinhancgas de todos os seus pontos:

T:{ACX) xeA=>AE”f/(x)}.
Os abertos que contém um determinado ponto x € X
T(x)={Ae71| ze€ A}

também sao chamados de_vizinhancas abertas de x. Sao chamados assim
justamente porque o item f dos axiomas de #(x) pode ser substituido por

@”. 7(z) é base de ¥ (x).

3.2 Definicoes Derivadas

3.2.1 Abertos
Os abertos da topologia sao dados por
T:{ACX) xeA:>A€”//(x)}.

Ou seja, os abertos s@o os conjuntos que sao vizinhanca de seus pontos.

3.2.2 Fechados

Um conjunto F' C X ¢é fechado se quando x € X ¢é tal que
Vevix)=VNF#,

entdo x € F. Ou seja, todo ponto “proximo” de F esta contido em F.

3.2.3 Fecho
Dado S C X, o fecho de S é o conjunto

S:{xeX‘ WV € ¥(z), ANS # 0},

Sao os pontos que estao “prozimos” de S.



3.2. DEFINICOES DERIVADAS

3.2.4 Interior

Dado S C X, o interior de S é o conjunto
SO:{IGS‘ SG”//(x)}.

Quando S € ¥(z), dizemos que = é um ponto interior de S.
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