Analise de Algoritmos

Primeira Lista de Exercicios

Fundamentos
fa(n) | 1seg. | 1 min. 1 hora 1 dia 1 més 1 ano 1 século
ln(n) e106 0 107 3-6 10° 864 1010 ¢2-592 1012 3-1104 1013 31104 1075
N4 102 3.6 10 3.6210Y | 8.64210%° | 2.592210%* | 3.1104%210% | 3.1104%10%°
nin(n) | 87847 | 3.950110° | 1.889010® | 3.9117107 | 1.0217 10 | 1.121010'* | 9.6591 10"
n3 102 60'/310? 3.6'310% | 86.4'/310% | 2.592/210* | 31.104'/210* | 3.1104'/310°
fa(n) | 1seg. | 1 min. 1 hora 1 dia 1 meés 1 ano 1 século
n? 1072 | v/610° | v/3.610° | v/86.410° | v/25.92107 | v/3.110410% | v/3.1104 107
n3 10° | 607210° | 3.6/210* | 86.4/210% | 2.592/310° | 31.104'/310° | 3.1104'/210°
2" 30 36 42 46 51 959 61
n! 12 13 15 16 17 18 20

(a) Para a = 3, b = 2 e f(n) = n? tem-se que n? = f(n) € Q(n'°e23+¢)  onde
€ = 0.4. Observe que 3f(n/2) = 3n*/4 < cn?, onde ¢ = 7/8. Portanto, pelo
item 3 do Teorema Master, T'(n) € O(n?).

(b)

Observe que em cada chamada recursiva temos um custo adicional de 1. Ana-

lisando a &rvore recursiva de T'(n) nota-se uma arvore bindria de altura n — 1
onde em cada nivel 7 existem 2° nds, cada um rotulado com o valor 1. Portanto,

n—1

T(n)=> 2=2"-1€0(2"

=0

Obs: a prova por inducao de que T'(n) € O(2") nao é necessaria neste caso
porque a solugao do somatério representando T'(n) foi feita diretamente. Ela
pode ser feita mostrando que ¢;2" < T'(n) < 2™ — 1, para constantes ¢; e cs.

(c) Paraa=2,b=2e f(n) =n tem-se que n € O(n) (reflexividade). Portanto,
pelo item 2 do TM, T'(n) € ©(nlg(n)).

(d) Para a = 3, b = 2 e f(n) = nln(n) tem-se que n
€0 < 0.085. Observe que n'® = n'?n e que lim,_

g3
nl/2

In(n)

=N

O(n'83~ <), Portanto, pelo item 1 do TM, T'(n) € O(n'8?).

(e) A adigao de 5 nao deve ser relevante para n suficientemente grande. Pode-se
entdo usar a arvore recursiva para a resolucao de 7"(n) = 37"(n/3) +n/2 e
provar por indugao se a solucao é um limite apropriado para T'(n). Logo

T'(n)

logs

1=0

(n)—1
.n
3— + 3lssmg(]
i T (1)

1.5+¢o

, onde 0 <
= oo. Logo, f(n) €




Por inducao tem-se que

T(n) = 3T<g + 5) + g
n n n
> 3¢ (5 + 5) log, (g + 5) +5 (HI)
> 301E log, g

Portanto, T'(n) € Q(nlogs(n)).

(f) Analisando a arvore recursiva de T'(n) e supondo que n = 2™ tem-se que

lg(n)—1

T(n) = z; Qi%m(nl/zi) + 2lEmg(1)
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(g) Pela arvore recursiva tem-se que

T(n) = Y. ! -+ 0(1)

m INA

* Observe que de ", % <lg(n) + 1 obtem-se a desigualdade acima.
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(h) Pela arvore recursiva de 7'(n) tem-se que

T(n) = Zln(n—i) + O(1)

- Zln(z’) + 0(1)
/ " n(i)di + 6(1)

= nln(n) —n+1+6(1)
= (In(n) — 1)n+ 6(1)
€ O(nln(n))

v

(i) Seja S(m) = T(2™) = 2™/2T(2™/2) 4 2™, Entao S(m) = 2™/2S(m/2) + 2™
Analisando &rvore recursiva de S(m) tem-se que

S(m) = Hzm/2 (m/2'5) + 1g(m)2™

H 2™/ (1) + lg(m)2™

SR S(1) + lg(m)2"
2 ZEOS(1) + 1g(m)2”
2mS(1) + lg(m)2™

IA I

Portanto

T(n) < nT(2) +nlg(lg(n)) € O(nlg(lg(n)))
. (a) Para ¢ = (14+5)/2 e ¢ = (1 —/5)/2 tem-se que
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Por outro lado tem-se que

Flz) = ZF(i)zi

= Z F(i)2'

i=1

= z—i—zZF(i— 1)zi’1+z2ZF(i—2)z’2
i=2 i=2

= z+z2 Z F(i)2" + 22 Z F(i)z
i=1 i=0

= z+ z]-:(z) + 22 F(2)

Logo,
2= F(2) — 2F(2) — 22F(2) = F(2)(1 — 2 — 27
Portanto,
z
F(z) 1—2z—22
Consequentemente,

Sl = 3 So)

=0 )

()
1— ¢z 1— ¢z

2)

() De Ty FU)2! = £y e = 90" tmese e F(9) = (o' = 3, i 2 0
< =<3
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Observe que %

pI’OleO

Portanto F(i) = j}%, aproximado ao inteiro mais



()

(b)

Para i > 0,

F(i+2) = F@)+F(i+1)

1 i T i+l Titl
= ﬁ@_(b + ¢ )
RS TICER)
= F s
CRR REACRRS

NG

Note que (1+@)/v5 > 0, [¢]' < 0e (1+ o)
¢ (L — 1), entdo F(i+2) > ¢

Observe que % -1 = (55%1) e que |¢|' < ¢' para todo i > 0 (|| — 0,

NG

¢" — oo quando i — 0o). Assim,

(D) (@)
V5 V5

Por (d) tem-se que, para n > 2

¢ > ¢

— o’

7(¢" +19") € 0(¢")

Portanto, F'(n) € ©(¢"

Para n = 1, basta mover o disco de A para C.

Para n > 1, observe que sao feitos M(n — 1) movimentos para transportar
n — 1 discos de A para B, usando C como auxiliar. Um movimento do maior
disco é feito de A para C e depois mais M (n — 1) movimentos dos n — 1 discos
em B para C, usando A como torre auxiliar.

M(n) =312l =21 —9" _1c0O2").
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Algoritmos de Ordenacao

n—1 n—1

Wi(n) = |lg@)]+1 < > lg(i)+1

i=1 i=1
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= nlg(n) +n<1 — ﬁ) + 11112) -1
€ O(nlg(n))

6. A seguir uma andlise do nimero de possiveis solugoes, pensando nas arvores de
decisao associadas aos possiveis algoritmos.

Assim, para a situacao inicial a; > as > ag > ag e by > by, as possiveis respostas
sao 15. As édrvores de decisao com 15 folhas terao no minimo a altura [lg 15] = 4.
Existe entao algum algoritmo associado a uma arvore de decisao que precise no
pior caso de 4 comparacoes? Deve-se entao analisar os passos de um algoritmo
hipotético.

Suponha que o primeiro passo de um algoritmo qualquer seja comparar b; com uma
das quatro chaves ay, as, az ou a4 (caso para by é andlogo). Logo, se a primeira
comparacao do algoritmo € a; : b; tem-se duas possibilidades: a; < b; e tem-se uma
lista ordenada de 5 elementos e uma pendéncia (o elemento by) ou a; > b; com uma
lista ordenada de 3 elementos e 3 pendéncias. No primeiro sub-caso, as possiveis
respostas serao 5 e no segundo sub-caso serao 10. Portanto, no pior caso tem-se
uma sub-arvore de decisdo com altura [lg 10] = 4. Consequentemente, tem-se uma
total para o pior caso de 5 comparagdes (no minimo).

Os casos de algoritmos que realizem como primeira comparacao as : by, ag : b
e a4 : by sao analisados similarmente e em todos eles tem-se pelo menos mais 4
comparacoes no pior caso.

Novamente, algoritmos que escolhem by para primeira comparacao sao analogos.

7. Para a otimizagao do algoritmo de busca binaria para listas de comprimento 5
(Figura 1), a,b,c,d e e por exemplo, elementos isolados sao inserido em listas
unitarias obtendo a < b,c < d,e. Observe que desse ponto a inser¢ao do elemento
isolado e em uma das duas listas de comprimento 2 nao é conveniente porque seria
melhor fazer uma insercao binaria em uma lista de tamanho 3, pois ambos tem
2 comparacoes no pior caso. Assim, as duas maiores chaves das duas listas de
tamanho 2 sao comparadas, obtendo a estrutura quadrupla ilustrada no terceiro



9.

passo da Figura 1. Note que esse passo resume-se a uma inser¢ao bindria em uma
lista unitaria. A chave isolada e pode entao ser inserida em uma lista de tamanho
3, obtendo-se o resultado ilustrado no quarto passo da figura ou um resultado mais
simples, onde a chave e é maior que a maior chave do quarteto. Finalmente, no
quinto passo, a chave pendente é inserida binariamente em uma lista de tamanho
2 ou 3. Observe que nos ultimos dois passo a busca binaria é usada de maneira
otima.

3.
L 2 Binary insertion
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Binary insertion

Figure 1: Ordenagao com merge sort otimizado para listas de comprimento 5

Como descrito no enunciado, a idéia bésica por tras dos métodos de otimizacao dos
algoritmos de ordenagao ¢ utilizar-se de um mecanismo de escape na recursividade
de tal forma que o algortimo étimo para uma entrada de tamanho especifico seja
chamado, evitando comparagoes desnecessarias.

Para o exemplo do merge otimizado tem-se
el
T(52%) =) 2'c— +72" = (5ck 4 7)2"
(52°) Z; e T 725 = (5ck +7)

enquanto o algoritmo sem otimizacao teria uma custo de (5ck + 8)2*. Portanto, o
algoritmo otimizado faria 2¥ comparacoes a menos que o algoritmo usual.

(a) Insertion Sort

Para o insertion sort, o pior caso acontece quando tem-se zeros no fim da
lista, equivalendo a uma lista ordenada na ordem inversa (que é o pior caso
do algoritimo). Portanto, para uma lista de comprimento n com n/2 zeros no



fim da lista tem-se que

Wn) = (-1 +=+ i g+1

2 2
i=n/2+1
n/2—1
n
= -1 —+1
n +; 2+
n n n
— n—14+2_1 (——1)—
n +2 + 5 5

n2
= Z+n—2 € 0(n?)

Merge Sort

A comparacao feita pelo merge sort usando < nao aproveita a informacao de
quando duas chaves sao iguais. O pior caso seria quando a lista tem 0’s e
1’s intercalados por toda lista. Assim, para cada iteracao com uma lista de
comprimento n terfam-se 3n/4 comparagoes e, paran = 2, W(2) = T(2) = 1.
Logo,

Wn) = Y 231 | gla(m)-1

Quick Sort

O pior caso, como para uma lista sem entradas repetidas, seria tal que o pro-
blema original de tamanho n seja dividido em um subproblema de tamanho
n — 1 e outro de tamanho 0. Uma lista com apenas 0’s ou 1’s teria esse
comportamento. Assim, W(n) = 31" '(n—1i) =Y 'i = L(n+1)n € O(n?).

ENTRADA: lista L com 0’s e 1’s de tamanho n
SAIDA: L com todos os 0’s, caso haja algum, nas primeiras posigoes.

BEGIN
zero=1;
FOR (i=1,i<=n,i++)

{
IF (L[i] == 0)

{
EXCHANGE L[i] <-> L[zero];



Zero++;

END.

O pior caso sera o de uma lista com apenas 0’s. Assim, para um custo constante
¢ de troca de chaves,

W(n):i1+1+c:(2+0)n:@(n)

i=1

(¢) ENTRADA: lista L com chaves “vermelha”, “branca” e “azul” de tamanho n

SAIDA: L ordenada por “vermelha”’s < “branca”’s < “azul”’s.

BEGIN
vermelho=1, azul=n ;

FOR (i=1,i<=azul,i++)

{
IF (L[i] == "vermelho")
{
EXCHANGE L[i] <-> L[vermelho];
vermelho++;
}
ELSE IF (L[i] == "azul")
{
EXCHANGE L[i] <-> L[azull;
azul--;
i--;
+
+
END.

Observe que o pior caso serd com uma lista com apenas “azul”, pois teriamos
3 comparagoes e uma troca de chaves desnecessaria a cada iteracao. Com um



custo constante ¢ para troca de chaves tem-se

W(n):ZS—l—c:(S—l—c)n:@(n)

10. Exercicio de leitura (Verifique na Bibliografia o capitulo de [Baa88] sobre Sorting).
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