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Duas P�aginas, três quest~oes

DEDUC� ~AO NATURAL

1. (4.0 pontos) Na l�ogica proposicional, de�nimos as Leis de De Morgan como sendo:

i. ¬(φ ∨ ψ) ≡ (¬φ) ∧ (¬ψ) ii. ¬(φ ∧ ψ) ≡ (¬φ) ∨ (¬ψ)

Na l�ogica de predicados essas duas leis s~ao v�alidas existencial e universalmente.

Prove o caso existencial utilizando �arvores de dedu�c~ao natural e indicando em cada passo da
deriva�c~ao a regra utilizada:

(a) (2.0 pontos) ∃x (¬(φ ∨ ψ)) ` ∃x ((¬φ) ∧ (¬ψ))
(b) (2.0 pontos) ∃x ((¬φ) ∧ (¬ψ)) ` ∃x (¬(φ ∨ ψ))

R/

(a) ∃x (¬(φ ∨ ψ)) ` ∃x (¬φ ∧ ¬ψ)

∃x (¬(φ ∨ ψ))

[¬(φ ∨ ψ)[x/x0]]a

[φ[x/x0]]
u

φ[x/x0] ∨ ψ[x/x0]
∨i

≡
(φ ∨ ψ)[x/x0]

⊥ ¬e

¬φ[x/x0]
¬i, u

[¬(φ ∨ ψ)[x/x0]]a

[ψ[x/x0]]
v

φ[x/x0] ∨ ψ[x/x0]
∨i

≡
(φ ∨ ψ)[x/x0]

⊥ ¬e

¬ψ[x/x0]
¬i, v

¬φ[x/x0] ∧ ¬ψ[x/x0]
∧i

≡
(¬φ ∧ ¬ψ)[x/x0]
∃x (¬φ ∧ ¬ψ) ∃x i

∃x (¬φ ∧ ¬ψ) ∃x e, a
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(b) ∃x (¬φ ∧ ¬ψ) ` ∃x (¬(φ ∨ ψ))

∃x (¬φ ∧ ¬ψ)

[ (φ ∨ ψ)[x/x0] ]
b

≡
φ[x/x0] ∨ ψ[x/x0]

[ (¬φ ∧ ¬ψ)[x/x0] ]
a

≡
¬φ[x/x0] ∧ ¬ψ[x/x0]

¬φ[x/x0]
∧e1

[φ[x/x0] ]
u

⊥ ¬e

[ (¬φ ∧ ¬ψ)[x/x0] ]
a

≡
¬φ[x/x0] ∧ ¬ψ[x/x0]

¬ψ[x/x0]
∧e2

[ψ[x/x0] ]
v

⊥ ¬e

⊥
∨e, u, v

¬(φ ∨ ψ)[x/x0]
¬i, b

∃x (¬(φ ∨ ψ))
∃x i

∃x (¬(φ ∨ ψ))
∃x e, a

2. (4.0 pontos) A l�ogica de primeira ordem diferencia-se da l�ogica proposicional principalmente devido
�a presen�ca dos predicados (e n~ao mais proposi�c~oes) e dos quanti�cadores. Tais elementos d~ao um
poder de express~ao maior a esse tipo de linguagem l�ogica. Isso acaba gerando, como em toda
linguagem expressiva, diversas maneiras equivalentes de se expressar um determinado fato.

Exemplo: \N~ao existe um objeto que n~ao sofra a�c~ao da for�ca gravitacional."

• A a�rma�c~ao acima �e equivalente a dizer: Todos os objetos sofrem a�c~ao da for�ca gravitacional.

• Seja um predicado φ interpretado como: \x sofre a�c~ao da for�ca gravitacional" podemos
expressar a express~ao equivalente como ¬∃x¬φ ≡ ∀xφ.

Prove os seguintes sequentes utilizando �arvores de dedu�c~ao natural e indicando em cada deriva�c~ao
o nome da regra utilizada:

(a) (2.0 pontos) ∀xφ ` ¬∃x¬φ
(b) (2.0 pontos) ¬∃x¬φ ` ∀xφ

R/

(a) ∀xφ ` ¬∃x¬φ

[∃x¬φ]u

∀xφ
φ[x/x0]

∀x e
[¬φ[x/x0] ]v
⊥ ¬e

⊥ ∃x e, v
¬∃x¬φ ¬i, u

(b) ¬∃x¬φ ` ∀xφ

[¬φ[x/x0] ]u
∃x¬φ ∃x i ¬∃x¬φ

⊥ ¬e

φ[x/x0]
PBC, u

∀xφ ∀x i

SEMÂNTICA

3. (2.0 pontos) A l�ogica de predicados �e mais expressiva que a l�ogica proposicional, mas tamb�em tem
suas limita�c~oes. Neste sentido, os teoremas de L�owenheim-Skolem e de compacidade jogam um
rôle importante e caraterizam a semântica das linguagens de primeira ordem. Em particular n~ao
�e poss��vel expressar a no�c~ao de �nito e cont�avel in�nito na linguagem desta l�ogica.

Demonstre, utilizando o teorema de compacidade que n~ao �e poss��vel expressar em l�ogica de predi-
cados a no�c~ao de alcanzabilidade em grafos: n~ao existe uma f�ormula da l�ogica de predicados φ com
u e v como suas �unicas vari�aveis livres e R como seu �unico s��mbolo de predicado (bin�ario) tal que
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φ seja verdadeiro em grafos dirigidos se, e somente se existe um caminho entre os n�os asssociados
com as vari�aveis u e v.

Ajuda: Para uma demonstra�c~ao por contradi�c~ao, suponha existe uma f�ormula φ que expresse
alcanzabilidade. Sejam c e d s��mbolos de constante e considere as f�ormulas φn, n ∈ N, de�nidas
por:

φn :=

{
c = d, se n = 0;
∃x1 . . . ∃xn−1(R(c, x1) ∧ · · · ∧R(xn−1, d)) caso contr�ario

Observe ent~ao, que o conjunto de f�ormulas � := {φ} ∪ {¬φn | n ∈ N} contradiz o teorema de
compacidade.

R/ Todo subconjunto �nito �0 ⊂ � �e satisfaz��vel:

Seja k o m�aximo ��ndice tal que ¬φk est�a em �0. Se φ n~ao est�a em �0 um grafo sem caminhos entre
os n�os associados com c e d �e modelo de �0. Caso φ est�a em �0, basta considerar como modelo de
�0 um grafo que contenha um caminho de comprimento maior que k entre os n�os associados com
c e d, mas n~ao caminhos de comprimento menor que k.

Dessa forma, demonstra-se que todo subconjunto �nto de � �e satisfaz��vel.

Pelo teorema de compacidade � deve ser satisfaz��vel, mas isso �e contradit�orio, conforme � �e
claramente insatisfaz��vel. Dessa forma a existência da f�ormula φ �e imposs��vel.
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