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1. (4 pontos) Demonstre por dedução natural, supondo que não existem ocorrências das variáveis x e y
em φ e ψ, respectivamente (x 6∈ φ e y 6∈ ψ), que

(a) (2 pontos) (∃xφ)→ (∀yψ) ` ∀x∀y(φ→ ψ), e

(b) (2 pontos) ∀x∀y(φ→ ψ) ` (∃xφ)→ (∀yψ).

Deve constroir árvores de dedução natural, indicando em cada passo a regra de inferência aplicada.
Observar uma prova de ∀x(φ→ ψ) ` (∃φ)→ ψ, onde x não occorre em ψ, pode ser de utilidade:

[∃φ]u
[φ[x/x0]]v

∀x(φ→ ψ)

φ[x/x0]→ ψ
(∀e)

ψ
(→ e)

ψ
(∃e) v

(∃φ)→ ψ
(→ i)u

Solução:

(a)

[φ[x/x0]]u

∃xφ
(∃i)

(∃xφ)→ (∀yψ)

∀yψ
(→ e)

ψ[y/y0]
(∀e)

φ[x/x0]→ ψ[y/y0]
(→ i)u

∀y(φ[x/x0]→ ψ)
(∀i)

∀x∀y(φ→ ψ)
(∀i)

∀x∀y(φ→ ψ) ` (∃xφ)→ (∀yψ)
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(b)

[∃φ]u

[φ[x/x0]]v

∀x∀y(φ→ ψ)

∀y(φ[x/x0]→ ψ)
(∀e)

φ[x/x0]→ ψ[y/y0]
(∀e)

ψ[y/y0]
(→ e)

∀yψ
(∀i)

∀yψ
(∃e) v

(∃xφ)→ (∀yψ)
(→ i)u

2. (4.0 pontos) Em uma aula de lógica, o professor pediu aos alunos que representassem a sentença

Todo peixe nada.

como uma fórmula da lógica de predicados utilizando os predicados unários p e v com a seguinte
semântica:

p(x) : x é peixe
n(x) : x nada.

Surgiram duas respostas ∀x(p(x) → n(x)) e ∀x(p(x) ∧ n(x)). Estas respostas são equivalentes? Em
outras palavras, a equivalência ∀x(p(x)→ n(x)) ≡ ∀x(p(x) ∧ n(x)) é válida? Sabendo que a lógica de
predicados é correta e completa, isto é,

Γ ` ϕ se, e somente se, Γ |= ϕ para qualquer fórmula ϕ e conjunto de fórmulas Γ,

responda esta pergunta analisando os sequentes a seguir da seguinte forma: se o sequente for válido
construa uma prova em dedução natural, caso contrário construa uma estrutura que não seja modelo
do sequente, isto é, uma estrutura que satisfaça as hipóteses, mas não satisfaça o consequente.

(a) (2 pontos) ∀x(p(x) ∧ n(x)) ` ∀x(p(x)→ n(x)) e

(b) (2 pontos) ∀x(p(x)→ n(x)) ` ∀x(p(x) ∧ n(x))

Solução:

(a)

[p(x0)]a

∀x(p(x) ∧ n(x))

p(x0) ∧ n(x0)
(∀e)

n(x0)
(∧e2)

p(x0) ∧ n(x0)
(∧i)

v0
(∧e2)

p(x0)→ n(x0)
(→ i) a

∀x(p(x)→ n(x))
(∀i)

(b) Várias estruturas são posśıveis. Considere por exemplo, a estrutura M com domı́nio D = {a, b}
e pD = {a} e vD = D. Neste caso, temos que M |= ∀x(p(x)→ n(x)), mas M 6|= ∀x(p(x) ∧ n(x))
uma vez que a conjunção p(x)∧ n(x) é falsa se interpretamos x como b. Portanto o sequente não
é válido, e as fórmulas ∀x(p(x) ∧ n(x)) e ∀x(p(x)→ n(x)) não são equivalentes.
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3. (2 pontos) A lógica de predicados é mais expressiva que a lógica proposicional, mas também tem suas
limitações. Neste sentido, os teoremas de Löwenheim-Skolem e de compacidade têm um papel im-
portante e caraterizam a semântica das linguagens de primeira ordem. Em particular, não é posśıvel
expressar a noção de finito e contável infinito na linguagem desta lógica. Enuncie e demonstre o teo-
rema de Löwenheim-Skolem.

Ajuda: O teorema estabelece que para qualquer sentença da lógica de predicados que tenha modelos
de cardinalidade pelo menos n, para qualquer n ∈ N, existem modelos infinitos. Considere o conjunto
de fórmulas

Γ := {ψ} ∪ {φn | n ∈ N}

onde φn := ∃x1 . . . ∃xn
∧

1≤i<j≤n

¬(xi = xj) e utilize o teorema da compacidade.

Solução: A fórmula φn := ∃x1 . . . ∃xn
∧

1≤i<j≤n

¬(xi = xj) especifica a existência de pelo menos n

elementos. Observe primeiro que qualquer subconjunto finito Γ0 ⊂ Γ é satisfat́ıvel: Seja k maior que
o ı́ndice de qualquer φn em Γ0. São dois casos a considerar.

• ψ /∈ Γ0, selecione qualquer modelo de cardinalidade k. Este satisfará Γ0.

• ψ ∈ Γ0, selecione um modelo de ψ de cardinalidade maior ou igual que k. Este satisfará Γ0.

Dessa forma, conclui-se que qualquer subconjunto finito de Γ é satisfat́ıvel, o que implica, pelo teorema
de compacidade, que o é. Mas um modelo de Γ deve ter cardinalidade infinita, uma vez que todas as
fórmulas φn para n ∈ N, valem nesse modelo. Dessa forma (como ψ também está em Γ), esse modelo
infinito é também modelo da fórmula ψ.
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