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Calculo 1
Regra de L’Hopital

Comegamos lembrando que

" 2 —x i z(r —1) . 1
im ——— = lim =1i — .
eo122 -1 a=i(x41)(x—1) e=s1x+1 2

No primeiro limite acima, numerador e denominador se aproximam de zero, de modo que
temos uma indeterminagao do tipo 0/0. Para resolver o problema, simplificamos a fracao
para que se tornasse claro o valor do limite. Infelizmente, nem sempre é possivel fazer uma

tal simplificagao, como fica claro a partir do exemplo

lim In(z) )
z—1 p — 1

(1)

De fato, nao ha nenhuma manipulacao algébrica aparente que nos permite entender o com-
portamento da fracao quando x esta préximo de 1.
A fim de motivar o resultado que nos permitira calcular o limite acima, vamos supor que
f(a) = g(a) = 0 e que as derivadas de f e g sdo continuas com g'(a) # 0. Note que o limite
f(z)

lim —~%
T—a g(aj)

¢ uma indeterminagao do tipo 0/0, pois f e g sdo continuas em = = a. Neste caso, vale o

seguinte
f(z) — f(a)
i 7@ Y@ = fle) (@—a) . w—a _fla)_ . f(2)
ivag(x) ava (z—a) (9(z)—gla)) ooag(x)—gla) g'(a) woag(a)

O raciocinio acima pode ser usado para resolver o limite (1). De fato, considerando
f(z) =In(z), g(z) = (x — 1) e a = 1, temos que f(1) = g(1) =0e ¢g'(1) = 1 # 0, de modo
que

! 1
lim In(z) = lim M = lim (In(z)) = lim £ = 1.
z—=1lg —1 T—a g(aj) z—1 (:L’ — 1)’ z—1 1

Na verdade, esta conta é uma caso particular de um resultado geral que enunciamos abaixo.



Teorema 1 (Regra de L’Hopital). Sejam f e g duas funcoes derivaveis tais que ¢'(x) # 0
para x proximo de a, exceto possivelmente em a. Suponha que

lim f(z) = limg(z) =0 ou que lim f(z) =400 e lim g(x) = +o0.

r—ra Tr—a rT—ra rT—ra

Enta
o lim M = lim f'(z)
Big) g

se o limite da direita existe (ou é 0o ou € —00). O mesmo resultado vale se substituirmos o

simbolo x — a, em todos os limites, por qualquer dos simbolos a sequir: © — a*, v — a~,

r — +00, x — —O0.

A Regra de L’Hopital simplesmente nos diz que o limite de um quociente é igual ao limite

do quociente de suas derivadas, desde que as hipdteses do teorema sejam satisfeitas.

T

Exemplo 1. Vamos calcular o limite lim . Para tanto, observe primeiro que temos

z—0 xX
uma indeterminacao do tipo 0/0, numerador e denominador sao derivéaveis e a derivada do
denominador é igual a 1, ndo podendo portanto se anular. Assim, podemos aplicar a Regra

de L’Hopital para obter

x—0 T z—0 ([L’)/ o z—0 ]_
Note que o numerador e — 1 nao permite fatoracoes evidentes que permitam simplificar o
quociente. Assim, a aplicacao do teorema foi uma maneira eficiente de calcular o limite. [

2
x
Exemplo 2. O limite lim — ¢ uma indeterminagao do tipo co /oo. Aplicando o teorema

x—+00 €
obtemos ) )
. . (=) . 2z
lim — = lim = lim —.
z—+oo e¥ —+00 (ex)/ z—+oo e¥

Note que o tltimo limite ainda é uma indeterminagao do tipo co/oo. Podemos entao aplicar
o teorema novamente para obter
x? 21 2

lim — = lim —= lim —=0.
z—+o0 e¥ z—+oo e¥ z—+o0 ¥

Nao é dificil generalizar o resultado acima no seguinte sentido: se p(x) = ag+a1x+-- -+

a,x" é um polindmio de grau n, entao n aplicacoes de L’Hopital nos fornece

lim p(z)

e

=0,

isto é, a fungao exponencial cresce mais rapido do que qualquer polindmio. [
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Exemplo 3. No limite lim n(z)
x

T—+00 \/_

, temos uma indeterminacao do tipo co/o0o. Assim,

. oIn(m) g
i Nz —fofwﬁ (2)

e recaimos em uma indeterminacao do tipo 0/0. Se aplicar o teorema novamente vamos

obter

. In(x) : .
lim = lim —— = lim
T—+00 \/E r—+00 —— T—+00

)
2\/x T z3/2
o que nao parece ser melhor. De fato, se continuarmos aplicando o teorema sempre vamos

1 _ 1
T 2

cair em uma indeterminagao do tipo 0/0. Isso nao quer dizer que o teorema esté errado,
tampouco que nao é possivel calcular o limite. De fato, podemos simplesmente manipular o
ultimo quociente em (2) como segue

1 1 2 2
T L e )
T—+00 €T T—+00 m r—+o0o I T—+00 \/5

Isso nos mostra que nem sempre a aplicacao do teorema é o melhor caminho. As vezes, uma

manipulacao algébrica nos leva mais rapidamente ao resultado esperado. [J
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Exemplo 4. No caso do limite lim ﬂ
z—0+ tan(§ — x)

nador para +o0o. Assim, temos um indeterminacao do tipo oco/oo. Todas as hipdteses do

, 0 numerador tende para —oo e o denomi-

teorema estao satisfeitas, de modo que podemos calcular

In(x) ,
—— = lim
z—0+ tan(§ — )  z—0t — sec?

(3)

& 1=

™
5= 1)
e cair em outra indeterminacao do tipo co/oo. Antes de aplicar o teorema novamente, vamos

escrever o lado direito de uma maneira mais conveniente

1 1 —cos?(Z —x
7H(I) = lim ——F—— = lim G )
z—0+ tan(§ — ) a—0t —sec?(§ — 1) a0t x
Agora, temos uma indeterminagao do tipo 0/0 e a regra nos fornece
] —cos?(T —x —2cos(Z —x)sen(Z —x
z—0+ tan(§ — x) 20+ x 20+ 1

Vocé pode, como exercicio, tentar aplicar L’Hopital diretamente no tltimo limite em (3)

para se convencer que a manipulagao que fizemos era realmente o melhor caminho. [

E importante ter em mente a necessidade de checar se estamos com uma indeterminacao
do tipo 0/0 ou co/oo quando vamos aplicar a regra. De fato, se a aplicarmos ao limite

lim, .- sen(x)/(cos(x) — 1) vamos obter

. sen(x)
lim — ) iy SR
emr— cos(z) — 1  z=r —sen(z)



em que usamos na ultima igualdade o fato do numerador se aproximar de —1 e o denominador

tender para zero por valores negativos. Ora, este resultado é claramente falso pois note que

sen(x) 0 0

1. = =
e cos(r)—1 —1-1

O que aconteceu aqui é que o limite original nao era sequer uma indeterminacao. [J.
Exemplo 5. Vamos agora tentar calcular o limite

li 1 .
g o 1nl)

Neste caso um dos fatores vai para zero, enquanto o outro vai para —oo, e temos portanto
um indeterminacao do tipo 0 X co. Nao é possivel aplicar L’Hopital diretamente. Em vez
disso, vamos inverter um dos fatores e dividir pelo inverso. Lembre que multiplicar por 2

equivale a dividir por 1/2. Assim,

8 =
Do

In(z)

= lim
z—0t -z z—0t X

lim zln(z) = lim
z—0t+ z—0t

8=

Observe que, embora o limite lim,_,o+(1/2)/(—1/2%) seja também uma indeterminagao em
que pode-se aplicar L’Hopital, a simplificacao feita no tdltimo passo nos leva ao resultado
diretamente.

Neste ponto, vale a pena fazer um pouco de contas e se convencer de que a igualdade

. . T
lim zIn(z) = lim ——,
z—0t+ z—=0t ——=

In(z)

embora correta, nao nos levaria a lugar algum. [

Exemplo 6. O limite lim,_,o+ 2% é uma indeterminacao do tipo 0°, j& que a funcao da base
e da poténcia vao para zero. Para analisar indeterminacoes com poténcias, recorremos a

igualdade y = ™®) valida para todo y > 0. Escrevemos

lim 2% = lim eln(w”) — lim ewln(w) — elimzﬁ(ﬁr zln(z) _ 60 — 17
z—07F z—07t z—07t

em que usamos o resultado do ultimo exemplo e a continuidade da fungao exponencial. [l.



