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Resumo

Nestas notas de aula apresentamos um problema de Teoria Ergédica que serd
uma das nossas principais motivacoes para o estudo de uma certa classe de pro-
cessos de Markov.

Este texto é baseado em resultados cléssicos da literatura de Formalismo Ter-
modindmico e nenhum contetido apresentado aqui é original.

1 Preliminares

Neste texto N denota o conjunto dos inteiros positivos, (M, d) serd sempre um espaco
métrico compacto arbitrario e X = MY. Podemos pensar em X como o conjunto de
todas as sequéncias tomando valores em M e representaremos um elemento génerico
x € X da seguinte forma x = (x1, s, ...), onde x; € M para cada i € N. Vamos munir
X da métrica dy, definida para cada par de pontos z,y € X pela seguinte expressao

 d(Tn, Yn
dx(z,y) = Z%
n=1

Exercicio 1. Mostre que a topologia induzida por dx coincide com a topologia produto

de X = MV,

Segue do fato enunciado no exercicio acima e do Teorema de Tychonof que (X, dy) é
um espaco métrico compacto.



Vamos denotar por C(X) o conjunto de todas as fungbes continuas definidas em X e
tomando valores em R. Ja que X é compacto a aplicagdo f — sup{|f(x)| : z € X} =
| flloo define uma norma em C(X) e (C(X), || - ||s) ¢ um espaco de Banach.

Para cada o € (0,1) denotamos por C%(X) o conjunto das func¢oes reais a-Holder
continuas, isto é, o conjunto de todas as funcoes f : X — R tais que

[f(z) — fW)l _

Um potencial continuo é simplesmente uma funcao continua f : X — R. Vamos
considerar também uma dindmica em X dada pela aplicacao de deslocamento para
esquerda o : X — X (também conhecida como shift), definida por

o(xy,x9,23,...) = (T2, T3, Tg,...).

Qualquer espaco métrico (M, d) tem uma estrutura natural de espago mensuravel em
que os conjuntos mensuraveis sao os elementos da o-algebra gerada pelas abertos de
M. Esta o-algebra é chamada de o-dlgebra de Borel de M e denotada por #B(M).
O suporte de uma medida de probabilidade p : (M) — [0, 1], notagdo supp(p) é o
conjunto formado pelos pontos m € M tais que p(V') > 0, para qualquer vizinhanga V
contendo m.

Exercicio 2. Seja (M,d) espa¢o métrico compacto e p : B(M) — [0,1] uma medida de
probabilidade. Mostre que supp(p) € sempre um subconjunto compacto de M.

2 Operador de Ruelle

Com intuito de definir o operador de Ruelle, no contexto desta notas, vamos fixar uma
medida de probabilidade p : (M) — [0, 1], que sera chamada de uma medida a priori.
Daqui em diante, vamos assumir sempre que supp(p) = M. Esta hipotese esta relacio-
nada a questoes técnicas da prova de um resultado que vamos enunciar mais a frente e
na maioria das aplicacoes esta condicao é naturalmente satisfeita. Por exemplo, se M é
um conjunto finito, tomamos p como sendo a medida de contagem normalizada. Ja no
caso em que M é um grupo compacto tomamos p como sendo a sua medida de Haar.

Fixada uma medida a priori p, definida sobre B(M), o operador de Ruelle associado
a um potencial f é o operador linear &5 : C(X) — C(X) que associa a cada funcao
¢ € C(X) uma fungdo Z%(p) que para cada x € X' é definida pela seguinte expressao

Zr(p)(x) = /M exp(f(az))p(ax)dp(a), onde ax = (a,x1,22,...). (1)

Exercicio 3. Fizada f € C(X). Mostre que a aplicagio © — Z;(p)(x) define uma
funcgao em C(X), para qualquer ¢ € C(X).



Um operador linear 7' : C(X) — C(X) é chamado de positivo se para toda fungao
continua ¢ > 0 temos que T'(¢) > 0.

Exercicio 4. Mostre que todo operador linear positivo T : C(X) — C(X) é limitado.
Isto é, existe uma constante K > 0 tal que || T(¢)|loco < K||¢||oo-

Exercicio 5. Mostre que o operador de Ruelle £, associado a qualquer potencial con-
tinuo f € um operador positivo. Conclua que o operador L : C(X) — C(X) é um
operador limitado.

Vamos denotar por C(X)* o dual topologico de C(X), isto é, o espago de todos os
funcionais lineares limitados definidos sobre C(X). A cada operador linear limitado
T :C(X) — C(X) esta associado um operador linear T : C'(X)* — C(X)*, chamado
de operador transposto de T, que satisfaz para todo u € C(X)* e p € C(X) a seguinte
igualdade T (1) () = (T ()

Usando o teorema de Riesz-Markov podemos caracterizar o dual topologico de C'(X) e
ter também uma representagao concreta do operador transposto do operador de Ruelle.

Antes de prosseguir introduzimos mais uma notagao, .#;(X), que serd usada para
designar o espaco das medidas sinaladas definidas sobre os borelianos de X'.

Teorema 6 (Riesz-Markov). Para cada funcional linear limitado F : C(X) — R existe
uma unica medida sinalada p € Ms(X) tal que

F(SO):/XsOdu, Vp € C(X)

Além do mais, se F(p) > 0 para toda funcao continua p > 0 (neste caso dizemos que F
é positivo) entdo pn € uma medida. Se o funcional F' € positivo e F'(1) =1, entdo temos
que [ € uma medida de probabilidade.

Observe que a cada p € #,(X) temos associado um tnico funcional linear limitado
F, : C(X) — R dado por F,(p) = [, ¢ du. Esta observacio juntamente com o Teorema
de Riesz-Markov mostra que existe uma bije¢ao linear entre C'(X)* e #(X'). De maneira
usual, definimos a norma de operadores de um funcional linear F' € C'(X)* pela expressao
| F|| = sup{|F(¢)| : ¢ € C(X) e ||¢|loc = 1}. O conjunto das medidas sinaladas .#Z;(X) é
também comumente visto como um espago normado, com a norma da variagao total ||-||7
que ¢ dada para cada pu € (X)) pela expressao ||p||r = |u|(X) = pt(X)+p~ (X), onde
o par (u*, ) é uma decomposi¢ao de Hahn-Jordan de . Munindo os espagos C'(X)*
e Ms(X) com a normas de operadores e da variagao total, respectivamente, podemos
mostrar que a bijecao linear mencionada acima ¢ na verdade uma isometria e portanto

Através do isomorfismo C(X)* =~ .#,(X) podemos pensar em £}, o operador trans-
posto do operador de Ruelle, como um operador linear que age no espaco das medidas



sinaladas .Z,(X). De fato, dada uma medida p € .#(X) temos que £ () é carateri-
zada como sendo a tnica medida sinalada satisfazendo

| edigiu= | 2ioran, veec)

Por causa do isomorfismo C'(X')* ~ .#(X) frequentemente escrevemos p(p) ao invés
de F,(¢). Com esta identificagdo podemos expressar a igualdade acima, usada para de-
finir % 11, da seguinte maneira 7 (11) () = u(Z5(v)) que é exatamente como definimos
o operador transposto algumas linhas acima.

Enunciamos a seguir um dos resultados mais importantes sobre o operador de Ru-
elle associado a um potencial f Holder continuo. Antes de apresentar este enunciado
convidamos o leitor a verificar o seguinte fato.

Exercicio 7. Se f é um potencial a-Hélder continuo para toda fungao ¢ € C*(X) temos
que Zr(p) € CY(X) ou seja, Lp(C(X)) C C(X).

Teorema 8 (Ruelle-Perron-Frobenius). Sejam (M, d) um espago métrico compacto e
p: B(M) — [0,1] uma medida de probabilidade (a priori) tal que supp(p) = M. Para
cada potencial f € C*(X) temos que:

1. existe um nimero real Ay > 0, uma fungao positiva hy € C*(X) e uma medida
AS %1<X> tais que gfhf = )\fhf, Vf(hf) =1le

Jim A" — vyl = 0
2. o espectro da restrigio Ly : C*(X) — C*(X), consiste de Ay e de um subconjunto
do plano complexo contido em um disco de raio estritamente menor que Aj.

A rigor Ay, hy e vy que aparecem no enunciado do teorema acima dependem da escolha
da medida a priori p. Como nao é nosso objetivo estudar a dependéncia destes, com
respeito a p, optamos por omitir esta dependéncia na notacao.

3 Principio Variacional da Pressao

Seguindo a referéncia [5], definimos a entropia de uma medida de probabilidade p pela

expresséo
(M) geg}*()(){ 08 Ag /Xg ,u} J

onde )\, é o autovalor maximal do operador de Ruelle .Z, agindo em C*(X).

Observamos que sob certas hipéteses em M e na medida a priori p podemos mostrar
que a entropia definida acima coincide com a entropia de Kolmogorov-Sinai, que é o
conceito de entropia empregado em varios textos classicos, para a formulacao do principio
variacional da pressdo topologica, veja |2, 6] para maiores detalhes.



Dizemos que uma medida g sobre Z(X) é invariante pelo shift o : X — X, se
para todo E € Z(X) temos u(c™'(F)) = p(E). O conjunto de todas as medidas
de probabilidade definidas sobre (X)) que sdo invariantes pelo shift é denotado por
My(X).

Alguns dos problemas centrais do Formalismo Termodinadmico estao relacionados ao
seguinte problema variacional

L {no+ [ raf

onde f é um potencial continuo fixado.
Uma medida p € #,(X) é chamada de um estado de equilibrio para um potencial f
se ela realiza o supremo no problema variacional acima, isto é, se

)+ [ fduzys;/lﬁx){h(V)Jr / de}- )

Vamos argumentar a seguir que para todo potencial f continuo o conjunto dos estados
de equilibrio para f é nao-vazio. Para provar este fato vamos mostrar inicialmente que
a aplicagdo #1(X) > v — h(v) é semicontinua superiormente. De fato, para cada
g € C*(X) fixada, temos que a aplicacdo . (X) 3 v — log Ay — [, g dv é continua. Dai

segue que
— inf log A, — dv y = h(v).
et o )

é semicontinua superiormente. Usando este fato podemos concluir que
My(X) DV h(l/)+/ fdv
X

¢ uma funcao semicontinua superiormente. Ja que .#,(X’) é um subconjunto compacto
e convexo na topologia fraca-* segue do principio do méximo de Bauer (veja [1, 4]) que
existe uma medida p € .#,(X) realizando o supremo em , ou seja, 4 ¢ um estado de
equilibrio.

Apesar do argumento abstrato dado acima ser bastante geral. Informacoes mais fi-
nas como unicidade e caracterizagoes dos estados de equilibrio exigem uma abordagem
diferente. A seguir enunciamos um teorema que mostrar como construir um estado de
equilibrio para potencias Holder continuos usando informacoes da anélise espectral do
operador de Ruelle associado a este potencial. Além do mais no caso em que o potencial
f é Holder também é possivel concluir que existe um tnico estado de equilibrio e que
esta medida é ergddica com respeito ao shift.

Teorema 9. Sejam (M, d) espaco métrico compacto, p : B(M) — [0, 1] uma medida de
probabilidade a priori tal que supp(p) = M e f é um potencial a-Hélder continuo. Entdo
existe um unico estado de equilibrio py para o potencial f. Além do mais py = hyvy,
onde hy e vy sao dados pelo Teorema @



No caso em que M é finito e p é a medida de contagem normalizada as referéncias mais
classicas para este resultado sdo o trabalho do Ruelle [7], onde o operador é introduzido,
e a referéncia [6]. A prova deste teorema no caso em que M = S' pode ser encontrada
em [3] e no caso em que M é um espaco métrico compacto genérico este resultado é
obtido em [5].

Um dos objetivos destas notas ¢ apresentar a teoria de semi-grupos de Markov agindo
em C(X) a fim de apresentar uma maneira alternativa para constru¢do de estados de
equilibrio.
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