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Resumo

Nestas notas sao apresentados alguns conceitos elementares da Teoria de Pro-
babilidade. Apresentamos a construcao da esperanca condicional, do movimento
Browniano e no final é dada a definicao de Processo de Markov como uma familia
de medidas de probabilidade indexada em um determinado espago métrico com-
pacto. Todo material apresentado aqui pode ser encontrado em texto basicos de
Teoria da Medida e Teoria de Probabilidade como [I], 2, 3, 4]. Para a parte de
Processos de Markov da ultima segdo utilizamos a referéncia [5].

1 Variaveis Aleatérias e Esperanca

Nestas notas usamos a notacao R para representar o conjunto dos nimeros reais exten-
dido, isto é, R = RU {—o00, +00}.

Definicao 1 (Variavel Aleatoria). Seja (2, F) um espago de medida ¢ A € F. Uma
varidvel aleatoria X em (Q,F) (v.a.) ¢ uma fun¢io X : A — R tal que para todo
B € #(R) temos

{welA: X(w) e Bfe ANF,

onde ANF denota a colecio de todos os subconjuntos de ) da forma ANF com F € F.

Observacao 2. A definicao nesta generalidade € necessdria por razoes técnicas em al-
gumas aplicacoes, mas para a discussao das propriedades bdsicas de varidveis aleatorias,
podemos supor que A = €.



Exercicio 3. Suponha que A = Q na Definicao [l Mostre que uma varidvel aleatéria é
uma fungao F-mensurdvel tomando valores em R.

Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade. Se X : Q — R ¢ uma variavel aleatoria
entao vamos usar a notacao

P(X € B)=P({w € Q: X(w) € B}).

Vamos usar a abreviagdo v.a. para nos referir a uma variavel aleatoria, assim ao invés
de escrever X : () — R é uma variavel aleatéria, vamos escrever simplesmente X é uma
v.a.. Quando X () C R vamos dizer que X ¢ uma v.a. real.

Proposicao 4. Se X uma v.a. real em (2, F,P) entao p: F — [0,1] dada por
u(B) = P(X(B)) = P(X € B)
¢ uma medida de probabilidade em (R, A(R)).

Demonstracao. Claramente p(B) > 0 para todo B € Z(R). Se {4, } ¢ uma sequéncia
de conjuntos mutuamente disjunta em Z(R) entao {X!(A,)} é uma sequéncia mutu-
amente disjunta em €2, portanto

[ (U An> =P <X1 (U An>> =P (U Xl(An)> =) P(X'(4,))
:ZN(AH)

Ja que X 1(R) = Q, temos que u(R) = 1 e isto encerra a prova de que p ¢ uma medida
de probabilidade. O

A medida de probabilidade p induzida pela v.a. real X, definida na proposi¢ao acima,
é frequentemente denotada por
p=PoX 1

Neste caso, a funcao distribuicao F' associada a medida p ¢ chamada funcao distribui-
cao de X, mais especificamente

F(2) = p((—o0,2]) = P(X < ).

Quando estivermos lidando com mais de uma v.a. usamos a notacao F'y para indicar
que estamos falando da funcao distribuicao de X.

Teorema 5. Seja (2, F) um espago mensurdvel. Se X é uma v.a. real e f : R — R
é uma fungao mensurdvel (com respeito a o-dlgebra de Borel), entao f(X) é uma v.a.
real.



Demonstracdo. Segue das propriedades de composigao de fungao que (f(X))"}(A4) =
(foX)™H(A4) = X"'(f~'(A)). Logo

(fo X)) (#BR) = X" (f(BR)) = X (LR)) CF.
O que completa a demostragao. O

Definigao 6 (Esperanca de uma variavel aleatoria). Seja X uma varidvel aleatdria em
um espaco de probabilidade (Q, F,P), XT = max{0, X} e X~ = —min{0, X} as partes
positiva e negativa de X, respectivamente. Suponha que

/X+dIP<+oo e /X_dIP’<+oo.
Q Q

Entao definimos a esperanca da varidvel aleatoria X como sendo

E[X] = /QX dP.

2 Independéncia

Independéncia é uma propriedade béasica de eventos e variaveis aleatoérias em varios
modelos de probabilidade. A definicao deste conceito é motivada pelo raciocinio intuitivo
de que a ocorréncia ou nao de um evento nao afeta nossa estimativa da probabilidade que
um evento independente ocorra ou nao. Apesar deste conceito ter um apelo intuitivo
¢ importante entender que independéncia em Teoria da Probabilidade é um conceito
técnico com uma definicao precisa e que deve ser verificada em cada modelo especifico
que estiver sendo estudado.

Certamente existem exemplos de eventos dependentes que nossa intuicao nos diz que
eles devem ser dependentes e exemplos que nossa intuicao diz que nao devem ser inde-
pendentes, mas que satisfazem a definicao. Assim devemos recorrer sempre a definicao
para termos certeza sobre a independéncia de determinados eventos.

Definicao 7. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade fizado. Os eventos A e B sdo
ditos independentes se

P(AN B) = P(A)P(B).

Definigao 8. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade fixado. Dizemos que os eventos
Ay, ..., A, sao independentes se

P (ﬂ&) =[[P4).  vIc{L... n}

iel i€l
Deve se observar que a condi¢ao de independéncia de eventos Aq,..., A, envolve a
verificacao de
n
n
5 =2"—-n—1
k
k=2



equagoes.

Definimos em seguida, o conceito de independéncia de uma quantidade finita de cole-
coes de subconjuntos de um espaco de probabilidade. Em grande parte das aplicagoes
vamos usar este conceito com cada colecao sendo uma o-dlgebra de conjuntos de 2.

Defini¢ao 9. Sejam (Q, F,P) um espaco de probabilidade fizrado e C; C F,i=1,...,n
colecoes de eventos. Dizemos que as colegoes C;’s sao independentes se para qualquer
escolha de Aq,..., A,, com A; € C;, i = 1,...,n, temos que os eventos Ay, ..., A, sdo
eventos independentes.

Prosseguimos apresentando um critério bastante tutil para provar independéncia de
uma quantidade finita de sub-o-dlgebras de F. Devido a sua importancia nesta secao,
vamos apresenta-lo na forma de um teorema.

Teorema 10. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade fizado. Se C; parai=1,...,n
é uma colegao (nao vazia) de eventos tais que

1. C; é um m-sistema,
2. C;, i1 =1,...,n sao independentes,
entao o(Cy),...,0(Cy,) sao independentes.

Demonstracao. A prova deste teorema serd feita por inducdo no numero de colecoes.
Primeiro mostramos que a tese do teorema se verifica para o caso n = 2. Fixe Ay € Cy
e defina

L={AcF:P(ANAy) =P(A)P(Ay)}.

Afirmamos que £ é um \-sistema. De fato, primeiramente temos que 2 € L pois,
P(Q N Ay) = P(A2) = P(Q)P(Az). A colegao L é fechada para complementacao pois,
para qualquer A € L, temos que

O que mostra que A° € L. Para encerrar a prova da afimarcao resta mostrar que se
{B,} uma colegao dois a dois disjunta em £ entdo U*, B, € L. Este fato segue das



seguintes igualdades

P (Ag N G Bn> = ]P (G(AQ N Bn))

n=1

WE

P (A, N B,)

1

3
I

[
WK

P(A;)P(By)

1

— P(4:) Y B(B,)

= P(4,)P <G Bn> .

Por hipotese C; C L e é um 7w-sistema. Como mostramos que £ é um A-sistema podemos
aplicar o Teorema de Dynkin para concluir que o(C;) C £. Como A, é arbitrario em Co
temos mostrado neste momento que as cole¢oes o(Cy) e Co sao independentes.

Agora fixamos A; € 0(C;). De maneira analoga definimos

3
Il

K={AecF:P(ANA) =P(AP(A)}

e podemos verificar que esté colegdo é um A-sistema. Como vimos acima, o(C;) e Cy sdo
independentes logo C, C K. Usando novamente o Teorema de Dynkin completamos a
prova do caso n = 2.

Claramente o passo de inducao pode ser feito utilizando a técnica apresentada acima
e assim o teorema esta provado. [

Defini¢ao 11 (Colegoes Independentes). Sejam (Q, F,P) um espaco de probabilidade e
I um congunto de indices arbitrdrio. As colegoes (de eventos) {C;}iecr sao independentes
se para todo J C I finito, temos que as colegoes {C} ey s@o independentes.

Corollary 1. Se {C;}ics € uma colecio de m-sistemas ndao-vazios e independentes, entdo
{o(C;) }ier sao o-dlgebras independentes.

2.1 Variaveis Aleatérias Independentes

Nesta secao apresentamos um dos conceitos mais importantes deste curso que é o de
v.a.’s independentes. Também sao apresentados nesta secao alguns critérios para inde-
pendéncia de v.a.’s.

Definicao 12 (o-algebra Induzida por uma v.a.). Sejam (2, F) um espago de mensu-
rdgvel e X uma v.a. definida 2. A o-dlgebra induzida por X, notagdo, o(X) € definida
como sendo a sub-o-dlgebra de F dada por

o(X):={XYB): Bc ZR)}.



Defini¢ao 13 (Variaveis Aleatorias Independentes). Sejam (2, F,P) um espaco de pro-
babilidade fizado e T um conjunto arbitrdrio de indices. Uma cole¢ao de varidveis aleato-
rias { X }er € dita independente se a cole¢ao de o-dlgebras {o(Xy) hier € independente.

Segundo nossa definicao uma colecao de v.a.’s é independente se as o-algebras indu-
zidas por elas sao independentes. Um caso particular interessante deste conceito ¢ dado
por uma colecdo de funcdes indicadoras de determinados eventos. Primeiro observe,
para qualquer evento A, que

o(14) = {0, A, A°, Q}.

Assim as v.a.’s 14,,..., 14, sao independentes, se e somente se, Ay,..., A, sao eventos
independentes.

Apresentamos abaixo um critério para independéncia de v.a.’s em termos de suas
fungoes distribuicao. Antes porém, vamos introduzir algumas notagoes.

Fixe um espago de probabilidade (2, F,P), um conjunto de indices T e uma familia
de v.a.’s {X;}ier. Para cada J C T finito definimos

Fy(zj,j€J)=P (ﬂ{xj < m) :

jeJ

Teorema 14. Fize um espaco de probabilidade (2, F,P) e um conjunto arbitrdrio de
indices T. Uma familia de v.a.’s {X;her € independente se, e somente se, para todo
subconjunto J C T finito temos que

FJ(ZL’j,j S J)ZH]P)(XJ SQZ']) VQT]' e R. (1)
jeJ
Demonstracao. Para demonstrar o teorema é suficiente provar que para todo subcon-
junto finito J C T temos que as v.a.’s {X,};es sdo independentes se, e somente se, vale
a condicao (|L)).
Para cada j € J, defina
z€eR

E imediato verificar que C; ¢ um 7-sistema e que o(C;) = o(X;). Observe que a condi¢io
¢ equivalente a dizer que {C;},c; é uma colecao de eventos independentes e portanto
segue do Teorema [10[ que as o-algebras {o(C;) = 0(Xj)},es sado independentes. O

Corollary 2. Uma colecao finita de v.a.’s X1,..., X, em um espaco de probabilidade
(Q, F,P) € independente se, e somente se,

P (ﬁ{xj < mj}> =P(X; <z1,..., X, < 2) = [[P(X < a5)

Jj=1

para todo (xy,...,1,) € R".



Defini¢ao 15 (Variavel Aleatoria Discreta). Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade.
Dizemos que uma v.a. X € discreta se X () € um subconjunto enumerdvel de R.

Corollary 3. Sejam (2, F,P) um espaco de probabilidade e X1, ..., X, uma colegio de
v.a.’s discretas com conjunto imagem comum igual a R C R. Sob estas condicoes a
colecao X1,...,X, € independente se, e somente se,

n

P(Xy=21,...,Xp=2,) = [[P(X;=2) ¥V (21,...,2,) € R". (2)

i=1

Demonstracao. Supondo que Xi,..., X, é uma familia de v.a.’s independentes temos
que o(X;),i=1,...,n é uma colegdo de o-algebras independentes. Ja que {X; = x;} €
o(X;) temos que {X; = z;},i = 1,...,n sdo eventos independentes e assim a condigao
é satisfeita.

Por questao de simplicidade vamos mostrar a reciproca para o caso n = 2. A prova
para o caso geral é obtida de maneira analoga. Sejam (z1,23) e (1, 7o) vetores em R2.
Considere a seguinte relagdo de ordem parcial em R?, (21, 20) =< (z1,22) se 2 < 11 e
23 < 9. Usando a condigao [2 temos para qualquer (z1, ;) € R? a seguintes igualdades:

P(X; <xq, Xy <9) = Z P(X; =21, Xo = 29)

(21,22)2(x1,72)
(21,22)€R2

— Z P(Xl = Zl)P(Xz = Z2>

(21,22) 2 (z1,22)
(Zl,ZQ)ERQ

— Z Z P(X; = z1)P(X5 = z9)

21<x1 22<T2

2Z1ER z2€R

= E ]P)(Xl = Zl) E ]P)(XQ = ZQ)
z1<x1 z29<w2
Z1ER 22€ER

= P(Xl S Il)P(XQ S l’g).

Usando o corolario anterior segue que X; e X5 sao independentes. ]

3 Esperanca condicional
Teorema 16. Sejam (0, F, 1) um espaco de medida finita, B uma sub-o-dlgebra de F e

v = plg. Para cada f € LY(Q, F,u) existe uma funcio g mensurdvel sequndo a o-dlgebra
B com g € L'(Q, B, v) tal que

/fdu—/gdu para todo E € B.
E E



Além do mais se ¢ € LY(Q,B,v) é uma oulra funcdo satisfazendo a igualdade acima,
entio g = g’ v-q.1.p.

Observacao 17. A funcgdo g cuja a existéncia € garantida no Teorema (16) é nosso
ponto de partida para apresentar a definicdo da esperanca condicional.

Demonstra¢ao. Vamos considerar inicialmente que f > 0. Sejan : B — [0,+00) a
medida definida por

n(E)= [ fdu. (3)

E
Note que se v(E) = 0 entao obviamente u(F) = 0, mas se u(E) = 0 entdo a integral
acima é igual a zero logo n(F) = 0, e assim temos que n < v. Dai segue do Teorema de
Radon-Nikodym que existe uma funcao B-mensuravel g : 2 — R tal que

n(E) = /Egdv (4)

Usando a hipotese f € LY(Q, F, u) e tomando FE = Q nas igualdades (3)) e (4) conclui-
mos que g € L'(Q,B,v). O Teorema de Radon-Nikodym garante que g ¢ unicamente
determinada v-q.t.p. e portanto o teorema fica provado no caso em que f > 0. No
caso em que [ toma valores reais basta repetir argumento apresentado acima para [T e

F 0

Defini¢ao 18. Sejam (2, F,u) um espago de probabilidade, f € LY (Q, F,u), B uma
sub-o-dlgebra de F e v = p|g. Dizemos que uma funcao B-mensurdvel g : 2 — R é uma
esperanca condicional de [ dada a o-dlgebra B, se

/fdu:/gdy para todo E € B.
E E

Como vimos acima o Teorema garante a existéncia de uma esperanca condicional
para toda f € L'(Q, F, ) e para toda sub-o-algebra B de F. Cada uma das fungoes g
satisfazendo a condicao acima é chamada de uma versao da esperanca condicional de f
com respeito a B. O Teorema também nos garante que quaisquer duas versoes da
esperanca condicional sao fun¢oes que diferem apenas em um conjunto de medida v nula.
J& que do ponto de vista de integracao a escolha de uma versao arbitraria da esperanca
condicional nao afeta nenhum célculo é comum tomarmos uma versao qualquer e denota-
la por E[f|B]. Ressaltamos que E[f|B] é uma funcao (E[f|B] :  — R) cujo dominio é o
conjunto €2 e toma valores em R. Na sequéncia apresentamos algumas de suas principais
propriedades.

Proposicao 19 (Linearidade da Esperanca Condicional). Sejam (2, F, 1) um espago
de medida finita, B uma sub-o-dlgebra de F e v = plg. Para todas f,g € L'(0, F,p) e
a € R temos que

E[f + ag|B] = E[f|B] + oE[g|B] v — q.t.p.



Demonstracao. Pela definicao de esperanca condicional temos

/(f +ag)dp = / E[f + ag|B] dv para todo E € B. (5)
B

E

Usando a linearidade da Integral de Lebesgue e a definicao de esperanga condicional de
f e g dado a o-algebra B, temos para todo E € B que

[urandn= [ finra [ gan= [EnBwa [ BB ©

Ja que o lado esquerdo em e @ Sa0 0S Mesmos temos

/ E[f + ag|B] dv = / E[f|B] d1/+a/ Elg|B]dv  para todo E € B.
E E E

Usando novamente a linearidade da integral e que E é arbitrario em B concluimos que
E[f + ag|B] = E[f|B] + aE[g|B] v — q.t.p.. O

A prova da préxima proposi¢ao é completamente analoga, mas repetiremos todos os
detalhes para que o leitor menos experiente va se familiarizando com o conceito da
esperanca condicional e suas propriedades.

Proposicao 20 (B-homogenidade da Esperanga Condicional). Sejam (€2, F, 1) um es-
paco de medida finita, B uma sub-o-dlgebra de F e v = plg. Se f € LY(Q, F,p) eg é
uma funcao B-mensurdvel entao

E[fg|B] = gE[f|B] v — q¢.t.p.

Demonstracao. Suponha que inicialmente que g = xr para algum F € B. Da definicao
de esperanca condicional temos

/E Fxr dp = [E E{f xr|B] dv (7)

para todo £ € B. Como estamos supondo que F' € B, temos que E N F € B logo,
aplicando novamente a definicao da esperanca condicional obtemos

fxr du = fdu= E|f|B|dv = FE|f|B] dv. 8
/E Xr Iu /;OF /E"QF [ ’ ] . /EX [ ’ ] . ( )
De (7)) e segue que

/ E[fxr|B]dv = / xrE[f|B] dv, para todo E € B.
E E

Logo E[fxr|B] = xrE[f|B] v-q.t.p. e isto prova o teorema para o caso g = xp.
Vamos mostrar agora o teorema no caso em que g é uma funcao simples B-mensuravel.
Suponha que sua representacao padrao seja g = Z;;l a;jXg;, onde a; € R e E; € B para



todo j = 1,...,n. Pela linearidade da esperanca condicional e pela propriedade que
acabamos de demostrar acima, uma indugao mostra que as seguintes igualdades sao

verdadeiras
(Z ajx, ) /B

Resta agora estabelecer este fato para fungoes g € L'(), B, v). Primeiro vamos mostrar

que ¢é suficiente provar a proposicao para f e g nao negativas. De fato, assuma que o
teorema seja valido para f, f~ € LY (Q, F,u)egt, g~ € LY(Q,B,v). Jaque f = fT—f~
e g=g" — g temos que

ElgfIB]=Elg"f" =g [T =g [ +g [ |B]
Elg"f7|B] - Elg f"[B] - E[g" f~|B] + E[g" f~|B]
TE[fTB] - g E[f"|B] — ¢"E[f"|B] + g E[f"|B]
= (9" — g E[fTB] = (¢" — g7 )E[f"|B]
= gE[f7|B] — gE[f~|B]
= g(E[f7|B] - E[f|8])
= gE[f|B].

Portanto so resta mostrar que a proposicao ¢ verdadeira para f € L'(Q,F,pu) e g €
LY(Q, B,v) ambas nao negativas. Observamos que existe uma sequéncia g, : Q@ — R
monoétona crescente de funcoes simples B-mensuraveis tal que g, T ¢g. Ja que f > 0
podemos afirmar que g, f T gf. Pela definicao de esperanca condicional

E[gf|B] =

= ZajE[XEjf’B] = ZGjXEjE[f’B] = gE[f|B].
j=1 j=1

/ gnfdp = / Elgn f|B] dv, para todo E € B. (9)
E E

J& sabemos que para toda fungao B-mensuravel g, simples que a seguinte igualdade é
verdadeira E[g,, f|B] = g,E[f|B]. Como f > 0 é imediato verificar que E[f|B] > 0, assim
g.E[f|B] 1 gE[f|B] o que nos permite aplicar o teorema da convergéncia monotona em
ambos os lados de (@ e concluir que para todo E € B.

/ngduIJLIgO[EgnfdMIJLH;O/JEQnE[fIB] du:/EgIE[f\B] dv

Observando que a integral mais a esquerda da igualdade acima é, por definicdo de
esperanca condicional, igual a [, E[gf|B]dv e que esta igualdade é valida para todo
E € B concluimos que E[gf|B] = gE[f|B] v-q.t.p. e assim estd completa a prova da
proposicao. O

Proposigao 21 (Monotonicidade da Esperanga Condicional). Seja (2, F, 1) um espago
de probabilidade. Se f,g € L' (0, F, ) sao tais que f < g e B é uma sub-o-dlgebra
qualquer de F entdo E[f|B] < Elg|B] v-q.t.p., onde v = p|s

10



Demonstracao. Pela definicao da esperanca condicional temos

/E[f|l3’]dl/:/fdug/gd,u:/EMB]dy, para todo E € B.
E E E E

De onde segue o resultado. O]

Teorema 22 (Teorema da Convergéncia Mono6tona para Esperanca Condicional). Seja
(Q, F, ) um espago de probabilidade, B uma sub-o-dlgebra de F e v = plg. Se f, :
Q — [0,00] € uma sequéncia de fung¢oes B-mensurdveis tal que f, T f p-q.t.p. entdo

ELfal F] T E[fIF] v-¢.t.p..

Demonstracao. Por linearidade e monotonicidade da esperanca condicional temos

Og/]E[f]B]dl/—/E[fn\B]du:/fdu—/fndu. para todo E € B.
E B B B

Como [, E[f,|B]dv é uma sequéncia de nimeros reais nao decrescente e limitada ela
possui limite. Assim podemos tomar o limite quando n vai a infinito em ambos os lados
da desigualdade acima e concluir usando o Teorema da Convergéncia Mono6tona, no lado
direito, que

0< / E[f|B] dv — lim / E[f.|B]dv =0 para todo E € B.
E n—oo E

Ja que E[f,|B] ¢ uma sequéncia mondtona de fungoes, existe o limite lim,, . E[f,|B](w)
v-q.t.p. Logo podemos aplicar novamente o Teorema da Convergéncia Mono6tona na
desigualdade acima e concluir que

/ E[f|B]dv = / lim E[f,|B]dv  para todo E € B.
E En—)oo

Desta forma acabamos de mostrar que E[f,|B] 1 E[f|B] v-q.t.p. O

Exercicio 23. Prove a chamada propriedade de contracao para a esperanca condicional.
Seja (Q, F, ) um espaco de probabilidade, B uma sub-c-dlgebra de F, v = ulg e f €

LY(Q, F,u). Mostre que
[ [Ets18)av < [ 1714
Q Q

Teorema 24 (Convergéncia Dominada para Esperanga Condicional). Seja (Q, F, i) um
espaco de medida B sub-o-dlgebra de F e v = u|g. Suponha que f, : Q — [0, +00) seja
uma sequéncia de funcgoes em L'(Q,F,u) que converge p-q.t.p. para f : Q — R. Se
existe uma funcao integrdavel g : Q — R tal que | f,| < g para todo n € N, entao

lim B{f,|B] = E[fIB] v = ¢.L.p.

11



Demonstracao. Seja hy, : Q — [0, +00) uma sequéncia de fungées dada por

hn(w) = sup |f(w) = fi(w)].

{jeN:n<j}

Observe que para todo n € N temos h,11(w) < hp(w) e hp(w) < |f(w)] + |g(w)]. Desta
duas propriedades podemos concluir que (|f| + |g| — hn) T (|f| + |g]) p-q.t.p.. Pelo
Teorema 22| (convergéncia monodtona) segue que

E[(1f]+[gl = ha)IB] T E[(If] + [gD|B] v —q.t.p.

Usando a linearidade e monotonicidade da esperanca condicional segue da observagao
acima que E[h,|B] | 0. Usando novamente a monotonicidade obtemos

[E[f1B] — E[f,|B]| < E[If — ful|B] < E[h|B] L 0 v — q.t.p.
O

Proposicao 25. Sejam (2, F, ) um espago de medida f : Q@ — R uma fun¢ao F-
mensurdvel, o/ C B C F o-dlgebras, v = p|g e n = plo. Entao E[E[f|B]|«/] = E[f|.<]
n-q.t.p..

Demonstracao. Por definicao da esperanca condicional temos

/FE[E[f\BHd] dn = /FE[ﬂB] dv, para todo F' € .

Como F' também é um conjunto B-mensuravel segue novamente da definicao de espe-
ranca condicional que

/E[f\B]dV:/fdu, para todo F' € .
P F

Das duas igualdades acima, temos que

/fdu:/E[E[ﬂBHszf] dn, para todo F' € <.
F F

Da unicidade n-q.t.p. garantida pelo Teorema [16| segue que o lado direito da igualdade
acima ¢é igual a E[f|.<] n-q.t.p., o que prova a proposicao. ]

4 O Movimento Browniano

Esta secao ainda esta sob preparacao. A construcao que vamos apresentar é baseada em
alguns fatos elementares sobre espacos de Hilbert e segue de perto o texto disponivel no
link abaixo:
http://wwwf.imperial.ac.uk/"mdavis/course_material/spl/BROWNIAN_MOTION.PDF
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5 Processos de Markov

No que segue (X, d) denota um espago métrico compacto arbitrario. Recomendamos o
leitor a ter em mente o espago X como na Parte 1 destas notas. Para definir um processo
de Markov vamos considerar o seguinte conjunto

D[0,00) = {n € X% . p possui limite a direita e é continua a esquerda}.

O conjunto D[0, co0) munido da o-algebra F = o (m; : t € [0,00)), gerada pelas projecoes
m : D[0,00) — X, onde m(n) = n(t), para cada t € [0,00) é chamado espaco de
Skorohod. E muito comum na literatura se referir ao conjunto D(0, o0] como o conjunto
das fungoes cadlag a valores em X.

Uma das propriedades fundamentais da definicao de processos de Markov envolve a
chamada propriedade de Markov. Para dar sua definicao precisa necessitamos considerar
uma familia de sub-o-algebras de F definidas como segue. Para cada t > 0 fixado
denotamos por F; = o (s : s € [0,t]) a o-algebra de subconjuntos de D[0,00) gerada
pelas projecoes 7, com s € [0, t].

Para cada t € [0,00), definimos um operador (de translacao no tempo, ou shift)
7 : D[0,00) — DJ[0,00), dado por (7:(n))(s) = n(s + t), ou seja, para cada s € [0,00),
Ts(7(1)) = Tore(n)-

Exercicio 26. Mostre que para todo t > 0 a aplica¢io 7, : D[0,00) — D[0,00), definida
acima, € F-mensurdvel.

Definicao 27 (Processo de Markov). Um processo de Markov é uma familia de proba-
bilidades (P*),ex definidas em F que satisfaz as sequintes condigoes:

1. Para todo x € X, temos que Px({n € DI[0,00) : mo(n) = ;p}) =1;
2. Para todo A € F, a aplicagio x — P*(A) é B(X)-mensurdvel;

3. Para todo x € X e para todo A € F, temos P* (1, ' (A)|F) (n) = P™(A) para n
em um conjunto de medida 1 com respeito a P*.

Dado um processo de Markov (P*),cx podemos definir para cada elemento z € X', um
espaco de probabilidade (D|0, 00), F,P*). Se Z : D[0,00) — R ¢ uma varidvel aleatoria
neste espago, definimos a esperanga de Z, notacao E*[Z], como sendo a seguinte integral
de Lebesgue (caso exista)

E*[Z] = / Z dP”.
DJ0,00)
Caso a integral acima nao exista dizemos que Z nao tem esperanca bem definida.

Na sequéncia destas notas vamos adicionar algumas hipoteses aos processos de Markov
a fim de obter uma bijecao entre tais processos e os chamados semi-grupos de Markov
agindo em C(X).
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