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Resumo

Nestas notas sao apresentadas algumas das propriedades bésicas dos processos de
Markov, introduzidos na Parte 2, e também a defini¢do de semi-grupos de Markov.
Um dos principais resultados destas notas é o teorema de existéncia de medidas
invariantes para semi-grupos de Markov. Estas notas sao baseadas nas referéncias
2, [4].

1 Processos de Markov e Semigrupos

Vamos comecar lembrando a definicao de um Processo de Markov.

Definicao 1 (Processo de Markov). Um processo de Markov é uma familia de medidas
de probabilidade (P*),cx definidas em F que satisfaz as sequintes condigoes:

1. Para todo x € X, temos que Px({n € D[0,00) : mo(n) = l’}) =1;
2. Para todo A € F, a aplicagio x — P*(A) é B(X)-mensurdvel;

3. Para todo v € X e para todo A € F, temos P* (1, ' (A)|F) (n) = P™(A) para n
em um conjunto de medida 1 com respeito a P*.

A seguir vamos introduzir um operador que sera muito importante para fazer a ligacao
entre os processos de Markov e os semi-grupos de Markov. A definicao deste operador é

a seguinte.



Definig¢ao 2 (Operador S(t)). Suponha que para cada x € X fixado exista um espago de
probabilidade (D]0,00), #,P*) associado a este elemento. Entdo para qualquer fungdo
continua f € C(X) et > 0 podemos construir uma nova fun¢ao S(t)f : X — R dada
pela sequinte expressao

S(t)f(x) = E*[f om] Ve e X.

Observamos que sem hipoteses adequadas na familia (P*),cy é extremamente duro
extrair qualquer informacao sobre a regularidade da funcao S(t)f, mesmo que f seja
continua. Porém podemos afirmar que para cada t > 0 a aplicacao f +— S(t)f define
uma transformacdo linear de C(X) em F(X.,R) = {f : X — R : f ¢ uma funcao} e
portanto S(t)(C(X)) é um subespago de F'(X,R). Mas sem informagoes adicionais sobre
a familia (P*),cy, é praticamente impossivel fazer afirmagoes interessantes a respeito
deste subespaco.

Exercicio 3. Mostre que se (P*),cx € um processo de Markov entdo para todo t > 0
temos que S(t)C(X) C A (X,R), conjunto de todas as fungoes reais B(X)-mensurdveis.

A discussao acima motiva a seguinte definicao.

Definicao 4 (Processos de Feller). Um processo de Markov (P*),cx sobre X serd cha-
mado de um Processo de Feller sobre X se para cada t > 0 o operador linear S(t)
obtido na Defini¢ao |3 € tal que S(t)f € C(X) para toda f € C(X). Em outras palavras
S(t)C(X) C C(X).

Note que se (P*),cx é um processo de Feller em X, entao a aplicacdo
z — E”* [f @) 7Tt]
¢ continua para cada f € C(X) e t > 0 fixados.

Exercicio 5. Seja (P?),cx € um processo de Markov em X. Mostre que se f: X — R
é uma funcio B(X)-mensurdvel e limitada, entdo para todo t,s > 0 a aplicagdo

D(0,00] > ¢ = E™=O[f o]
é F -mensurdvel.

Proposicao 6. Suponha que (P*),cx € um Processo de Feller sobre X. Entao a familia
de operadores lineares {S(t) : t > 0} em C(X), tem as sequintes propriedades:

1. S(0) = I, operador identidade de C(X);
2. A aplicagao t — S(t)f é continua a direita para toda f € C(X);
3. S(t+s)f =S(t)S(s)f para toda f € C(X) et,s > 0;

4. S(t)1 =1 para todo t > 0;



5. S(t)f >0 para toda f >0 et >0.

Demonstracao. Prova do item (1). Para todo ¢ € D[0,00) temos

fomo(C) = Limy)=23(€) - f 0 m0(C) + Limo() 2} (€) - f © T ().

Ja que (P*),cx é um Processo de Feller segue do item (1) da Defini¢ao[I|que 1 ()20} (¢) =
0 quase certamente com respeito a P*. Por outro lado, 1{)=2}(¢) fom(¢) = f(z) para
quase todo (, com respeito a P*. Assim temos

S(0)f(x) = E*[f o mo]
= /D[O : [1{W0(C)=x}(c>f07m(<) + 1{W0(C)#x}(g)fo7To(O] dP*(()

_ /D @@

= f(=).

O que prova que S(0)f = f.

Prova do item (2). A prova apresentado a seguir é inspirada na Se¢ao 1 do Capitulo IX
de [7]. Para provar que o item (2) é verdadeiro, temos que mostrar que fixada qualquer
fungao f € C(X), t >0 e dado € > 0, existe § > 0 (que pode depender da escolha de f
e t) tal que para todo s > 0 satisfazendo 0 < s — ¢t < ¢ temos

sup [S(t) f(x) = S(s)f(2)] <e.

zeX
Para facilitar a exposicao, vamos dividir a prova deste fato em duas partes. Na primeira
parte vamos provar uma afirmacao aparentemente mais fraca que é a seguinte: fixados
felCX),t>0ex e X vamos mostrar que dado € > 0, existe § > 0 (que pode a
principio depender de f, ¢t e x) tal que para todo s > 0 satisfazendo 0 < s —t < §
temos |S(t)f(x) — S(s)f(z)| < e. A segunda parte consiste em mostrar que podemos
aplicar um resultado elementar da Teoria de Hille-Yosida para semigrupos em espagos
de Banach para concluir a partir da primeira parte que o item (2) é verdadeiro.

Seja {s, : n € N} uma sequéncia de ntmeros reais tal que s, | t, quando n — oc.
Considere a sequéncia de fungoes ¢, : D[0,00) — R dada por ¢, = fom,, . Ja que
toda fungao em D[0, 00) é continua pela direita, temos que ¢,(¢) — f o m((), quando
n — oo, para todo ¢ € D0, 00). Como estamos assumindo que f € C(X) temos que ¢,
¢ uma sequéncia de fungoes .#-mensuraveis uniformemente limitada por || f||-, portanto
segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

S(sn)f(a) = E°[f o m,, ] = B[] == E*[f o m] = S(1) f ().

Ja que {s, : n € N} é uma sequéncia arbitraria satisfazendo s, | t, segue que dado
e > 0, existe 6 > 0 (que pode a principio depender de f, t e x) tal que para todo s > 0
satisfazendo 0 < s — ¢t < § temos |S(t) f(xz) — S(s)f(x)| < e.



Para finalizar a prova do item (2) desta proposi¢ao a ideia ¢ usar a implicagao (1)==(2)
do Teorema [17, uma vez que o item (2) do Teorema [I7] com B = C(X) é exatamente o
(ue queremos provar.

Como X é um espaco métrico compacto, dado um funcional linear continuo F' :
C(X) — R sabemos do Teorema de Riesz-Markov que existe uma tnica medida de
Radon sinalada y tal que para toda f € C(X) temos F(f) = [, fdu. Para qualquer
sequéncia {s, : n € N} tal que s, | t provamos acima que S(s,)f converge pontualmente
para S(t)f como esta sequéncia de fun¢oes é uniformemente limitada, segue do Teorema
da Convergéncia Dominada que

[F(S(sn)f) = F(S()f)] =

/X[S(Sn)f(x) —S(t)f(x)] du(x) 7%,

Como {s, : n € N} é uma sequéncia arbitraria satisfazendo s,, | t podemos concluir que
para todo funcional linear continuo F': C(X) — R e para toda fun¢io f € C'(X') temos

lim [F(S(s)f) = F(S(t)f)] = 0
s—tt
que é exatamente o item (1) do Teorema [17| e portanto a prova do item (2) desta
proposicao esta encerrada.
Prova do item (3). Afirmamos que basta mostrar para todo B € #B(X), v € X e
t,s > 0 que a seguinte identidade é valida:

E*[1g o mys] = / Em(o[lB o ] dP*((). (1)

DJ[0,00)

De fato, para toda fungao simples ¢ : X — R temos da identidade acima e da linearidade
da integral de Lebesgue que

B[ 0 ms] = / E*O o ] dP*(C).
DJ[0,00)

Note que toda fungdo f : X — R continua e nio-negativa é necessariamente Z(X)-
mensuravel. Logo podemos usar um teorema classico da Teoria da Medida (ver Teorema
que garante a existéncia de uma sequéncia monotona crescente {p, : n € N} de
funcoes simples tal que ¢,, T f. Pela monotonicidade da esperanca temos que a sequéncia
de funcdes ¢ +— E™[p, o m] é também uma sequéncia mondtona nio-decrescente de
fungbes .#-mensuraveis. Para cada ( fixado segue da monotonicidade da sequéncia
{©, : n € N} e do Teorema da Convergéncia Monétona que E™(©)[p, om,] — E™O[for,]
pontualmente. Aplicando novamente o Teorema da Convergéncia Monétona podemos



verificar que

E*[f o mips] = nh_{gO E*[¢n o miys]
= lim E™(©[p, o m,] dP*(C)

n—oo D[0,00)

= / lim E™©[p, o 7] dP*(C)
DJ[0,00)

n—oo

B / ]EW(C)[ lim @, o 7 ] dP*(()
DJ[0,00)

n—o0

— / E™©O[f o m,] dP*(C).
DJ0,00)

Por definicao temos que S(s)f(¢) = E¢[f o 7] e portanto S(t)(S(s)f)(z) é exatamente
o extremo direito da igualadade acima. Por definigao S(t+ s)f(x) é o extremo esquerdo
da igualdade acima e portanto o item (3) é verdadeiro para toda fungdo f continua
nao-negativa. Ja que uma funcgado continua f arbitraria pode ser escrita como diferenca
de duas fungoes nao-negativas f = f* — f~ segue da linearidade dos operadores {S(t) :
t > 0} que o item (3) é verdadeiro para qualquer fun¢ao continua. Agora resta mostrar
que a identidade ¢ verdadeira para encerrar a prova do item (3). A prova deste fato
é baseada na propriedade (3) da defini¢do de um Processo de Markov em X'. Primeiro
observamos que E*[1gom, ;] = E*[lgomsor| = E”C[lws_l(B) o). Em seguida, usamos uma
propriedade elementar da esperanca condicional e o item (3) da definigdo de Processo
de Markov para provar que

Ew[lﬂ;1(3) o] = EI[Em[]-W;l(B) o 1¢|.Z]

_ /D[o P BDIF)O ()
_ /D ) )P”t(C)(ﬂs_l(B))dpx(o
_ / E™O[1 0 ] dP*(C).

DJ0,00)

Como o lado esquerdo da igualdade acima é igual E*[1507,,] segue que é verdadeira
para todo conjunto B € B(X), x € X e s,t > 0.

Prova do item (4). Para cada ¢ > 0 temos diretamente da defini¢do do operador S(t)
e das propriedades elementares da esperanca que S(¢)1(x) = E*[1om) = 1.

Prova do item (5). Se f > 0 segue da monotonicidade da esperanga que S(t)f(z) =
E*[f o m] > 0 e assim encerramos a prova da proposigao. ]

Definicao 7 (Semigrupo de Markov). Uma familia {S(t) : t > 0} de operadores lineares
em C(X) € chamada de Semigrupo de Markov em C(X) se ela satisfaz as propriedades
(1)-(5) da Proposigio [6,



Proposicao 8. Se {S(t) : t > 0} € um semigrupo de Markov em C(X) entdio fizada
f e C(X) a aplicacio t — S(t)f € uniformemente continua.

Demonstracao. Pelo item (4) da Proposigao |§] temos que na norma de operadores
1SNl eccxy = sup{||S(t) fllo : I flle = 1} = 1. Usando este fato e a propriedade
de semigrupo (item (3) da Proposi¢io[f]) temos que

St +e)f = SO fllecwy = ISOISE)f — Lf]llecy)
< [ISOlcy - 1SE)f = fllewy)
= ||S(e)f - fH,c(C(X))-

Para finalizar basta usar a propriedade (2) da Proposicao @ O

Uma fato importante sobre os semigrupos de Markov em C'(X') é que eles correspondem
a processos de Markov em X', o que pode ser visto como uma reciproca da Proposicao
[6]l Desta forma o problema de se construir um processo de Feller pode ser reduzido ao
problema de construir o semigrupo correspondente. A prova do seguinte teorema pode
ser encontrada no Capitulo 1 de [I] ou no Capitulo 1 de [3].

Teorema 9. Suponha que {S(t) : t > 0} € uma semigrupo de Markov em C(X). Entao
existe um unico processo de Markov {P* : x € X'} tal que

S()f(z) =E*[f om]
para toda f € C(X), € X et > 0.

Demonstracao. Incluir esta prova. ]

Seja ., (X) o conjunto das medidas de probabilidade de Borel sobre X. Vamos munir
A1 (X) da topologia da convergéncia fraca. Com respeito a esta topologia uma sequéncia
{tn, : m € N} C #1(X) converge fracamente para u € #,(X), notagdo p, — [ se, e
somente se, para toda fun¢ao f € C(X) temos

/deunm/xfdu.

No caso em que X é espaco métrico compacto temos o seguinte resultado que garante
a topologia fraca no espago das medidas de probabilidade de Borel é metrizavel e além
do mais este espago munido desta topologia ¢ um espago métrico compacto. Uma prova
desta fato pode ser encontrada em [B, p. 45].

Teorema 10. Se (X, d) € espaco métrico compacto se, e somente se, M1(X) € compacto
na topologia fraca-x.

Defini¢ao 11. Suponha que {S(t) : t > 0} seja um semigrupo de Markov em C(X).
Dada p € A1(X) definimos uS(t) € #1(X) pela sequinte relagao

/X f dlus(t)] = /X S@fdu  Vfe o). 2)



A medida de probabilidade pS(t) é interpretada como a distribuicdo no tempo t do
processo quando a distribuicao inicial é dada por pu.

Ja que o dual topologico de C'(X') é isomorfo ao espago das medidas de Radon sinaladas
podemos pensar no dual do operador S(t) : C(X) — C(&X) como sendo um operador
linear S*(t) que age no espaco das medidas sinaladas. Como S(t) é um operador positivo
e S(t)1 =1 temos que S*(t)(#1 (X)) C #1(X). Usando o Teorema de Riesz-Markov é
facil ver que S*(t)u = uS(t).

A maior parte deste texto serd dedicada a provar teoremas de existéncia e unicidade
de limites fraco-* de pS(t) quando ¢ — oo para semi-grupos originados por sistemas de
particulas interagentes. Um passo importante neste estudo ¢é a identificacao do conjunto
dos pontos de acumulacdo na topologia fraca de sequéncias da forma {uS(t,) : n € N},
onde {t, : n € N} é uma sequéncia arbitraria de nimeros reais ndo-negativos tal que
t, — 0o, quando n — oo.

Defini¢ao 12. Uma medida de probabilidade p € A1(X) é chamada de invariante para
um processo de Markov com semigrupo associado {S(t) : t > 0} if uS(t) = p para todo
t > 0. A colegao de todas as medidas invariantes serd denotada por & .

Proposicao 13. Seja {S(t) : t > 0} um semigrupo de Markov em C(X'). Entdo temos

1. p € 9 se, e somente se, para toda f € C(X) et >0 temos

[ swgdn= [ sin

2. F € um subconjunto compacto e convero de My (X).

3. Se S, denota o conjunto dos pontos extremais de &. FEntao & é o fecho da
envoltdria convexa de Z,.

4. Se para algum p existe o limite limy o, pnS(t) = v entio v € S.

5. Se para alguma sequéncia {T,, :n € N} com T,, T 00 e pp € A, (X) existe o limite
I
—/ nS(t)dt 22> v,
T, Jo

entao v € &.
6. & ¢ nao-vazio.

Demonstragao. Prova do item (1). Segue diretamente de (2)), defini¢ao de pS(t).



Prova do item (2). Sejam u,v € . e A € [0,1]. Pelo item (1) e pelas propriedades
elementares da integral de Lebesgue temos para toda f € C(X) que

/XS(t)f d[)\,u+(1—)\)y]_A/)(S(t)fdu+(1—A)/)(S(t)fdu

:A/dequ(l—)\)/dey
:)\/de[/\,u+(1—>\)1/].

O que mostra que A\ + (1 — \)v € & e portanto .# é convexo. Ja que #;(X) é um
espaco de Hausdorff é suficiente mostrar que .# é fechado em ., (X) (que é compacto
na topologia fraca) para concluir que .# é compacto. Para mostrar que este conjunto é
fechado argumentamos como segue. Se f € C(X) entao temos diretamente da defini¢ao
de semigrupo de Markov que S(t)f € C(X). Portanto para toda sequéncia {u, : n €
N} C .7 tal que u,, — p, temos das defini¢oes do conjunto .# da convergéncia fraca que

[ rdn = [ s@fdu, =% [ s dn
X X X

Da unicidade do limite fraco segue que

[ rau= | swran

e portanto temos do item (1) que u € .# o que mostra que o conjunto .# é um subcon-
junto compacto de .#;(X).

Prova do item (3). A prova do item (3) segue do item (2) e do Teorema de Krein-
Milman, veja Teorema

Prova do item (4). Segue da definigdo de convergéncia fraca, equagao e da propri-
edade de semigrupo que para todo s > 0 as seguintes igualdades sao verdadeiras

[ seipar=tim [ serause) = i [ @S

t—o00 X

t—o00

=lim [ S(t+s)fdu
X

=lim [ S(t)fdu

t—o00

t—o00

- [ rav

Aplicando novamente o item (1) segue que v € .# o que prova o item (4).

=thﬂM®M



Prova do item (5). A ideia da prova deste item é semelhante a do item anterior. Por
questao de conveniéncia vamos denotar por v, a medida de probabilidade definida para
cada B € #(X) por

I
vn(B) = - / 1S(£)(B) dt.
T, Jo
Usando o Teorem e o Teorema da Convergéncia Dominada temos para qualquer
f € C(X) a seguinte igualdade

/X fav, = 7 /0 B { /X / d[uS(t)]] it. (3)

J& que v, converge fracamente para v temos da identidade , da propriedade de semi-
grupo, Teorema da mudanca de variaveis, para qualquer fungao f € C(X) e s > 0, as
seguintes igualdades

/X S(s) dv = lim [ S(5) dv, = Jim 1 /0 " [ /X S(s)f d[usu)ﬂ dt

n—00 n—oo 1,

Y
:TLILHE}OE/O [LS(s+t)fdu] dt

Thn+s
/ [ / S f dﬂ} dt. (4)
s X
Ja que T, T oo afirmamos que

Tn+s Th
JEEOT%/S UX S(t)fdu] dt:gg@%ﬂ/{) UX S(t)fdul dt. (5)

Para provar a afirmacao, vamos considerar a fun¢ao ¢ : [0,00) — R dada por

g B
5=

=1
n—

o= [ sfdn
X
Note que é verdadeira se, e somente se,

1 Tpts T
nlglgoﬁ [/s o(t)dt —/O gp(t)dt} =0

Mas este fato segue das propriedades elementares da integral de Lebesgue e da cota
superior sup{|p(t)| : t > 0} < ||f|loo, uma vez que

1 Th+s Th 1 s Th+s
r}grx;oﬁ /S gp(t)dt—/o gp(t)dt‘ = nhjEOﬁ /0 o(t)dt — /n cp(t)dt‘
< i 250l
n—o00 n
= 0.



Usando em , em seguida as equagoes e obtemos

/)(S(s)fdyzglngo%n/oT7l [/XS(t)fdu} dt

Usando novamente o item (1) concluimos a prova do item (5).

Prova do item (6). Pela compacidade de .#;(X) podemos afirmar que para cada
medida de probabilidade p € #;(X) podemos encontrar uma sequéncia 7,, T oo de
nlimeros naturais tal que a sequéncia de medidas de probabilidade dada por

1 n
= / pS(t) dt
n Jo

possui a seguinte subsequencia

1 (T

convergindo fracamente para alguma medida de probabilidade v € .#;(X). Ja que as
hipoteses do item (5) s@o satisfeitas para a sequéncia acima segue que v € .# e portanto
este conjunto é nao-vazio. L]

Vale ressaltar que o item (4) da Proposigao [13| garante que qualquer elemento de .# é
necessariamente um limite fraco da forma pS(t), com ¢t — co. Mas deve ser observado
que ndo ¢é necessariamente verdade que subsequencias de uS(t,), com t, T oo sejam
elementos de .#, veja o exemplo abaixo.

Exemplo. Seja X = S' = {z € C : |z|] = 1}. Considere o semigrupo de Markov
{S(t) :t > 0} em C(X) que manda f € C(X)em S(t)f dada por S(t) f(z) = f(exp(it)z).

Afirmarmos que a familia {S(¢) : ¢ > 0} ¢ uma familia de operadores lineares
agindo C'(X) que satisfaz as condi¢es (1)-(5) da Proposicao [fl De fato, S(0)f(z) =
f(exp(i0)z) = f(2) o que prova (1). Uma vez que f € C(X) temos imediatamente
que t — f(exp(it)) é continua para toda f € C(X) e logo a condigao (2) é verificada.
Para todo s,t > 0 temos S(t + s)f(z) = f(exp(i(t + s))z) = f(exp(it)exp(is)z) =
S(t)f(exp(is)z) = S(t)S(s)f(z) o que estabelece a propriedade de semigrupo (3). Cla-
ramente S(t)1 =1 ese f > 0 entdo S(t)f > 0 e portanto temos (4) e (5).

Seja u a medida de Lebesgue em S*. Afirmamos que uS(t) = p. De fato, fixado t € R
denote por T : S' — S! a rotagao do circulo definida por T'(s) = exp(it)s. Para toda
fungao continua f, segue da defini¢do de S(¢) e do Teorema da mudanca de variaveis e

10



da invariancia por rotacoes do circulo da medida de Lebesgue que

St fdu= [ flexp(it)s)du(s)= | foTdu= [ fdpoT™]
St St st st

:/Slfdu.

Ja que a igualdade acima ¢ valida para toda funcdo f € C'(X) segue uS(t) = p para
todo t > 0. Por outro lado, o Teorema 6.20 p. 162 em [6] garante que a tnica solu¢do da
equagao vS(t) = v para todo t > 0 é a medida de Lebesgue no circulo p. Desta forma
I =A{u}.

Note que para qualquer v € #;(X) temos que vS(2nw) = v o que definitivamente
mostra que subsequéncias da forma vS(t¢,) podem convergir para elementos que nao
pertencem a .#.

Definicao 14. Um semigrupo de Markov {S(t) : t > 0} em C(X) (ou seu processo de
Feller associado) € chamado de ergddico, se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. F ={v} é um conjunto unitdrio;

2. tlim uS(t) = v para toda p € A1(X).
—00

2 Medidas Invariantes e Processos Estaciondarios

Sejam (€, F,IP) é um espago de probabilidade e 7" um conjunto de indices arbitrario.
Um processo estocastico a valores em um espago métrico (X, dy) é uma familia (X;);er,
onde X; : (2, F) — (X, A(X)) é uma funcado mensuravel, para cada t € T. A lei de X,
notacao Z,, ¢ definida como a sendo a medida de probabilidade definida em #(X) por
Zx,(B)=P(X; € B) =P({w € Q: X;(w) € B}).

Dizemos que um processo estocastico (X;);er € estacionario se para cada t > 0 fixado
temos que Lx, = Ly, para todo s > 0.

Seja (P¥),cx um Processo de Markov. Ja que a funcdo x — P?(A)é ndo-negativa e
P (X )-mensuravel entao podemos definir, para cada p € #1(X) fixada, uma medida de
probabilidade P* tal que para cada A € F

P(A) = | B duo) (6)

Seja (Xi)ier 0 processo estocastico sobre (D[0,00), F,P*) dado por X; = ;. Este
processo é chamado as vezes de processo coordenado. Observe que segue diretamente
da definicao de Processo de Markov que para cada B € #A(X) a seguinte igualdade
P*(Xy € B) = P*(my € B) = 1g(x) é valida para todo € X. Desta igualdade podemos
ver que a lei de X satisfaz para todo B € #(X) a seguinte identidade

Zx.(B) =PH(X, € B) = /

X

P*(X, € B) du(x) = / () du(z) = u(B).

X

11



Outro fato importante é que se ¢ : D[0,00) — R é uma fun¢do F-mensuravel e
limitada entao

B0] = | B[o) duta).

Em particular, para ¢ = f om, onde f € C(X) e t > 0, temos

Blfom) = [ Bl omlduta) = [ S du (7)

X

A Definicao [12] ¢ motivada pelo problema de existéncia de limites, na topologia fraca,
de uS(t) quando t — oo. Outra razdo para se introduzir esta defini¢ao esté relacionada
ao seguinte fato.

Proposicao 15. Sejam (P*),cx um Processo de Markov, n € % e P* dada por (@
Entao o processo coordenado (Xi)icjo,00), definido em (D0, 00), F,P*) satisfaz Lx, =
Zx,,, para quaisquer t,s > 0.

Demonstra¢ao. Sejam t,s > 0 e B € #(X). Por defini¢cdo temos que
Zx,(B) =P*(X, € B) = P*(r;'(B)).
Por outro lado, lembrando que X;,, = m, s = 75 0 7, obtemos a seguinte igualdade
ZLx,,.(B) = P"(Xyys € B) = P!(m, [ (B)) = P(7.'m, {(B)) = (P* o 7. (m; (B)).

Portanto é suficiente mostrar que P* = P* o 7! para todo s > 0.
Observe que para todo A € F temos

(P o7 1)(A) =P¥(7, ' (A)) = /XIP’”(T;l(A)) dp(x)

:Awwmwmzmw@

:LLngWumwmﬂwu»

Usando o Teorema da Convergéncia monoétona e a igualdade acima podemos mostrar
para toda fun¢ao continua ¢ : D[0,00) — R que

®or e = [ | [ B0l ]| duto)

[0,00)

Ja que estamos lidando com processos de Feller a funcao f : X — R definida por
f(z) = E*[p] é continua. Portanto segue das igualdade estabelecida acima que para

12



toda ¢ € C(X) temos

I EO ey )| dut
[ fomn) & )| du
S

=

oo - |
LUt
() du(o) = [ Flus(e)

—/deu—/XEw[so} dpi(x)
()

=

I
o

= P! ().

Como a igualdade acima é vélida para qualquer ¢ € C(X) segue que P* o 7,1 = P~
encerrando a demonstragao. O]

Note que processos estacionarios (X¢).ec(o,00), Podem ser estendidos de maneira natural
a processos definidos em todo R, simplesmente declarando que a lei de {X;,¢ : ¢ > 0}
para todo t > 0 e s € R é a mesma que a lei de {X; : ¢ > 0}.

Apéndice

Neste apéndice sao apresentados alguns enunciados de teoremas classicos de anéalise
utilizados ao longo do texto.

Teorema 16. Sejam (X, F) um espaco mensurdvel e f : X — [0,00] uma fun¢ao
F-mensurdvel. Entao existe uma sequéncia de fungoes simples {p, : n € N} com as
sequintes propriedades:

1. VYn € N a fungao ¢, : X — [0,00] é mensurdvel sequndo F;
2.¥neNex e X temos p,(r) < ppi1(x);
3. VneN ex € X temos |pn(x)| < sup{|f(z)|: z € X};

4. pn(z) 1 f(x), para todo x € X.

Teorema 17. Sejam (B, || - ||) um espag¢o de Banach e {S(s) : s > 0} um semigrupo de
operadores lineares continuos agindo em B. Para cada t > 0 fizado, sao equivalentes:

1. Para todo funcional linear continuo F': B — R e para todo elemento f € B temos

lim [F(S(s)f) = F(S(t) )] = 0.

s—tt

2. Para todo elemento f € B temos

tim |5(s)f — S(1)f1] = 0.

13



Lemma 1 (Lema de Krein-Milman). Se K é um subconjunto ndo-vazio, compacto e
convexo de algum espaco vetorial topologico X localmente convexo. Entao K tem pelo
menos um ponto extremal.

Teorema 18 (Teorema de Krein-Milman). Se K € um subconjunto nao-vazio, compacto
e convezo de algum espaco vetorial topologico X localmente convexo. Entdao K € o fecho
da envoltoria conveza de seus pontos extremais.
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