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Resumo

Um dos objetivos principais destas notas é apresentar o conceito de gerador de
Markov e suas relaces com os semigrupos de Markov. Um dos principais resultados
serd o Teorema de Hille-Yosida (HY), cuja a prova serd dada em detalhes. Uma
das conclusdes do Teorema HY, a chamada férmula exponencial, serd provada aqui
usando técnicas da Teoria de Probabilidade, seguindo de perto a referéncia [3].

Estas notas estao organizadas da seguinte forma. Primeiro vamos introduzir a
ideia de pré-gerador de Markov, estabelecer algumas de suas propriedades elemen-
tares e depois introduzir o conceito de Gerador de Markov. Apresetaremos também
alguns resultados classicos de Teoria Espectral com vista a provar o Teoremas de
Hille-Yosida. Finalizamos com uma aplicagao do Teorema de Hille-Yosida na ca-
racterizagdo do conjunto ., das medidas invariantes, introduzido na Parte 3 destas
notas. As principais referéncias sao [11 2].

1 Pré-Geradores de Markov

Definicao 1 (Pré-gerador de Markov). Um operador linear 7' (ndo necessariamente
limitado) definido em D(T) C C(X) tomando valores em C(X) é chamado de pré-
gerador de Markov se ele satisfaz as seguintes condicoes:

1.1eD(T)eT(1)=0;
2. D(T) é denso em C(X);



3. Para todo f € D(T) e A > 0 temos que a funcdo g dada por g = f — \T(f),
satisfaz:

. . |
min g(«) < min f(z)

Observagao. Aplicando a propriedade (3) para a funcao (—f) obtemos a seguinte
equivaléncia:

min(—g)(z) < min(—f)(z) <= maxf(z) < maxg(z).

Exercicio 2. Seja T': D(T) — C(X) um pré-gerador de Markov. Mostre que se

FeDT), A20e g=[=AT(f), entio  |[fllec < lglloc- (1)

Em particular, segue da condicdo (3) da defini¢do de pré-gerador de Markov que g
determina f unicamente. De fato, se fi, fo € D(T) sao tais que f1 — XT'(f1) = g =
fo — AT(f1), entao (f1 — f2) — AT(f1 — f2) = 0. Desta forma, segue do Exercicio [2[ que
1f1 = folloo < [|0][ec = 0.

A seguir, apresentamos um resultado que nos fornece uma maneira bastante pratica
de provar a validade do item (3) da defini¢ao acima.

Proposicao 3. Se T : D(T) C C(X) — C(X) € um operador linear que satisfaz a
condi¢ao:

para toda f € D(T) temos que T(f)(xo) > 0, para qualquer xo € X ponto de
minimo global de f.

Entao, T satisfaz a condicao (3) da Definicao [1]

Demonstracao. Sejam f € D(T), A > 0e g = f — ANT'(f). Seja xog qualquer ponto de
minimo global de f ( a existéncia de pelo meno um ponto com esta propriedade segue
da continuidade de f e compacidade de X). Entao, temos

min f(z) = f(zo) 2 f(zo) — AT(f)(20) = g(z0) = min g(x).

TeEX reX

2 Exemplos de Pré-geradores de Markov

A seguir apresentamos 3 exemplos de operadores lineares onde podemos usar a Propo-
sicao |3 para mostrar que tais operadores sao de fato pré-geradores de Markov.



Example 1. Considere T" = L — I, onde L é um operador positivo definido, com
D(T)=C(X)e L(1) =1.

Neste caso as condigoes (1) e (2) da Defini¢ao[l|sdo imediatas. Ademais, dada qualquer
funcao f € C(X), se xy ¢ um minimo global de f, entdo a funcao h(z) = f(z) — f(xo)
é tal que h > 0, de modo que Lh > 0 e, como temos ainda L(1) = 1, segue que

T(f)(xo) = (L — I)(f)(xo) = L(f)(w0) — f(zo) = L(f)(20) — f(z0)[L(1)(z0)]
= L(f - f(xo) ) 1)(%)
= L(h)(x0)

> 0.

Este fato permite aplicar a Proposigao |3 e concluir que o item (3) da Definigao [1] é
satisfeito.

Example 2. Considere X = [0,1] e T o operador definido por

1
T(f)(=) =5f"(z)
no seguinte subespaco, do espago das fun¢oes duas vezes diferenciaveis C?(X),

2
D(T)={f€C*(X): f(0)=0=f(1)}.

Neste exemplo temos claramente 7°(1) = 0. Para ver que D(T) é denso, vamos mostar
que podemos aplicar o Teorema de Stone-Weierstrass. De fato, o conjunto D(T') é uma
algebra de fungbes que possui as fung¢des contantes e que separa pontos (note que a
fungdo = — cos(mzx) estd em D(T')). Resta apenas verificar que podemos aplicar a
Proposicao

Se f € D(T) e zyp é um ponto de minimo globlal de f, entdao segue de resultados
elementares da teoria classica de fun¢oes de uma variavel real que 0 < (1/2)f"(xy) =
T(f)(x0). Note que, se g = 0 ou 1, é crucial para a conclusao usar que f'(0) =0 = f'(1).

Example 3. Considere X = [0,1] e T' o operador definido por
1
T(f)(x) =

§f"(13)
no seguinte subespago, do espaco das fungoes duas vezes diferenciaveis C?(X'),
D(T) ={f € C*(X): f"(0)=0= f"(1)}.

Como no exemplo anterior, é imediato verificar que 7'(1) = 0 e que D(T) é denso em
C(X), utilizando novamente o Teorema de Stone-Weierstrass (neste exemplo a hipotese
de separagao de pontos pode ser provada usando a func¢do f(z) = x).

A prova da validade do item 3 da definicdo de pré-gerador e semelhante a dada no
exemplo anterior quando o ponto de minimo global x esta no interior do intervalo [0, 1]
Se z for um ponto de fronteira devemos usar neste exemplo que f”(0) = 0 = f”(1). Dai
concluimos que podemos aplicar a Proposicao

Observacao. Existem poucos exemplos onde D(T') e T' sdo completamente conhecidos.



3 Operadores Fechados (Revisao)

Definicao 4. Um operador linear S : D(S) € C(X) — C(X) ¢é chamado de uma
extensao de T, se D(T) C D(S) e S(f) = T(f) para todo f € D(T). Neste caso
escrevemos 1" C S.

O grafico de um operador linear 7' : D(T) C C(X) — C(X) é o subconjunto do
produto cartesiano C'(X') x C(X) dado por

T(T) = { (f,Tf) € C(X) x C(X) : €D}

Definicao 5. Dizemos que um operador linear 7' é fechado se I'(T") é um subconjunto
fechado de C'(X) x C'(X), munido da topologia induzida pela métrica ||(z, y)|| — ||zl +

[9]]oo-

Definicao 6. Um operador T é dito fechével se existe alguma extensao S de T que é
fechado (ou seja, T'C S e S é fechado).

Se um operador linear 7' : D(T) C C(X) — C(X) admite pelo menos uma extensao
fechada S, entao podemos definir um novo operador linear fechado 7', chamado de fecho
de T', cujo grafico é dado por

5oT
S fechado
Definicao 7. Se T é um operador fechavel, denotamos por T a menor extensio fechada
de T'. Neste caso o operador T é chamado de fecho de T'.

Exercicio 8. Suponha que 7' ¢ um operador linear fechavel definido em D(T") C C(&X).

Mostre que I'(T") = I'(T).

Exercicio 9. Mostre que um operador linear 7' : D(T") C C(X) — C(X) ¢é fechavel se, e
somente se, nenhum elemento da forma (0, g), com g # 0 ¢ limite de elementos da forma

(f,Tf) com f e D).

Exercicio 10. Se T': D(T) — C(X) é um operador fechado. Mostre que para todo
A >0 o operador A\l — T : D(T) — C(X) & um operador fechado.

No exemplo a seguir, exibimos um operador fechado mas que nao é limitado.
Example 4. Considere F = [0,1] e D(T') C C(X) o seguinte subespaco:
D(T)={fcCX): f e C(X)}=CHE).

Vamos considerar ambos D(T") e C'(X) munidos da topologia gerada pela norma || - ||.
Claramente (D(T), || - |l«) € (C(X)), ] - |loc) s@0 espagos normados. Note que espago
(D(T), || - ||o) nao é Banach. De fato, basta observar que a fun¢ao f : [0,1] — R dada
por f(x) = |x—1/2|, & limite uniforme de polinémios pelo Teorema de Stone-Weierstrass.



Observe que podemos também utilizar o Teorema de Stone-Weierstrass para garantir que
D(T) & denso em C(X).

Defina ooperador linear 7' : D(T)) — C(X) pondo T(f) = f'. Claramente T nao é
operador limitado pois, f,(x) = cos(nmz) é um elemento da esfera unitaria de D(T),
cuja norma de sua imagem por T satisfaz ||Tf|lcc = 7n. Ja que D(T) e C(X) com a
norma || - ||« sdo espagos normados, podemos afirmar que 7' nao é continuo.

No entanto, afirmamos que I'(T") é fechado. De fato, suponha que {f, : n € N} é uma
sequéncia de func¢oes em D(T) tal que (f,, T(f,)) — (f,g). Pela defini¢do da topologia
em C(X) x C(X) temos que ||f, — flloo = 0 ¢ ||T(fn) — gllc — 0, quando n — oo.
Desta forma, podemos garantir para todo t € [0, 1] que

Fult) — £u(0) = / f1(s) ds = / T(f,)(s) ds

Da igualdade acima eda convergéncia uniforme de f,, para f e T(f,) para g, segue que

de modo que f tem derivada continua dada por f' = g, ou seja, f € D(T). Ja que
(fn;T(fn)) - (f7 g) = (f7 f/) = (f,T(f)), segue que o gl’éﬁCO de T' é fechado.

E importante observar que nem todo operador linear 7 tem um fecho. O que pode
acontecer ¢ que o fecho do grafico de um operador linear 7" pode nao ser o grafico de
um operador linear. Um exemplo simples de um operador em C([0, 1]) nao tendo fecho
¢ dado pelo operador T' definido em D(T) = {f € C([0,1]) : f'(0) existe} e dado por
T(f)(x) = f'(0), para toda f € D(T). Felizmente, este tipo de problema nao ocorre
para pré-geradores de Markov, como mostra a seguinte proposicdo. Antes, porém, vamos
provar um lema técnico que seré utilizado no final da prova da proposicao seguinte.

Lemma 1. Se (f,)nen € uma sequéncia de func¢oes em C(X) tal que lim || f, — fl|loc =0,
n—oo
entao

5, R ) =iy )

Demonstra¢ao. Lembramos que, para qualquer par de fungoes f,g € C(X), temos

min f(z) + min g(z) < min{f(z) +g(z)}.

Portanto

min f(x) = min{ f() - g(z) + g(2)} = min{f(z) — g(2)} + min g(z).

Como

min{—f(z)} = —max f(z),

TEX rzeX



segue da desigualdade acima que

min f(w) —ming(x) > min{f(z) - g(z)} = —max{g(z) — f(z)}.

Logo,

mi g(x) — min f(x) < max{g(a) = /(2)} < |/ = gl

Trocando os papeis de f e g podemos verificar que

~ (i ote) — iy 1)) < 17 = 1

zeX

Portanto,

min g(z) — min f(@)| < |1 = gl

Aplicando a desigualdade acima para g = f,, concluimos imediatamente a prova do
lema. O]

4 O Fecho de Pré-geradores de Markov

Nesta secao vamos mostrar dois resultados topologicos sobre pré-geradores de Markov.
O primeiro deles mostra que um pré-gerador é sempre um operador fechavel e o seguinte
prova que a imagem do operador [ — AT : D(T') — C(X) é sempre um subespago fechado
de (C(X, |+ [loo)-

Proposicao 11. Se T : D(T) C C(X) — C(X) € um pré-gerador de Markov, entio T

€ um operador fechdvel e, além disso, T € um pré-gerador de Markov.

Demonstra¢ao. Suponha que existe uma sequéncia {f, : n € N} C D(T) tal que
| falloo = 0 € [|[T'fn, — hlloc — 0, quando n — oo. Para quaisquer g € D(T) e A > 0,
temos por (1)) que

an + )‘gHoo < ||(] - /\T)(fn + Ag)HOO‘

Como estamos supondo que || f,|lec = 0 e ||T'f, — h|loc — 0, podemos tomar o limite
quando n — oo na desigualdade acima, que resulta em

[Aglloe < [Ag — A — N*Tg| oo

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por A e em seguida tomando o limite
quando A | 0, obtemos ||¢]|cc < [|g — h|lo- J& que g € D(T') & arbitraria e D(T) é denso
em C(X), segue desta ultima desigualdade que h = 0. Portanto, segue do Exercicio |§]
que T é fechavel.

Para verificar que T é um pré-gerador de Markov, basta mostrar que este operador
satisfaz a propriedade (3) da Definigao . Suponha que f € D(T), A\ >0e f—ATf =g.
Pela definicio de T sabemos que existe uma sequéncia {f, : n € N} € D(T) tal que
| fn — fllo — 0, bem como | T(f,) — T(f)|lee = 0, quando n — oo. Defina g, por



fo—=AT'f, = gn. Ja que o operador T' é um pré-gerador de Markov, segue que, para todo
n € N, temos

. . |
min fo(z) 2 min g, (z)

Como || fn = fllo = 0 e |T(f0) = T(f)|lsc — 0, temos que ||gn, — glloc — 0. Agora, uma
aplicagao direta do Lema |1, em ambos os lados da desigualdade acima, permite concluir
que
. > i
min f(x) > min g(x),
mostrando finalmente que T satisfaz a propriedade (3) da Definicdo [1| e, portanto, é um
pré-gerador de Markov. O]

Antes de apresentar a definicao de um gerador de Markov, gostariamos de destacar a
seguinte propriedade de um pré-gerador de Markov.

Proposicao 12. Suponha que T : D(T) — C(X) é um pré-gerador de Markov fechado.
Entao a imagem de I — T, que denotamos por Im(I — \T'), € um subconjunto fechado
de C(X), para todo X > 0.

Demonstracao. Se X = 0, a afirmacao do Teorema é obviamente verdadeira. Portanto,
vamos assumir que A > 0. Suponha que {g, : n € N} seja uma sequéncia em Im(I — A7)
com ||g, — gll.o — 0. Para cada n € N, segue da observacgao feita logo abaixo da
exXpressao que existe uma tunica f, € D(T') na pré-imagem de g, por I — AT, isto é,
(I — A\T") f,, = gn. Desta forma, temos da linearidade do operador I — AT e da defini¢ao
de f, que, para todos n,m € N,

Por temos que ||f, — fiulloo < llgn — gmlloo- J& que {g, : n € N} é uma sequéncia
de Cauchy, segue que a sequéncia {f, : n € N} é uma sequéncia de Cauchy em D(T) =
C(X). Portanto, existe f € C(X) tal que ||f, — f|lcc = 0. Por outro lado, temos que

lim T, = § Tim (F, —9) = 1/ — )

n—oo

ou seja, T'f,, converge. Como T é fechado, segue que |Tf, — Tf|loc — 0. Com isso,
fazendo n — oo em (I — AT') f, = gn, obtemos

o que garante que g € Im(I — AT') e, portanto, a proposicdo esta demonstrada. O

5 Geradores de Markov

Defini¢ao 13 (Gerador de Markov). Um operador T : D(T) C C(X) — C(X) é um
gerador de Markov se



1. T é um pré-gerador de Markov;
2. T é fechado;
3. para algum ¢ > 0, temos Im(/ — \T) = C(X), V A € (0,¢).

Para obter um gerador de Markov a partir de um pré-gerador de Markov, muitas vezes
utilizamos o seguinte resultado.

Proposicao 14. Se T : C(X) — C(X) € um pré-gerador de Markov limitado, entio T
€ um gerador de Markov.

Demonstragio. Como T é um operador limitado e D(T) = C(X), segue que T = T.
Portanto, T' é um pré-gerador de Markov fechado.

Para finalizar a prova basta mostrar que existe ¢ > 0 tal que Im(/ — \T) = C(&X),
para todo A € (0,e). Tome ¢ = 1/||T|| e considere A € (0,¢). Para qualquer funcao
g € C(X) dada, temos bem definido o seguinte limite

f= Z AT g
n=0

e além do mais f € C(X). De fato, pela completude de C'(X') basta mostrar que a série
acima é absolutamente somavel. Mas este fato é consequéncia imediata da desigualdade
triangular, da limitacdo de T' e de A < 1/||T’||, como mostrado abaixo

S n mn S n mn - n n 1
| Z/\ T"gll < Z/\ 1T gl < Z)\ IT("lglloc = HgHOOTHTH
n=0 n=0 n=0
J& que é imediato verificar que f — AT f = g, a proposicao estad demonstrada. n

A seguir, vamos mostrar como podemos usar a condigao (3) da defini¢ao de gerador
de Markov para mostrar que para todo A > 0 existe (I — AT)~! e que este operador ¢
limitado.

Proposicao 15. Se T' : D(T) — C(X) um pré-gerador de Markov, entdo para todo
A >0 existe (I —AT)™' : Im(I — AT) — D(T) e além do mais

(I =AT) = sup  [[(I=AT) gl < 1.
g€ Im(I-AT)
llgllo=1

Demonstracao. Como mencionado anteriormente segue do item 3 da definicao de pré-
gerador de Markov que a aplicacao D(T) > f +— f — AT(f) é linear e injetiva. Portanto
admite uma inversa linear definida no subespaco Im(/ — \T").

Portanto para cada g € Im(/ — AT') tal que ||g|lc = 1, existe uma tnica f € D(T)
tal que g = (I — AT)f. Pelo Exercicio [2[ temos que ||f||c < ||glloc = 1. J& que temos
f = (I —\T)~'g segue da observagao anterior que |[(I — \T) ™! g|lcc < 1. Como este
argumento é uniforme em ¢ a proposicao esta demonstrada. O]



Proposicao 16. Se T': D(T) C C(X) — C(X) € um gerador de Markov, entao, para
todo A > 0, temos que Im(I — \T') = C(X).

Demonstracio. E suficiente mostrar que, se para algum A > 0 temos Im(/—\T) = C(X),
entdo para todo 7 real satisfazendo v > X temos Im(/ —~7T") = C(X).

Para provar que esta afirmacao é verdadeira, devemos mostrar que, dada g € C'(X),
existe f € C(X) tal que f —~Tf = g. Recorde que a observacao feita logo abaixo
da expressao garante que se T é pré-gerador de Markov, entao o operador linear
I —\T:D(T) — C(X) é injetivo. Como estamos assumindo que Im(/ — \T") = C(X),
segue que [ — AT : D(T) — C(X) é uma bijegdo. Desta forma podemos definir o
operador A : C(X) — D(T') dado por

A v —A

Ah=>=(I - XT)"'g+—=(I - \T) "'h.
Y Y
Usando a Proposicao (15| podemos concluir que
—A —A
|Ahy — Ahgllo = IIWT(I = AT) " (hy = h)|s < 7Tllhl — halloc-

Como (y — A\)/v < 1, segue da desigualdade acima e do Teorema de Ponto Fixo de
Banach que existe f € C(X) tal que Af = f, isto é,
A v —A

f= 5(1 —AT) g+ T(I — AT

Tomando I — \T" em ambos lados da igualdade acima concluimos que

A —A v YA A=A
I-)X)f=~g+—f = ~[I-MN)f=~=g+~——
( ) Y Y )\( ) Ay Ay
— [—Tf =y

A ultima igualdade prova a afirmacao feita acima. n

6 Teoria Espectral e Propriedades do Resolvente 1

Definicao 17 (Resolvente). Considere T : D(T) C C(X) — C(&X) um operador linear
fechado (ndo necessariamente limitado). O conjunto resolvente de 7' é o conjunto de
todos A € C tais que:

(1) Im(M\ —T) = C(X);
(2) existe A\ —T)"': C(X) — D(T);
(3) (M —T)~! & um operador linear limitado.

O conjunto resolvente de 7' é denotado por p(7T’). A familia de operadores lineares
limitados R(\, T) = (A —T)~!, com A € p(T'), é chamada de resolvente de T



Teorema 18 (Identidade do Resolvente). Considere T' : D(T) — C(X) um operador
linear e \,0 € p(T') com X # 6. Entdo ¢ vdlida a segquinte identidade

RO\T) — R(0,T) = (6 — \)R(\, T)R(6,T).

Demonstracao. Para provar o teorema sé precisamos usar que, para todo A € p(7T),
temos RN\, T)(M —T) =1 = (M —T)R(A,T) bem como as propriedades algebricas
elementares de operadores lineares como mostrado abaixo:

R\ T) = R(6,T) = RAT) — R\ T)(M = T)R(6,T)
= RO\ T)[I — (M — T)R(0,T)]
= RO\ T)[(0 — T)R(0,T) — (A — T)R(6,T)]
= RO\ T)[(0] — T) — (M — T)|R(6,T)
— RO\ T)(0 — NR(O,T)
= (0 = NRW\T)R(0,T).

]

Na sequéncia vamos mostrar que se 7' : D(T') — C(X') é um operador fechado, entao
p(T) & um subconjunto aberto de C. Vamos mostrar também que se p(7) # () entao
a aplicacio A — R(A\,T) = (A — T)~! ¢ analitica em p(T). Antes de passarmos aos
enunciados e provas destes resultados, vamos introduzir algumas notagoes e lembrar a
definicao de analiticidade em nosso contexto.

Daqui por diante N/ denotara um subespago de C'(X’). Vamos sempre pensar em N
como um espaco normado com a norma do supremo. Usaremos a notagao L(N,C(X))
para designar o espaco de todos os operadores lineares limitados de N para C(X). Para
cada operador linear L € L(N, C(X)) definimos de maneira usual || L||z(v,c(x)), @ norma
de operadores de L, como segue

1L oo

feN  fllse
0</flloe=1

Ll o,y =

Para evitar uma notacao muito pesada, quando for conveniente e claro pelo contexto,
vamos omitir da nota¢do da norma de operadores o sub-indice L(N, C(X)), escrevendo
apenas ||L| para denotar ||L||zv,cx))-

Definicao 19 (Analiticidade). Considere U C C um conjunto aberto. Suponha que
a cada A € U seja possivel associar um operador linear limitado R(\) : NV — C(X),
onde AN é um subespago de C'(X). Dizemos que a aplicagdo A\ — R()) é analitica em
U se, para cada A\ € U fixado, existe um raio r > 0 (que pode depender de )\g) e uma
sequéncia de operadores lineares continuos Ax(A\g) : N — C(X) tais que, para todo
A € U satisfazendo |A — \g| < r, temos

n

R(A) = > (A= o) A(No)

k=0

n—o0

0.

LN,C(X))

10



Teorema 20 (Analiticidade de R(\,T)). Considere T : D(T) — C(X) um operador
fechado tal que p(T') # 0. Se X\g € p(T), entio

1
<
1B (Ao, D)l o e

e, além do mais, para todo A € By, temos

BAOE{/\E(C:MO—/\\ }Cp(T)

R(\T) — i(x — X0)FRF (o, T)

n—o0

0.

L(D(T),C(X))

Em particular, p(T) é um subconjunto aberto de C e a aplicagio A\ — R(\,T') é analitica
em p(T).

Demonstrac¢ao. Para todo Ay € p(T') temos por definicdo que R(A\g,T") é um operador
linear cuja a norma de operador ||R(X\g,T")|| > 0. Para cada A € B,, fixado, definimos
qg=q(A\) = | o—A-[|R(Xo, T)|| < 1. Pela definigao de g e pelas propriedades elementares
da norma de operadores podemos ver que a sequéncia {0y : k > 0}, definida por 0, =
[(Xo — A\)* RFFL(N\g, T)|| satisfaz a seguinte desigualdade

6 < q"[|[R(No, T, Yk > 0.

Logo temos para todo n € N a seguinte estimativa uniforme

ZII (A= X0)* R (N, )| = Zék < [[R(Xo, T Zq < [[R(Xo, )HT-
k=0 k=0
Ja que L(D(T),C(X)) munido da norma de operadores || =1 lem),cw) € um
espaco de Banach (ver Teorema , segue da estimativa acima que, para cada A € By,
existe L(A) € L(D(T),C(X)) tal que

L) =) (o = NF R (X, T)|| 2 0. (2)
k=0
COHIO de costume vamos escrever
L) =) (= MR (X, T),
k=0

onde a convergéncia da série acima deve ser entendida no sentido da norma ||-|| .¢p(r),c(x))-

Para terminar a prova do teorema é suficiente mostrar que L(\) = R(A,T), para todo
A € B,,. Vamos dividir a prova deste fato em duas partes. A primeira parte consistira
em mostrar que, para todos f € D(T') e A € B,,, vale a identidade L(A\)(\ —T)f = f.
Com efeito, fixado f € D(T'), temos

1LY =T)f =Y (Ao = AR (Mo, TYAL = T) fll

L) =) (ho— NFREFY(N, T)

k=0

<

ML =T) flloe-
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Da desigualdade acima e de temos para toda f € D(T) que
LA =T)f = lim Y (A — MR (A, T)(M = T)f,
n—oo

onde a convergéncia acima deve ser entendida com respeito a norma || - || .
Somando e subtraindo Ao/ na expressao R (X, T)(A — T'), podemos verificar que

RN, TV —T)f = RF (N, T)[(Mod —T)f — (Mo — M) f]
= R*Xo, T)f = (Ao = MR (X0, T) f

para toda f € D(T). Usando a identidade acima, um argumento de somas telescopicas
e a desigualdade ||(Ag — A)" ™ R (Xo, T) flloo < " floo, podemos verificar que

LA =T)f = lim SO0 — MRS 0, TYA — T

k=0
= lim (Z(/\ — NERE(N, T) f — Z ML REFL (N, T) f)
k=0
= f— lim (Mg — N\)" T R"™ (N, T) f

= f.

Portanto, LIA)(AM =T f = f.

A segunda parte do argumento consistira em provar que, dada f € C'(X), a identidade
(M —T)L(\) f = f é valida. De fato, denote por s,(L()\)) a soma parcial da série que
define L(\), isto ¢é,

n n

sn(L(A) =Y (o = MR (M, T) = R(A, T) > (Ao — M) RF(Xo, T).
k=0 k=0
Pela defini¢ao de resolvente temos que Im(R(Xg, 7)) = D(T'). Assim, uma consequéncia

da igualdade acima é que, para toda f € C(X), temos s,(L(\))f € D(T'). Somando e
subtraindo Ao/, usando a defini¢do de s, (L())) e um argumento de somas telescopicas,
temos para toda f € C(X) que

(AL = T)sn(L(A)f = [(Aol =T) = (Ao = A)sa(L(A)) f

n

= i(/\o = NFRF A, T)f =D (Ao = NFFIRET (X, T) f
= k=0
=f— (o= N)"TR"™ (N, T) f.

Usando novamente a estimativa |[(Ag — A)" T R (X, T) flloo < ¢" | f|loo, concluimos
que o ultimo termo acima converge para f, quando n — oo. Logo

Tim [T =T)sn(LA)f = flloo = 0. (3)
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Pela defini¢do do operador L(\), sabemos que |s,(L(N))f — L(A)f|lc — 0, quando
n — oo. Este fato juntamente com implica que, na topologia de C(X) x C(X),

(su(LOVF s (ML = T)su(L(N) f) == (LS, f).

Ja que T é fechado, sabemos (Exercicio que A — T é fechado para todo A € C.
Portanto, da convergéncia acima, podemos concluir que L(\)f € DM —T) = D(T) e
também que |[(AM —T)s,(L(N))f — (M —=T)L(A) f|looc — 0, quando n — oo. Usando este
fato e temos finalmente que (M — T)L(\)f = f, para todos f € C(X) e A € By,.
Assim, para todo A € B,, temos que

RO\T) = L(A) =Y (A= A)"R"™ (X, T),
n=0
o que conclui a demonstracao. O]

7 O Teorema de Hille-Yosida

Se {S(t) : t > 0} é um semigrupo de Markov o operador linear T' : D(T) — C(X)

definido por

SOf-f
t

Tf= 13{51

, VfeDT) = {f e C(X): lim% existe}

t10
¢ chamado de gerador infinitesimal do semigrupo {S(¢) : t > 0}.

Observacao 21. O dominio do gerador infinitesimal 7" de um semigrupo de Markov
{S(t) : t > 0} é sempre nao vazio pois, a igualdade S(¢)1 = 1, para todo ¢ > 0, implica
que 1 € D(T).

Vamos apresentar a seguir um resultado que serd de extrema utilidade na prova do
teorema mais importante desta se¢ao (Teorema [23|) que é conhecido como Teorema de
Hille-Yosida.

Teorema 22. Seja {S(t) : t > 0} um semigrupo de Markov e T : D(T) — C(X) seu
gerador infinitesimal. Entao

1. Para toda f € D(T) et > 0 temos que S(t)f € D(T) e a aplicagao t — S(t)f é
diferencidvel com

CS(0)f = TS(0)f = SWTS

2. Supondo adicionalmente que o gerador infinitesimal T : D(T) — C(X) é um pré-
gerador de Markov, entao temos que Im(I — \XT) = C(X). Além do mais, para
toda g € C(X) e A >0, a solu¢io do problema f — NT'f = g € dada por

= /0 TetS(Mgdt e (I—AT)lg= /0 T e tS(Mgd. (4)
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Demonstracao. Prova do item 1. Seja {S(¢) : t > 0} um semigrupo de Markov
e T : D(T) — C(X) seu gerador infinitesimal. Lembramos que uma dada funcio
f € C(X) pertencente ao dominio do gerador infinitesimal se existe o limite
Sit)f —
Tf .= lim—< )f f
t}0 t

Para verificar que a aplicacdo t — S(t)f é diferenciavel em t, para cada f € D(T)
fixada, basta usar a continuidade de S(t) as propriedades elementares de semigrupo
como segue

S(OTf = S(0) lim ~(5()f) ~ ) = lim - [S()(S(s)f) ~ S(1)]
— EE&% :S(t +8)f — S(t)f}
= tim ~[S()5()f — (1)

As igualdades acima sao bastante sutis. Por exemplo, a existéncia do limite que aparece
na ultima igualdade, mostra que S(t)f € D(T). Além do mais, a existéncia do limite
aparecendo na pentltima expressao prova que aplicacao t — S(t) f é diferenciavel. Feitas
estas observacoes é imediato verificar, a partir das igualdades acima, que

SOTf = L5ty f = lim [S(S)S(t) F—SWfl =1sw)f.
dt s—0 8§
Prova do item 2. Ja que estamos assumindo que o gerador infinitesimal T do semigrupo
de Markov {S(t) : t > 0} é um pré-gerador de Markov, segue do Exercicio [2| que a
aplicacao linear G, : D(T) — C(X), dada por f — af —T'f é injetiva, para todo a > 0.
Vamos agora obter uma expressao explicita para a inversa de (G, sobre sua imagem. Para
simplificar a notagao, vamos denotar esta inversa por U, = G,'. Afirmamos que para

cada f € Im(G,) que
Usf = / e S(s)f ds.
0

Primeiro observamos que U, f esta bem definida para qualquer que seja f € C'(X).
Em particular, esta aplicagao linear estd bem definida em Im(G,,). Além do mais para
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toda f € D(T) temos as seguintes igualdades

UTf = /OO e ¥S(s)Tf ds = /OO e ¥TS(s)f ds
0 0

—tim [T (SMS) — S(:)) ds
i | [emsmsras- [Temseras
:1}%% [S(h) /0 s S(s) f ds — /0 T ess(s)f ds}

1
= 1}5{)1 E(S(h)Uaf - Uaf)

= TUaf

e portanto U, f € D(T) sempre que f € D(T). Para verificar que G, é uma inversa a
direita de U,, tomamos f € D(T), usamos as propriedades elementares da integral e o
item 1 deste teorema como mostrado abaixo:

UsGolf) = Unlaf =) = [ e S(t)(af ~T1) d
—a /O T et () f dt — /0 et ST dt
= a/ooo e “S(t)f dt — /OOO e_o‘t%(S(t)f) dt.

Aplicando uma integracao por partes na ultima integral, temos

o0 d o0
/0 e’o‘ta(S(t)f)dt = a/o e S(t)f dt — f.

Combinando as duas expressdes acima concluimos que U,G,(f) = f para toda f €
D(T).

Para ver GG, também é uma inversa a esquerda de U,, tomamos primeiro f € D(T) e
usamos novamente o item 3 deste teorema, como segue

UTf = /ooe—“tS(t)Tf dt = /OO e_at%S(t)f dt. (5)
0 0

Integrando por partes o lado direito da igualdade acima e usando a identidade U, T f =
TU,f (provada acima), podemos verificar que TU, f = aU,f — f. Logo

(al —=T)Uuf = f. (6)
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Ou seja, G, oU,(f) = f, para toda f € D(T). Ja que D(T) é denso em C(X) e U, esta
bem definido para qualquer f € C(X) podemos concluir que a igualdade acima pode
ser estendida para toda f € C(X), finalizando a prova de que U, é uma inversa de G,
e que Im(G,) = C(X).

Para finalizar a prova do item 2, basta observar que

(al =T) 'f = /Oo e S(t)f dt, (7)
0
ou, equivalentemente,
(I—a'T)'f = aU,f = a/oo e "S(r)f dr. (8)
0
Tomando A = a~! e fazendo a mudanca de variaveis » = A\t em , obtemos

(I-2\T)'f = /OO e 'S\ f dt,
0

o que completa a demonstragao do item 2.
m

Agora temos todo terreno preparado para provar o resultado mais importante desta
secao.

Teorema 23 (Teorema de Hille-Yosida). Eziste uma correspondéncia um a um entre
geradores de Markov em C(X) e semigrupos de Markov em C(X), dada da seguinte
maneira:

1. Para cada semigrupo de Markov {S(t) : t > 0} a expressio

Tf :lti%l%, VfeD(T) = {f e C(X): ltiﬁ)lw existe}

define um gerador de Markov T : D(T) — C(X).

2. Para cada gerador de Markov T : D(T) — C(X) existe um semigrupo de Markov
{S(t) : t > 0} tal que T € o gerador infinitesimal do semigrupo de Markov {S(t) :
t > 0}. Além de mais vale a sequinte formula exponencial

S()f = lim (1 _ %T)f,n VfeC(X)et>0.

n—o0

Demonstracao. Prova da item 1. A demonstracdo do item 1 serd divida em duas
etapas. Primeiro mostramos que o operador 7' é um pré-gerador de Markov. Em seguida,
provamos que 1" é um gerador de Markov.

Vamos comecar verificando que 7' é um pré-gerador de Markov. Primeiro, observamos
que 1 € D(T) e T'(1) = 0, pois S(¢)1 = 1, para todo t > 0.
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Para mostrar que D(T") é denso em C(X), vamos precisar considerar os seguintes

operadores
1 [
A =5 S0I=1) ¢ B =1 [ st as

definidos para toda f € C(X).

Note que se f € D(T) entao A,f — Tf, quando h — 0. Além disso, os operadores
Ay, e By sao limitados.

Afirmamos que A, B; = B;Aj, e que a restrigao de tais operadores, a D(T'), comutam
com o gerador infinitesimal 7. Primeiro vamos mostrar que A, B;f = B; A, f para toda

f € C(X). De fato, para cada f € C(X) temos

ABf =5 (SHB.f — B
~ 1 (s [} [ s as] 1 [ stor as)
([ stempane [siara)
=1 ([ sw[zemr-n] o)
([ st

- BtAhf-

Usando a segunda e a tltima expressoes acima e a continuidade de B;, temos para
toda f € D(T) que existe

.1 i :
1}5{)1 E (S(h)Btf - Btf) = 1}551 BiAnf = By lﬁg Anf = B{Tf.
Em particular, B;f € D(T) para toda f € D(T). Como T & um gerador infinitesimal de
{S(t) : t > 0} temos diretamente do item 1 do Teorema [22| que as retrigdes de A, e By
a D(T), comutam com T

Agora vamos mostrar que também é possivel permutar os indices do produto A; B,
isto é,

AByf = ApBif VfeCOX). 9)

Ja que D(T) é denso em C(X) e os operadores A; By, e ApB; sdo limitados é suficiente
mostrar que (9) vale em D(T'). Vamos entao provar esta tltima afirmagdo. Dada f €
D(T), sabemos do Teorema Fundamental do Calculo e do item 3 do Teorema de Hille-
Yosida que

S(t)f—f—/otd%S(s)f ds—/OtS(s)Tf ds (10)
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Este fato junto com as observacoes feitas acima garantem que

h
MBS = 5 (SWBS ~Bif) = [ SOTBS ds=BUTES). (1)
0

Agora resta mostrar que TB,f = A,f. Este fato segue das definicoes dos operadores

T e By, da propriedade de semigrupo, do Teorema da Convergéncia Dominada e da
igualdade como mostrado abaixo

1
TB.f= 1&% E(S(h)Btf — Bif)

:1,3101% (S(h) E /OtS(s)f ds} - %/(:S(s)f ds)

:1/0 hm%(S(erh)f—S(S)f) ds

t hl0
1 t
= —/ S(s)Tf ds
tJo
1

= S50 = 9)

= Aif.

Esta igualdade juntamente com estabelece a validade de @D para toda f € D(T) e
como mencionado acima @D vale para toda f € C(X), por densidade.
Por fim, tendo em mente a igualdade (9), podemos afirmar que dada f € C(X), temos

h—0 h—0
pois B; é limitado e lim,_,o B,f = f, pelo Teorema Fundamental do Céalculo. Tal

relagdo mostra que B;f € D(T) para qualquer que seja f € C(X). Portanto, escolhendo
qualquer sequéncia (t,) que converge a zero, temos que dada f € C(X), a sequéncia
(By, f) esta contida em D(T) e converge a f, quando n — oo. Deste fato concluimos
que D(T) & denso em C(X).

Para encerrar a prova de T' é um pré-gerador de Markov devemos provar que é valida
a condicao 3 da definicao de um pré-gerador de Markov. Para isto podemos usar a
Proposigao B} Dada f € C(X) seja 2o um ponto de minimo global de f. Entao a funcio
f—=1f(x9) > 0. Como {S(t) : t > 0} é um semigrupo de Markov podemos afirmar, para
todo h > 0, que a seguinte desigualdade é valida

0 < S(h)(f = 1f(w0)) = S(f) = S(h)(Lf (w0)) = S(h).f = f(xo).

Observamos que a desigualdade acima diz que a funcao do lado direito é pontualmente
nao-negativa. Portanto esta funcao avaliada no ponto x = xy € um niimero nao negativo
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e dai segue que

T ) = g SSEO—So0)

provando que T satisfaz a condi¢do 3 da definicao de pré-gerador de Markov.

Para finalizar a prova do item 1 é necessario mostrar que 7' é fechado e que para algum
e >0, temos Im(I — A\T") = C(X) para todo 0 < A < e.

Vamos mostrar que 7' é um operador fechado. Seja (f,,)neny C D(T) uma sequéncia tal
que || fo — flloo = 0 e ||Tfn — gllooc — 0, quando n — co. Entao segue das propriedades
de continuidade e de comutatividade estabelecidas para os operadores A;, e B; que

B,g = B, (lim Tfn> — lim BT/,
n—oo n—oo

n—oo

= lim lim (A, f,) = lim lim (A, By /)

= Tim (Aufa) = Af.

J& que podemos tomar o limite quando ¢ tende a zero no lado esquerdo da igualdade
acima (e sabemos para onde ele converge!) temos

g =lmByg = limAf = TFf.

Mostrando que f € D(T), Tf = g e portanto que T' é fechado.

Para finalizar a prova do item 1 basta observar que Im(/ — \T") = C(X) para todo
A > 0, é consequéncia imediata de T' ser pré-gerador de Markov e do item 2 do Teorema
221

Prova do item 2. Se T é um gerador de Markov, sabemos do Exercicio [2| que, para
toda f € D(T), a seguinte desigualdade ¢ valida || f||oc < [|g]lc0s Onde g = f — NT(f) =
(I — AT')f. Desta desigualdade e da definicao de gerador de Markov temos para todo
A > 0 que o operador linear (I — A\T) : D(T) — C(X) define uma bije¢ao tal que
(I = AT)"g|leo < |lglloe Para toda g € C(X) e portanto ||(I — AT)7!|| < 1.

Para todo A > 0, temos da defini¢ao de inversa que (I —AT)(I —AT)~! = I e portanto
podemos deduzir que a seguinte identidade ¢ valida

(I=AT) ' =T =XT(I—-)\T)""

J& que T comuta com (I — AT')~! podemos mostrar V f € D(T) que é valida a seguinte
igualdade T(I — A\T)"'f = (I — AT)"'Tf. Usando as duas tltimas igualdades e a
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limitacao do operador (I — A\T')~!, podemos afirmar para toda f € D(T) que
I = AT) 7 f = flloo = INT(T = AT) ™ fllooIMT = AT) ' T flloo < AT oo
De onde concluimos que

lim (7 = AT)'f = flle =0, Vf €D(T).

Usando a convergéncia estabelecida logo acima, podemos verificar que o mapa

D(T)> fr— &iﬂ}(l —\T)7Lf

esta bem definido e coincide com a identidade em D(T'). J& que o limite acima define
um operador linear limitado em D(T') que é um subespago denso de C(X) é possivel
mostrar a existéncia do limite acima para toda f € C(&X). De fato, sejam f € C(X)
e (fn)neny uma sequéncia em D(T') tal que ||f — fulloo — 0, quando n — co e A > 0
arbitrario. Usando a desigualdade triangular temos imediatamente para todo n € N que

I =AT) " f = flloe < I = AT)H(f = fa)lloo + 1T = AT) " fo = £l
< IS = falloo + 1T = AT) 7! fio = flloc

J& que a desigualdade acima ¢ véalida para todo A > 0 e para qualquer que seja n € N,
entao podemos concluir que

limsup [|(1 = AT)™'f = flloe < If = falloo +limsup [(I = AT)7' fiy = flloe
A0 A0

—1F = fullo + i 1T = XT) " £y = e

=[If = falloo + 1fn = fll

Como || fu — fllee = 0, quando n — oo segue da desigualdade acima que existe o limite

lim [ (7 — AT)7Hf = fllw =0, Vf e C(X). (13)

Vamos definir agora para cada A > 0 um operador linear limitado 7}, : C(X) — C(X),
conhecido como aproximacao de Yosida, da seguinte forma

T\=T - \T)"

Como mencionado acima, temos (I — AT)™' — I = AT'(I — \T)~! e portanto T) é de
fato um operador linear limitado. Da desigualdade triangular segue que

2

T3l = I = A7) < S0 = X))+ ) = 5.
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Usando novamente que 7' comuta com a restrigao de (I — AT')~' a D(T') e a identidade
, podemos verificar para toda f € D(T) que

. . —T; . —1 . 1 . -1 . _
i T3 = Tf e =l |[7( = NT) " f = Tf oo = lim (1 = XT) TS = T = 0.
No que segue vamos usar as aproximacgoes de Yosida para definir uma familia de
semigrupos que auxiliard na construc¢ao do semigrupo {S(t) : ¢ > 0} gerado por 7.
Primeiro observamos que para todo A > 0 e ¢t > 0 é valida a seguinte limitacao
uniforme

~1. (14)

Como consequéncia da identidade do resolvente, para todo A\, & > 0 e t > 0 temos que
os operadores lineares exp(t71)), exp(t7), Tx e T comutam entre si. Portanto para toda
f € D(T) temos

Iexp(tT3) = expltTe) o = | [ f-exp(atiyexp(et - )T

o

/0 texp(atTy) exp(t(l — x)Te)(Inf — Tef) dx

[e.9]

<t [ IS =Teflda

= tI(Txf = Tef)lo-

Para cada f € D(T) e t > 0 fixados, segue da desigualdade acima que existe o seguinte
limite

S(0)f = limexp(tT) .

Observamos que a convergéncia acima é uniforme em ¢, sempre que ¢ tomar valores em
um intervalo fechado e limitado.

Vamos mostrar agora que a familia {S(¢) : ¢ > 0} define um semigrupo de Markov.
Primeiro observamos que

S(0)f = limexp(013)f = f.

Usando a expansao em série de Taylor da exponencial (serd aplicada ao operador
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limitado T ) podemos verificar, para todo ¢t > 0, que

501 =l expleT3)(1) = tim 3 A0 gy §° EEE=ND )
i S (U =AM ()
N ’%ﬁ} 0 n!
~ X (1 - AT) ' T)"(1
=1A1§)1([(1)+; ( n') ) ())
~1.

Para todo t,s > 0e f € C(X) temos

Sit+s)f = lgg exp((t+s)Th)f = 1/&161 exp(tTy) exp(sTh) f.

Vamos agora mostrar que o limite a direita é igual a S(t)S(s)f. De fato, para todo
A > 0 temos

[ exp(tT3) exp(sTh) f = S(t)S(s)f |l = [l exp(tT3) exp(sTh) f — exp(tTx)S(s) f oo
+ [l exp(tT2)S(s) f — S(8)S(5) [l

< [[exp(tTx)(exp(sTx).f = S(s)f)lloo
+ [lexp(tT3)S(s)f — S(£)S(s)f oo

< [[exp(sTh)f = S(s)floo
+ [l exp(tT3)S(s) f = S(#)S(5).flloe-

Tomando o limite quando A 1 0, em ambos lados da desigualdade acima, concluimos que
para toda f € C(X)

S(t + 5)f =limexp(tTy) exp(sTh)f = 5(t)S(s)f.

Para completar a prova que a familia {S(¢) : ¢ > 0} define um semigrupo de Markov,
precisamos mostrar apenas que a aplicacdo f —— S(t)f é continua a direita. Isto é,
fixada f € C'(X), t > 0 temos que mostrar para todo € > 0 dado, que existe § > 0 tal
que se 0 < s —t < 4, entdo ||S(s)f — S(t) fllo < e.

Antes de mostrar este fato, observamos que para qualquer f € D(T) e A > 0 temos

lexp(sTh)f = flloo =

*d
— tTy) f dt =
[ Sevimiral

/exp(tT,\)T,\fdtH < ST f|| oo-
0

Tomando limite na desigualdade acima quando A — 0 ficamos com
1S(s)f = flloe < sIIT fllos- (15)
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Voltamos agora a prova da continuidade a direita da aplicacao ¢ — S(t)f. Primeiro
passo é observar que a desigualdade acima permite escolher g € D(T') e 6 > 0 tais que
lf—gllec <€/3€e]|S(s—1)g— gl|leo <&/3, para 0 < s —t < . Em seguida, usamos a
propriedade de semigrupo S(t + s) = S(t)S(s) e a escolha de g para verificar que dado
e>0e0<s—t<J aseguintes desigualdades sao verdadeiras

1S(s)f = S(t) flloo = 1S@)(S(s =) f = )lloo
=[1SOS(s =O)(f —9) +(S(s =t)g—g) + (9 — )l
<[(S(s=O)(f —9)+(S(s—=t)g—9g) + (9 — )l
<[[(S(s =)(f = Do +[1S(s =1)g = glloc + [If = gllo
<2[(f = 9l +[1S(s = )9 — glloc
< €.

Assim esta provada a continuidade a direita e também que a familia {S(¢) : ¢ > 0} é um
semigrupo de Markov.

Vamos verificar agora que o operador T é o gerador infinitesimal do semigrupo de
Markov {S(t) : t > 0}. Como vimos acima para todo s > 0 e A > 0 temos

exp(sTh)f — f = /S %exp(tT,\)f dt = /S exp(tTy)T\f dt.
0 0

Se f € D(T') podemos tomar o limite quando A | 0, em ambos lados da igualdade acima,
ficando com

S

S@ﬂwzl¥@wﬁ =>1w@ﬂﬁﬁ{43wwﬁ

Usando agora o Teorema Fundamental do Célculo sabemos que existe o limite, quando
s 4 0, do lado direito da igualdade acima e que

1 1 [°
lim — (S —f)y=lim- [ SHOTfdt=S0O0)Tf=TFf.
im L(S()f = ) =tim+ [ SOTfat = SO =T
Mostrando assim que T' é o gerador infinitesimal do semigrupo {S(¢) : t > 0}.

Para completar a prova do item 2 resta mostrar a validade da formula exponencial

t —n
S(t)f = lim (I— —T)f, VfieCX)et>0.
n—00 n
Ja que ||(I — AT)!|| < 1 e que a Proposicao (16| permite concluir que Im(I — \T') =
C(X) para todo A > 0, segue que [0,00) C p(T). Assim podemos aplicar o Teorema
para garantir que a aplicagao o — (a—T)~! ¢ analitica em (0, +00), pois T ¢ fechado.
Derivando implicitamente a Equagao com respeito a «, temos para cada f € C(X)
que

I —T)2f = b —atg dt.
(al —T)2f Ate ()f dt
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Procedendo de maneira andloga e derivando sucessivamente os dois lados da equagao
acima, obtemos as iteradas da Transformada de Laplace, isto é,

n!(al —T) " 'f = /OO t"e S (t)f dt,
0

que pode ser reescrito como

(al —T)"1f — / e-o25(s)f ds. (16)
o n!
Combinando a Equagao (16)) com a expressao (al —T)™' = a (I — a7 'T)7!, temos
(I—-a'T) " f = Oz”“/ S—' e **S(s)f ds.
o n!

Fixado t € [0,00) e fazendo o = n/t, com n € N segue da igualdade acima que

¢ —n—1 nn+1 ooSn ey
(I_ET> (f) = th/0 e S(s)f ds. (17)

Fazendo a mudanca de varidveis s = rt, obtemos

—n—1 n+1 o) n
(I— %T) (f) = Ttl”“t/o (rt) e "S(rt)f dr

n!

nn+1

_ / e S (rt) f dr.
0

n!

Ja que t > 0 esta fixado podemos definir para cada n € N um operador linear limitado
I, : C(X) — C(X) pela seguinte expressao

L= (1-41) (n=sr = T [Treriseor - s )

n

Afirmamos que para cada f fixada I,,(f) — 0 uniforme em ¢, em intervalos compactos,
quando n — oo. De fato, considere ¢ > 0. Como ¢t — S(t)f é continua para cada
f € C(X), segue que existem constantes 0 < a < 1 < b < oo tais que, para t > 0 fixado,
vale

|S(rt) — S| <e, coma <71 < b (19)

Para facilitar a obtencao das estimativas, vamos decompor o operador [,, em uma soma
de trés operadores como segue

nn+1 a
L) = S [ e mises - s ar
nn+10 b
+ . / e " [S(rt)f — S(t)f] dr
nn—i—l aoo
+ o /b e "[S(rt) f — S(t)f] dr
= L,(f) + () + L(f).
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Analisando separadamente os termos I!(f), I2(f) e I3(f), vamos mostrar abaixo que sao
validas as seguintes limitacoes para suas normas de operador:

nn-{—l . a
120 < ey [T 1807 = S| dr (20)
) nnJrl b B
| <e - re”™ dr < g, (21)
3 nn-l—l O(OI n _—nr
1< e [ st = s av (22)

A estimativa de ||I}|] dada em (20) é obtida usando que a fungdo = — ze™® é
crescente no intervalo [0, 1]. Usando que ||S(rt)f — S(r)f]| < 2||f]|o, & aproximagao de
Stirling

Vorn™tie ™ < pl < entie™

e que a fun¢do a — 1 — a + log a, é negativa para todo a € (0, 1) segue imediatamente
que ||I}|| — O uniformemente em ¢, em intervalos compactos, quando n — oo.
Para estimar ||I2]], vamos usar a famosa fun¢ao Gama, definida para todo A > 0 por

'(A) :/ e dr
0

e sua seguinte propriedade elementar I'(n) = (n — 1)! para todo n € N. Para estimar
|| I5]| basta observar que, se consideramos a mudanca de variaveis x = nr, na integral
abaixo, entao temos

&0 1 & T 1 !
/ re”™ dr = / z"e ™ dx = (n+ 1) S
0 0

nnt 1 nnt 1 nnt 1°

Ou seja,

nn+1 es]
/ r'e™"" dr = 1.
0

n!

Da identidade acima e da desigualdade concluimos que é verdadeira.
Vamos mostrar que I3 também converge a zero uniformemente em compactos. De
fato, dado ¢ > b, temos

3 nn+1 > n _—nr
20 < 2 [T st - s i
nnJrl c nn+1 o]
= [rmemisens - sl dr s [T et - sl
. b K c
Efﬁ—i-]g.
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Afirmamos que I e I? convergem a zero uniformemente em compactos. Com efeito,
como r"e " = (re”")" e a fungdo xe~* é decrescente para x > 1, temos que

A nnJrl c
21 < 20 [ e
: b

n"t

1
< 2l flloe b e — b).

n!

Observe que
n+1
bre" =5 0

Ty = —
n!

De fato, da aproximacao de Stirling para n! temos que nln(n) —n < In(n!) < nln(n).
Assim,

In(x,) <lIn(n) —n(b—In(b) —1).

Como b > 1, segue que (b —In(b) — 1) > 0, e portanto In(x,) — —oo quando n — oo.
Logo, z,, — 0, o que significa que ||I}|| converge a zero quando n — oo. Por fim, para
I, podemos escolher c de tal forma que para todo r > ¢ tenhamos r < ez, Assim
sendo, concluimos que

nnJrl

131 =" [ s s - st ar

nn+1 [ee)
< 2HfH007/ r" e dr
* C

nntl © L
<fl e [ F ar
* C

n+1 efnfﬂ

n
:2||f|’oo7 =

Argumentando analogamente ao caso da sequéncia (x,,),en, podemos mostrar que ¥y, —
0, quando n — oo. Logo || I2]] — 0, como desejado.

J4 que € é um namero positivo arbitrario, fazendo n — oo na expressao ([18) segue
que

S(t)f = lim (1 - %T) f (23)

n—o0

O

7.1 Prova Alternativa da Férmula Exponencial

Nesta se¢ao vamos apresentar uma prova alternativa para a formula exponencial que apa-
rece no item 2 do Teorema de Hille-Yosida. Vamos contornar a parte técnica envolvida
no final da secao anterior usando alguns resultados cléssicos da Teoria de Probabilidade.

Antes de prosseguir, vamos recordar alguns resultados elementares da Teoria de Pro-
babilidade que serao usados ao longo desta segao.
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Seja X é uma variavel aleatoria em um espago de probabilidade (92, F,P) tal que
P(X <x)= / fx(s) ds, Ve e R

para alguma fx : R — [0,00) continua. Se g : R — R é uma fun¢do borel mensuravel
tal que E[|g(X)|] < +o00, entao segue da formula de mudanca de varidveis para integrais
que

Elg(X)] = / g(X)dP = / " g5 fx(s) da (24)

Uma variavel aleatoria Y em um espago de probabilidade (2, F,P) é dita ter distri-
buigao exponencial de parametro o > 0 se

P(Y <zx)= / ae”* ds, Vo € R.
0

Para indicar que Y é uma variavel aleatéria com distribuicao exponencial, de parametro
a > 0, vamos usar a nota¢ao Y ~ Exp(a). Note que se X ~ Exp(1) e Y = a1 X, entao
Y ~ Exp(a).

Se Y7, ...,Y, sao varidveis aleatorias independentes, com distribuicao exponencial de
parametro «, entao podemos mostrar que

Snfl

Dizemos que uma sequéncia (X, )nen de v.a.’s em um espaco de probabilidade (2, F, P)
é uniformemente integravel, se para todo € > 0 dado existe, M > 0 tal que

sup E[X,, - 1yx,>x}3] < €

neN
Definicao 24 (Convergéncia em Probabilidade). Dizemos que uma sequéncia de v.a.’s
(Zn)nen, em um espago de probabilidade (€2, F,P), converge em probabilidade para uma
constante m € R se para todo ¢ > 0 fixado, temos P (|Z, —m| >¢) — 0, quando
n — oo.

Teorema 25 (Lei Fraca dos Grandes Numeros). Seja (X,,)nen uma sequéncia i.i.d, em
um espago de probabilidade (Q, F,P), com E[X ] = m. Entao para qualquer ¢ > 0 fizado

temos x x
limPQ Lt n—m‘>5> = 0.

n—00 n -

Teorema 26. Seja (Z,)nen uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d, em um espago
de probabilidade (Q, F,P). Suponha que (Z,)nen € uniformemente integrdvel e converge
em probabilidade para uma constate m € R. Entdao E[|Z, — m|] — 0, quando n — oo.

Agora estamos prontos para enunciar e provar o principal resultado desta se¢ao.
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Teorema 27. Se {S(t) : t > 0} um semigrupo de Markov e seu gerador infinitesimal
T:D(T)— C(X) é um gerador de Markov. Entdo para toda f € C(X) temos

t n
S(t)f = lim <I——T) f, VfelX)et>0.
n—oo n

Demonstracao. Seja (X,,), uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d. em um espaco de
probabilidade (€2, F,P) com distribui¢do exponencial de parametro o = 1. Fixe a > 0
e para cada n € N defina Y,, = o™ 'X,,. Entao (Y,),en € uma sequéncia de variaveis
aleatorias i.i.d. e Y,, ~ Exp(A). Usando e temos para toda f € C(X) a seguinte
igualdade

00 ansn—l —as

E[S(a'Xi+...+a'X,)f] :/0 Ti)'

As hipotese do teorema nos permite usar a expressao . Ja que T é fechado podemos
aplicar o Teorema [20| e por derivacao dos dois lados da igualdade (4)), n — 1 vezes, obter
a seguinte igualdade

t -n n" 00 Sn—l o,
([_ET) f:t_”/o (n—l)!e t°S(s)f ds.

Tomando o = n/t em e comparando com esta taltima igualdade, podemos concluir

que -
() (- )

Logo para toda f € C(X) temos

(1— %T>_nf— S(t)f=F [5 (Xl i - +X"t> Fo S(t)f} .

Para t > 0 e s > 0 dados num compacto, segue da formula de integracao por partes e
do item 1 do Teorema [22] que

() — S(s)flle _

S(s)f ds. (26)

|sos| =il

|t — s N
para toda f € D(T). Ou seja,
1S@)f = S(8) flloo S NTflloo [t — sl (27)
Da desigualdade acima obtemos a seguinte estimativa
t \ " Xi+...+ X,
(I—ET) f—S)f g]E‘S( et t)f—S(t)f’

< T flloe

Xi+...+X,
IE' 1+ + t—t‘
n

< UIT flloo

X 4.+ X,
E‘ i —1‘. (28)
n
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Ja que (X, )nen € a sequéncia i.i.d. de variaveis aleatorias com E[X;] = 1, segue da Lei
Fraca do Grandes Numeros que a sequéncia de v.a.’s

Xi+...+ X,
n

Zn

converge em probabilidade para a constante m = 1. Ja que (X,,)ney € 1.1.d. e E[|X;|] =1
segue imediatamente que a sequéncia (Z,),en € uniformemente integravel. Como todas
as hipoteses do Teorema [26| estao satisfeitas podemos garantir que

Xi+...+X
lim B[ T2 g
n—oo n
Esta igualdade junto com a estimativa (28)), finalizam a prova do teorema. n

O Teorema de Hille-Yosida serd usado, na proxima parte, da seguinte maneira. Pri-
meiro usamos a descri¢ao infinitesimal do processo (este conceito serd definido mais a
frente) para definir um pré-gerador de Markov T'. Nesta etapa as condigoes 1, 2 e 3 da
defini¢cao de pré-gerador de Markov (Definigao [1]) sdo geralmente faceis de se verificar
com ajuda da Proposicao . Em seguida, precisamos provar que Im(/ — \T") é denso em
C(X) para X suficientemente pequeno. Esta parte normalmente é a mais dificil e feita
considerando hipoteses adequadas nas chamadas tazas de transicoes, que serao definidas
mais a frente. Vencida esta etapa, podemos aplicar as Proposicoes [L1| e [12| para garantir
a existéncia de T e que o mesmo é um gerador de Markov. Finalmente usamos o gerador
de Markov T para gerar um semigrupo de Markov via Teorema de Hille-Yosida.

8 Uma caracterizacao das Medidas Invariantes

Nesta secao apresentamos uma aplicacao do Teorema de Hille-Yosida para caracterizar
o conjunto das medidas invariantes .# de um processo de Markov associado a um semi-
grupo de Markov {S(t) : t > 0}. Antes de apresentar esta caracterizagdo introduzimos
o conceito de cerne de um gerador de Markov.

Definicao 28 (Cerne). Seja T : D(T') — C(X) um gerador de Markov. Um subespaco
linear D de D(T') ¢ chamado de cerne de T', se T' ¢ o fecho de sua restri¢do a D, isto ¢,
T="T|p.

Note que T' é unicamente determinado por seus valores em um cerne. Na maior parte
das vezes nao ¢ possivel exibir explicitamente o dominio de um gerador por completo. Por
outro lado, se um gerador é obtido via o procedimento explicado logo ap6s a demostragao
do Teorema de Hille-Yosida, entao o dominio do pré-gerador é um cerne para o gerador.
Desta forma, pelo menos o cerne é explicitamente descrito.
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Proposicao 29. Suponha que D € um cerne do gerador infinitesimal T : D(T) — C(X)
de um semigrupo de Markov {S(t) :t > 0}. Entao

f:{ue//ll(X):/deuzo, erD}.
X

Demonstra¢ao. Suponha que p € #. Fixada f € D(T), segue do Teorema de Hille-
Yosida que

Tf=lim—= (t)f_f

tl0 t

Ja que ||T f||s < +00 segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

/){deu _ Al}gwdu _ 1&51%</)(S(t)fdu—/)(fdu). (29)

Como i € .7, segue da Proposicao 13 da Parte 3 que

[ swan= [ san

Usando a igualdade acima em concluimos que para toda € £ e f € D, temos

/Xdeu—O.

Reciprocamente, seja u € .#1(X) tal que

/deuzo, V feD.
X

Afirmamos que, para toda g € C(X), temos

/){S(t)gdu=/xgdu-

De fato, fixe ¢ € C(X). Segue da definicao de gerador de Markov que, dado A > 0,
existe uma tunica f € D(T) tal que f — AT'f = g. Pela definicdo de cerne, segue que
existe uma sequéncia {f, : n € N} C D tal que ||f, — fllo = 0 e ||Tf, — Tf|lco — 0.
Aplicando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada, temos

/de,u: lim/Tfndu:O
X n—oo X

/gdu = /(f ATf)d /fdu

Como T é um gerador de Markov, o operador (I — A1)~ : C(X) — D(T) estd bem
definido, para todo A > 0. Aplicando esta inversa em ambos os lados da igualdade,

Portanto,
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f—=ATf =g, temos que f = (I —\T)"'g. Usando este fato na igualdade acima ficamos
com

/(I—)\T)lgd,u:/gdu, YA > 0.
X X

Como (I — \T)"'g € C(X), repetindo o argumento acima obtemos

/X(]_)\T)_di,“:/X(I—)\T)_lgd,u:/ngu.

Procedendo uma inducao formal concluimos que

/(I—AT)”gdu—/gdu,
X X

para todo n € N. Por fim, escolhendo A\ = t/n, utilizando o Teorema da Convergéncia
Dominada e a formula exponencial dada no Teorema de Hille-Yosida, obtemos

t
/gduz lim (I—ET)‘”gduz/ S(t)gdu, vVt >0,
X

conforme afirmamos. Pelo item 1 da Proposicao 13 da Parte 3, podemos finalmente
concluir que p € 7. m
Apéndice

Teorema 30. Seja (Ly)nen uma sequéncia de operadores lineares limitados, com L, :
N — B, onde N € um espaco normado e B um espaco de Banach. Se

D Ll < 400
n=1

Entao existe o limite L = lim,,_, Z;;l L, e além do mais L define um operador linear
limitado em N
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