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Resumo

Este texto constitui a primeira parte de uma série de notas de aula, em desen-
volvimento, sobre Céalculo Estocéastico de It6. Nesta parte inicial, revisamos a teoria
classica de integracdo de Riemann-Stieltjes e investigamos suas limitacées quando o
integrador ndo possui variacdo limitada. Apresentamos exemplos concretos mostrando
que, existem fungoes na classe das Holder continuas com expoente 1/2 (e um pouco
mais regulares que as trajetérias tipicas do movimento browniano), para as quais a
integral de Riemann-Stieltjes ndo estd bem definida, mesmo quando integrando e o
integrador sdo funcgbes continuas. Demonstramos também, como aplicacdo Teorema
de Banach-Steinhaus, que se a integral de Riemann-Stieltjes existe para toda fungao
continua, definida um intervalo compacto, entdo o integrador necessariamente possui
variacao limitada. Estes resultados motivam a necessidade da introducdo de uma nova
teoria de integracdo, no caso sera a teoria de integracdo no sentido de It6, que serd
apresentada nas partes subsequentes destas notas.

1. Introducao e Motivacao

Uma das primeiras aplicacoes do Movimento Browniano (ou processo de Wiener) a modela-
gem financeira foi proposta por Louis Bachelier por volta de 1900. Em sua tese, inovadora
para a época, Bachelier prop6s o uso de um processo com incrementos gaussianos para estu-
dar a dindmica dos precos dos ativos na Bolsa de Paris. E claro que, por razdes cronolégicas,
nao havia a terminologia moderna “Movimento Browniano” ou “Processo de Wiener”; ainda
assim, parte substancial da matematica ali desenvolvida equivale, na linguagem atual, ao
que conhecemos hoje sobre a teoria moderna do Movimento Browniano {B; : t € [0, +00)}.

De forma resumida, Bachelier utilizou o movimento browniano para modelar as flutuagoes
de preco de um ativo e, consequentemente, a evolugao temporal de seu preco X;. A hipotese
era que incrementos infinitesimais de preco dX; seriam proporcionais aos incrementos dB;
do Movimento Browniano, isto é,

dXt = UdBt,
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onde ¢ > 0 é uma constante. Com isso, a trajetoria do preco com condigao inicial Xg = =
seria dada por
Xy =x+ 0B, t>0.

Essa abordagem estava a frente de seu tempo, mas apresentava uma inconveniéncia: para
qualquer ¢ > 0, a variavel X; pode assumir valores negativos com probabilidade nao nula.
Para horizontes curtos, essa probabilidade é praticamente desprezivel; porém, a medida que ¢
cresce, a chance de X; < 0 aumenta, afastando o modelo da realidade de precos estritamente
positivos.

Uma alternativa natural para contornar essa falha é modelar o retorno relativo dX;/ X,
em vez do nivel de preco. Assume-se, entdo, que as variagoes relativas causadas pelas flutu-
acoes de mercado sao proporcionais a dB;, o que leva a seguinte equagao entre as “taxas de
variacao”

dXt = O'Xt dBt (]‘)

Surge, entao, a questao fundamental: qual o significado matematico preciso dessas “taxas
de variacao”? A semelhanca formal com equacoes diferenciais ordindrias é enganosa, pois as
trajetorias amostrais de B; sao, quase certamente, nao diferenciaveis em todo ponto.

A maneira de dar sentido rigoroso a expressoes como as da equagao (1) foi introduzida
por Kiyoshi [t6, na década de 1940, por meio de sua teoria de integrais estocdsticas e equagoes
diferenciais estocdsticas (EDEs). Nessa teoria, a equagao (1) é interpretada como a equagao
integral da forma

t
Xt:x+a/ X,dBy,
0

em que a integral com respeito ao processo estocéstico {B; : t € [0,+00)}, no lado direito é
a chamada integral estocdstica de It (que serd definida e estudada adiante).

A primeira vista, poderia parecer que a solucdo tem a forma x e?t; no entanto, no arca-
bougo da teoria de Ito a solucao é na verdade dada por

Xy =z exp <oBt — §a2t>,

que é o martingale exponencial classico, discutido na lista de exercicios. O fator adicional
e~27°t decorre precisamente da nao diferenciabilidade das trajetorias de B; e da maneira
como ¢ formulado o calculo de It6. Observe que no sentido de Ito, se x > 0, entao X; > 0
para todo ¢ > 0, uma propriedade desejavel e importante em qualquer modelo de precificacao
de ativos.

Além das aplicagoes em Financas Quantitativas, descritas acima, é importante ressaltar
que hoje em dia as aplicagoes do Calculo Estocéstico transcendem em muito o problema
de modelagem de precificacdo de ativos. A Integral de It6 fornece uma linguagem natu-
ral e rigorosa para descrever fendmenos em praticamente qualquer area da ciéncia onde
sistemas dinamicos evoluem sob a influéncia de perturbagoes aleatérias continuas (ruidos).
Na Fisica, por exemplo, ela é indispensavel para o tratamento moderno da equacao de
Langevin, que descreve a trajetoria de particulas sujeitas a forcas térmicas flutuantes,
permitindo uma conexao precisa entre a dindmica microscopica e as leis macroscopicas de
difusdo e termodinamica fora do equilibrio.

Além da Fisica, a teoria de integragao estocastica de Itd6 é uma ferramenta central em
areas como a Engenharia e a Biologia Mateméatica. Na engenharia elétrica e aeroespacial, a
teoria é a base para estudo de filtros estocasticos (como os de Kalman-Bucy), essencial para
estimar o estado real de sistemas, seja a posicao de um satélite ou sinal de telecomunicacao,



a partir de observagoes ruidosas. Analogamente, em ecologia e epidemiologia, equagoes
diferenciais estocasticas siao frequentemente preferidas aos modelos deterministicos cldssicos
por serem capazes de capturar a variabilidade inerente a dindmicas populacionais e taxas
de transmissao de doencas, especialmente quando as populagdes s@o pequenas ou sujeitas a
ambientes instaveis.

Outro dos grandes triunfos desta teoria é a sua profunda conexao com a Analise Classica,
especificamente com as Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs). Através de resultados como
a célebre formula de Feynman-Kac, solugoes deterministicas de problemas de valor inicial e
de contorno para EDPs do tipo parabdlicas e elipticas (que incluem a equagao do calor e a
equagao de Schrodinger em tempo imagindrio) podem ser representadas probabilisticamente
como valores esperados de funcionais de processos de It6. Essa dualidade nao apenas fornece
uma interpretacao fisica intuitiva para as solu¢oes dessas equacoes, mas também viabiliza
métodos numéricos robustos, baseados em simulacdes de Monte Carlo, para resolver EDPs
em altas dimensoes onde métodos tradicionais de malha falham.

Por fim, o alcance do Calculo Estocastico se estende a fronteiras da Matematica Pura.
Ele é uma ferramenta que tem sido aplicada com bastante sucesso na Geometria Diferen-
cial (por exemplo, no estudo do Movimento Browniano em variedades riemannianas e na
teoria do potencial) e na Andlise Harménica. Surpreendentemente, encontramos também
aplicacoes fascinantes na Teoria Analitica dos Numeros, onde a universalidade do Movi-
mento Browniano aparece em teoremas de limites para func¢oes aritméticas. Por exemplo,
certas estatisticas associadas a distribuicao dos valores da funcao Zeta de Riemann na linha
critica, ou a distribuicao de ntimeros primos, podem ser modeladas ou aproximadas por leis
associadas a trajetérias brownianas, revelando uma conexao profunda entre a aleatoriedade
continua e as estruturas discretas dos niimeros.

Os resultados apresentados nestas notas sdo baseados nas seguintes referéncias [2, 5, 6].
Para a parte basica sobre o Movimento Browniano o leitor pode consultar as varias referéncias
classicas sobre o assunto bem como [1, 3.

2. Integrais de Riemann, Stieltjes e Lebesgue

Uma das aplicagbes centrais de uma teoria de integragao é reconstruir uma fungao a partir
de suas taxas de variagdo. Por exemplo, se conhecemos o valor de uma funcao em xy, bem

como sua derivada of A b — o)
s r+h)—Jj@
@) = h

em cada ponto do interior do dominio, e se essa derivada possui regularidade adequada (por
exemplo, é continua), entdo o Teorema Fundamental do Célculo garante que

@) = o)+ [ Ligyar.

) dx

A medida que a regularidade dessas “taxas de variacdo” diminui, torna-se necessario
recorrer a conceitos mais sofisticados de integral para resolver problemas de reconstrucao.
As integrais de Riemann—Stieltjes e de Lebesgue—Stieltjes estendem a integral de Riemann e
sdo particularmente eficazes quando ha controle da variacao total do integrador. Em diversos
contextos, entretanto, o integrador natural apresenta variagdo total infinita (como ocorre,
quase certamente, com as trajetérias do Movimento Browniano em qualquer intervalo).



Nesses casos, a integral de Riemann—Stieltjes, em geral, nao esta definida, e o tratamento
via Lebesgue—Stieltjes também ¢ insuficiente.

Nesta secao, recordaremos as defini¢oes e algumas propriedades elementares das integrais
de Riemann, Riemann—Stieltjes e Lebesgue—Stieltjes, e apresentaremos exemplos simples de
suas limitagoes quando o integrador nao tem variacao limitada. Isso motivara, nas segoes
seguintes, a introducao da teoria de integracao no sentido de It6, adequada para integrais
com respeito ao Movimento Browniano e crucial para a formulacao rigorosa de EDEs como
as que aparecem em (1).

2.1. Integral de Riemann

Sejam a,b € R satisfazendo a < b e f : [a,b] — R uma fungao limitada. Dizemos que f é
Riemann integrdvel, no sentido de Darboux, se o supremo das somas inferiores coincide com
o infimo das somas superiores. Isto é equivalentemente a existéncia do seguinte limite

/f = A, an i = ti1);

onde A,, = {to,t1,...,t,_1,t,} é uma particao de [a,b] com a convencdo a =ty < t; < --- <
tno1 < tp, = b, [|A,|| = maxicicn(t; — ti—1), € 7, ¢ um ponto escolhido arbitrariamente no
intervalo [t;_1,t;].

Se f é uma fungdo continua em [a, b, entao ela é Riemann integravel. Além disso, é
bem conhecido que uma fungao limitada em [a, b] é Riemann integravel se, e somente se, o
conjunto de seus pontos de descontinuidade possui medida de Lebesgue nula.

2.2. Integral de Riemann-Stieltjes

Seja g uma fungdo monétona nao-decrescente em um intervalo fechado finito [a,b]. Uma
fungao limitada f definida em [a, b] é dita ser Riemann-Stieltjes integravel, com respeito a g,
se o seguinte limite existe:

b
[ 10 a5ty = Jim > ) ote) ~ atti). )
onde a particdo A,, e os pontos de avaliagao 7; sdo dados como acima. Na integral que aparece
acima, dizemos que a funcao f esta fazendo o papel do integrando, enquanto g faz papel do
integrador. E um fato bem conhecido que fungdes continuas em [a, b] sdo Riemann-Stieltjes
integraveis com respeito a qualquer fungdo monétona nao decrescente em |[a, b].

E possivel também fazer uma pequena extensdo do resultado mencionado acima para
incluir integradores um pouco mais gerais, apenas continuos, em compensacao o integrando
precisa ser uma funcdo mondtona nao crescente ou nao decrescente. Mais precisamente,
Suponha que f : [a,b] — R é uma fungdo monétona nao-decrescente e continua. Se a funcao
g : la,b] = R é uma fungdo continua, entdo podemos nos inspirar na férmula de integracao
por partes para definir a integral de Riemann-Stieltjes de f, com respeito a g, como segue

b b b
[ rwagv = rwgo| - [ g0, 8

onde a integral no lado direito é definida como em (2), mas agora com f sendo o integrador
e g o integrando. Isso nos leva a seguinte pergunta.

4



Pergunta 1. Para quaisquer fungoes continuas f e g em [a, b], podemos definir a integral
[P £(t) dg(t) pelo limite que aparece em (2)?

Para responder a esta pergunta vamos considerar o caso particular em que f = g. Ou
seja, vamos verificar se apenas sob a hipdtese de continuidade de f é possivel definir

[ s aro

pelo limite que aparece em (2).
Seja A,, = {to, t1,...,1,} uma parti¢do de [a, b]. Sejam L,, e R, as correspondentes somas
de Riemann com os pontos de avaliacao 7, = t;_1 e 7; = t;, respectivamente, a saber,

L= 3 £ (00 - 1(0),

Observamos que uma condi¢gdo necessaria para a existéncia do limite em (2) e que
lim L,, = lim R,,, quando ||A,|| — 0. Vamos investigar o que acontece neste caso.

Primeiro, observe que a diferenca e a soma de L,, e R,, satisfazem as identidades mostradas
abaixo

B = Lo =3 (f(t) = f(t:0) 4)

Ryt Lo =Y (f(t:)? = f(ti1)?) = F(0)° = f(a)*

=1

Somando ambos os lados das identidades acima e também subtraindo a segunda identi-
dade da primeira obtemos as seguintes expressoes para R, e L,, respectivamente

Ro = (£07 = 102+ X (16 = fl6)')

L=, (f(b)Q ~ f@ =3 (f(t) - f<ti1>)2> . (5)

=1

Uma observagao. O limite do lado direito de (4), quando [|A,|| — 0, caso exista, coincide
com a chamada variagdo quadrdtica da funcao f em [a, b].

Segue das expressoes acima que

lim R,# lim L,
|An]—0 |An|—0

se, e somente se, a variacdo quadratica da funcao f é nao nula.

Uma caracteristica muito importante do argumento acima é que ele é de natureza com-
pletamente algébrica ou combinatéria. Para a obtencao das expressoes para R, e L, nao é
preciso apelar para nenhuma hipétese de regularidade da funcao f.

Vamos considerar dois exemplos simples.



Exemplo 2. Seja f uma fungao C'([a, b],R), isto é, f'(t) é uma funcio continua em [a, b].
Considere novamente o problema de definir [* f(¢)df(t) pelo limite (2). Neste caso observe
que segue da identidade (4) e do Teorema do Valor Médio que

n n

By = Ll = 3 (£t = ti))” < S IF Il = tir)?

i=1 1=1
<IN AR Yo = timn) = 1 151 AR (0 — a)
=1

— 0, quando ||A,]| — 0,

onde t; 1 <t <t;e] ] éanorma do supremo. Assim lim L,, = lim R,, quando ||A,| — 0.
Além do mais, podemos usar a identidade (5) para calcular explicitamente

— 2 (f0 - F@)?). (6)

lim R,= lim L,
[Anll—0 [ Anll—0 2

Por outro lado, no caso de fungdes de classe C'!([a, b], R), podemos simplesmente definir
a integral [° f(t)df(t) por

[ swaw = [ s

e obter novamente, mas agora pelo Teorema Fundamental do Célculo que

/ab f@)df(t) = /bf(t)f’(t) dt = ;(f(b)Q _ f(a)Q),

a

Exemplo 3. Neste exemplo vamos estudar o mesmo problema do exemplo anterior, mas
para uma f : [a,b] — R muito menos regular que as fungoes do espaco C*([a,b],R). Seja
f : la,b] — R uma fungdo satisfazendo a seguinte condigdo. Existem constantes positivas
Ki, Ky € Red >0 tais que

Kift = s|'? < [f(8) = f(s)] < Kalt—s['?, (7)

para todos s,t € [a, b] satisfazendo |s — t| < 6.

Observe que segue da identidade (4) e da condigdo (7) que existe ny € N tal que para
todo n = ng temos ||A, || < 0 e que valem as seguintes desigualdades

Logo as somas de Riemann—Stieltjes ndo podem convergir para um tnico limite independente
da escolha de 7;, e portanto para qualquer fungao f : [a,b] — R satisfazendo (7) a integral
[ £(t) df (t) ndo existe, no sentido de Riemann-Stieltjes.

Observe que embora a funcao deste exemplo seja irregular em um certo sentido ela é uma
funcao uniformemente continua. Na verdade, mais ainda ela é uma func¢ao Holder continua.

Os exemplos acima revelam que o problema de definir a integral [° f(t)dg(t), mesmo
quando f = g, é um problema altamente nao-trivial. De fato, ndo hd uma resposta simples
e definitiva para a Pergunta 1.

A conclusao impactante obtida no exemplo Exemplo 3 nos leva naturalmente a fazer uma
outra pergunta.



Pergunta 4. Existem fungoes continuas f : [a,b] — R satisfazendo a condigao
Kult = s[V2 < |f(t) = f(s)] < Kalt — s|'/?
para todos s,t € [a, b] tais que |t — s| < §7

Vamos abordar agora o problema de definir a integral de Riemann-Stieltjes de uma func¢ao
f i [a,b] — R, com respeito a uma fungao g, pela expressao

b n
[ rydgty = lim S f(m)(9(t) - glti)), (9)
o |An]—0

onde o limite é tomado como no inicio da se¢do, de um ponto de vista um pouco mais
voltado para Analise Funcional. Vamos mostrar que se o limite acima existe para toda
fungao continua f : [a,b] — R, entdo a fungdo g é necessariamente uma fungao de variacao
limitada. Mais precisamente, seja P([a, b]) a colegao de todas as parti¢des do intervalo [a, b]
satisfazendo a convengdo mencionada no inicio desta segao, isto é, se A € P([a,b]) entao
A = {to,t1,...,tn}, para algumn € Nea =1ty < t; < ... <t, = b Dizemos que uma
fungao f : [a,b] — R é uma fungao de variagao limitada em [a,b] se a seguinte condicao é
satisfeita

sup  Var(f,A) < 400,
A€P([a,b))

onde para cada particio A da forma A = {tg,t1,...,t,}

n

Vari(f, A) = [f(t:) = f(tioa)l-
i=1

Para provar a afirmacao feita acima, vamos precisar do Teorema de Banach-Steinhaus
cuja prova pode ser encontrada em diversos livros introdutérios de Analise Funcional, como,
por exemplo, na referéncia [4].

Para o enunciado do teorema vamos precisar lembrar da no¢ao de norma de operador.
Sejam (B, || - ||p) um espaco de Banach, (N,| - ||x) um espago normado. Dizemos que um
operador linear 7' : B — N ¢ continuo (ou limitado), se existe alguma constante K > 0 tal
que | T(v)||n < Klv|| B, para todo v € B.

Se T : B — N é um operador linear continuo, definimos a norma do operador 7', notacao
|7 |lop, pela seguinte expressao

T(v N
Tl = sup 1T
e |vlls

0<|vllp<t

Observe que segue diretamente das definicbes que T : B — N é um operador linear
continuo, se e somente se, ||7|op < +00.

Teorema 5 (Banach-Steinhaus). Sejam (B, || - ||z) um espa¢o de Banach, (N, | - ||5) um
espago normado. Seja I' um conjunto de indices arbitrario e {T,, : B — N },er uma familia de
operadores continuos tais que, para cada v € B fixado, a familia de vetores {T,(v) : « € T'}
define um conjunto limitado em N. Entdao a familia de ntmeros reais {||T,|lop : v € T'} é
limitada, equivalentemente

sup || Ty [op < +00.
acl



Lema 6. Sejam f : [0, 1] — R uma func¢do continua e para cada n € N considere a parti¢ao
do intervalo [0, 1] por racionais diddicos positivos dada por A, = {j/2" : j = 0,...,2"}.
Entao

sup  Var(f, A) = sup Var(f, A,).
AeP([0,1]) neN

Prova. Ja que a familia {A,, : n € N} estd contida na familia P([0, 1]), temos imediatamente
da definicao de supremo que

sup Var (f,A,) < sup Vari(f,A).
neN AeP([0,1])

Reciprocamente, seja A = {to,...,tx} € P([0,1]) uma partigao arbitraria e € > 0. Como
estamos assumindo que f : [0,1] — R é continua e [0, 1] é compacto, podemos afirmar que
a funcao f é uniformemente continua em [0, 1]. Desta forma podemos garantir que existe
0 > 0 tal que

lf(t) — f(s)] < %, Vs, t € [0, 1] satisfazendo |s — t| < 6.

Seja ng € N, tal que

1 : L. :
om0 = | Ay || < min {5, imm{tj —tji1:]= 1,...,/{:}}.

Observe que podemos particionar o intervalo fechado [0, 1] da seguinte maneira

om0 — 1 2m

[O’Qi())U[Q"O 2"0>U U{Qno QnO)U U{ T no] = [0,1].

Para facilitar a notacao denotamos por

270

[2”0—1 1}, j=2m0 1,

Como a colegao de intervalos D;’s define uma particao de [0, 1], podemos afirmar que para
cada indice r € {0,...,k} existe um tnico indice j(r) € {0,...,2" — 1} tal que t,, € Dj(,.
Note que

j(r)=min{j € {0,...,2" -1} : ¢, € D;}

. no 1. J J+1
_mln{jE{O,...,Q 1}.2n0<tré 5
= min{ 2" — 1, 2™, ] }

Além do mais, como o didmetro do conjunto D; é dado por Diam(D;) = 27", segue da
escolha de ng que nao é possivel ter mais do que um elemento da particaio A em um tinico
intervalo da forma D).



Fixe r € {0,...,k — 1} e considere os pontos t¢,,t,..1 € A. Entdo sabemos que existem
J(r) < j(r+1) tais que

Jjlr+1)
{tmtr—l-l}g U Dj-

J=i(r)

Além do mais, segue da construgao de j(r) e j(r + 1) que os pontos ¢, e t,.,1 sdo os Unicos
pontos da particio A que pertencem a unidao acima. Note que por um argumento telescépico
temos

f(trJrl) - f(tT‘)

= 1t =1 (B) 1 (2] - s
=f@Hn—f<“2§1)+f<“2:1>—f<gﬁ>+f(;ﬁ>—f@)

=)= 1 (2D TS () < () 1 (32) - s

m=j(r)

Usando a identidade acima, a desigualdade triangular, a continuidade uniforme de f e a
escolha de ng, temos para cada r € {0,...k — 1} a seguinte cota superior

o) = ) <25+ z() (") -1 (5]

Observe que o somatério que aparece acima correspondente a contribuicao da variagao
de f ao longo dos pontos da partigao A, que estao entre ¢, e ¢,1. Somando a desigualdade

acima sobre T ﬁC&HlOS Ccom
k*lj(r‘i‘l)_l m_'_ 1 m
f( o )—f(%) '

S 1)~ fE) <24 Y S

r=0 m=;(r)

Portanto segue das observacgoes acima que
Var(f, A) < 2 + Vari(f, Ap).

Observando que A, C A, .1, para todo n € N e consequentemente que a aplicacdo n —
Var;(f, A,) é monétona nao-decrescente segue da desigualdade acima que

Var; (f, A) < 2e +sup Vary (f, A,).

neN

Como a desigualdade acima é vélida para uma partigdo arbitraria A € P([0,1]) e para
qualquer escolha de € > 0, entao podemos concluir que

sup Vari(f, A) < sup Vari(f,A,).
AeP([0,1]) neN

o que finaliza a prova do lema. [ |



Teorema 7. Seja g : [0,1] — R uma funcdo continua. Suponha que para toda f €
C([0,1],R) existe a integral de Riemann-Stieltjes de f, com respeito a g, ou seja, existe

o limite
[ 0ot = Jim > 7)ot ~ att)

onde A, = {to,t1,...,ty_1,t,} é uma partl(;ao genérica do intervalo fechado [0, 1] com a
convengao 0 =ty <ty < -+ < tp1 < t, =1, |A,]| = maxic<n(t; — ti—1), € 7; ¢ um ponto
escolhido arbitrariamente no intervalo [t; 1, ] Entao g tem variacao total finita, isto €,

sup Var(g,A) < +o0.
AeP([0,1])

Prova. A ideia é aplicar o Teorema de Banach-Steinhaus. A seguir mostramos como isto
pode ser feito.

Primeiro, o espago de Banach (B, ||-||5) que aparece no enunciado do Teorema de Banach-
Steinhaus serd o espaco (C’ ([0, 1)), ] - ||oo> das fungoes reais continuas definidas sobre o
intervalo [0, 1] munido da norma do supremo. Ja o espaco normado (N, | - ||x) serd tomado
como sendo a reta real munida da norma induzida pelo valor absoluto, isto é, (R, |- |).

O conjunto de indices I' e a familia de operadores que aparecem no enunciado do teorema
serao escolhidos da seguinte maneira. O conjunto de indices I' serd o conjunto dos ntimeros
naturais isto é, I' = N.

Préximo passo sera definir a familia de operadores. Para facilitar a compreensao dos
argumentos, no que segue, para cada n € N, usamos a notagao A,, para designar a particao
do intervalo [0, 1], por racionais diddicos positivos, dada da seguinte forma

I
A, = {2nj 0,. 2}.

Vamos prosseguir na construcdo da familia de operadores. Considere a funcao continua
g : [0,1] — R fixada no enunciado deste teorema (a fungdo que desempenha o papel do
integrador na integral de Riemann-Stieltjes [} () dg(t)) e para cada n € N defina o operador
linear T,,, = T,, : C([0,1],R) — R da seguinte maneira

D=5 (B () (L)), wrectonn

Afirmamos que para todo n € N temos ||1},||o, = Vari(g, A,,). De fato, dada uma fungao
f € C(]0,1],R) satisfazendo 0 < || f]|oc < 1 temos

201 k k+ 1) < k )
T, < — |- —g|—
21 k+ 1) < k )
< flloo D

= |[fllscVari(g, Ap).

O que mostra que [|T,,|lop < Vari(g, A,). Préoximo passo é mostrar que vale a desigualdade
reversa. Para verificar isto, basta observar que para cada n € N fixado podemos afirmar que
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existe alguma fungao continua h, : [0,1] — R tal que —1 < h,(x) < 1 e que sua imagem nos
pontos da particao A,, satisfaz

(B)- () o(2)

Na verdade, como o conjunto de pontos diadicos de A, é finito, podemos tomar h, €
C(]0,1],R) como sendo uma funcao linear por partes em cada subintervalo diddico.

Vamos verificar que esta funcdo satura a cota obtida acima para ||7},||,,. De fato, ja que
para todo x € R temos que |z| = z - sign(x) e ||h,]l = 1, entdo temos

2 a) (o (55) ()
(%) ()

=2
= [|nlloo Vari(g, Ay).

’Tn(hn” =

k=0

O que conclui a prova de que
HTTLHOP = va‘rl(97 An), vn I~ N (10)

Proximo passo é mostrar a validade da ultima hipotese necessaria para aplicar o Teorema
de Banach-Steinhaus. Para isto comegamos observando que a hipotese do teorema garante
que se f :[0,1] — R é uma funcdo continua arbitriria, entdo existe o limite das somas de
Riemann-Stieltjes de f, com respeito a g, ao longo de qualquer sequéncia de parti¢coes em
P([0,1]) cuja norma da particao tende a zero, ou seja, existe o limite

22 [k k+1) (k)) _
1 — —g| = = lim T,(f).
ngf%olgf(%) (9( o) "9\ dim T,,(f)

Em particular, segue da igualdade acima que a familia de nimeros reais {7,,(f) : n € N}
é uma familia limitada, para cada f € C([0,1],R) fixada. Desta forma todas as hipoteses
do Teorema de Banach-Steinhaus sdo satisfeitas. Portanto segue da identidade (10) e do
Teorema de Banach-Steinhaus que

sup Vari(g, A,,) = sup [|T5,]|op < +00.
neN neN

Como estamos assumindo que ¢ : [0,1] — R é uma fungdo continua podemos aplicar o
Lema 6 e a desigualdade acima para concluir finalmente que

sup Var(g,A) =sup Vari(g, A,) < +o0,
A€eP([0,1]) neN

ou seja, que g possui variagdo total finita. |
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