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Resumo

Neste texto apresentamos a integral de Ito e algumas de suas aplicagoes.

1. Introducao e Motivacgao

Uma das primeiras aplica¢oes do Movimento Browniano (ou processo de Wiener) a modela-
gem financeira foi proposta por Louis Bachelier por volta de 1900. Em sua tese, inovadora
para a época, Bachelier propos o uso de um processo com incrementos gaussianos para estu-
dar a dinAmica dos precos dos ativos na Bolsa de Paris. E claro que, por razdes cronolégicas,
nao havia a terminologia moderna “Movimento Browniano” ou “Processo de Wiener”; ainda
assim, parte substancial da matematica ali desenvolvida equivale, na linguagem atual, ao
que conhecemos hoje sobre a teoria moderna do Movimento Browniano {B; : t € [0, +00)}.

De forma resumida, Bachelier utilizou o movimento browniano para modelar as flutuagoes
de preco de um ativo e, consequentemente, a evolugao temporal de seu preco X;. A hipotese
era que incrementos infinitesimais de preco dX; seriam proporcionais aos incrementos dB;
do Movimento Browniano, isto é,

dXt = O'dBt,

onde ¢ > 0 é uma constante. Com isso, a trajetoria do preco com condigao inicial Xy = x
seria dada por
Xt:l'+UBt, t20

Essa abordagem estava a frente de seu tempo, mas apresentava uma inconveniéncia: para
qualquer t > 0, a variavel X; pode assumir valores negativos com probabilidade nao nula.
Para horizontes curtos, essa probabilidade é praticamente desprezivel; porém, a medida que ¢
cresce, a chance de X; < 0 aumenta, afastando o modelo da realidade de precos estritamente
positivos.
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Uma alternativa natural para contornar essa falha é modelar o retorno relativo dX;/X;
em vez do nivel de preco. Assume-se, entao, que as variagoes relativas causadas pelas flutu-
acoes de mercado sao proporcionais a dB;, o que leva a seguinte equagao entre as “taxas de
varia¢ao”

dX, = o X,dB,. (1)

Surge, entao, a questao fundamental: qual o significado matematico preciso dessas “taxas
de variacao”? A semelhanca formal com equacoes diferenciais ordindrias é enganosa, pois as
trajetorias amostrais de B, sdo, quase certamente, nao diferenciaveis em todo ponto.

A maneira de dar sentido rigoroso a expressoes como as da equagao (1) foi introduzida
por Kiyoshi [t6, na década de 1940, por meio de sua teoria de integrais estocasticas e equagoes
diferenciais estocdsticas (EDEs). Nessa teoria, a equagao (1) é interpretada como a equagao
integral da forma

t
Xt:a:—i—a/ X.dB,,
0

em que a integral com respeito ao processo estocéstico {B; : t € [0,+00)}, no lado direito é
a chamada integral estocdstica de It (que sera definida e estudada adiante).

A primeira vista, poderia parecer que a solucdo tem a forma x e?t; no entanto, no arca-
bougo da teoria de Itd a solucao ¢é na verdade dada por

Xy =z exp <oBt — éazt),

que é o martingale exponencial classico, discutido na lista de exercicios. O fator adicional
e~37°t decorre precisamente da nao diferenciabilidade das trajetérias de B; e da maneira
como ¢ formulado o calculo de It6. Observe que no sentido de Ito, se x > 0, entao X; > 0
para todo t > 0, uma propriedade desejavel e importante em qualquer modelo de precificacao
de ativos.

Além das aplicacoes em Financgas Quantitativas, descritas acima, é importante ressaltar
que hoje em dia as aplicagoes do Célculo Estocéstico transcendem em muito o problema
de modelagem de precificacdo de ativos. A Integral de It6 fornece uma linguagem natu-
ral e rigorosa para descrever fendmenos em praticamente qualquer area da ciéncia onde
sistemas dindmicos evoluem sob a influéncia de perturbagoes aleatérias continuas (ruidos).
Na Fisica, por exemplo, ela ¢ indispensavel para o tratamento moderno da equagao de
Langevin, que descreve a trajetoria de particulas sujeitas a forcas térmicas flutuantes,
permitindo uma conexao precisa entre a dinadmica microscopica e as leis macroscopicas de
difusao e termodinamica fora do equilibrio.

Além da Fisica, a teoria de integragao estocastica de Itd6 é uma ferramenta central em
areas como a Engenharia e a Biologia Mateméatica. Na engenharia elétrica e aeroespacial, a
teoria é a base para estudo de filtros estocésticos (como os de Kalman-Bucy), essencial para
estimar o estado real de sistemas, seja a posi¢cao de um satélite ou sinal de telecomunicacao,
a partir de observagoes ruidosas. Analogamente, em ecologia e epidemiologia, equagoes
diferenciais estocasticas sao frequentemente preferidas aos modelos deterministicos classicos
por serem capazes de capturar a variabilidade inerente a dindmicas populacionais e taxas
de transmissao de doencas, especialmente quando as populagdes sao pequenas ou sujeitas a
ambientes instaveis.

Outro dos grandes triunfos desta teoria é a sua profunda conexao com a Analise Classica,
especificamente com as Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs). Através de resultados como
a célebre formula de Feynman-Kac, solugoes deterministicas de problemas de valor inicial e



de contorno para EDPs do tipo parabdlicas e elipticas (que incluem a equagao do calor e a
equacgao de Schrodinger em tempo imagindrio) podem ser representadas probabilisticamente
como valores esperados de funcionais de processos de It6. Essa dualidade nao apenas fornece
uma interpretacao fisica intuitiva para as solugoes dessas equagoes, mas também viabiliza
métodos numéricos robustos, baseados em simulagoes de Monte Carlo, para resolver EDPs
em altas dimensdes onde métodos tradicionais de malha falham.

Por fim, o alcance do Célculo Estocastico se estende a fronteiras da Matematica Pura.
Ele é uma ferramenta que tem sido aplicada com bastante sucesso na Geometria Diferen-
cial (por exemplo, no estudo do Movimento Browniano em variedades riemannianas e na
teoria do potencial) e na Andlise Harmonica. Surpreendentemente, encontramos também
aplicagoes fascinantes na Teoria Analitica dos Numeros, onde a universalidade do Movi-
mento Browniano aparece em teoremas de limites para fungoes aritméticas. Por exemplo,
certas estatisticas associadas a distribuicdo dos valores da fungao Zeta de Riemann na linha
critica, ou a distribuicao de ntimeros primos, podem ser modeladas ou aproximadas por leis
associadas a trajetorias brownianas, revelando uma conexao profunda entre a aleatoriedade
continua e as estruturas discretas dos niimeros.

Os resultados apresentados nestas notas sdo baseados nas seguintes referéncias [1, 4, 5]

2. Integrais de Riemann, Stieltjes e Lebesgue

Uma das aplicacoes centrais de uma teoria de integracao é reconstruir uma fungao a partir
de suas taxas de variagdo. Por exemplo, se conhecemos o valor de uma funcao em xy, bem

como sua derivada df £ h) — f(z)
L r+h)— Jlx
) = i h

em cada ponto do interior do dominio, e se essa derivada possui regularidade adequada (por
exemplo, é continua), entdo o Teorema Fundamental do Céalculo garante que

@) = o)+ [ Lgyar.

xg dx

A medida que a regularidade dessas “taxas de variacdo” diminui, torna-se necessario
recorrer a conceitos mais sofisticados de integral para resolver problemas de reconstrucao.
As integrais de Riemann—Stieltjes e de Lebesgue—Stieltjes estendem a integral de Riemann e
sao particularmente eficazes quando ha controle da variacao total do integrador. Em diversos
contextos, entretanto, o integrador natural apresenta variagdo total infinita (como ocorre,
quase certamente, com as trajetérias do Movimento Browniano em qualquer intervalo).
Nesses casos, a integral de Riemann—Stieltjes, em geral, nao esta definida, e o tratamento
via Lebesgue—Stieltjes também é insuficiente.

Nesta secao, recordaremos as defini¢oes e algumas propriedades elementares das integrais
de Riemann, Riemann—Stieltjes e Lebesgue—Stieltjes, e apresentaremos exemplos simples de
suas limitagoes quando o integrador nao tem variacao limitada. Isso motivara, nas secoes
seguintes, a introducao da teoria de integracao no sentido de It6, adequada para integrais
com respeito ao Movimento Browniano e crucial para a formulacao rigorosa de EDEs como
as que aparecem em (1).



2.1. Integral de Riemann

Sejam a,b € R satisfazendo a < b e f : [a,b] — R uma fungdo limitada. Dizemos que f é
Riemann integravel, no sentido de Darboux, se o supremo das somas inferiores coincide com
o infimo das somas superiores. Isto é equivalentemente a existéncia do seguinte limite

b
/af(t ||AH Zsz z_zl)a

onde A,, = {to,t1,...,t,_1,t,} é uma particao de [a,b] com a convencdo a =ty < t; < --- <
tho1 < tp, = b, [|A,|| = maxjcicn(t; — ti—1), € 7, ¢ um ponto escolhido arbitrariamente no
intervalo [ti—h tz}

Se f é uma fungao continua em [a,b], entdo ela é Riemann integravel. Além disso, é
bem conhecido que uma fungao limitada em [a, b] é Riemann integravel se, e somente se, o
conjunto de seus pontos de descontinuidade possui medida de Lebesgue nula.

2.2. Integral de Riemann-Stieltjes

Seja g uma fungdo monétona nao-decrescente em um intervalo fechado finito [a,b]. Uma
fungao limitada f definida em [a, b] é dita ser Riemann-Stieltjes integravel, com respeito a ¢,
se o seguinte limite existe:

b n
| rwdg(t) = lim. i, D £ (9(6) = g(t-)), (2)

onde a particdo A,, e os pontos de avaliacao 7; sdo dados como acima. Na integral que aparece
acima, dizemos que a funcao f esta fazendo o papel do integrando, enquanto g faz papel do
integrador. E um fato bem conhecido que funcdes continuas em [a, b] sdo Riemann-Stieltjes
integraveis com respeito a qualquer fungdo monétona nao decrescente em |[a, bl.

E possivel também fazer uma pequena extensdo do resultado mencionado acima para
incluir integradores um pouco mais gerais, apenas continuos, em compensacao o integrando
precisa ser uma funcdo monodtona nao crescente ou nao decrescente. Mais precisamente,
Suponha que f : [a,b] — R é uma fungdo monétona nao-decrescente e continua. Se a funcao
g : |a,b] = R é uma fungao continua, entdo podemos nos inspirar na férmula de integracgao
por partes para definir a integral de Riemann-Stieltjes de f, com respeito a g, como segue

b

b b
[ rwdgte) = 1090)| - [ o aro). 3

a

onde a integral no lado direito é definida como em (2), mas agora com f sendo o integrador
e g o integrando. Isso nos leva a seguinte pergunta.

Pergunta 1. Para quaisquer fungoes continuas f e g em [a, b], podemos definir a integral
[P £(t) dg(t) pelo limite que aparece em (2)?

Para responder a esta pergunta vamos considerar o caso particular em que f = g. Ou
seja, vamos verificar se apenas sob a hipotese de continuidade de f é possivel definir

[ s arto
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pelo limite que aparece em (2).
Seja A,, = {to, t1,...,1,} uma parti¢do de [a, b]. Sejam L,, e R, as correspondentes somas
de Riemann com os pontos de avaliacao 7, = t;_1 e 7; = t;, respectivamente, a saber,
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Observamos que uma condi¢gdo necessiria para a existéncia do limite em (2) e que
lim L,, = lim R,,, quando ||A,|| — 0. Vamos investigar o que acontece neste caso.

Primeiro, observe que a diferenca e a soma de L,, e R, satisfazem as identidades mostradas
abaixo

B — Lo =Y (f(t) = f(t:) (4)

R+ Lo =Y (f(t:) = f(ti1)?) = f(0)* = f(a)*.

=1

Somando ambos os lados das identidades acima e também subtraindo a segunda identi-
dade da primeira obtemos as seguintes expressoes para R, e L,, respectivamente

o = (£07 = 102+ 35 (50 = si6)')

= g (707 = @ = 3 () - 1t60)’). )

i=1
Uma observagao. O limite do lado direito de (4), quando ||A,|| — 0, caso exista, coincide
com a chamada varia¢io quadrdtica da fungao f em [a,b].

Segue das expressoes acima que

Ly,

lim R, lim
[An]|—0 [ An|—0

se, e somente se, a variagao quadratica da funcao f é nao nula.

Uma caracteristica muito importante do argumento acima é que ele é de natureza com-
pletamente algébrica ou combinatéria. Para a obtencao das expressoes para R, e L, nao é
preciso apelar para nenhuma hipétese de regularidade da funcao f.

Vamos considerar dois exemplos simples.

Exemplo 2. Seja f uma fungao C'([a, b],R), isto ¢, f'(t) é uma funcio continua em [a, b].
Considere novamente o problema de definir [° f(¢)df(t) pelo limite (2). Neste caso observe



que segue da identidade (4) e do Teorema do Valor Médio que

[Ro— Lal = 3 (£~ tim0)) < NIt — tir)?
=1

=1
<IN AR Yo = timn) = 1 151 AR (0 = a)
i=1

— 0, quando ||A,] — 0,
onde t;_1 <t <t;el ] ¢anorma do supremo. Assim lim L,, = lim R,, quando ||A,| — 0.
Além do mais, podemos usar a identidade (5) para calcular explicitamente
1 2 2
Ly =5 (F0)° = f(a)?). (6)

Por outro lado, no caso de fungdes de classe C''([a, b], R), podemos simplesmente definir
a integral [° f(t)df(t) por

lim R,= lim
[Anll—0 [ Anll—0

b b
| rwdrw = [ s
e obter novamente, mas agora pelo Teorema Fundamental do Calculo que

/a”f(t) df(t) = /abf<t)ff(t) dt = ;(f(bf _ f(a)2>.

Exemplo 3. Neste exemplo vamos estudar o mesmo problema do exemplo anterior, mas
para uma f : [a,b] — R muito menos regular que as fungoes do espaco C*([a,b],R). Seja
f i la,b] — R uma fungao satisfazendo a seguinte condigdo. Existem constantes positivas
K, Ks € Red >0 tais que

Kift = s|'? < [f(8) = f(s)] < Kalt—s|'?, (7)
para todos s,t € [a, b] satisfazendo |s — t| < 6.

Observe que segue da identidade (4) e da condigdo (7) que existe ny € N tal que para
todo n = ng temos ||A,|| < 0 e que valem as seguintes desigualdades

Logo as somas de Riemann—Stieltjes ndo podem convergir para um tnico limite independente
da escolha de 7;, e portanto para qualquer fungao f : [a,b] — R satisfazendo (7) a integral
[ £(t) df (t) ndo existe, no sentido de Riemann-Stieltjes.

Observe que embora a fungao deste exemplo seja irregular em um certo sentido ela é uma
funcao uniformemente continua. Na verdade, mais ainda ela é uma funcao Hélder continua.

Os exemplos acima revelam que o problema de definir a integral [° f(t) dg(t), mesmo
quando f = g, é um problema altamente nao-trivial. De fato, nao ha uma resposta simples
e definitiva para a Pergunta 1.

A conclusao impactante obtida no exemplo Exemplo 3 nos leva naturalmente a fazer uma
outra pergunta.

Pergunta 4. Existem fungoes continuas f : [a,b] — R satisfazendo a condigao
Kaft —s[Y2 < |f(t) = f(s)] < Kot — s

para todos s,t € [a,b] tais que |t — s| < 07



Vamos abordar agora o problema de definir a integral de Riemann-Stieltjes de uma funcao
f i [a,b] — R, com respeito a uma fungao g, pela expressao

[ s g = . an( )~ lter) -

onde o limite ¢ tomado como no inicio da se¢do, de um ponto de vista um pouco mais
voltado para Andlise Funcional. Vamos mostrar que se o limite acima existe para toda
fungao continua f : [a,b] — R, entdo a fungdo g é necessariamente uma fungao de variacao
limitada. Mais precisamente, seja P([a,b]) a colecao de todas as parti¢oes do intervalo |a, b]
satisfazendo a convengdo mencionada no inicio desta secao, isto é, se A € P([a,b]) entdo
A = {to,t1,...,t,}, para algumn € Nea =1ty < t; < ... < t, = b. Dizemos que uma
fungdo f : [a,b] — R é uma fungdo de variagao limitada em [a,b] se a seguinte condigao é
satisfeita

sup Vari(f,A) < +oo,
AeP([a,b])

onde para cada particdo A da forma A = {to,t1,...,t,}

Vary(f,8) = > |f(t:) = f(ti-)]-

Para provar a afirmacao feita acima, vamos precisar do Teorema de Banach-Steinhaus
cuja prova pode ser encontrada em diversos livros introdutérios de Analise Funcional, como,
por exemplo, na referéncia [3].

Para o enunciado do teorema vamos precisar lembrar da no¢ao de norma de operador.
Sejam (B, || - ||p) um espaco de Banach, (N,| - ||x) um espago normado. Dizemos que um
operador linear 7' : B — N ¢ continuo (ou limitado), se existe alguma constante K > 0 tal
que | T(v)||n < Klv|| B, para todo v € B.

Se T : B — N é um operador linear continuo, definimos a norma do operador 1T', notacao
|7 |lop, pela seguinte expressao

T(v
HTHOp = sup || ( )HN
ves  |[vls
0<|lvllp<1

Observe que segue diretamente das definicbes que T' : B — N é um operador linear
continuo, se e somente se, ||T|op < +00.

Teorema 5 (Banach-Steinhaus). Sejam (B, || - ||z) um espa¢o de Banach, (N, | - ||5) um
espago normado. Seja I' um conjunto de indices arbitrario e {T,, : B — N },er uma familia de
operadores continuos tais que, para cada v € B fixado, a familia de vetores {T,(v) : « € '}
define um conjunto limitado em N. Entdo a familia de ntmeros reais {||T,|lop : v € T'} é
limitada, equivalentemente

sup || Ty [op < +00.
a€el



Lema 6. Sejam f : [0, 1] — R uma func¢do continua e para cada n € N considere a parti¢ao
do intervalo [0, 1] por racionais diddicos positivos dada por A, = {j/2" : j = 0,...,2"}.
Entao

sup  Var(f, A) = sup Var(f, A,).
AeP([0,1]) neN

Prova. Ja que a familia {A,, : n € N} estd contida na familia P([0, 1]), temos imediatamente
da definicao de supremo que

sup Var (f,A,) < sup Vari(f,A).
neN AeP([0,1])

Reciprocamente, seja A = {to,...,tx} € P([0,1]) uma partigao arbitraria e € > 0. Como
estamos assumindo que f : [0,1] — R é continua e [0, 1] é compacto, podemos afirmar que
a funcao f é uniformemente continua em [0, 1]. Desta forma podemos garantir que existe
0 > 0 tal que

lf(t) — f(s)] < %, Vs, t € [0, 1] satisfazendo |s — t| < 6.

Seja ng € N, tal que

1 : L. :
om0 = | Ay || < min {5, imm{tj —tji1:]= 1,...,/{:}}.

Observe que podemos particionar o intervalo fechado [0, 1] da seguinte maneira

om0 — 1 2m

[O’Qi())U[Q"O 2"0>U U{Qno QnO)U U{ T no] = [0,1].

Para facilitar a notacao denotamos por

270

[2”0—1 1}, j=2m0 1,

Como a colegao de intervalos D;’s define uma particao de [0, 1], podemos afirmar que para
cada indice r € {0,...,k} existe um tnico indice j(r) € {0,...,2" — 1} tal que t,, € Dj(,.
Note que

j(r)=min{j € {0,...,2" -1} : ¢, € D;}

. no 1. J J+1
_mln{jE{O,...,Q 1}.2n0<tré 5
= min{ 2" — 1, 2™, ] }

Além do mais, como o didmetro do conjunto D; é dado por Diam(D;) = 27", segue da
escolha de ng que nao é possivel ter mais do que um elemento da particaio A em um tinico
intervalo da forma D).



Fixe r € {0,...,k — 1} e considere os pontos t¢,,t,..1 € A. Entdo sabemos que existem
J(r) < j(r+1) tais que

Jjlr+1)
{tmtr—l-l}g U Dj-

J=i(r)

Além do mais, segue da construgao de j(r) e j(r + 1) que os pontos ¢, e t,.,1 sdo os Unicos
pontos da particio A que pertencem a unidao acima. Note que por um argumento telescépico
temos

f(trJrl) - f(tT‘)

= 1t =1 (B) 1 (2] - s
=f@Hn—f<“2§1)+f<“2:1>—f<gﬁ>+f(;ﬁ>—f@)

=)= 1 (2D TS () < () 1 (32) - s

m=j(r)

Usando a identidade acima, a desigualdade triangular, a continuidade uniforme de f e a
escolha de ng, temos para cada r € {0,...k — 1} a seguinte cota superior

o) = ) <25+ z() (") -1 (5]

Observe que o somatério que aparece acima correspondente a contribuicao da variagao
de f ao longo dos pontos da partigao A, que estao entre ¢, e ¢,1. Somando a desigualdade

acima sobre T ﬁC&HlOS Ccom
k*lj(r‘i‘l)_l m_'_ 1 m
f( o )—f(%) '

S 1)~ fE) <24 Y S

r=0 m=;(r)

Portanto segue das observacgoes acima que
Var(f, A) < 2 + Vari(f, Ap).

Observando que A, C A, .1, para todo n € N e consequentemente que a aplicacdo n —
Var;(f, A,) é monétona nao-decrescente segue da desigualdade acima que

Var; (f, A) < 2e +sup Vary (f, A,).

neN

Como a desigualdade acima é vélida para uma partigdo arbitraria A € P([0,1]) e para
qualquer escolha de € > 0, entao podemos concluir que

sup Vari(f, A) < sup Vari(f,A,).
AeP([0,1]) neN

o que finaliza a prova do lema. [ |



Teorema 7. Seja g : [0,1] — R uma funcdo continua. Suponha que para toda f €
C([0,1],R) existe a integral de Riemann-Stieltjes de f, com respeito a g, ou seja, existe

o limite
[ 0ot = Jim > 7)ot ~ att)

onde A, = {to,t1,...,ty_1,t,} é uma partl(;ao genérica do intervalo fechado [0, 1] com a
convengao 0 =ty <ty < -+ < tp1 < t, =1, |A,]| = maxic<n(t; — ti—1), € 7; ¢ um ponto
escolhido arbitrariamente no intervalo [t; 1, ] Entao g tem variacao total finita, isto €,

sup Var(g,A) < +o0.
AeP([0,1])

Prova. A ideia é aplicar o Teorema de Banach-Steinhaus. A seguir mostramos como isto
pode ser feito.

Primeiro, o espago de Banach (B, ||-||5) que aparece no enunciado do Teorema de Banach-
Steinhaus serd o espaco (C’ ([0, 1)), ] - ||oo> das fungoes reais continuas definidas sobre o
intervalo [0, 1] munido da norma do supremo. Ja o espaco normado (N, | - ||x) serd tomado
como sendo a reta real munida da norma induzida pelo valor absoluto, isto é, (R, |- |).

O conjunto de indices I' e a familia de operadores que aparecem no enunciado do teorema
serao escolhidos da seguinte maneira. O conjunto de indices I' serd o conjunto dos ntimeros
naturais isto é, I' = N.

Préximo passo sera definir a familia de operadores. Para facilitar a compreensao dos
argumentos, no que segue, para cada n € N, usamos a notagao A,, para designar a particao
do intervalo [0, 1], por racionais diddicos positivos, dada da seguinte forma

I
A, = {2nj 0,. 2}.

Vamos prosseguir na construcdo da familia de operadores. Considere a funcao continua
g : [0,1] — R fixada no enunciado deste teorema (a fungdo que desempenha o papel do
integrador na integral de Riemann-Stieltjes [} () dg(t)) e para cada n € N defina o operador
linear T,,, = T,, : C([0,1],R) — R da seguinte maneira

D=5 (B () (L)), wrectonn

Afirmamos que para todo n € N temos ||1},||o, = Vari(g, A,,). De fato, dada uma fungao
f € C(]0,1],R) satisfazendo 0 < || f]|oc < 1 temos

201 k k+ 1) < k )
T, < — |- —g|—
21 k+ 1) < k )
< flloo D

= |[fllscVari(g, Ap).

O que mostra que [|T,,|lop < Vari(g, A,). Préoximo passo é mostrar que vale a desigualdade
reversa. Para verificar isto, basta observar que para cada n € N fixado podemos afirmar que
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existe alguma fungao continua h, : [0,1] — R tal que —1 < h,(x) < 1 e que sua imagem nos
pontos da particao A,, satisfaz

(B)- () o(2)

Na verdade, como o conjunto de pontos diadicos de A, é finito, podemos tomar h, €
C(]0,1],R) como sendo uma funcao linear por partes em cada subintervalo diddico.

Vamos verificar que esta funcdo satura a cota obtida acima para ||7},||,,. De fato, ja que
para todo x € R temos que |z| = z - sign(x) e ||h,]l = 1, entdo temos

2 a) (o (55) ()
(%) ()

=2
= [|nlloo Vari(g, Ay).

’Tn(hn” =

k=0

O que conclui a prova de que
HTTLHOP = va‘rl(97 An), vn I~ N (10)

Proximo passo é mostrar a validade da ultima hipotese necessaria para aplicar o Teorema
de Banach-Steinhaus. Para isto comegamos observando que a hipotese do teorema garante
que se f :[0,1] — R é uma funcdo continua arbitriria, entdo existe o limite das somas de
Riemann-Stieltjes de f, com respeito a g, ao longo de qualquer sequéncia de parti¢coes em
P([0,1]) cuja norma da particao tende a zero, ou seja, existe o limite

22 [k k+1) (k)) _
1 — —g| = = lim T,(f).
ngf%olgf(%) (9( o) "9\ dim T,,(f)

Em particular, segue da igualdade acima que a familia de nimeros reais {7,,(f) : n € N}
é uma familia limitada, para cada f € C([0,1],R) fixada. Desta forma todas as hipoteses
do Teorema de Banach-Steinhaus sdo satisfeitas. Portanto segue da identidade (10) e do
Teorema de Banach-Steinhaus que

sup Vari(g, A,,) = sup [|T5,]|op < +00.
neN neN

Como estamos assumindo que ¢ : [0,1] — R é uma fungdo continua podemos aplicar o
Lema 6 e a desigualdade acima para concluir finalmente que

sup Var(g,A) =sup Vari(g, A,) < +o0,
A€eP([0,1]) neN

ou seja, que g possui variagdo total finita. |
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Nosso proximo passo serd estudar algumas propriedades da chamada variagao quadra-
tica de uma funcao. A variacdo quadratica, intuitivamente, mede o acimulo de oscila¢oes
de segunda ordem de uma trajetoria e é o mecanismo que origina o termo “corretivo” na
Férmula de It6. Diferentemente da variagao total (que “soma” méddulos), ela soma quadra-
dos dos incrementos, capturando oscilagoes rapidas de pequena amplitude que passariam
despercebidas pela variagao total.

Dois fatos orientam o que segue: (i) trajetérias suaves (por exemplo, de classe C') tém
variacao quadratica nula; (ii) trajetérias do Movimento Browniano tém varia¢do quadratica
positiva e finita (igual ao comprimento do intervalo), fato de grande importancia no Célculo
Estocéstico. Um cuidado técnico importante é que, em geral, a variacdo quadratica pode
depender da familia de parti¢oes usada; por isso, em geral, vamos trabalhar com aquelas
cujas normas tendem a zero e sao encaixadas (tipicamente diddicas). Também investigaremos
quando o limite é bem definido e independente da escolha da sequéncia de partigoes.

Primeiro vamos definir o conceito de variagdo quadratica no contexto deterministico.
Dada uma fun¢ao f : [a,b] — R e uma particao A = {tg,t1,...,t,} € P([a,b]), definimos a
variacao quadratica de f ao longo da particao A como

n 2
Vars(f,8) = Y| (1) = f(t;0)]
j=1
Em analogia ao caso de variagao total, seria natural definir a varia¢do quadratica de f em |[a, b]
como o supremo sobre todas as partigoes A = {tg,t1,...,tp},coma =1ty <t; <...<t,=Dh.
Contudo, por causa do expoente 2 em Vary(f, A), esse supremo irrestrito é em geral pouco
util para o desenvolvimento do Céalculo de It6. De fato, se considerarmos um supremo sobre
uma classe tdo ampla de parti¢oes, varias func¢oes de interesse ficariam fora da teoria. Para

evitar esse problema, definiremos a variagdo quadratica por meio de limites ao longo de
particoes cuja norma tende a zero e sao encaixadas.

Defini¢ao 8 (Variacdo quadratica). Seja f : [a,b] — R. Dizemos que f possui varia¢ao
quadrética em [a, b] se existe o limite

lim Vars(f, A,),

[An]—=0

onde A, € P([a,b]), A, € A, para m < n, e o valor do limite independe da escolha da
sequéncia de partigoes.

Para finalizar esta segdao, vamos mostrar que toda funcio de classe C' em [a, b] possui
variagdo quadratica nula. Em seguida, mostraremos que se uma fungdo f possui variacao
quadrética positiva, entdo a variacao total de f em [a, b] é necessariamente infinita.
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Proposigao 9. Seja f : [a,b] — R uma fungao de classe C'([a,b], R). Entao

lim V. A
Aim Vara(f, An) =

Prova. Seja {A, : n € N} uma familia genérica de parti¢des em P([a, b]) tal que ||A,]| — 0.
J& que f € C'([a,b],R), entdo podemos aplicar o Teorema do Valor Médio para obter

Vary(f, Ay) Z\f 1)

Al 2 1/ @)1 (t = t-1)

= 1Al 1% - 220t = tim) = [ Aull - 115 - (b= a).

Jj=1
Tomando o limite na desigualdade acima, quando n — oo, encerramos a prova. [ |

Proposicao 10. Seja f : [0,1] — R uma func¢do continua possuindo variacdo quadratica
positiva, isto é, o seguinte limite existe e satisfaz

0< lim Vary(f,A,). (11)

[An][—=0

Entao f nao pode possuir variagao total finita, ou seja,

sup Vari(f,A) =400
AeP([0,1])

Prova. Como estamos assumindo que o limite em (11) existe e é independente da escolha
da particdo, entao este limite também é positivo se consideramos a familia de parti¢oes
{A,, : n € N} do intervalo fechado [0, 1] definida por racionais diddicos positivos da forma
A, ={j/2":5=0,...,2"}.

Como f : [0,1] — R ¢é uniformemente continua temos que w¢(d) — 0, quando § | 0, onde
wr(6) =sup{|f(t) — f(s)] : t,s €[0,1] e |t — s| < d}. Portanto

varQ f: Z‘f )‘2

< §|f(tj) — f(tj-1)] - wy (21”)
SHES TN

< wy (21n> -sup Var(f, A,).

neN

Como estamos assumindo que f : [0,1] — R é continua, entdo podemos aplicar o Lema 6
para garantir que o supremo que aparece no lado direito da expressao acima coincide com
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a variacao total de f, no intervalo [0, 1]. Desta forma segue da hipdtese da proposicao e da
desigualdade anterior que as seguintes desigualdades devem ser validas

1
0 < lim Vary(f, A,) < lim [wf <> - sup Vari(f,A,)
neN n=ro0 2" ) Aep(0,1])

Como ws(27™) — 0, quando n — oo, temos obrigatoriamente que a variacdo total de f nao
pode ser finita, caso contrario chegariamos a um absurdo. [ |

3. O Movimento Browniano e a Variacao Quadratica

Esta secao é dedicada ao estudo da convergéncia da variagao quadratica das trajetérias tipicas
do Movimento Browniano ao longo de diversas familias de parti¢gdes. Definimos a variagao
quadrética do Movimento Browniano, ao longo de uma partichio A = {to,1,...,t,}, do
intervalo [0, 7], como sendo a variavel aleatéria

(A}g = VarQ(B(.), A) = Z | By, — Bti71|2.
i—1

Vamos apresentar trés resultados a respeito de convergéncia da variagao quadratica ao
longo de uma sequéncia de parti¢oes. O primeiro garante a convergéncia no sentido L2, com
limite tomado ao longo de qualquer sequéncia de parti¢coes cuja norma tende a zero. Em
seguida, usando o Lema de Borel-Cantelli vamos mostrar que a variacao quadratica converge
quase certamente, se a norma da particao tende a zero suficientemente rapido. E por ultimo
vamos mostrar a convergéncia quase certa, quando a norma da parti¢cao tende a zero, sem
impor nenhuma condi¢ao de taxa de convergéncia a norma da particao, porém exigindo que
o limite seja tomado ao longo de sequéncias de partigoes encaixadas.

Por 1ultimo, vale pena observar que se abrimos mao do controle da taxa de convergéncia
no caso em que a sequéncia de particdes nao é encaixada entdo a convergéncia quase certa,
nao pode mais ser garantida como ¢é mostrado na referéncia [6].

Defini¢ao 11 (Movimento Browniano). Um processo estocastico {B; : t > 0} definido em
um espago de probabilidade (£2,.#,P) é chamado de Movimento Browniano se:

(a) By = 0 quase certamente;

(b) para 0 < s < t, o incremento B; — B, é Gaussiano com média 0 e variancia ¢t — s;
(c) para 0 <ty < --- < t,, os incrementos B;, — By, , sdo independentes;

(d) as trajetérias t — B;(w) sao continuas em ¢, quase certamente.

Teorema 12 (Convergéncia da Variagio Quadratica em L?). Sejam {B; : t > 0} um mo-
vimento Browniano definido sobre um espago de probabilidade (£2,.#,P), T' > 0 fixado e
{A, : n € N} uma familia de partigdes do intervalo [0, T satisfazendo ||A,| — 0, quando
n — o0o. Para cada n € N, considere a variavel aleatéria

<An>g = Varg(B(.), An),

Entao o)
7 LAQ
(Bt o T
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Prova. Para facilitar a notacgdo, para cada n € N, vamos denotar por k(n) = (#A, — 1).
Note que segue da definicdo de particao e de um argumento padrao de somas telescopicas
que vale a seguinte igualdade

k(n) k(n)

(Mg =T =" [(By, = Bi\)* = (i —tin)] = X X,

=1 =1

onde X; é a variavel aleatéria que aparece na expressao entre colchetes. Das propriedades
elementares do Movimento Browniano podemos concluir que as variaveis aleatérias X;’s sao
independentes e com média zero. Logo

2l k)
E[(<An>£ - T)Q} =E (; Xi) = ; E[X7].

Observe que segue das propriedades elementares de v.a. normais que

(Bti _Bti71)2 d Z27
(ti —ti—1)
onde Z é uma varidvel aleatéria normal padrao, N(0,1). Logo
E[(A)E — 1)) = E[(Z* = 1] X (i~ ti)* S E[(Z2 = 1) |Aul- T (12)
i=1
Ja que ||A,]| — 0, quando n — oo, segue da desigualdade acima que

T L*Q)

<An>B —

n—0o0

T.

Teorema 13 (Convergéncia da Variagao Quadratica Quase Certamente - Versao 1). Sejam
{B; : t > 0} um movimento Browniano definido sobre um espago de probabilidade (€2, %, P),
T > 0 fixado e {A,, : n € N} uma familia de parti¢oes do intervalo [0, 7] satisfazendo a
seguinte condigdo: para algum « > 1 fixado, ||A,|| < n~%, para todo n € N. Entao

@A) o T

n—o0

Prova. A prova utiliza estimativas de momentos e o Lema de Borel-Cantelli. Primeiro,
observamos que para uma particao arbitraria, do intervalo fechado [0,7], da forma A =
{to,t1,...,tn} € P([0,T]), temos

E[(A)]] = E [zwti - Bti_f] SCE[(By - By ) = (b~ ti) = T,

i=1 =1 i=1

onde usamos o fato de que (B, — By, ,) ~ N(0,¢; —t;_1). Em particular, E[{A,)%] = T para
todo n € N. Além do mais, como visto em (12) temos a seguinte estimativa

Var((An)5) = E|[((A)F = T)°] E[(Z° = 1)) - ||l -7, onde Z = N(0,1).
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Portanto dado € > 0, temos da Desigualdade de Chebyshev que

P([(A0h—T|>¢) < Var((Ang) _ BI(Z2 = 1) Al T

€

€

E[(Z2-1)2-T 1

< )
€2 no

Como a > 1, a série Y72, n~“ converge. Logo, segue da desigualdade acima que

P (‘(An)g - T‘ > 6) < 00.
n=1
Pelo lema de Borel-Cantelli, temos:

P(|(A,)% — T| > ¢, para infinitos valores de n) = 0.

Isto significa que, quase certamente, existe N, = N (w) tal que
(D) —T| <e

para todo n > N..

Como € > 0 é arbitréario, considerando a sequéncia ¢, = 1/k para k € N, obtemos que,
quase certamente, para cada k € N existe Ny, tal que [(A,)5 — T| < 1/k para todo n > Nj.
Portanto,

Ak 2T,

n—oo

3.1. Ezisténcia da Variagdo Quadrdtica para Particoes Encairadas

Nesta subsecao vamos apresentar alguns resultados necessarios para a prova de que a va-
riagdo quadratica do Movimento Browniano no intervalo [0, 7] também converge, ao longo
de sequéncias de particoes encaixadas cuja norma tende a zero, quase certamente para a
constante T'. A prova deste resultado é muito mais complexa que a do Teorema 13 e seu ar-
gumento envolve o uso do espaco de Wiener e também alguns dos teoremas de convergéncia
de martingais.

Espaco de Wiener. O Teorema da Existéncia de Kolmogorov pode ser usado para construir
um Movimento Browniano. A ideia é construir uma modificacdo apropriada do processo
coordenado, no espaco de probabilidade (RI%+) .7 P), veja [2] para maiores detalhes. Além
do mais, existe um subconjunto Q. C R0+ Z_mensurével e de probabilidade total, isto
é, P(Q:) = 1 tal que podemos associar de maneira tinica & cada w = {w; }icp,400) € 2 uma
fungao continua, que denotaremos por Tw : [0, +00) — R satisfazendo (Tw)(t) = wy, para
todo t € D, onde D é o conjunto dos niimeros racionais diadicos positivos. Aos elementos de
RIO+20)\ ), associamos a funcio identicamente nula. Ou seja T define uma aplicacio saindo
de RI**+*) ¢ tomando valores em C([0, +00),R), isto é,

T : RO — ([0, +00), R)
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Considere o espago métrico (C([0, +00),R), d), onde a métrica d é definida da seguinte
forma:

i(5.6)= 3 57 suwp {min{L|f(x) ~ g()l}}

Seja 7 a topologia induzida pela métrica d em C([0,+0),R) e Z(C([0,4+0),R)) =0(7) a
o-algebra de Borel de (C([0, +00),R),d). Entao a aplicacio T : R+ — ([0, +00),R) é
mensuravel com respeito as o-algebras produto .% e Z(r).

Observe que as trajetéria amostrais do Movimento Browniano sao definidas pelo mapa
T. Mais precisamente, B;(w) = (Tw)(t), para todo t € [0, +00) e w € R®T) A medida
de Wiener é simplesmente o “pushforward” de P por T, isto é, WW = T*IP, onde para cada
B € %(7) definimos W(B) = T*P(B) = P(T"*(B)). O espago de Wiener ¢é entdao o espaco
de probabilidade

(C([0, +00),R), B(T), W).

Teorema 14 (Teorema de Lévy - Convergéncia Quase Certa da Variacao Quadrética). Sejam
{B; : t > 0} um movimento Browniano definido sobre um espago de probabilidade (2, %, P),
T > 0 fixado e {A, : n € N} uma familia de parti¢oes encaixadas, isto é, A,, C A, para
todo par m,n € N, com m < n e satisfazendo ||A,| — 0, quando n — co. Entao

(AL 22T

n—oo

Prova. Para facilitar a argumentagao vamos considerar o Movimento Browniano como o
processo coordenado no espaco de Wiener, isto é, no espaco de probabilidade do enunciado
vamos tomar ) = C([0,0)), a o-dlgebra .# como sendo a de Borel gerada pela topologia
da convergéncia uniforme nas partes compactas e a medida de probabilidade P como sendo
a medida de Wiener. Para cada n € N fixado seja A,, = {to,t1,...,tx}, onde k = k(n) é
o nimero de seus sub-intervalos de [0,7] determinados por esta particao. Para cada vetor
e = (1,...,6x) € {—1,1}* definimos a aplicagao 0. : @ — Q que “reflete” a trajetéria do
Movimento Browniano ao longo de cada intervalo [t;_1,t;] da seguinte forma:

e 0.w(0)=0;

o O.w(s) =0w(ti—1) +ei(w(s) —w(tiz1)), se s € [tio1, t;], parai =1,...,k;

e Jw(s) =0.w(T)+ (w(s) —w(T)),ses>T.

Um fato fundamental que vamos precisar agora é que a medida de Wiener P é invariante

pela acdo de cada aplicacao f.. Isto é uma consequéncia direta da simetria da distribuicao

Gaussiana. Para cada incremento W; = B, — B;._,, temos W; 4 —W;. Como os incrementos
sdo independentes; a lei conjunta do vetor de incrementos (g1 W7, ..., e,W}) é idéntica a do
vetor original, garantindo a invariancia.

Seja B, a o-dlgebra dos eventos A € .F que sdo invariantes por todas as 25 trans-
formacdes 0., i.e., A = (0.)"1(A) para todo ¢ € {—1,1}*. Observe que para qualquer v.a.
Z € L'Y(Q), a esperanca condicional com respeito a sub-o-dlgebra %, é dada pela média
sobre estas simetrias:

E[Z|@n]:21k Y Zod.. (13)

ec{-1,1}*
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Por questdo de simplicidade vamos usar a notacio S, = (A5 = XF (B, — B,_,)>. A
transformacao 6. atua sobre o i-ésimo incremento como

B Bt 1 — 51(3 Bt )

Ao calcular S, o 6., temos

k k
2
Sn 00 = Z (5i(Bti - Bti—l)) = ng(Bti - Bti—1)2 = Sps
i=1 i=1
pois €2 = 1. Como S, é invariante por todas as 0., ela é %,-mensurdvel.

2
Agora, considere B% = ( Y (B, — BtH)> . Expandido o lado direito desta igualdade
ficamos com

k
B% = Z(Bti - By, ) 24 Z B, — By, , Btj Btj—l)
=1 i#]
= S, + Cp,

onde (), é a soma dos termos cruzados.
Préximo passo é calcular a esperanca condicional E[C),|4,], ou seja,

E[C.|#,] = 3_E (B, = Bi_)(By, = By,.,)
i#£]

Para i # j, seja Z; = (By, — By,_,)(By; — By;_,). Pela identidade (13) temos

B .

1
]E[Zz]|f%n] = ? Z Zij © 08

1
=05 2 &g
ee{-1,1}k
1
= Zij; - ﬁ Z €i€5 | -
ee{-1,1}F

A soma Y, g, pode ser fatorada (usando k = k(n)):
Y e = ( > 5i) ( > q) (H > 1) = (0)-(0)- 22 =0.
eie{—1,1} eje{-1,1} I#1,j ee{—1,1}
Logo, E[C,,|%,] = 0. Tomando a esperanca condicional em BZ = S,, + C:
E[B}|%,| = E[S,|%,] + E[C,|%,].
Como S, é %,-mensuravel, E[S,|%,] = S,,. Portanto,
Sn = E[B7|%,).

Agora usamos a hipétese de que as particdes sao encaixadas: A,, C A, para m < n. Se
uma fungao é invariante pelas reflexdes finas (de A,,), ela é automaticamente invariante pelas
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reflexdes “agrupadas” (de A,,). (Pois qualquer reflexdo de A,, corresponde a uma reflexao
especifica de A,, onde todos os sub-intervalos da particao fina sao refletidos da mesma forma).
Isso implica que %, C %B,,. A familia de o-dlgebras (%, ).en é, portanto, nao-crescente
(decrescente). A sequéncia de varidveis aleatérias S,, = E[B2]%,] ¢ um martingal reverso.
Como B% € L'(Q), segue do Teorema da Convergéncia para martingales reversos que S,
converge quase certamente e em L' para um limite S..:

e Lt

<An>£ =g, = ° =,

n—00

S. = E[B%| %),

onde B =Ny Bn.

Desta forma acabamos de provar que S, converge quase certamente para S.. Pelo
Teorema 12 sabemos que S, converge no sentido L? (e, portanto, em probabilidade) para a
constante 7. Como a convergéncia quase certa implica convergéncia em probabilidade, os
limites devem ser os mesmos (quase certamente). Logo, So, = T q.c. Isso conclui a prova de

que
e Lt

n—oo

Corolario 15. Seja {B; : t > 0} um movimento Browniano definido sobre um espago de
probabilidade (2,.#,P). Para cada w € €, a variagao total da trajetéria t — B(w), no
intervalo [a, b], é definida por

VieyB(w) = sup Var(B(y(w),A) = sup Z | By, (w) — By, (w)].
A€P([a,b]) AeP([a,b]) =1

Entao
IP’(V[a’b]B < o00) =0.

Ou seja, quase certamente, as trajetérias do movimento Browniano nao possuem variacao
total finita em qualquer intervalo finito da forma [a, b].

Prova. Suponha que P(Vj, B < 00) > 0. Seja {A, : n € N} uma sequéncia de parti¢oes
em P([a,b]), tal que se n < m, entdo A,, C A, e lim,, . ||An]] = 0.

Ja que a sequéncia de partigoes {A,, : n € N} é uma sequéncia de partigoes encaixadas,
segue do Teorema de Levy (Teorema 14), da continuidade quase certa das trajetérias do
Movimento Browniano e do Lema 6 que

#An
]l{V[a,b]B<<>0} (b—a)= ]l{v[a,b]B<OO} ,}EEO Z (B, — Bti71)2
i=1
#An
< ]l{V[a’b]B<OO} . hm Sup |Btl — Bti—ll Z |Bti+1 — Btl|

oo {ti7ti71}gAn =1

< ]l{V[a’b]B<oo} : nh_{n sup |Bti+1 — By, V[a:b}B

 {ti,tim1}C AR
= 0.

O que ¢ absurdo. Portanto concluimos que V], ;B = +00, quase certamente. [ |
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4. A Integral de Wiener (Integrandos Deterministicos)

Na Seciio 2 levantamos a questdo de definir a integral [” f(t)dg(t). Vimos no Exemplo 3
que, em geral, esta integral ndo pode ser definida como uma integral de Riemann-Stieltjes.
Agora vamos considerar a seguinte integral:

[ 10 B,

onde f é uma fungao deterministica (isto é, ela nao depende de w) e B(t,w) é um movimento
browniano. Suponha que para cada w € € queremos usar a formula de integracao por partes
(3) para definir esta integral no sentido de Riemann-Stieltjes por

b

b
— (RS) / B(t,w) df(t). (14)

a a

b
(RS) [ £(0)dB(t.w) = f(B)B(t.)

O Teorema 7 sugere que a classe de fungdes f(t) para as quais a integral acima esta
bem definida para cada w € €2 é bastante limitada, isto é, a funcao f, como integrador,
precisa ser uma func¢ao continua de variagdo limitada. Portanto, para uma fun¢do continua
de variacao ilimitada tal como f(t) = tsin %, 0<t<1,e f(0) =0, ndo ha garantias de que
a Equacio (14) possa ser usada para definir a integral [y f(t) dB(t,w) para cada w € Q.

Precisamos de uma ideia diferente para definir a integral [” f(t) dB(t,w) para uma classe
mais ampla de fungdes f(t). Esta nova integral, chamada de integral de Wiener de f, sera
bem-definida para todas as fungoes f € L*([a,b]) = L*([a,b], B([a,b]),\) que denota o
espago de Hilbert de todas as fungbes (classes de equivaléncia médulo-\) reais de quadrado
integraveis em |[a, b], com respeito & medida de Lebesgue. Com esta nova nogao de integral
sera possivel, por exemplo, dar um sentido preciso a expressao fol t sin % dB(t), como uma
integral de Wiener.

Para facilitar a exposi¢do vamos apresentar a definicdo da integral de Wiener em duas
etapas. A primeira correspondente a fungoes mais simples do tipo escada. Em seguida,
mostramos como definir esta integral no caso mais geral.

Etapa 1. Suponha que f : [a,b] — R é uma funcao escada dada por f = 327" a; 1y, | 1),
onde {to,t1...,t,} € P([a,b]). Neste caso, definimos a integral de Wiener de f como sendo
a variavel aleatoria .
I(f) =Y ai(B(t:) = Blti-)). (15)
i=1
Obviamente, I(af + bg) = al(f) + bI(g) para quaisquer a,b € R e fungdes escada f e g.
Além disso, temos o seguinte lema.

Lema 16. Para uma fungio escada f, a varidvel aleatéria I(f) é Gaussiana com média 0 e
variancia

B[1(57) = [ 7 (16)

Prova. E bem conhecido que uma combinagao linear de variaveis aleatérias Gaussianas in-
dependentes é também uma varidvel aleatéria Gaussiana. Portanto, pelas condigoes (2) e (3)
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do movimento browniano, a varidvel aleatéria I(f) definida pela Equacao (15) é Gaussiana
com média 0. Para verificar a Equacao (16), note que

B[1(f)2] =B | 'Y aas(B(t) — Bt 1)) (B(t;) — B(t; 1))

i.j=1

Pelas condicoes (2) e (3) do movimento browniano,

E[(B(t:) - B(ti))'] = t: — tis,
e para i # j,
E[(B(t:) — B(ti-1)) (B(t;) - B(t;-1))] = 0.

Portanto,

B[I()?] = Y a(ti — 1) = /ab F(6)? dt. m

Etapa 2. Seja (Q,.%,P) o espago de probabilidade onde estd definido o Movimento
Browniano {B; : t € [0,+0c0)}. Denote por L*(Q) = L*(Q,.%#,P) o espago de Hilbert
de todas as variaveis aleatérias de quadrado integravel em €2, munido do produto interno
(X,Y) = E[XY]. Seja f € L*[a,b]. Escolha uma sequéncia {f,}°°, de fungoes escada tal
que f, — f em L*[a,b]. Pelo Lema 16 a sequéncia {I(f,)}>>, é de Cauchy em L*(Q2). Logo
ela converge em L%(Q2). Defina

I(f) = Lim I(f,), em L3(). (17)

n—oo

Vamos mostrar que I(f) é bem-definida. Para que I(f) seja bem definida, precisamos
mostrar que o limite na Equacao (17) é independente da escolha da sequéncia { f,,}. Suponha
que {g,} é outra tal sequéncia, isto ¢, cada g,, é uma fungao escada e g,, — f em L*[a,b].
Entao pela linearidade da aplicagao I e pela Equagao (16),

B[11(52) ~ 1on)P] = B[l — 0] = [ (Fult) — (1)) "t

Escreva f,(t) — gm(t) = [fu(t) — f(O)] — [gm(t) — f(t)]. Usando esta identidade e a
desigualdade elementar (x — )2 < 2(22 + y?) concluimos que

[ () = gm®)"at <2 [ [ (720 = 70)" + (gmt) — 5(0)) ]t
0, quando n,m — co.
Destas observagoes segue que
T I(f,) = Jim I(gn)  om L2(9).

Isso mostra que I(f) é bem definida.
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Definigdo 17. Seja f € L*[a,b]. O limite I(f) definido na Equacio (17) é chamado de
integral de Wiener de f.

Para nos referir a uma realiza¢do particular da v.a. I(f) podemos usar qualquer uma
das seguintes notagoes

e o ([ 10d50) @,

Também é comum denotar I(f) por [° f(t)dB(t) ou [° f(t)dB(t,w). Note que a aplicacio
f — I(f) define um operador linear de L?[a,b] em L?(2).

Teorema 18. Para cada f € L?[a,b], a integral de Wiener f f(t)dB(t) é uma varidvel
aleatéria Caussiana com média 0 e variancia || f||> = [° f(t)>d

Prova. Pelo Lema 16, a afirmacao feita no enunciado do teorema é verdadeira quando f
¢ uma funcio escada. Para uma f € L?[a,b] geral, esta conclusao segue do seguinte fato
bem-conhecido. Se X, é Gaussiana com média u, e varidncia afL e X, converge para X em

L?(Q), entao X ¢ Gaussiana com média p = lim,, o jt, € varidncia 0% = lim,, o, 2. [ |

Outra propriedade notavel da integral de Wiener é que se olhamos para ela como um
operador linear I : L%[a,b] — L*(92), entdo ela define uma aplicacdo linear isométrica. Da
teoria basica de espacos de Hilbert sabemos que para provar que I possui esta propriedade
¢é suficiente mostrar que I preserva produtos internos e isto é o que faremos no préximo
corolario.

Corolario 19. Se f,g € L*[a,b], entdo

E[10)1()] = [ Ft)o(e) it (18)

Em particular, se f e g sdo ortogonais, entao as variaveis aleatérias Gaussianas I(f) e I(g)
sao independentes.

Prova. Pela linearidade de I e pelo Teorema 18 temos

E[(1(f) + 1(9)?] = E[(I(f + 9))?] = /a (1) + g()’ at

/ dt+2/ dt+/ (19)

Por outro lado, podemos também usar o Teorema 18 para obter

E[(I(f)+1(9))*] =E[I(f)* + 21()I(g) + I(9)*]

b

_Lbf(t)zdt+2E[J(f)I(g)} +/ g(t)* dt. (20)

Obviamente, a Equacao (18) segue das Equacoes (19) e (20). |

. . 1 , ., , . . 4 q:

Exemplo 20. A integral de Wiener [, s dB(s) é uma variavel aleatéria Gaussiana com média
« A . 1 2 1

0 e variancia [y s°ds = 3.
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Teorema 21. Seja f uma func¢ao continua de variacao limitada. Entdo para quase todo
w € Q,

b b
([ 101330 ) = (8) [ r as(e
onde o lado esquerdo é a integral de Wiener de f e o lado direito é a integral de Riemann-
Stieltjes de f definida pela Equacao (14).

Prova. Para cada parti¢io A, = {to,t1,...,tn_1,ts} de [a,b], definimos uma funcao escada
fn poOT

Jn= Zf(ti*1>]l[ti—1:ti)'
=1

Note que f,, converge para f em L?[a, b] quando n — oo, isto é, quando ||A,|| — 0. Logo
pela defini¢ao da integral de Wiener na Equacao (17),

/abf(t) dB(t) = Jgrgoif(ti_l)<3(ti) — B(t;i-1)), em LX(Q). (21)

Por outro lado, pela Equacao (14), o seguinte limite vale para cada w € Qg para algum
Qg com P(Qo) = 1,

(RS) [ F(0) dB(t.) = [(O)B(b.) ~ f(@)Bla,w) — lim 3 Bltow)(F(1) — f(ti0))

a =1

= lim (f(b)B(b, w) — f(a)B(a,w) — f}B(ti, w) (f(t:) - f(m))) ,

n—oo

que, apos reagrupar os termos, produz a seguinte igualdade para cada w em §:
b n
(RS) [ f(#)dB(t,w) = lim >~ f(ti) (B(t) = B(ti 1)), (22)
@ i=1

Como a convergéncia em L*(€)) implica a existéncia de uma subsequéncia convergindo
quase certamente, podemos escolher tal subsequéncia de {f,} para obter a conclusdao do
teorema a partir das Equacoes (21) e (22). [

Exemplo 22. Considere a integral de Riemann fol B(t,w) dt definida para cada w € €y para
algum Qg com P(Qy) = 1. Vamos encontrar a distribuigdo desta variavel aleatéria. Use a
formula de integracao por partes para obter

1

/01 Blt,w)dt = Btw)(t —1)| — /Ol(t 1) dB(tw)

0

_ (RS) /01(1 _ 1) dB(t,w).

Logo pelo Teorema 21 vemos que para quase todo w € €2,

/01 Bt w)dt — (/01(1 ~ ) dB()) (@),

onde o lado direito é uma integral de Wiener. Assim [) B(t)dt e a integral de Wiener
J3 (1 —t)dB(t) tém a mesma distribuicao, que é facilmente vista ser Gaussiana com média

0 e variancia
E K/:ﬂ-ﬂdB@)) ] :/01(1—75)2dt: ;
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4.1. Ezxpansao em Série de Integrais de Wiener

Seja {9, }°°, uma base ortonormal para o espaco de Hilbert L?[a,b]. Cada f € L*[a,b] tem
a seguinte expansao:

i (f, $u)bus (23)

onde (-,-) é o produto interno em L?[a, b] dado por (f, g) = [* f(t)g(t) dt. Além disso, segue
da identidade de Parseval que
112 =D (f on)” (24)
n=1
Tome a integral de Wiener em ambos os lados da Equagao (23) se informalmente trocamos
a ordem de integracao e da soma ficamos com

[ 1050 =150 [ oute)dB). (25)

Pergunta 23. A série aleatéria no lado direito converge para o lado esquerdo e em que
sentido?

Primeiro observe que pelo Teorema 18 e pela observacao seguinte a Equacao (18), as
variaveis aleatérias [” ¢, (t) dB(t), n > 1, sdo independentes e tém distribuicio Gaussiana
com média 0 e varidncia 1. Assim o lado direito da Equacao (25) é uma série aleatéria de
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas. Pelo teorema de equivaléncia
de Lévy esta série aleatéria converge quase certamente se e somente se ela converge em
probabilidade e, por sua vez, se e somente se ela converge em distribui¢ao. Por outro lado,
podemos facilmente verificar a convergéncia em L?(Q) desta série aleatéria como segue.
Aplique as Equagoes (18) e (24) para mostrar que

(/:f(t) dB(t) — é(f, bn) /ab dn(t) dB(t)>2

E

N
- [0 dt—22f¢n + Y4 o)
a = n=1

= [ rer =3 (.07

n=1

— 0,

quando N — co. Logo a série aleatéria na Equacao (25) converge em L?(f2) para a varidvel
aleatéria no lado esquerdo da Equacio (25). Mas a convergéncia em L?(§)) implica conver-
géncia em probabilidade. Portanto provamos o proximo teorema para a expansao em série
da integral de Wiener.

Teorema 24. Seja {¢,}°°, uma base ortonormal para L?[a, b]. Entao para cada f € L*[a,b],
a integral de Wiener de f tem a expansao em série

[ 1wy an = §_031<f, 6.) [ énltyaB0).

com probabilidade 1, onde a série aleatéria converge quase certamente.
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Em particular, aplique o teorema para a = 0, b =1, e f = 1y, 0 <t < 1. Entao

3 f(s)dB(s) = B(t) e temos a expansio em série aleatéria,

B(t,w) = ;;1 (/Ot On(s) ds) (/01 On(s) dB(s,w)) .

Note que as varidveis t e w estao separadas no lado direito. Em vista desta expansao,

esperamos que B(t) possa ser representado por

B(t.w) = 3 () [ duls) ds.

onde {£,}5°, é uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes tendo a mesma distri-
buicdo Gaussiana com média 0 e variancia 1.
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