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1 Teoria de Conjuntos
Ex.1. Sejam a,b € R, com a < b. Mostre que

a,b] = ﬁ(a—%,H%) e (ab) — g[a+%,b—1]

n

Ex.2. Seja {E, },en uma sequéncia de subconjuntos de um conjunto X. Seja Fy = & e para
cada n € N defina

F,=\JE. e G.=E,\F,1.
k=1

Mostre que

a) {Fy}nen € uma sequéncia monétona crescente de conjuntos;

b) {Gp}nen é uma sequéncia de conjuntos dois-a-dois disjuntos, isto é, G, N G,,, = & se

m # n.
c) G E, = G F, = G G,
n=1 n=1 n=1

Ex. 3. Mostre que se {E,},en € um sequéncia de subconjuntos de um conjunto X que é
monotona crescente, entao

liminf £, = | JE, = limsup E,.

n—00 n—o0
n=1

Ex. 4. Mostre que se {F,},en é um sequéncia de subconjuntos de um conjunto X que é
monotona decrescente, entao

liminf F,, = ﬂFn = limsup F),.
n—0o0 ne1 n—o00



Ex. 5. Seja {E,} ey uma sequéncia arbitraria de subconjuntos de um conjunto X. Mostre
que as seguintes continéncias sao sempre validas

@ C liminf £, C limsupFE, C X.

n—0o0 n—oo

Ex. 6. De um exemplo de uma sequéncia {F, },en de subconjuntos de algum conjunto X
satisfazendo
liminf £, = @ e limsup F£,, = X.

n—oo n—00

Ex. 7. De um exemplo de uma sequéncia {F, },en de subconjuntos de algum conjunto X
que nao é mondtona crescente nem monotona decrescente e satisfaz

liminf £, = limsup F,.

n—00 n—00

Ex. 8. Sejam X e Y conjuntos arbitrarios e f : X — Y uma funcao. Se £ C Y definimos,
de maneira usual, a imagem inversa do conjunto F pela funcao f, como sendo o conjunto

fYE)={r e X : f(z) € E}. Mostre que

) [T o) =2 fTI(Y)=X;

b) para quaisquer E, F CY temos f1(E\ F) = f~Y(E)\ f~Y(F);
)

a

c) se A é um conjunto de indices arbitrario e {E,}aeca é uma colegdo de subconjuntos de
Y, entao

f! (ﬂ E) = f'(E) e [ (U E) =Jr

acA aEA a€el a€el

2 Espacos Métricos

Ex. 9. Dé um exemplo de um espago métrico (X, p), onde existe alguma bola aberta
B(z,r) ={y € X : p(x,y) < r}, para algum x € X e r > 0 tal que o fecho desta bola
aberta, notagdo B(x,r), ndo coincide com a bola fechada {y € X : p(x,y) < r}.

Ex. 10. Considere o espago métrico ([0, 1], p), com a métrica p dada por p(z,y) = |z — y|,
para todo z,y € [0,1]. Mostre que todo intervalo aberto (a,b) C [0,1] é uma bola aberta
neste espago métrico. Vale a reciproca? Caso afirmativo, prove e caso negativo, dé um
contra-exemplo.



Ex.11. Sejam (X, p;) um espago métrico compacto e
C(X,C)={f: X - C : f éuma fungao continua}

Considere a métrica p sobre C'(X,C), definida para cada par f,g € C(X,C) pela seguinte
expressao

Mﬂgﬁzggﬁ@)—ﬂwk

Mostre que (C’ (X,C), p) ¢ um espaco métrico completo.

Ex. 12. Sejam (X, p) um espago métrico compacto e f : X — C uma fungao continua.
Mostre que f é uniformemente continua, isto é, para todo £ > 0 dado existe o > 0 tal que se

p(z,y) < d entdo | f(z) — f(y)| <e.

Ex.13. Seja X = {0, 1,2}", isto é, o produto cartesiano de “N cépias” do conjunto {0, 1,2}.
Note que podemos identificar X naturalmente com o espacgo de sequéncias infinitas tomando
valores no conjunto {0, 1,2}, ou seja,

X ={(x1,x9,23,...) 1 x, € {0,1,2} Vn € N}.

Dados dois elementos arbitrarios de X, digamos, © = (x1, 22, 23,...) e y = (Y1, Y2, Y3, - - -),
defina

0 , Se T =1,

plr,y) =9
2N(x,y) y S€ T ;é Y,

onde para x # y o numero N(x,y) é dado pela seguinte expressao

L, se x1 = yi;
N(z,y) =
inf{k e N:zy =y1,...,06-1 = Yr_1 € T # Yr}, caso contrério.

Mostre que

a) a aplicagao que leva o par (z,y) — p(z,y) define uma métrica em X;

b) Mostre que o espago métrico (X, p) é um espago métrico compacto.

Ex.14. Considere o espaco métrico (X, p) definido no Ex.13 e sejaz = (1,1, 1,...). Descreva

quais sao todos os elementos da bola aberta de centro x e raio r = 2%, ou seja, B(w, 2%)

Ex.15. Sejam (X, p) o espago métrico definido no Ex.13, x € X e r > 0. Mostre que:

a) a bola aberta B(x,r) é um conjunto aberto e também um conjunto fechado;

b) fixados m € N, ay,...,a, € {0,1,2} e indices 1 < iy < i3 < ... < iy, 0 conjunto
cilindrico
CHtm ={r e X T xy, =ay,..., T, = Ay}

210 5tm

é simultaneamente um conjunto aberto e fechado;

¢)* os unicos subconjuntos conexos de X sdo os conjuntos unitdrios. Para defini¢ao de
conexidade veja o capitulo sobre topologia geral da referéncia [1].
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