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1 J-Algebras
Ex.1. Sejam a,b > 0 fixados. Mostre que a regiao abaixo (delimitada por uma elipse)

2 P
EE{(x,y)€R2:O<§+ﬁ<1}

¢ um elemento de %2, isto é, esta regiao é um conjunto Borel mensuravel de R2.

Ex.2. Seja (X, d) um espaco métrico separdavel e U C X um aberto da topologia 74, que é a
topologia induzida pela métrica d. Seja D C X um conjunto enumeravel denso. Mostre que

U pode ser escrito como uma unido enumeravel de bolas abertas da forma B(d, ), onde
deDereQn(0+oc0).

Ex.3. Sejam (Xi,dy),. .., (X,,d,) espacos métricos separaveis e D; C X; um subconjunto
enumeravel denso, para cada 7 = 1,...,n. Considere o espaco produto
X = H Xj,
j=1

munido da métrica produto d : X x X — [0, +00) que é definida para cada par de pontos
x=(r1,...,2n) ey = (Y1,...,Yn) € X por

d(z,y) = max d(z;,y;).

1<j<n

Mostre que:

a) Mostre que para todo x € X e r > 0 temos

onde Bj(xj,r) ={y; € X, : d;(z;,y;) <r}.

b) Mostre que a cole¢ao ¢ = {B(z,r) C X :x €Dy x...xD, e re QN (0,+00)}
gera a o-dlgebra de Borel de X isto é, 0(%) = AByx.



Ex.4. Complete a prova da Proposigao 1.2 da referéncia [1].

Ex.5. Dizemos que uma colecao .Z de subconjuntos de X é um \-sistema se satisfaz:
a) X e Lede;
b) se £ € £ entao E° € .Z;

c) se {E,}neny é uma sequéncia em £ de conjuntos dois-a-dois disjuntos, entao

UEne.z.

neN

Seja € uma colegao arbitraria de subconjuntos de X e {Zs}ger a familia de todos A-
sistemas, de subconjuntos de X, contendo %. Mostre que

BEZ
per

¢ o menor (no sentido da inclusdo) A-sistema contendo €.

Ex. 6. Uma colecao & de subconjuntos de um conjunto X é chamada de m-sistema, se &
é fechada por intersecoes, isto é, para todo E, F € & temos que ENF € &. Mostre que
uma colecao %, de subconjuntos de X, que é simultaneamente um 7-sistema e A-sistema é
uma o-algebra.

Ex.7. Uma familia de conjuntos #Z C &(X) é chamada de anel se Z é fechada por unides
finitas e diferencas, isto é,

E\,....E,€# = | JEj€%# e EFc# = E\FecZ
j=1
Um anel que é fechado para unioes enumeraveis é chamado de o-anel. Mostre que:

a) todo anel é fechado por intersegoes finitas.

o

todo g-anel é fechado por intersecoes enumeraveis.

o,

se Z é um o-anel, entdao Z é uma o-algebra se, e somente se, X € Z.

@)

)
)
c) se Z é um anel, entao #Z é uma &lgebra se, e somente se, X € Z.
)
) se Z é um c-anel, entao a colegao € = {F C X : F € #Z ou E° € #} é uma o-algebra.
)

f) se Z é um o-anel, entao {E C X : ENF € #, VF € #} ¢ uma o-élgebra.



Ex. 8. Considere o espago métrico (X,d), onde X = [0,1] e d(x,y) = |x — y|. Seja 7 a
topologia induzida por d e denote por %([0, 1]) a o-dlgebra gerada por 7.

a) Mostre que a colegao dos intervalos semi-abertos ¢, = {(a,b] C [0,1] : 0<a<b< 1}
gera A([0,1]).

b) Mostre que a colegao dos intervalos abertos 5 = {(a,b) C [0,1] : 0 < a < b < 1}
nao gera %([0,1]). (Dica: Considere a colegao de todos os subconjuntos de [0, 1] que
possuem ambos pontos 0 e 1 ou que seu complementar possuem ambos pontos. Mostre
que esta colegao é um o-algebra).

Ex. 9. Seja (X,.%#) um espago mensuravel. Suponha que .# possua infinitos elementos.
Mostre que:

a) a o-algebra .# contém pelo menos uma sequéncia {F, },ey de conjuntos nao vazios
distintos e dois-a-dois disjuntos.

b) Mostre que Card(.%) > «.

Ex.10. Mostre que uma algebra ./ é uma o-dlgebra se, e somente se, <7 é fechada por unioes
enumerdaveis crescentes (isto é, se {E,}jen € &/ e By C B, C ..., entdo Uy E,, € o).

Ex. 11. Construa um conjunto X nao-vazio, e duas o-algebras .#; e .#5 de subconjuntos
de X, tais que .#, U .#5 nao é uma o-algebra de subconjuntos de X.

Ex. 12. Seja X um conjunto arbitrario e .# a o-algebra, de subconjuntos de X, gerada
por uma cole¢ao € C Z(X). Mostre que .# é a uniao de todas as o-dlgebras geradas por
todas as colegoes A, que sao sub-colegoes enumeraveis de € (dica: mostre que tltima cole¢ao
citada acima é uma o-algebra).
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