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1 Medidas

Ex.1. Se p, ..., pt, sdo medidas definidas sobre (X,.%) e a4, ..., a, € [0,400), entdao

n
E Qo L5
=1

define uma medida sobre (X,.7).

Ex.2. Sejam (X,.#) um espago mensuravel e {u, },eny uma sequéncia de medidas definidas
sobre (X, .%) tal que u,(X) = 1, para todo n € N. Defina v : % — [0, +o0] por

_ S pin(E)
v(E) = o

n=1

Mostre que v define uma medida sobre (X,.%#) e satisfaz v(X) = 1.

Ex.3. Sejam (X,.# p) um espago de medida e {E, },en uma sequéncia de conjuntos em 7.
Mostre que

a) (hm inf En> < liminf pu(E,);

n—oo n—oo

b Se u(U,—, E,) < +00, entao temos limsup u(E,) < p (lim sup En)
n—oo n—oo
Ex.4. Sejam (X, .7, ) um espago de medida e E, F' € .%. Mostre que

W(E) + p(F) = p(EU F) + u(E N F).

Ex. 5. Sejam (X,.%#, ) um espago de medida e F € % um conjunto fixado. Para cada
A e 7, defina pp(A) = p(AN E). Mostre que pp : # — [0,+00] (chamada de medida
condicional) é também uma medida.



Ex.6. Seja (X,.7, u) um espago de medida finita. Mostre que
a) se B, F € F e p(EAF) =0, entao u(E) = pu(F);

b) considere a relagdo em .# x % definida por E' ~ F, se u(EAF) = 0. Mostre que “~”
define uma relacao de equivaléncia em % .

¢) para cada par E, F € % defina p(E, F) = u(FAF). Mostre que para quaisquer E, F
e G € . temos
o(E,G) < pl(F, F) + p(F,G).

Considere a relacao de equivaléncia “~” definida no item anterior e o espaco quociente
M = .F | ~. Mostre que p: M x M — (0,00) define uma métrica em .Z.

Ex. 7. Seja (X,.%, 1) um espaco de medida. Mostre que se p é o-finita, entdo p é semi-
infinita, isto é, para cada E € .7 satisfazendo p(FE) = 400, existe F' € .% com F C E
satisfazendo 0 < u(F') < 4o0.

Ex. 8. Seja (X, .#) um espaco mensuravel. Sejam p : 4 — [0,+o0] e v : A — [0, +00]
medidas tais que u(X) =1 =v(X). Mostre que a colegao

S ={ECX : u(E) = v(E)}

¢ um A-sistema (Ex. 5 - Lista 2).

Ex. 9. Seja (X, %, ) um espago de medida. Suponha que p é semi-infinita e que existe
E € Z tal que pu(F) = 4+00. Mostre que para qualquer C' > 0 dado, existe um conjunto
F-mensuravel F = F(C) tal que FF C E e C < pu(F) < 4o0.

Ex.10. Seja ¢ uma medida definida em (X, .#). Considere a seguinte func¢ao de conjuntos
v:.F# — [0, +00] definida por

v(E) =sup{u(F) : F CE, com u(F) < +oo}.
a) Mostre que v define uma medida semi-infinita.
b) Mostre que se p é semi-infinita, entdo v = p (Dica: use o Ex.9).

¢) Mostre que existe uma medida p : .# — [0,400] (ndo necessariamente tnica) tal que
p(E) € {0,400}, para todo E € F e u= v+ p.

Ex. 11. Considere o espago mensuravel (N, Z(N)). Seja {a,}neny é uma sequéncia de
nimeros reais nao-negativos e pu : Z(N) — [0, 400] definida por (@) = 0 e para todo

E C N nao-vazio
w(E) = Z ap.
nekr

Mostre que p é uma medida sobre (N, Z(N)).
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