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1 Medidas de Borel na Reta

Ex. 1. Usando o esboco de prova, apresentado na referéncia [1] (Teorema 1.19 - pagina 36)
prove o seguinte teorema.

Teorema 1.19. Seja i = pp uma medida de Lebesgue-Stieltjes sobre R, construida
a partir de uma funcao F' : R — R mondtona nao-decrescente e continua a direita.
Denote por .#,, a o-algebra de Carathéodory dos conjuntos p-mensurdveis. Para
cada F C R fixado, mostre que as seguintes afirmagcoes sao equivalentes:

a) Ee A,
b) E =V \ Ny, onde V é um conjunto Gs e pu(N7) = 0;
c¢) E= HUN,, onde H é um conjunto Fys e u(Ny) = 0.

Ex.2. Usando o Teorema 1.18 da referéncia [1] (enunciado abaixo), prove a Proposi¢ao 1.20
enunciada a seguir

Teorema 1.18. Seja o = pup uma medida de Lebesgue-Stieltjes sobre R, construida
a partir de uma funcao F' : R — R mondtona nao-decrescente e continua a direita.
Denote por .#,, a o-algebra de Carathéodory dos conjuntos p-mensurdveis. Se £ €
M, entao

p(E)=inf{w(U) : ECU e U éum aberto}
=sup{u(K) : K C E e K éum compacto}

Proposicao 1.20. Seja i = pp uma medida de Lebesgue-Stieltjes sobre R, cons-
truida a partir de uma fungao F' : R — R monétona nao-decrescente e continua a
direita. Denote por .#,, a o-algebra de Carathéodory dos conjuntos p-mensuraveis.
Se E € M, é tal que pu(E) < 400, entdo para todo € > 0 existe um conjunto A que
¢ uma unido finita de intervalos abertos tal que u(EFAA) < e.

Ex. 3. Seja K C [0,1] o conjunto cldssico de Cantor, construido a partir da remogao dos
terco-médios em cada etapa. Mostre que K é compacto, totalmente desconexo e nao possui
nenhum intervalo (dica: mostre que para quaisquer z,y € K, com = < y, existe algum 2z € K¢
tal que = < z < y).



Ex.4. Sejam F : R — R uma fun¢ao mondtona nao-decrescente e continua a direita, u = up
a medida de Lebesgue-Stieltjes associada a F' e definida sobre a o-dlgebra de Carathéodory,
denotada por .#,,. Mostre que

a) u({a}) = F(a) —lim F(z) = F(a) — F(a—);

b) a(fa,b)) = lim F(z) — lim F(2) = F(b=) = F(a=);

) pllab]) = F(b) ~ lim F(a) = F(8) ~ Fla-);

Q) p((a,b) = lim Fla) = F(a) = F(o-) = F(a)

Ex.5. Seja F': R — R a fungao dada por F(z) = |z], onde |z] = max{m € Z : m < z},
isto é, o maior inteiro menor ou igual a x; também conhecido como “piso de z”.

a) Mostre que F' é uma funcdo monétona nao-decrescente e continua a direita e, em
seguida, faca um esboco do grafico de F;

b) Seja p = pr a medida de Lebesgue-Stieltjes associada a F'. Mostre que para todo
m € 7Z temos pu({m}) =1 e que para todo = € R\ Z temos p({z}) = 0;

c) Se a,b € R satisfazem a < b; [a —b| < 1 e [a,b] NZ = @. Entao pu(fa,b]) =0 e
consequentemente que u((a,b)) = p([a, b)) = u((a,b]) = 0;

d) Mostre que existe uma funcado f : Z — N tal que para todo A € .#,, (o-dlgebra de
Carathéodory) temos:

wA) =3 10).

JEANZ
e) Conclua que, neste caso F(x) = |z|, 4, = Z(R).

Ex.6. Sejam F': R — R a funcao identidade, isto é, F(x) = z, Vo € R, u = ppr a medida de
Lebesgue-Stieltjes associada & funcdo F' (neste caso, mais comumente, chamada de Medida
de Lebesgue sobre R) e .Z a o-algebra dos conjuntos p-mensuraveis, que serdo chamados
simplesmente de Lebesgue-mensuraveis. Vamos usar a notagao V para denotar o Conjunto
de Vitali (a defini¢do deste conjunto pode ser encontrada na péagina 20 da referéncia [1] ou
nas notas de aula intitulada: O conjunto de Vitali).

Seja I/ um conjunto Lebesgue-mensuravel arbitrario. Mostre que
a) se £ C V, entao u(E) = 0;

b) se pu(E) > 0, entao p(E) contém um conjunto ndo mensuravel.

Dica: é suficiente assumir que E C [0, 1]. Seguindo a notacao das referéncias citadas

acima olhe analise as consequéncias da seguinte identidade E = U ENN,.
reR


https://mat.unb.br/cioletti/Ensino/Vitali-Aula2.pdf

Ex. 7. Seja (R, %, 1) o espaco de medida, onde ¥ é o-algebra dos conjuntos Lebesgue-
mensuraveis e 4 é a medida de Lebesgue na reta. Seja E € £ tal que pu(E) > 0. Mostre
que para qualquer « € [0, 1) fixado, existe algum intervalo aberto I tal que

au(l) < pu(ENI).

Ex. 8. Sejam (R,.Z, ) o espago de medida do exercicio anterior e £ € £ satisfazendo
w(E) > 0. Mostre que o conjunto

FoE={r—yeR :z,yeE}

contém um intervalo I, centrado na origem.

Sugestao. Mostre que se I denota o intervalo obtido no exercicio anterior com « satisfa-
zendo % < a < 1, entao o conjunto £ © E contém o intervalo aberto

(50 u0).

Ex.9. Seja {ay, }nen uma sequéncia contida no intervalo aberto (0,1). Mostre que
a) o produtério infinito converge e satisfaz
o o
0<H(1—an) — Zan<+oo.
n=1 n=1
Dica. Use séries geométricas ou diretamente alguma expansao em séries de potencias

para comparar y_ - In(1 — ay,) com > | .

b) Dado § € (0, 1) exiba uma sequéncia {a, },en tal que H a, = 3.

n=1

Ex. 10. Seja p a medida de Lebesgue em R. Mostre que existe algum conjunto A C [0, 1]
tal que A é um elemento da o-algebra de Borel e satisfaz

0<u(ANT) < u(I)

para qualquer intervalo I C [0, 1].
Dica: todo subintervalo de [0, 1] possui um conjunto do tipo-cantor de medida positiva.
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