Departamento de Matematica
Logaritmo Complexo - Leitura Complementar e Exercicios

Variavel Complexa 1

Nestas nota curta apresentamos uma maneira alternativa de definir o logaritmo com-
plexo. Vamos inicialmente definir de maneira precisa o conceito de ramo e em seguida,
definir um ramo do logaritmo. No segue usaremos a notagdo C* = C \ {0} e quando
conveniente a notagao exp(z) para denotar a fun¢ao exponencial complexa.

Seja z € C*. Ja sabemos que este nimero complexo pode ser representado em sua
forma polar como

z = |z|(cos @ +isen ) = |z|e”.

Observe que se §' = 0 + 2kn, k € Z, entdo € = . Dizemos que # é um argumento de

z € C*, se z/]z| = €.

Definicao 1. Seja U C C* um aberto. Dizemos que uma fungao continua f : U — R
€ um ramo do argumento em U, se para todo z € U tem-se
z .
L if(®) (1)
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Exercicio 1. Mostre que se f: U — C é um ramo do argumento e k € Z, entao [+ 2km

também é um ramo do argumento em U.

Definicao 2. Seja U C C* um aberto. Dizemos que uma fun¢dao continua g : U — C é

um ramo do logaritmo em U, se para todo z € U tem-se exp(g(z)) = z.

Observe que se g é um ramo do logaritmo e k € Z, entao g + 2km é também um
ramo do logaritmo. Por esta razao nao podemos esperar que g(exp(w)) = w, mesmo que
exp(w) € U'!

A seguinte proposicao relaciona os ramos do logaritmo e do argumento.



Proposicao 3. Seja U C C* um aberto. Entao existe um ramo do logaritmo definido em

U, se e somente se, existe um ramo do argumento definido em U.

Prova : Suponha inicialmente que temos em U, bem definido, um ramo do logaritmo
que serd denotado por g : U — C. Pondo u(z) = Re(g(2)) e v(z) = Im(g(2)), temos
claramente a seguinte igualdade g(z) = u(z) + iv(z). Da Definicao [2| segue que

2 = exp(u(z) + iv(2)) = exp(u(2)) - exp(iv(z)) (2)

Tomando o médulo em ambos os lados da igualdade acima, ja que | exp(iv(z))| = 1, pode-
mos concluir das propriedades do médulo que exp(u(z)) = |z|. Mas este fato juntamente

com ([2) implica imediatamente que

z
exp(iv(z)) = —.

2|
Como a continuidade de g implica na continuidade de v temos da identidade acima que
v(z) é um ramo do argumento em U. Reciprocamente, se temos definido em U um ramo

do argumento f : U — R entao obtemos um ramo do logaritmo considerando a func¢ao

g : U — C dada por
g(z) =In|z| +if(2).

De fato, como para todo z € U temos z/|z| = ¢//(*) entdo podemos afirmar que

exp(9(2)) = exp(ln|2] +if(2)) = |2| - ) = 2

Y

verificando que g é um ramo do logaritmo em U. O

Uma consequéncia imediata do teorema acima é o seguinte corolario:

Corolario 4. Se g : U — C € um ramo do logaritmo, entdao existe um ramo do argumento

f:U =R tal que g(z) =In|z| +if(z).

Podemos mostrar também que é valido o seguinte teorema, cuja a demonstragao foi
feita em sala de aula e pode ser encontrada na referéncias [3,4,5] do programa do curso

http://www.mat.unb.br/cioletti/Ensino/Programa_VC1_1-2013.pdf


http://www.mat.unb.br/cioletti/Ensino/Programa_VC1_1-2013.pdf

Teorema 5. Se g : U — C é um ramo do logaritmo, entao g é holomorfa e além disto

§'(z) =1/z para todo z € U.

Corolario 6. Dois ramos do logaritmo, definidos em um mesmo subconjunto aberto e
conexo de C*, diferem por uma constante da forma 2kmi, k € Z. Se o wvalor deles é o

mesmo em algum ponto deste aberto entao eles sao idénticos.

Prova. Sejam ¢;,90 : U C C* — C ramos do logaritmo definidos no dominio U. Pelo

Teorema [5] sabemos que

Desta igualdade concluimos que ¢} (z) — g4(z) = 0, para todo z € U. Usando o fato de que
U é conexo podemos mostrar g;(z) — go(2) = ¢, para todo z € U, onde ¢ é uma constante.

Mas como g; e g sao ramos do logaritmo temos que

z = exp(ga(2)) = exp(g1(2) + ¢) = exp(g1(2)) - exp(c) = exp(c) - 2

para todo z € U. Portanto e® = 1 e dai segue que ¢ = 2kmi, k € Z.
Por outro lado, se existir algum ponto onde este ramos do logaritmo coincidem, isto

é, se existe zy € U tal que g1(z0) = ¢2(20) entdao temos imediatamente que ¢ = 0 e logo

glzggemU. [



