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Resumo

Neste texto provamos o Principio da Reflexdo para o Movimento Browniano padrao
unidimensional. Em resumo, este principio afirmar que dado um tempo de parada T,
o0 processo estocastico {X; : t € [0, 4+00)}, definido por

By, set < T,
Xt =
B; — (B;— B;), sert<t,

onde {B; : t € [0,+00)} é um Movimento Browniano, possui as mesmas distribui¢oes
finito-dimensionais que um Movimento Browniano padrao.

Apresentamos duas demonstracoes, bem detalhadas, deste resultado usando técni-
cas completamente distintas. Em seguida, exibimos duas aplicaces deste teorema. A
primeira é referente a determinacdo de uma expressao explicita para a distribuicdo do
supremo do Movimento Browniano ao longo do intervalo [0, ¢]. A segunda, é sobre uma
propriedade geométrica do Movimento Browniano padrao em duas dimensoes. Mais
precisamente, sobre a densidade de probabilidade dos pontos da segunda coordenada
no primeiro contato com uma reta vertical fixa. Mostramos que esses pontos se distri-
buem segundo uma Cauchy e determinamos seus pardmetros em funcao da posigdo da
reta.

1. Introducao

O Movimento Browniano, inicialmente observado pelo botanico Robert Brown em 1827 ao
estudar o movimento erratico de graos de pélen suspensos em agua, tornou-se um dos objetos
centrais da teoria das probabilidades e dos processos estocasticos. A fundamentacao mate-
matica rigorosa deste fendmeno foi estabelecida por Norbert Wiener em 1923, resultando no
que hoje conhecemos como processo de Wiener ou Movimento Browniano padrao.

Ao longo do desenvolvimento da teoria, diversas propriedades notaveis do Movimento
Browniano foram descobertas, revelando conexoes profundas com outras areas da matema-
tica. Uma destas propriedades, de particular elegancia e utilidade, é o chamado Principio
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da Reflexdo. Este principio estabelece um resultado surpreendente: se pararmos um Movi-
mento Browniano em um instante aleatério 7 e refletirmos sua trajetéria futura em torno
do valor que ele atingiu nesse instante, o novo processo estocastico resultante é, do ponto de
vista probabilistico, indistinguivel do Movimento Browniano original. Esta simetria oculta
nao é apenas um resultado teérico interessante, mas uma ferramenta poderosa para calcular
distribuicoes que seriam intrataveis por métodos diretos.

O Principio da Reflexdo tem suas raizes em argumentos combinatoérios desenvolvidos por
Désiré André em 1887 para resolver problemas sobre passeios aleatorios discretos. A exten-
sao destas ideias para o Movimento Browniano acabam tendo como consequéncia diversas
aplicagoes que vao desde Finangas Matematicas, Fisica-Estatistica até Teoria Analitica dos
Numeros.

Um dos objetivos deste trabalho é apresentar de maneira clara e detalhada a prova do
Principio da Reflexdo para o Movimento Browniano padrao unidimensional. Como mencio-
nado no resumo sao dadas duas demonstragoes independentes deste resultado:

o A primeira demonstragao utiliza apenas as propriedades elementares das distribui¢oes
dos incrementos do Movimento Browniano. Esta prova procede por verificacdo direta
da igualdade das distribui¢oes finito-dimensionais, utilizando decomposicao em casos
e aproximacao por tempos de parada discretos.

o A segunda demonstracao é baseada no estudo das func¢oes caracteristicas das distribu-
icoes finito-dimensionais dos processos original e refletido.

Esta escolha é feita por uma razado estratégica: ao investigar generalizagbes, é sempre
valioso dispor de um repertorio de técnicas ja testadas e bem compreendidas em um caso
mais simples. E acreditamos que a diversidade de ideias contidas nestas duas provas oferece
realmente rotas alternativas para novas generalizagoes.

Apresentamos também duas aplicagbes importantes do Principio da Reflexao:

1. Distribuicao do maximo. Obtemos uma expressao explicita para a funcao de distri-
buicao de M; = supyc,<; Bs, 0 valor mdximo atingido por um Movimento Browniano
em um intervalo finito. Este resultado é fundamental em diversas areas aplicadas: em
finangas matematicas, é essencial no estudo de modelos de precificacao de opgoes de
barreira (barrier options); em estatistica nao-paramétrica, forma a base do teste de
Kolmogorov-Smirnov; na teoria da ruina, permite calcular probabilidades de faléncia
em processos de risco.

2. Distribuicao de Pontos de Contato em duas dimensoes. Consideramos um Mo-
vimento Browniano bidimensional de coordenadas (Bt(l), Bt(2)) e determinamos explici-
tamente a distribuicio da segunda coordenada B®), no instante 7 em que a primeira
coordenada atinge um nivel fixado a > 0.

O texto esta organizado da seguinte forma. Na Secao 2, definimos o Movimento Browni-
ano. Na Secao 3 definimos tempo de parada, filtracoes regulares e enunciamos a Propriedade
de Markov Forte para o Movimento Browniano. Na Secao 4, enunciamos e apresentamos a
primeira prova do Principio da Reflexao e na Secao 5 a prova alternativa deste principio. As
Secoes 6 e 7 sdo dedicadas as aplicacoes.

Este texto exige do leitor familiaridade com Movimento Browniano e alguns fatos basicos
sobre processos estocasticos.



2. Movimento Browniano

Neste texto, um Movimento Browniano padrao em uma dimensao denota um processo
estocastico {B; : t € [0,+00)} definido sobre algum espaco de probabilidade (€,.%,P) e
satisfazendo as seguintes condigoes:

i) O processo inicia na origem, quase certamente, em ¢ = 0. Mais precisamente

it) Os incrementos sao independentes, isto é, para quaisquer 0 < t; < to < ... < t; e
quaisquer H; € A(R), com j =1,...,k temos

P ( (k]{Btj ~B, € Hj}) = ﬁ]P’(Btj — By, , € Hy); (2)

Jj=1

i) para cada par 0 < s < t o incremento By— By ~ N(0,t—s), isto é, para todo H € A(R)
temos

m /H exp (2 (Zi)) dz.

P(B, — B, € H) = (3)

iv) as trajetérias t — By(w), sdo continuas para todo w € €.

A existéncia de um processo satisfazendo todas estas propriedades pode ser demonstrada
aplicando o Teorema da Existéncia de Kolmogorov e em seguida o Teorema da Continuidade
de Kolmogorov-Chentsov. Como é de praxe na literatura, vamos assumir que o espaco de
probabilidade (€,.%,P) é completo. Para maiores detalhes veja as referéncias [1, 2, 3].

3. Tempos de Parada e a Propriedade de Markov Forte

Seja (€2,.%) um espago mensuravel. Dizemos que uma familia arbitraria de sub-o-algebras
{F :t €]0,+00)} de F é uma filtracao, se para todo par de niimeros reais nao-negativos
0 <t < stemos % C %, Dizemos que uma filtragdo {# : t € [0,+00)} é continua a
direita se para cada ty € [0, +00) temos

ﬁto - m ﬁs-
SG(to;FOO)

Uma filtracao muito natural de ser considerada quando trabalhamos com o Movimento
Browniano {B; : t > 0}, definido sobre um espago de probabilidade completo (€2,.%,P),
é a filtracdo ¢4, = o(Bs : s < t). Embora esta filtragdo seja muito conveniente para vérios
propositos, é um resultado fundamental da teoria que ela nao é continua a direita. E a ausén-
cia desta propriedade introduz diversas dificuldades. Uma delas relacionada a argumentos
que fazem uso de aproximacoes de tempos de parada gerais por sequéncias de tempos de
parada que assumem valores discretos. Outro fato inconveniente é que uma v.a. da forma
Ty = inf{t € [0,400) : B; € U} é um tempo de parada se U é fechado, mas pode nao ser um
tempo de parada se U é aberto. A maneira mais simples de evitar problemas como os men-
cionados acima e ao mesmo tempo manter uma certa naturalidade na escolha da filtragao e



principalmente nao adicionar novas camadas de dificuldades técnicas consiste em substituir
a filtracao natural pela filtragao

Fi= () o@.UN), (4)

s€(t,400)

onde N é colecao de todos os subconjuntos dos conjuntos de probabilidade nula. Note
que esta filtracdo é mais regular em dois sentidos. Primeiro ela é definida em termos de
sub-g-algebras P-completas e segundo que por construgao esta filtragdo é continua a direita.

Intuitivamente, a filtracdo natural ¢, do Movimento Browniano, contém apenas informa-
¢oes sobre o que aconteceu até o instante ¢, mas nao sobre o comportamento imediatamente
apoOs t. A filtracao regularizada .%; enriquece com a informacao do que esta “prestes a aconte-
cer” no instante imediatamente a seguir de ¢ e também trivializa os eventos de probabilidade
nula, colaborando assim para evitar patologias.

Defini¢do 1 (Tempo de Parada). Sejam (€2,.%,P) um espago de probabilidade completo e
7 :Q — [0, +00) uma variavel aleatéria. Dizemos que 7 é um tempo de parada, com respeito
a uma filtragao {.%; : t € [0,+00)} se a seguinte condigao é satisfeita:

{we:7(w) <t} € A,
para todo t € [0, +00).

Uma observagao importante. Quanto mais “rica” é a filtragao, maior ¢ a classe dos tempos
de parada. Por exemplo, uma aplica¢ao 7 : €2 — [0, +00) pode ser um tempo de parada com
respeito a filtracao regular {.%; : t € [0, +00)} induzida por um Movimento Browniano mas
nao necessariamente um tempo de parada com respeito a filtragdo natural {¥; : t € [0, +00)}
definida por este processo estocastico.

Como vamos precisar trabalhar com eventos relacionados ao Movimento Browniano que
podem ocorrer em instantes de tempo aleatoérios, entao é natural suspeitar que o-dlgebras
como, por exemplo, .%;, ndo sejam tao convenientes. Por exemplo, se a ocorréncia de um
evento que estamos interessados é descrita em termos de um tempo de parada 7, pode ser
util considerar a possibilidade de, em algum sentido, substituir a constante ¢ty em .%;, por
um tempo de parada. Uma das maneira de formalizar isto é a seguinte.

Definigdo 2 (Sigma-Algebra .%,). Seja {B; : t € [0,+00)} um Movimento Browniano
definido sobre um espago de probabilidade (£2,.%,P) completo e 7 : Q — [0, +00) um tempo
de parada, com respeito a filtragao regular induzida por este processo estocastico. Definimos
Z, como sendo a cole¢ao de subconjuntos de €2 dada por

F,={MeF: MN{weQ:7(w) <t} €%, Vtel0,+0)}.



Proposigao 3. A colecao %, definida acima é uma sub-o-algebra de .% e além do mais a
va. 7:Q — [0,400) é F,-mensuravel.

Prova. E claro que @ e Q pertencem a .%,. Suponha que M € .%,, entdo para cada
t € [0,+00) temos que M N{w € Q : 7(w) < t} € %#. Como % é uma sub-o-dlgebra
podemos afirmar que MU {w € Q : 7(w) < t}¢ € %. Como 7 é tempo de parada é claro
que {w € Q: 7(w) < t} € %. Logo a interse¢ao deste dois ultimos conjuntos também é um
elemento de .%; e portanto

<MCU{WEQ:T(w) <t}c> NweQ:r(w) <t} eF
2
Mn{weQ:7(w) <t} € .F.
Como o argumento acima é independente de ¢ segue que %, é fechada por complementacao.

Seja { M, }nen uma sequéncia em %,.. Entao para cada t € [0,400) temos das proprie-
dades elementares das operagoes de conjuntos que

(U Mn)ﬂ{wGQ:T(w)ét}: U (Mnﬂ{MEQ:T(w)St})Eft.

o que mostra que a cole¢dao %, é também fechada por unides enumeraveis e finaliza a prova
de que esta colecao é uma o-algebra.

Para provar que 7 :  — [0,400) é .Z,.-mensuravel, basta mostrar que para todo t € R
temos que {w € Q: 7(w) < t} € Z,. Para isto basta tomar M = {w € Q: 7(w) < t} e usar
a hipotese de 7 ser um tempo de parada. [ |

As propriedades a seguir sdo elencadas com o propdsito de fornecer uma intuicao a
respeito da o-algebra .%,.

» Se T =ty é constante, entdo .Z, = %;,. Este fato permite pensar que %, generaliza a
nocao de informacgao “até e imediatamente apds o tempo t,” para o caso aleatorio.

o Se o e T sao tempos de parada com o < T, quase certamente, entao %, C .%.. “Quanto
mais tarde paramos, mais informacao acumulamos”.

« se 7 é um tempo de parada, com respeito a {B; : t € [0,400)}, entao fungdes da forma

Q3 wr— Bry(w) e Q>wr— sup Bs(w)

0<s<7(w)

definem varidveis aleatérias sobre (§2,.%,P) e além do mais estas varidveis aleatérias
sao Z,-mensuraveis, veja Teorema 4.

« Eventos que sao determinados por “instantes antes” ou “no momento de parar”, como

{max B, > a} ou {B, € B},

0<s<r

pertencem naturalmente a .%,.



As demonstracoes destes fatos podem ser encontradas em varios livros introdutérios sobre
Processos Estocésticos a tempo continuo e também nas referéncias [1, 2]. Por questdo de
completude vamos apresentar a prova do seguinte teorema.

Teorema 4. Seja 7 : 0 — [0,4+00) um tempo de parada com respeito a filtracao regular
(4) induzida por um Movimento Browniano {B; : t € [0,4+00)}. Entao B, é uma varidvel
aleatoria %, -mensurdvel.

Prova. Primeiro, vamos considerar o caso em que 7 é um tempo de parada tomando valores
em um conjunto enumeravel. Seja {r; : j € N} = 7(2) uma enumeracao arbitraria do
conjunto imagem de 7.

Note que para cada j € N temos

r=rp=tr<rn\ U fr<n-—lez,

neN

Entao, para cada = € R fixado temos:

{B, <z}n{r < t}:U{B z}NA{r =r;}

jeN
rj<t

= U{B,, <atn{r=r;}

JeN

i<t
Observando que {B,, < z} N {7 =r;} € F#. C %, para todo j € N satisfazendo r; < t,
concluimos que a unido acima pertence a .%;. Portanto, {B, < z} € .%,, para todo = € R.

Vamos considerar agora o caso em que 7 é um tempo de parada arbitrario. A ideia é
considerar uma sequéncia {7, : n € N} de tempos de parada tomando valores no conjunto dos
nimeros racionais diddicos nao-negativos e satisfazendo 7,(w) | 7(w), quando n — oo, para
cada w € (2 e usar a propriedade de continuidade das trajetérias do Movimento Browniano e a
continuidade a direita da filtragao {.%; : t € [0, +00)} para concluir que B; é .%, mensuravel.

Mais precisamente, considere a sequéncia {7, },en, onde 7, : Q — [0,+00), para cada
n € N, é dado por

L
2

=3

Primeiro, observamos que a série que define 7, é convergente pois, na verdade, para cada
w € ) dado, esta série possui no maximo uma parcela nao-nula e portanto a expressao de
To(w) estd bem-definida para cada w € Q.

Para verificar que 7, define um tempo de parada, basta observar que para cada t €
[0, +00) fixado, existe um tnico k € N tal que k27" <t < (k+ 1)27". Desta desigualdade e
da definicao de 7,, segue que

(52,2 (7))

2m o 2n

k
{Tnét}:{’rgw}éi@igﬁt,

2

mostrando que 7, é um tempo de parada.
Por construgao, a sequéncia {7, },en converge pontualmente e monotonicamente para 7.
Mais precisamente 7, (w) | 7(w), quando n — oo.

6



Como para cada n € N fixado, 7, é um tempo de parada que toma valores em um
conjunto enumeravel, entao podemos aplicar o resultado estabelecido na primeira parte desta
demonstracdo, para garantir que B, é uma varidvel aleatéria %, -mensuravel.

Agora vamos mostrar que B, é Z.-mensuravel. Para isto, basta mostrar que para todo
x € R temos {B, < z} € .%,.. Equivalentemente, para todo t € [0, +00) temos que mostrar
que

{B, <z}n{r <t} € #.

Fixe t € [0,+00). Como a filtracdo {Fs : s € [0,400)} é continua a direita, isto &,
Fir = N>t Fs, para provar a afirmacgao acima ¢ suficiente mostrar que para todo € > 0 temos

(B, <zYn{r <t} e P

Afirmamos que para cada k € N e cada € > 0 fixados, o conjunto Ay, definido abaixo,
pertence a o-algebra %,

o oo
Ave= U N ({Bngx—l—%}ﬂ{ngt%—e}). (5)
n=1m=n
De fato, como cada 7, é tempo de parada, o evento {7,, < t + €} pertence a % .. Além
disso, como B, é .%, -mensuravel e 7, < t+ € na intersegdo em questao, segue que o evento
{B,, <z+ %} N {7n < t+ €} pertence a % .. Portanto, como %, . é uma o-dlgebra,
concluimos que Ag . € Fie.

Préximo passo é verificar que vale a seguinte igualdade
{B, <z}n{r < t}—ﬂAk6 (6)

Primeiro, suponha que w € {B. < 2} N {7 < t}. Entao B;)(w) <z eT(w) <t <t-+e
Ja que 7,(w) | T(w) e T(w) <t < t+ € existe ng € N tal que para todo m > ny temos
Tm(w) <t+¢, isto é, w e {1, <t+ e}

Pela continuidade das trajetérias do Movimento Browniano, temos By, () (w) = Br(w)(w),
quando m — co. Logo, para cada k € N fixado, existe ny(k) € N tal que para todo m > ny(k)
temos

| B (@) = Briy(@)] <

=

Portanto, como By (,)(w) < z, segue que B, () (w) < 2+ 1, ou seja, w € {B,,, <z + 1 }.
Tomando ny = max{ng,ni(k)}, concluimos que para todo m > n; temos

we{B,, <z+ 3} N{r, <t+e€}

mostrando que w € (_,. ({BTm <z4+tN{m <t+ e}) e portanto w € A.. Como o
argumento ¢ valido para todo k € N, concluimos que w € (72, Age.

Reciprocamente, suponha que w € N;—; Ax.. Entao, para cada k € N, existe n; € N tal
que para todo m > n, temos

w€{B,, <z+ 1} N{m, <t+e}



Em particular, para cada k € N, existe uma sequéncia my(k) < mg(k) < -+ com
m;(k) — oo tal que Bij(k)(w)(w) <z + 1 para todo j € N.
Pela continuidade das trajetorias, temos

. 1
Biy(w) = lim Bij(k)(w) (w) <z + T

j—o0
Logo, B(w)(w) < x+ k™', para todo k € N. Fazendo k — oo, concluimos que B (,)(w) < z,
isto é, w € {B, < x}.

Além disso, para verificar que w € {7 < t}, observe que para cada k € N e todo m > ny,
temos 7,,(w) < t 4+ €. Como 7,(w) | 7(w), tomando o limite quando m — oo, obtemos
T(w) < t+ €. Como isto vale para todo ¢ > 0, concluimos que 7(w) < t. Portanto,
w € {B; <z} N{r < t}, completando a verificacao de (6).

De (6) e do fato que cada Ay € Fii, segue que {B,; < z} N {7 <t} € % para todo
e > 0. Pela continuidade & direita da filtragao, concluimos que {B, < z} N {r < t} € Z;.

Como t € [0, +00) foi arbitrario, isto mostra que {B, < z} € .%#,. Como x € R também
foi arbitrario, concluimos que B; : 2 — R é % -mensuravel, finalizando a demonstracao. H

Teorema 5 (Propriedade de Markov Forte - Movimento Browniano). Seja 7 : Q — [0, +00)
um tempo de parada, com respeito a {B; : t € [0, +00)} e defina

B:(‘”) = BT(w)+t - BT(w) (w) (7)

Entao {B} : t € [0,+00)} ¢ um Movimento Browniano e além do mais ele é independente
de 7., isto é, U(B;‘ :t €0, —i—oo)) ¢ independente de .%,. Mais precisamente, para todos
0<t1<ty...<tpe HeE BR) e Mec.Z, temos

P({(B;,,....B;) € H} N M) =P((B;,..., B},) € H)P(M)
=P((By,...,By) € H)P(M). (8)

Prova. Veja referéncias [1, 2. |



4. O Principio da Reflexao para o Movimento Browniano

Teorema 6 (Principio da Reflexdo). Seja {B; : t € [0, +00)} um Movimento Browniano e
7:Q — [0,+00) um tempo de parada. Entao o seguinte processo estocastico

B, set < T,
Xt = (9)
B, —(By— B,), set <t.

é também um Movimento Browniano.

\]
=
~

Figura 1: Trajetoria do processo estocastico X;. O grafico de uma traje-
téria de X; coincide com o grifico de B; (preto) até o instante 7 e apds
este instante o gréafico da trajetéria é dado pela reflexdo em torno da reta
horizontal y = B, da trajetéria de B, (vermelho).

Prova. Para mostrar que X; ¢ um Movimento Browniano ¢ suficiente mostrar que as con-
digdes da (1) (2) e (3) sao satisfeitas ja que a continuidade das trajetérias t — X;(w) segue
imediatamente da definicao de X; e da continuidade das trajetérias do processo estocastico
{B;:te€0,+00)}.

Como as condigoes (1) (2) e (3) sdo completamente definidas pelas distribuigoes finito-
dimensionais, entao é suficiente verificar que para toda k-tipla ordenada de nimeros reais
0<t <ty <...<tetodo boreliano H € Z(RF) temos

P((By,,....B,) € H)=P((X,,,....X,) € H).

A prova da validade da igualdade acima serd feita em duas partes. Na primeira parte
vamos considerar que o tempo de parada 7 toma valores em um conjunto enumeravel. Na
segunda parte, usando um argumento padrao de aproximagao, vamos mostrar que a igualdade
acima ¢é valida para um tempo de parada 7 arbitrario.



Parte 1: O tempo de parada assume valores em um conjunto enumeravel

Vamos supor inicialmente que 7 toma valores apenas em um subconjunto enumeréavel
7(Q) = {r; : j € N} C [0,+00). Desta forma, para provar a igualdade acima é suficiente
mostrar que para cada j € N temos

P{(B,...,By,) e Hin{r =1;}) =P{(X4,,.... Xs,) € Hy N {1 =1r;}).

Caso Bidimensional. Por questao de simplicidade notacional vamos considerar inicial-
mente o caso bidimensional. Fixamos 7 € N e escolhemos um par 0 < ¢ < t5. Vamos
decompor nossa analise nos seguintes casos:

i)t <ty <71y

i) 11 < rj <ty

iii) 1 <t <ty
Caso ). Neste caso temos da definigdo do processo estocastico {X; : t € [0,+00)} que

(X4, Xt,) = (By,, By,) e portanto

P({(Bu, By,) € H}n{r =1;}) =P({(X,,, Xo,) e Hyn{r =r;}), VH € B[R

Caso ii). A prova da igualdade acima, no caso i), serd feita em duas etapas. Primeiro,
vamos mostrar a validade de uma igualdade auxiliar e, em seguida, como consequéncia dela
obtemos a igualdade desejada.

Sejam I € B(R?) e J € B(R). J& que t; < rj < ty estdo fixos, segue da propriedade de
independéncia dos incrementos do Movimento Browniano que o evento {By, — B,, € J} é
independente da o-dlgebra o({B;, : 0 < s < 7;}). Em particular, os eventos {B;, — B,, € J}
e {7 =r;} N{(By,, B,,) € I} sao independentes.

Usando estas observagoes, lembrando que By, — B, < —(By, — B,;) e que 7 = ; implica
By, = Xy, e B, = X, entdo temos

P({Bi, — B,, € J}n{r =1} n{(By, B,,) € I})

[

P({Bi, - B, €.J})-P({r =r;} n{(By.B.) € I})
[

P({~(Bi, = B,)) € J}) - P({r =r;}n{(By, B.,) € I})

[

P ({—(Bt2 ~B,)e Jyn{r=r;}n{(By,B,,) € I})

P({B,, — (B, = B,) = By, € JH} n{r=r}n{(By,B,) € I})
P({X, - X,, € J}n{r L ri} 0 {(Xu, X,,) € I}).
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Se K denota o produto cartesiano I x J, temos da igualdade acima que
P({r =r;} N {(Bu,B.,, By, — B,,) € K}) = P({r =r;} n{(X;,, X, Xs, = X,,)) € K})

Como a igualdade acima vale para borelianos arbitrarios I € #B(R?) e J € Z(R) segue do
Teorema 7\ de Dynkin que a igualdade acima ¢ vélida para todo K € %(R?).
Para cada H € %(R?) fixado, defina

Ky ={(u,v,w) €R*: (u,v+w) € H}.
Tomando na igualdade anterior K = Ky ficamos com
P({r=r;} N {(B,By,) € H}) =P ({r =r;} N {(X,,, X,,) € H}), VH e BR).

Caso 4%). Préximo passo é mostrar a validade da igualdade acima no caso i) r; < t1 < to.
Sejam I € B(R?), J € B(R) e Y o vetor aleatério dado por

Y = (B, - By, Bi, - B,,) € R”.

Ja que r; < t; < ty, segue da propriedade de independéncia dos incrementos que o evento
{Y € I} ¢é independente de o({Bs : 0 < s < r;}). Em particular, {Y € I} é independente
do evento {7 =r;} N{ B,, € J }. Como o vetor aleatério Y possui a mesma distribuicao que
o vetor aleatorio (—Y') as seguintes igualdades sao validas

P{Yel}n{r=r}n{B,cJ})=P{Y el})-P{r=r}N{B, cJ})
= P{-Y eI})-P({r=r;} N{B, €J})

= P{-Yel}n{r=r}n{B,cJ}).
Pela definigdo do processo estocéstico {X; : t € [0, +00)}, temos
X, =B, ¢ X,—X,=—(B,—B,), Vt=r;

Portanto, —Y = (X, — X,,, X, — X,,). Destas observacdes segue que para todo K da forma
K =1xJe€ 2A[R?) temos

B({r =7} N {(By — By, B, = B, B,)) € K})
I
P({r =1} 0 {(Xs, = X,, Xi, = Xo, X,) € K}).

Pelo Teorema 7\ de Dynkin, a igualdade acima vale para todo K € Z(R3).
Dado H € %(R?), considere o conjunto

Ky = {(u,v,w) ER’: (u+w,v+w)e€ H} € B(R%).
Note que tomando K = Ky, na tultima identidade, obtemos a igualdade desejada, isto é,

P({r =} N{(By.By) € H}) = P({r =1} n{(Xy, X,,) €H}),  VHEBR).

11



Juntando com os casos i) e i) acima, concluimos, no caso bidimensional, que vale a seguinte
igualdade

P({T = Tj} N {<Bt17 Bt?) S H}) = P({T = rj} n {(thvXtQ) S H}) , VHE ’@(RZ)
Como a cole¢ao de eventos {7 = 7} ey forma uma particdo mensurével de € concluimos que
P((By,B,) € H) = P((Xy,,Xy,) € H), VHEeEBR.

Caso Multidimensional. Vamos agora estabelecer a validade da igualdade para uma k-
tipla arbitraria 0 < t; <ty < ... <t} e todo H € %(R¥). Vamos mostrar entdo que para
cada 7 € N, fixado temos

P({r =r}n{(By,...,By) € H}) =P({r =r;} N {(X,,,..., X;,) € H}). (10)
Como no caso bidimensional, vamos novamente decompor nossa analise em trés casos:
i)t <ty <...<t<rj

i) Im e {1,...,k—1} tal que t,, <71j < tpi1;

ZZZ) ’f’j<t1<t2<...<tk.

Caso ©). Os eventos {7 =} N{(By,...,By) € H} e {r =r;} N {(X4,,..., Xs,) € H}
coincidem, pela defini¢ado do processo estocastico {X; : ¢t € [0,+00)} e portanto a igualdade
(10) é obviamente valida.

Caso ii). Sejam m € {1,...,k— 1} tal que t,, <7 < tyy1, I € BR™), J € BR™) e
considere o vetor aleatério (k — m)-dimensional Y definido por

Y = ((Bis = By, (B, — By))

ty to e tm it L2 e 12 R

Figura 2: A figura ajuda a visualizar que o vetor (By, , ..., By, B,;) cujas
coordenadas sdo .7, mensurdveis ¢ independente do vetor de incrementos
14 7

futuros” (By,,,, — By, ,..., By, — By,).

Observe que cada um dos incrementos (By,, ., — B,), (By,,., — Br,), ..., (B, — By,) que
formam as coordenadas do vetor Y, sao independentes da o-dlgebra o({Bs : 0 < s < r;})
e, portanto, independentes do evento {7 = r;} N {(By,,..., By, By;) € J}. Ja que Y tem
distribuicdo Gaussiana multivariada e simétrica entdao Y possui a mesma distribuicdo de
(=Y"). Assim, concluimos destas observagoes que valem as seguintes igualdades
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P({((Bi,.=B.).....(By —B.)) €I} n{r=r}n{(B,,..., B, B,) € J})
P({Y € I}ﬁ{7’:Tj}ﬂi(Btl,...,Btm,B,«j) €J})
P(Y € I) ~IP’({T:Tj}ﬂi(Btl,...,Btm,BTj) €J})
P(-Y €1)-P({r=r;} ﬂll{(Btl,...,Btm,Brj) €J})
I
P({(-Y)e}n{r=r}N{(By,..., By, B,) € J}). (11)

Note que se 7(w) = r;, entao temos:

o X, (w) = By, (w), para todo 1 < i < m;
« Xy (w) = B,, (w);

e (X, — X)) =(B,, — (B, = B,)) — B, )(w) = —(By, — B,)(w), ¥Ym+1<i<k.

7

Neste caso vemos que os seguinte eventos coincidem

{(=Y)elin{r=r;}0{(By,..., B, B,) € J }
I

(K = X))y (X, = X)) €T f0{r =m0 {(Xe, ., Xo,, X)) €T}
Logo, segue da igualdade acima e de (4) que
P({( (B = Bn)s-- o (By = By)) €I} 0{r =1} n{(By,,..., By, B) € T })
I
P({((Xtpor = X))o (X, = X)) ) €T 0 {r =} 0 {(Xe, o, X, Xo)) €T })

Observando que a igualdade acima é valida para todos I € B(R*¥™) e J € B(R™)
temos de mais uma aplicacio do Teorema 7\ de Dynkin que para todo K € Z(RF!) vale
a seguinte igualdade

P({(B...... B B, (Bus, = Br)).-.. (B, — By) ) € K 0 {r =r;})
I

P({( X0 o Xi Xy (X = X)), (X, — X)) ) € K f {7 =1y})

Para finalizar a prova deste caso, observamos que dado H € Z(RF), se tomamos na
igualdade acima K = K, onde

— k+1.
Ky = {(xl,...,:vm+1,...,xk+1) eR .(:Ul,...,a:m, Tmao + Tomats ooy xk+1+wm+1)€H}
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obtemos finalmente que

P({r =r,}n{(Bs,....B,) € H}) =P({r =r;} n{(X,,.... X,,) € H}),

o que, pelas observacoes anteriores, encerra a demonstracao neste caso.

Caso #ii). A demonstragao neste caso usa argumentos semelhantes do caso anterior. A tinica
diferenca ¢ que neste caso definimos o vetor Y como sendo um vetor aleatério k-dimensional

Y =((By = By),- (B, — By))
Depois seguimos os mesmos passos do caso anterior. Calculamos
P{Yyel}n{r=r}n{B, cJ}),

usando a independéncia e a simetria de vetores Gaussianos multivariados com vetor de média
zero. Por ultimo, para obter (10) basta considerarmos o conjunto

Ky ={(z1,...,0001) € R (2 + g1, .. 2p +2441) € HY.

Parte 2: Tempo de parada arbitrario

Agora suponha que 7 é um tempo de parada arbitrario. Considere a sequéncia {7, }nen,
onde 7, : 2 — [0, +00), para cada n € N, é dado por

o)
D
k=1

Primeiro, observamos que a série que define 7, é convergente pois, na verdade, para cada
w € €2 dado, esta série possui no maximo uma parcela nao-nula.

Para verificar que 7, define um tempo de parada, basta observar que para cada t €
0, +00) fixado, existe um tnico k& € N tal que k27" <t < (k+1)27". Dai segue da defini¢ao
de 7, que

AOED W)

PIORPIG

k
{Tngt}:{rgw}eﬁzﬁg/t.

Desta observagao segue que cada 7, ¢ um tempo de parada.

Por construgao, a sequéncia {7, },en converge pontualmente e monotonicamente para 7.
Mais precisamente 7, (w) | 7(w), quando n — 0.
Seja Xt(n) o processo definido como em (9), mas substituindo 7 por 7,,. Isto é,

| By, set < Ty
X" = (12)
B., — (B, — B,,), seT,<t.

Pela conclusao da Parte 1 desta demonstracao, podemos afirmar que para cada k-tpla
ordenada 0 < t; <ty < ... <t} fixada, temos

(Xt(;n)’7 (n))i(Bt177Btk)7 VREN

tg
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Note que o processo estocastico Xt(n) definido em (12), avaliado em cada w € Q é dado
pela seguinte expressao, para cada t € [0, +00) fixado,

Xt(n)<w) = Bt(w)]l[o,rn(w)} (t> + (Bm(w)(w) - (Bt<w) - BTn(w) (w))>]l(‘rn(w),+00)(t)'

Lembrando que 0 < 7(w) < 7,(w), concluimos que para todo w € Q e n € N existe o
seguinte limite

dim 17, w)400) () = Lir(w) 400 (), Vw € 2.
Consequentemente, segue da igualdade acima e da propriedade de continuidade das
trajetorias do Movimento Browniano que para todo w € Q e todo t € [0, +00)

lim Xt(n) (w) = lim (Bt(w)]l[o’fn(w)}(t) + (Bfn(w) (w) = (By(w) — BTn(w) (w)))ﬂ(fn(w)ﬂroo) (t))

n—00 n—00

Para verificar que o limite acima converge para X;(w) recomendamos que o leitor considere
separadamente os casos T(w) =t e T(w) # t.

Em resumo, acima mostramos a convergéncia em distribui¢ao e quase certa da sequéncia
de vetores aleatorios abaixo

(X, XY = (B, By) e (XY, X)) I (X, X,

J& que convergéncia no sentido quase certo implica na convergéncia em distribuicao, segue
das observagoes acima e da unicidade do limite em distribuicao que

(X, X)L (By,,...,By).

Como a escolha da k-tpla de tempos 0 < £ < ... < t foi arbitraria, segue que o processo
{X} : t > 0} possui as mesmas distribuigoes finito-dimensionais que o Movimento Browniano
{B; : t > 0}. Juntamente com a continuidade das trajetérias de X;, que foi observada no
inicio da prova, concluimos que {X; : t > 0} é um Movimento Browniano. [

5. O Principio da Reflexao via Func¢coes Caracteristicas

Nesta secao apresentamos uma segunda prova do Teorema 6. A ideia central desta demons-
tragao alternativa, consiste em comparar as funcoes caracteristicas dos vetores aleatérios
(B, ..., By,) e (Xy,...,Xy,). Vamos mostrar que estas funcgoes caracteristicas coincidem
e entao concluir, usando a Férmula da Inversa, que estes dois vetores aleatérios possuem
a mesma funcao de distribuicdo. Como o argumento é independente da escolha tempos
0<t <.+ <tyedek €N, vamos poder concluir que os processos estocésticos {B; : t > 0}
e {X; : t > 0} possuem as mesmas distribui¢oes finito-dimensionais. J& que as trajetorias de
X; sao continuas isto permite concluir também que o processo estocéstico {X; : t € [0, 4+00)}
¢ um Movimento Browniano.

Mais precisamente vamos estabelecer a validade da seguinte igualdade. Para toda k-tpla
ordenada de tempos 0 < t; < ty < --- < t;, fixados e para todo ¢ = (£1,&,...,&) € RF,
temos

vp() =E =K

k
exp (i > ijt])

Jj=1

exp (sz:@Xt])] = ¢x(§).

Jj=1
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Resultados Auxiliares

Proposigao 7. Sejam {B; : t € [0,400)} um Movimento Browniano padrao, definido sobre
um espago de probabilidade (£, .#,P) e 7 :  — [0, 4+00) um tempo de parada com respeito a
filtragao regular induzida pelo Movimento Browniano. Entdo, para cada s € [0, +00) fixado,
a varidvel aleatéria B, - Li,<r} ¢ F-mensuravel.

Prova. Para provar que B; - 1<} ¢ #-mensuravel, precisamos verificar que para todo
conjunto boreliano A € #(R) e para todo t € [0, +00), vale a inclusdo
{B ]l{s<”r} S A} N {T t} € t/t
Vamos dividir a demonstracao em dois casos, de acordo com a relacao de ordem entre os
tempos fixados s e t.

Antes de prosseguir observamos que a varidvel aleatéria By - 1{,<,} assume o valor B
quando s < 7 e o valor zero quando s > 7. Portanto, para todo A € #(R), temos

{Bo Lacry € A} = (B eAfnissThUlT <sp sele A (13)
{Bs € AfN{s <7}, se 0 ¢ A.

Caso 1: (s < t). Vamos analisar cada uma das sentengas de (13) separadamente. Primeiro,

suponha que 0 € A. Considere o conjunto {B; € A}N{s < 7}N{7 < t}. Podemos reescrever

este conjunto como {Bs € A} N {s < 7 < t}. Como s < ¢, segue que {Bs € A} € .F, C .
Agora precisamos verificar que {s < 7 < t} € .#. Este conjunto pode ser escrito como

{s<7<t}={r <t} \{r <s}.

Como 7 é um tempo de parada, sabemos que {7 < t} € .%#;. Para o conJunto {T < s}, basta
observar que {7 < s} = {7 < s} \ {7 = s} e portanto {7 < s} € F, C F. O que mostra
que {s <7<t} = {7 <t} \ {7 < s} € % e consequentemente que

{Bse A}n{s <7<t} eZ.

Para finalizar a anélise da primeira sentenga de (13) basta observar que segue do argu-
mento acima que {7 < s}N{7 < ¢t} também pertence a .%;. Como a uniao dos dois conjuntos
analisados pertence a .%;, concluimos finalmente que ambas sentenca (13) pertencem a .%; e
logo

{B ]l{s<7-} € A} N {7’ t} €%

Caso 2: (t < s). Neste caso, temos {7 < t} C {7 < s}. Portanto, para todo ponto
w € {7 <t}, temos By(w) - Lis<ry(w) = 0. O que mostra que (13) se reduz a

se 0 € A,

{Bs ’ ]l{séT} < A} N {T t} - {{T t} se 0 ¢ A

Em ambos os casos, o conjunto resultante pertence a %, pois {7 < t} € % por defini¢ao
de tempo de parada, e @ € .%; sempre.

Como tanto no Caso 1 e no Caso 2 verificamos que para todo t € [0,400) e todo A €

ZA(R), temos
{B ]l{s<7-} S A} N {7’ t} € Z,

concluimos que a v. a. B, - Li,<r) € .Z-mensuravel. [ |
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Lema 8. Seja {Bs : s € [0,400)} um Movimento Browniano sobre um espaco de proba-
bilidade (€2,.#,P) e independente de uma sub-o-dlgebra 4. Seja T' : Q@ — [0, +00) uma
variavel aleatoria ¢4-mensuravel. Entao, para qualquer fungao f : R — C continua e de valor
absoluto limitado temos

E[f(Br)|¥] = 9(T)
onde g(t) = E[f(B;)] para cada t € [0, 400) fixo.

Prova. Para demonstrar o lema vamos considerar separadamente os casos em que 1" toma
valores em um conjunto enumeravel e depois o caso em que T’ pode tomar valores em qualquer
subconjunto de [0, +00).

Caso 1: T(Q2) é enumeravel. Suponha que 7" toma valores em um conjunto enumeravel
e seja {t; : j € N} = T'(Q2) uma enumeracao arbitraria do conjunto imagem de 7. Como
estamos assumindo que 7' é uma variavel aleatéria ¢4-mensuravel, para cada j € N, temos
que o evento E; = {T =t;} € 4. Além do mais, vale a seguinte igualdade

FBr) = 3 £

Como || f]lec < 400, € 0s eventos E;’s sao disjuntos temos que

(e o]

> [(By)1g,

=1

=2 1f(B)g, <D fllele, = [ flle < +oo.
j=1 j=1

Portanto segue do Teorema da Convergéncia Dominada para esperanca condicional e de
E; € 4 que valem as seguintes igualdades

E[f(Br)|¥] =

i (B, )1, ] ZE F(Bo)Ls | 9] = an 9

Como estamos assumindo que o processo estocastico {B; : t € [0,+00)} é independente da
sub-o-dlgebra ¢, temos para cada t; fixado que E[f(B,) |¥¢] = E[f(B,)] = g(t;). Usando
esta tltima observagdo na igualdade anterior, ficamos com

E BT |§¢ Z]lE g Q(T)

o que encerra a prova do lema no caso em que a imagem de 7' é enumeravel.

Caso 2: T'(2) C [0,400) arbitrario. Seja T uma variavel aleatéria ¢-mensuravel arbitraria
tomando valores em [0, +00). Considere a seguinte sequéncia de varidveis aleatorias

k
? klk] oT, Vn € N.

Observe que T,, é ¥-mensuravel (pois T' é ¢4-mensurével) e toma valores no conjunto discreto
{k/2" : k € N}. Além do mais, temos que T < T,,, para todo n € N, T,,(w) | T'(w), quando
n — 0o, para todo w € Q e sup{|T,,(w) — T'(w)| :w € Q} < 27"
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Como as trajetérias amostrais ¢t — By(w) sdo continuas, temos das observagdes acima
que By, w)(w) = Bre)(w), quando n — oo, para cada w € €2 fixado. Além disto, como f ¢é
continua temos também que pontualmente f(Br,) — f(Br), quando n — oo.

Ja que |f(Br,)| < || f|le, para todo n € N, segue do Teorema da Convergéncia Dominada
para esperangas condicionais que E[f(Br,)|¥4] — E[f(Br)|¥], quando n — oo, (conver-
géncia em L' e quase certa). Por outro lado, segue da igualdade estabelecida no Caso 1
que E[f(Bzr,) |¥] = g(T,). Usando o Teorema da Convergéncia Dominada e mais uma vez a
continuidade de f concluimos que g é uma fungao continua. Portanto, g(7},,) = E[f(Br,)] —
E[f(Br)] = g(T). Logo segue das observagoes feitas acima que

E[f(Br)|9) = lim E[f(Br,) |9] = lim g(T,) = g(T),
0 que encerra a prova do lema. [ |

Lema 9. Seja {B; : t € [0,400)} um Movimento Browniano independente de uma o-
algebra 4. Sejam T, T, ..., T, :  — [0,+00) varidveis aleatérias ¥-mensuraveis. Entao,
para qualquer funcao f : R™ — C continua e limitada temos

E[f(BTl, BT27 . 7BTm) ’g] = g(Tl, TQ, c. 7Tm>
onde g(ty,ta, ..., tm) = E[f(B:,, Bt,,- .-, B,,)] para cada (t1,...,t,) € [0,4+00)™ fixado.

Prova. A demonstracao é idéntica a do Lema 8, bastando simplesmente substituir a notacao

de escalares por vetores, em cada passo. [ |
Calculo da Funcgao Caracteristica Condicional. Seja 0 < t; < t5 < --- < t, uma
k-tpla de tempos fixados e & = (&,&,...,&) € RF. A ideia é mostrar como usar os

lemas provados acima para obter expressoes mais explicitas (e idénticas) para as seguintes
esperancas condicionais

E

k
exp (iijth) ’5&] . (14)

J=1

k
exp (iijBtj) ’9}] e E

Jj=1

Vamos comecar trabalhando na expressao que aparece no lado esquerdo acima. Vamos
reescrever a soma que aparece no argumento da exponencial como segue

k k k
Z ijt]- = Z ijt]-]l{tjér} + Z ijtj]l{tPT}'
j=1 j=1 j=1
Aplicando a Proposi¢ao 7, podemos afirmar que cada parcela By 1<, do primeiro soma-
torio é .7 .-mensuravel. Portanto
k
> &B 1y« ¢ Fr-mensurével
j=1

Os termos da segunda parcela, para os quais ¢; > 7 podem ser convenientemente reescritos
como segue

Bt‘jﬂ{t]‘>7} = (BT + (Bt]' - BT)):[L{tj>T} = BT]]-{tj>T} + (Btj - BT)H{t]‘>T}
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Desta forma aquele segundo somatério pode ser decomposto como segue

k k k
S &GB Ly =D 6Bl sny + Y &G(By — Bl sn
j=1 j=1 j=1

= B, Zfﬂl{t >T}+Z€a Bo)lg,5m

Como B, é .Z.-mensuravel (Teorema 4) e cada Tg,>ry € F-mensuravel, segue que o
primeiro somatoério acima é .%,-mensuravel.

Segue da Propriedade de Markov Forte (Teorema 5), que o processo Bf = B, — B, é um
Movimento Browniano e além do mais, independente da o-algebra .#,. Observamos também
que segue diretamente da definicao do processo B} que valem as seguintes igualdades

(B = Br)ly>ry = B, Loy = By, oy Ltgory-
Para facilitar a notacao, para cada j = 1, ..., k, definimos a variavel aleatéria
T = (tj = m) it >ry (15)

E claro por sua expressao que cada uma das 7}’s é uma variavel aleatéria % -mensuravel
(que assume o valor (t; — 7), quando t; > 7 e o valor 0, quando t; < 7). Ja que Bj = 0,
entao a igualdade acima pode ser simplificada da seguinte maneira

(Bi; = Br)lyyory = BEktrT)ﬂ{tpr} Lyyy>ry = By,

Assim, segue das observacoes acima que é valida a seguinte igualdade:

k k k k
Y By =Y Byl + Br Y &Elysny + Y &8y
J=1 Jj=1 j=1 j=1

Como observado anteriormente as duas primeiras somas sao v.a.’s ﬁ -mensuraveis, logo
podem ser movidas para fora da esperanca condicional, com respeito a .#,. Para a terceira
soma veremos que o Lema 9 pode ser aplicado. Assim temos

Al

7j=1

E

k
exp (sz'Btﬂl{t <r) +iBr Zéﬂl{tm}HZ& ) ‘2]
7j=1

exp( ZSJBT) ‘3‘}} .

Para o calculo da esperanca condicional restante, podemos aplicar o Lema 9, com a funcao
f:R* — C sendo dada por f(xy,...,7;) = exp(i Z?Zl &xj) e a o-dlgebra ¢ = Z#,. Logo

k k
= exp (izngtj]l{tj@} +iB; ij]l{tPT})
j=1 j=1

eXp( Z@B*) ‘ ] —g(Ty, . T = gt =7)Fs o (= 7))
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onde

glvr, ... v) = (16)

exp ( Z@ )

Como {B} : t € [0,+00)} é um movimento Browniano sabemos que, para quaisquer
vi, ..., € [0,+00) distintos e fixados, que o vetor (B; ,..., B} ) ¢ um vetor Gaussiano,

com vetor de médias zero e matriz de covariancia dada por

Yje = Cov(By,, B;,) = min{v;, v}

Usando a féormula da fungao caracteristica de um vetor Gaussiano temos

kok
g(vy, ..., vp) —exp( ZZ,S gmll’l{’l}],’l}g})

j:l /=1

O que estabelece a seguinte igualdade

exp( ZSJBV> ‘ﬁ}] = exp (—ZZ@&mm{ (t; —7)F (tg—T)_'_}) :

j=1/4=1

Reunindo as observagoes acima, concluimos finalmente que

E

7=1 7=1 7j=1

exp ( Z@Bt ) ‘J ] = exp ( ijBt ]l{tjgf}) exp (zB ij]l{t >T})

X exp (—; Zz_:fj& min{(t; — 1), (t, — T)*}) . (17)

Vamos mostrar agora como calcular a esperanga condicional em (14) associada ao processo
refletido. Lembramos que X;; = By 1, <y + (Br — (By;, — B;))1,57. Logo, temos

k
ijXt ijBt ]l{t]<7—} + ij Bt - B*r))]l{t]->7'}
j=1 =
k
Z Bt ]l{t]<7'} + B Zgj]l{t >T} T ZS] ]l{t >7}
j=1 7j=1

k k k
Z Bt ]l{tJ <7} + BT Zgj]l{tj>T} - ijB;ﬁ
j=1 =1

Jj=1

onde 7; também ¢ definido como em (15). Note que embora muito semelhante, hd uma
diferenca importante na expressao acima, com respeito ao caso anterior, que € o sinal negativo
presente em frente a soma Eﬁ?:l ij}j.
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Observe que, argumentando como no caso anterior, temos

E

exp( ijBt) ‘J]

J=1

J=1

k
e
j=1

B;‘k) ¢ Gaussiano, com vetor de médias nulo, ele possui a mesma

B ). Portanto
exp ( ZSJ )

onde g é a fungdo definida (16). Portanto, segue das igualdades acima que a seguinte igual-
dade ¢ valida

k
exp ( ijXt]) ’J ] = exp ( Z@Bt]]l{t]@}> exp (iBTZ§j]l{tj>T})
Jj=1 j=1

J=1

k k k
= exp (Z ijBt].]].{tng} + ’LBT Zgj]l{tj>7'}) E exp (-ZZ&}B}]) ‘ fgq—] .
j=1

Além do mais, outra aplicacao do Lema 9 fornece

E

k
exp (—iijB;j) ‘3@] = h(Ty,...,T}), onde h(vy,...,v5) =E
j=1

Como o vetor (B} ,..

distribui¢ao que —(B;

IR

k
exp (—i z @BZJ_)

J=1

h(Ul,...,Uk):E :g(vla"';vk‘)v

X exp (—;ngj&mm{ (t; — 1) (te — T)+}) . (18)

Observando que as expressoes em (17) e (18) coincidem temos entao a seguinte igualdade

exp( Zf]Xt> ‘J}

7j=1

E =K

exp( Z@Bt) ’/

7j=1

Tomando esperanca em ambos os lados, obtemos finalmente

vB(§) =

exp ( Z@Bt ) exp ( Zf;Xt )] = px(§).

Como a igualdade acima é vélida para toda k-tipla 0 < t; < --- < t e todo £ € R*, con-
cluimos que os processos {B; : t > 0} e {X; : t > 0} possuem as mesmas distribuigoes
finito-dimensionais. Lembrando que o processo estocastico {X; : t € [0, +00)} possui traje-
térias continuas (consequéncia direta de (9)), concluimos que {X; : ¢ > 0} é um Movimento
Browniano e assim encerramos esta demonstracao alternativa do Teorema 6.

21



6. Aplicagoes: Distribuicao do Maximo do Movimento Browniano

O objetivo desta secao é obter uma expressao explicita para a funcao de distribuicao da
variavel aleatoria

M; = sup B. (19)

0<s<t

Abaixo mostramos como a deducao da féormula para a funcao de distribuicao de M; pode ser
obtida por meio do Principio da Reflexdo (Teorema 6) e da Propriedade de Markov Forte
(Teorema 5).

Teorema 10. Seja {B; : t € [0,400)} um Movimento Browniano e para cada t € [0, +00)
defina M; como em (19). Entao, para todo = € R, temos

2 00 2
r) = — e 2 du
) V2 /j{

pac)
=
\%

Prova. Fixe x > 0 e defina

o 7=inf{s € [0,+00) : By > z} (primeiro instante de contato do Movimento Browniano
B; com intervalo [z, +00));

« X, o processo refletido, ao longo da reta horizontal y = x, no tempo 7 (como em (9));

o p=inf{s € [0,4+00) : X5 > z} (primeiro instante de contato do processo refletido X;
com o intervalo [z, +00)).

Note que pela definicio do processo refletido, temos para todo t < 7 que X; = B;.
Portanto, o primeiro instante em que {X; : t € [0,+00)} atinge x é exatamente o primeiro
instante em que {B; : t € [0,+00)} atinge z, e consequentemente

T =p.

Observe que segue diretamente da definigdo de M; que P(M, > z) = P(r < t) pois, o
maximo até o tempo ¢ é maior ou igual a = se, e somente se, o processo atingiu z em algum
momento anterior ou no instante t. Assim temos

P(My>z) = P(r<t) = P(r<t,By<x)+P(r <t B > x).

Pelo Principio da Reflexao (Teorema 6), X; é um Movimento Browniano, logo tem a mesma
distribuicao que B; e como 7 = p, temos que a primeira parcela, do lado direito, da igualdade
acima satisfaz

Pir<t,Bi<z)=Plp<t, X;<z)=P(r <t, X; <x)

Além do mais, se ocorre o evento {7 < t}, segue da definicdo do processo refletido e de 7
que X; = B, — (B, — B,) = 2B, — B, = 2x — B;. Portanto, se ocorre o evento {7 < t} temos
X;<zx & 2r—B <z & B >z LogoP(r<t, X, <x)=P(r <t, B, > x).
Usando estas igualdades nas expressoes anteriores concluimos que
PMyz2)=P(r<t)=P(r<t, By<z)+P(r<t,B >
=P(r<t,Bizz)+P(r<t, B, >
=2P(r <t, B, > ).
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Note que se ocorre o evento {B; > x}, entdao o processo ja atingiu o nivel z em algum
momento no intervalo [0, t], logo o evento {7 < t} também ocorre. Desta observacao podemos
concluir que {B; > x} C {r < t}. Usando esta continéncia na tultima igualdade acima
ficamos com

P(M, > z) =P(r <t) = 2P(r < t, B, > x) = 2P(B, > ).

Como B; ~ N(0,t), temos

e consequentemente

P(M, 2 [Te%y
ZT) = —F— / e 2 du,
( t = ) o 5%
0 que encerra a prova do teorema. [ |

Observamos que o ponto crucial desta prova é que a reflexdo do processo B; em torno
da reta y = x “troca” as trajetorias que atingem x e terminam abaixo de z, por trajeto-
rias que atingem x e terminam acima de x. Como, por simetria, essas duas classes tém
a mesma probabilidade e a segunda classe é exatamente {B; > =}, obtemos a peca chave
P(r < t) = 2P(B, > z) o que permite identificar explicitamente a distribuigao de M.

7. Aplicacgoes: Distribuicao dos Pontos de Contato em Dimensao 2
Sejam Bt(l) e Bt(z) Movimentos Brownianos independentes comecando da origem e definidos
sobre um espago de probabilidade (£2,.#,P). Considere o tempo de parada 7, definido como

0 primeiro instante em que o processo B; = (Bt(l), Bf@) toca a reta vertical

by ={(z,y) e R*: 2 = a},
onde a > 0 ¢ fixado. Equivalentemente,
7 =inf{t € [0,400) : B = a}

O objetivo é mostrar que a variavel aleatéria B, o valor da segunda coordenada do processo
no tempo aleatério 7, determinado pela primeira coordenada possui uma funcao de densidade
de probabilidade dada pela distribuicao de Cauchy:

O —

T a2+ a?

Como veremos a prova deste fato se baseia fundamentalmente no principio da reflexdo
do Movimento Browniano e na independéncia entre os dois processos.

Nosso primeiro passo sera determinar a densidade do tempo de parada 7. Para isto vamos
calcular F,(t) = P(r < t). Note que se ocorre o evento {7 < t}, entdo isto significa que o
processo B! atingiu o nivel # = @ em algum instante s € [0,¢]. Isso é equivalente a dizer
que o maximo (supremo) do processo em [0,t] é maior ou igual a a, ou seja,

]P(T<t)=P<Sup Bs(l)>a>.

0<s<t
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Aplicando o Teorema 10 para Bt(l) temos, para todo t > 0,

0<s<t

Et)=P(r<t)=P ( sup B > a) =P(M, > a)

[e%e) 1 w2
= 2/ ——ce 2du
% V2m

+(-o()

onde ¢ denota a funcao de distribuicao de uma v.a. com distribuicdo normal padrao. Agora,
basta calcular a derivada, com respeito a ¢, para obter a funcdo de densidade de 7. Pela
regra da cadeia temos

o= 2l-e()] () S

onde ¢ denota a fungao de densidade de uma normal padrao. Calculando a derivada restante,
podemos reescrever a expressao acima de maneira mais explicita como segue

fT<t>=—2< ¢12—7Te) (—5)at? (20)

= e o, vt € (0,400). (21)

Note que este é um caso particular de uma distribui¢do de Lévy.

Préximo passo é determinar a densidade da varidvel aleatéria B(?). Para isto vamos
considerar uma construgao particular do Movimento Browniano bidimensional que ¢ feita da
seguinte maneira. Primeiro, observamos que usando o Teorema da Existéncia de Kolmogorov
podemos construir concretamente um Movimento Browniano padrao unidimensional usando
o processo de coordenadas {m; : t € [0,+00)} definido sobre um subespago apropriado do
espaco produto (RI+>) . P) onde P é uma medida de probabilidade adequadamente es-
colhida e m;(w) = w(t), para cada w € R+ Por questdo de simplicidade vamos usar a
notacao ) para denotar este subconjunto do espaco produto RI%*>) A partir desta constru-
¢ao, podemos também construir concretamente dois Movimentos Brownianos independentes

usando o espaco produto
(QxQ,.7®.7,PxP)

e as fungoes 7#) OxQ—=Re 7r,§2) : 2 x 2 — R dadas por
7Tt(1)(CU1,CU2> = wi(t) e 7T§2) (w1, ws) = wo(t),

respectivamente.

Transpondo para a notacao usual temos Bt(l)(wl,wz) = wi(t) e Bt(Q)(wl,wQ) = wy(t).
Observe também que podemos construir o tempo de parada 7 no espaco de probabilidade
descrito acima, olhando para a funcao, quase certamente finita, definida por

QX Q3 (wr,ws) — T(wi,ws) = inf{t € [0, 400) : BV (w1, ws) = al.
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Note que, por construcao, 7 ¢ mensuravel com respeito J(Bt(l) 1t € [0,400)) e consequente-

mente nao depende da varidvel ws, isto é, 7(wy,wq) = T(w1,72), para quaisquer wa, 1y € €.
Além do mais, temos diretamente das defini¢coes que a variavel aleatéria 7 é independente
do processo estocastico {Bt(z) 1t € [0,400)}.

Também sabemos das propriedades elementares da esperanga condicional que para cada
funcao ¢ : R — R continua e limitada vale a igualdade

E [p(B?)|o(r)] = v(7),

quase certamente, para alguma funcdo Borel mensuravel ¢ : R — R. Préximo passo é
mostrar que se & : (0, +00) — R denota a fungao definida por

() =B [o5)] = = [ wlaew (G- ) ao

entdo (1) = £(7), quase certamente. Para provar esta afirmacdo considere um evento
arbitrario G € o(7). Entdo segue diretamente das defini¢oes que

E[lc-¢(B?)] =E[le-E[p(B®)|o(r)] | =E[la - ()]
Usando a construcao descrita acima podemos reescrever a ultima igualdade como segue
| [ townwa) - 9B, (w1, 02) dB(n)dP(w)

/Q/Q]].G(wlyw2>~¢<T(M1,M2))dP(M1)dP(w2>‘

Ja que 14 ¢ mensuravel, com respeito o-algebra gerada por 7, podemos escrever, abusando
um pouco da notagao, que

Lo(wi,ws) = Le(@n), T(wiws) =7(@) e (B, o, (@iw) = o(B,)(@2)).
Portanto, segue do Teorema de Fubini-Tonelli e da igualdade acima que

[ tetwn) | [ o(BE (@) dBlws)| dPr) = [ Lo(w) - v(r(wn) dBr). VG € ofr).

Usando a propriedade de continuidade das trajetérias do Movimento Browniano, que ele
parte da origem e que a > 0, podemos verificar que 7 > 0, quase certamente e portanto
segue da igualdade acima e da definicao da funcao £ que para P-quase todo w; € €2, temos

2 1 i
U(1(wy)) = A)@(Bi(il)(w2)) dP(ws) = \/m/RSO@) oXp (27’((,01)) da.

= &(7(w1)).
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Usando a férmula da densidade de 7 dada em (20) temos, para toda fungdo ¢ : R — R
continua e limitada que

E[o(BY)] =E [E [o(BZ)]o(r)] |
= E[y(7)]
= | £(r(wn) dP(en)

- [ e wa

[ = | e (G) ar] o o (<5

= /Rgo(x) l OOO 276:152 exp <_(x2:a)> dt] dzx.

O que mostra que a v.a. B possui densidade dada pela expressdo

[ a — (2% + a?)

Para calcular a integral restante, podemos considerar a mudanca de variaveis u = 1/t. Neste
caso temos t = 1/u e dt = (—1/u?)du. Quanto aos limites de integracao:

e quando t — 0T, temos u — +00;
e quando t — +o00, temos que u — 07,

Substituindo na integral ficamos com

- [ (E52) (L)

cancela com 1/u?, e o sinal negativo inverte os limites de integragao fornecendo

flx) = 4 /OOO exp <—($;L&>u> du.

O termo u?

Para finalizar observamos que esta integral é uma integral exponencial padrao da forma
Jo? e ““du = 1/c. Neste caso, a constante é ¢ = (z* + a*)/2. Logo

/00 2% + a? d 1 2
ex — u u = = .
0 P D) x2—5a2 2 + a2

Substituindo esta igualdade na ultima expressao chegamos finalmente a formula

1 a

T2+ a?

fz) =
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