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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos Mensuraveis

Seja € um conjunto nao vazio e P(2) o conjunto das partes de €.

Definigao 1. Uma colegio de conjuntos F C P()) € chamada de o-dlgebra quando:

i) Qe F;
i) Ae F = A°=Q0—-AcF;

iii) A, € F (YneN)= | A, e 7.

n=1

Os conjuntos pertencentes a uma o-algebra sao chamados de conjuntos mensurdveis (em
relacdo a o-algebra fixada). Em livros de probabilidade muitas vezes ao invés de conjuntos men-
suraveis os elementos de uma o-algebra sao chamados de eventos.

Um par (2,.%) onde Q é um conjunto nao vazio e .# C P(Q2) é uma o-dlgebra é chamado
de espaco mensurdvel.

Exemplo 2. (Q,.%) onde ¥ = P(Q).

Exemplo 3. Os seguintes exemplos serao importantes:(definiremos a o-dlgebra de interesse a
sequir)
QO =E" onde E={-1,1},{1,...,k},N,R",S".
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Nomenclatura: Muitas vezes F é em geral chamado de espaco dos estados. Por exemplo,
se E ={—1,1} os estados que estamos considerando sdao —1 e +1.

Exercicio 1. Sejo Q = {—1,+1Y% ¢ considere F = {0,Q, Ay, Ay, Ay U Ay, A, AS, (A1 U Ay)°},
Ay = {o}, Ay = {w} e 0 = (04)iezz, w = (wi)iczz sao as configuragoes definidas da segquinte
forma:

0 = (0y)iez2 € a configuracgao tal que o; = +1V i € Z?;
w = (w;)iezz € a configuracio tal que w; = +1V i € (Z* — {(0,0)}) e w0 = —1.

Mostre que ¥ € uma o-dlgebra.

Exercicio 2. Seja (2,7 ) um espago mensurdvel.

i) Mostre que A € F e B € F entio ANB € .F;

it) Mostre que se A, € .Z para todo n € N entao ﬂ A, € F.

n=1

Dadas duas colegbes de subconjuntos ., .7 C P(£2) denotaremos por .# N .o/ a cole¢ao de
todos os conjuntos que pertencem a ambos .# e &7, isto é,

FNd={F:FeFeFecd)

Exercicio 3. Se .#, o/ C P(2) sao duas o-dlgebras de subconjuntos de §). Entdo ¥ N/ é uma
o-dlgebra de subconjuntos de €.

Podemos considerar também intersecoes arbitrarias de cole¢oes de subconjuntos de (2,
generalizando a definigdo de intersegao de duas colegoes da seguinte maneira. Considere (.%));er
uma colegao arbitraria tal que .%; C P(2) para todo [ € I".Definimos

ﬂ%:{FCQ:FG% para todo [ € I'}.
leT

Exercicio 4. Seja I' um conjunto de indices arbitrdrio e (F)er uma cole¢do tal que para cada
leTl, # C P(Q) é uma o-dlgebra. Entio MierF; € uma o-dlgebra.
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Definigao 4. Seja Q2 um conjunto arbitrdrio e € C P()) uma cole¢ao qualquer de subconjuntos
de Q2. Chamaremos de o-dlgebra gerada pela colecio € a menor o-dlgebra contendo €. Notagao:
o(€). Em outras palavras, se F € uma o-dlgebra tal que € C F entao o(€) C F.

Exercicio 5. Sejam Q e € C P(Q2) arbitrarios. Mostre que o(€) € a intersec¢ao de todas as
o-dlgebras contendo €. Ou seja, mostre que

€)= () Z

F:ECCTF
F € o—dlgebra

Definicao 5. Uma colegio de conjuntos o/ com of C P(Q)) € dita uma dlgebra quando:

i) Qe o ;
i) Ae of = A° € o;
W) Ac o/ eBeod = AUBe .

Exemplo 6. Algebra das unides finitas de cilindros em Q = {—1,+1}%".

Chamaremos de cilindros conjuntos de configuracoes construidos da seguinte forma:

Fixamos um conjunto finito A = {i,4s,...,7n} € Z* e um estado j, € {—1,+1} para
cada um dos elementos i, € A (¢ = 1,2,...,]A|). Consideramos entao o seguinte conjunto de
configuracgoes:

1,592,058 A . _ o
j17j2’.”,j‘A‘ — {0- E Q,O—ll — j]_, ...,O—ZIAl — ]‘A|}

Exemplo de um cilindro: CJ(rol’O) = {0 € Q00,0 = +1}, ou seja, o conjunto de todas as
configuragoes em que o estado na posigao (0,0) é +1.

Nao é dificil de verificar que interseccao finita de cilindros é um cilindro.

Exercicio 6. Considere Q = {—1,+1}%".

Mostre que o/ = {A C P(Q); A = U,_,Cy onde C; ¢ cilindro para todo k = 1,2, ...,0} ¢
uma dlgebra.

Uma das o-algebras que mais utilizaremos é a o-dlgebra gerada pelos cilindros. Muitos dos
resultados a seguir serao enunciados usando o espago mensuravel (€, F) onde Q = {—1, +1}Zd e
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F =0(%) onde € ¢é o conjunto dos cilindros.

Outro tipo de o-algebra, na verdade, sao sub-o-dlgebras da o-algebra gerada pelos cilin-
dros sdo as o-algebras geradas por cilindros tais que os sitios(elementos de Z?) onde os estados
estao fixados sdo exatamente os elementos de um conjunto S C Z?. Para este tipo de o-dlgebra
usaremos a notacao Fg. Em muitos dos argumentos que virao S serd um conjunto finito de
74, possivelmente uma retangulo centrado na origem, ou o complementar deste. Nestes casos
usaremos a notacao JFa e Fje, respectivamente. Ou seja:

Os cilindros C; = {0 € Q0;, = jei € A} geram a o-dlgebra F,. Isso significa que
tomando €y = {C};7 € A e j € {—1,+1}} teremos Fp = 0(%,). O andlogo vale para Fje.

1.2 Espacos métricos

Definicao 7. Um par ordenado (2, d) onde Q2 é um conjunto e d : 2 x  — [0,4+00) € chamado
de espaco métrico quando:

i) d(o,w) =0 se, e somente se, 0 = w;

i1) d(w,o) = d(o,w) para quaisquer w,o € ) (simétrica);

iii) d(w,0) < d(w,d) 4+ d(d,0) para todo w,o,6 € Q (desigualdade triangular).
Exemplo 8. Q@ =R ed(z,y) = |z —y|.
Exemplo 9. Q =72 e d'(i,7') = S.0_, |ix — 14|, onde i = (i, i, .., i).
Exercicio 7. Considere Q@ = {—1,1}*" e d: Q x Q — [0,400) dada por

d(o,0') = Z 2|%|Ui — il
i€zd

Mostre que (€,d) € um espago métrico.

Atencao: Neste exemplo estamos usando a mesma letra d para denotar a dimensao da rede
hiperctibica Z? e a métrica em .

Definigao 10. Seja (0,,)nen uma sequéncia em um espago métrico (€, d). Dizemos que (0y,)nen
converge para um elemento o € Q quando lim d(c,,0) = 0.
n—oo
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Definigao 11. Seja (£2,d) um espago métrico, um subconjunto K C Q ¢é dito compacto se toda
sequencia (0,)nen de elementos em K possui pelo menos uma subsequéncia (on;)jen que converge
para algum elemento de K.

Exercicio 8. Seja E um dos conjuntos listados no exemplo 3, ) = EZ edy: QxQ— [0, +00)
dada por

1>SUP{||@'||; 0; =0} Vi€ Z% tal que ||| < [li[l}

di(0,0") = (5

a) Mostre que dy define uma métrica em 2 = EZ

b) Mostre que se E = {—1,1} e d é a métrica do exzemplo|7 entao existem constantes positivas
c,C tais que

c.di(o,0') <d(o,0') < C.di(o,0") Vo,0e= E™.
c) Mostre o mesmo resultado do item (b) para o caso onde E é um subconjunto finito de

Z. Obs: As constantes ¢ e C' podem depender do espago Q (do espago de estados E, da
dimensao d etc).

d) Prove que se E ={—1,1} e A C Q entao A € aberto em (£2,d) se, e somente se, A é aberto
em (2, dy).

e) Mostre que (£, dy) € um espago métrico compacto.
Sugestdao: O fato de Z ser um conjunto enumerdvel permite que se possa fazer um
argumento estilo "diagonal de Cantor”para obter uma subsequéncia.

Funcgoes mensuraveis e a o-algebra de Borel

Se (£2,d) é um espago métrico podemos usar a métrica d para definir bolas em ). De maneira
mais precisa chamamos de bola aberta de centro ¢ e raio » > 0 o conjunto

B.(0) ={w € Qd(o,w) < r}.
Analogamente definimos a bola fechada de centro ¢ e raio r > 0 como sendo o conjunto
Br(o) = {w € Qi d(o,w) < 7).

Definigao 12. Seja (€2, d) um espago métrico. Um conjunto A C Q) € chamado de aberto quando
para qualquer que seja o € A existir um real positivo r > 0 (que pode depender de o) tal que
B,(0) C A. Obs: E um exercicio mostrar que a bola aberta é um conjunto aberto.
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Exercicio 9. Mostre que se E = {—1,1} entao os cilindros do espago 2 = EZ sdo conjuntos
abertos no espago métrico (€2, dy).

Defini¢ao 13. Seja (2,d) um espago métrico. A o-dlgebra de Borel de ) € a o-dlgebra gerada
pela colecao de todos os abertos de €). O elementos desta o-dlgebra sao chamados de borelianos.

Exemplo 14. Tome Q2 =R com d(z,y) = |x — y| e seja B a o-dlgebra de borel dos reais, aqui
as bolas abertas sao os intervalos abertos. E sabido que todo aberto de R pode ser escrito como
unido enumerdvel de intervalos abertos de R e, sendo assim, se B = {B.(z); x € R er >
0} (congunto das intervalos abertos de R) entao B C o(B). Isso porque todo elemento de B
¢ unidgo enumerdvel de elementos de B, portanto é um elemento da o-dlgebra o(B) jd que ela
contém os elementos de B. Por outro lado, jd vimos que toda bola aberta (aqui intervalo) é um
conjunto aberto donde B C B, e assim conclui-se que o(B) C B C o(B) jd que o(B) é a menor
o-dlgebra que contém B. Isso mostra que a o-dlgebra de borel dos reais coincide com a o-dlgebra
gerada pelas bolas abertas o(B).

Outra colecao de conjunto que podemos usar para gerar a o-algebra dos borelianos de R é
a colecao (By)acr, onde B, = {zx € R;z > a} de fato:

Exercicio 10. Mostre que se B € a o-dlgebra de borel dos reais entao B = o({Ba}acr)-

Exercicio 11. Mostre que se E = {—1,1} entao a o-dlgebra de borelianos do espago métrico
(EZd, dy) coincide com a o-dlgebra gerada pelos cilindros deste espago.

’

Definicao 15. Sejam (2, F) e (¥, F') dois espagos mensurdveis. Uma fungao f : Q — Q' é
chamada de fung¢io mensurdvel quando f~(A) € F para todo conjunto A € F'. Em palavras: a
imagem inversa de um conjunto F'-mensuravel deve ser F-mensurdvel.

Quando estivermos no caso onde ' = R e F' for a g-dlgebra dos borelianos de R é comum
chamar uma funcao mensuravel f : 2 — R de varidvel aleatoria. Quando nao explicitarmos que
é a o-algebra do contra-dominio estamos assumindo que estamos considerando os borelianos de

R.

Proposicao 16. Sejam (Q,F) e (U, F') espagos mensurdveis tais que F' = o(C) para alguma
colegio C de subconguntos de Q. Seja f: Q — ', se f~1(A) € F para todo elemento de C entio
f € mensurdvel.

Prova. Pedro Fernandez pag. 51.

Essa proposicao é importante pois nos diz que para verificar se uma funcao é mensuravel
basta conhecer um conjunto que gere a o-algebra do espaco de chegada e verificar se suas pré-
imagens sao elementos da o-algebra do conjunto dominio.
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Exemplo 17. Seja (2, F) onde F é a o-dlgebra gerada pelos cilindros de Q@ = {—1, —l—l}Zd. Se
i € Z% é um elemento fizo(arbitrdrio) de Z¢ e m; : Q — R € definida por 7;(0) = o; entdao m; é

mensuravel.

Prova. Pelo exercicio e pela proposicao basta mostrarmos que ;" '(B,) pertence a o-
algebra gerada pelos cilindros para todo a real. Dividindo em casos:

a) Se a > +1 entdo 7; '(B,) = 0 € F pois o vazio sempre estd em qualquer o-algebra.
b) Se +1 > a > —1 entao
T (By) ={0€Q; m(o)=0;>a>-1}={0c€ Qo =+1}=C%,
que é um cilindro e portanto pertence a F.
¢) Se —1 > aentdo 7; '(B,) = {0 € Q; m(o0) =0; >a} =Q € F.
Portanto, m; ¢ mensuravel.

[

Proposicao 18. Seja (2, F) um espago mensurdvel. Se f,g:Q — R sdo fun¢oes mensurdveis
e a € um numero real entao as sequintes funcoes também sao mensurdveis:

af AL f+a. 5 f

Prova. Pode ser encontrada em qualquer livro de teoria da medida.
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Integracao e Medidas de Gibbs em
Conjuntos Finitos

Definicao 19 (Medida). Seja (Q2,.F) um espago mensurdvel. Uma func¢do p: .# — [0,+0o0] €
uma medida em F se satisfaz as sequintes condicoes:

Z) ,u(@) =0;

it) para toda cole¢ao {E;}52, de conjuntos disjuntos de F temos p (U2, E;) = Z,u(Ej).
j=1

Se nao houver perigo de confusao sobre qual o-algebra de subconjuntos de {2 estamos
considerando, podemos dizer simplesmente que p é uma medida em §2.

Quando uma funcao p definida sobre uma colecao de subconjuntos de um espaco {2 satisfaz
a propriedade #7), da definigdo acima, dizemos que p é contavelmente aditiva.

A tripla (Q,.7, u), onde (€2, .%) é um espago mensuravel e u é uma medida em .% é chamado
de espaco de medida.

Definicao 20 (Espaco de Probabilidade). Todo espago de medida (Q, F, ) tal que p(2) =
1 € chamado de espaco de probabilidade. A medida p, neste caso, é chamada de medida de
probabilidade. Um elemento E € F é chamado de evento e u(FE) é chamada probabilidade de E
ou também a probabilidade de ocorrer o evento E.

Exercicio 12. Mostre que se Q0 = N e .F € a o-dlgebra das partes de €2, entao a funcao
p: F —[0,+00] cuja a imagem de um subconjunto E C ) € dada por

u(E) =4E

¢ uma medida em % . Esta medida é chamada de medida da contagem em N.

8
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Exercicio 13. Seja Q um conjunto enumeravel nao vazio, # = P(Q) e f : Q@ — [0, +o0] uma
funcao arbitrdria. Mostre que a formula

wE) =3 fa),

zel

determina uma medida em F .

No exercicio acima se a fungao f é tal que f(w) = 1 para todo w € Q entao dizemos que
i ¢ a medida da contagem. Outro exemplo importante de medida sao as chamadas medidas de
Dirac. A medida de Dirac em wy é a medida fornecida pelo exercicio acima tomando a funcao f
definida por

1, se w = wy;

W) =
J) {0, caso contrario.

Observagao. Quando p é uma medida de Dirac em wy é comum denotar esta medida por ¢,,,. A
medida 0, : F — [0, +00] é tal que para todo E C €2 temos d,,(E) =1sewy € E e d,,(F) =0
caso contrario.

As restrigoes das medidas de Dirac em wy e de contagem a sub-o-algebras da o-dlgebra das
partes de () sao também chamadas de medida de Dirac em wy e de contagem, respectivamente.

Exercicio 14. Seja Q um conjunto infinito e F = P(Q). Considere a fungio p : F — [0, +o0]
dada por
400, se E € infinito;
p(E) = Ny
0, se E ¢ finito.
Mostre que p é aditiva, isto €, para toda colecao finita Fr, ..., Ey de conjuntos disjuntos de (2,

temos p(Uh_ E;) = 25:1 w(E;), porém p nao € o-aditiva e portanto p ndo € uma medida em
F.

Exercicio 15. Sejam k € N, Q = {1,...,k} e Z = P(Q). Mostre que pu : F — |[0,+00]
definida por

tE
E)= "2
wE) =~
¢ uma medida de probabilidade.
Exemplo 21. Sejam Q = {wy,...,wr} € um conjunto ndao vazio finito de cardinalidade k e
D1, - -+, Pk NUMeEros reais positivos tais que py + ...+ pr = 1. Vamos tomar % = P(QQ). Se para

cada E C € definimos

wE) = > p

{j; wjeE}

entdo p € uma medida de probabilidade em F .
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Exercicio 16. Sejam (S, %, u) um espaco de medida e E;F € F. Se E C F mostre que
u(E) < p(F).

2.1 Conceitos Basicos de Medida e Integracao de Funcoes
Simples

Seja (2,.%, 1) um espaco de medida. Dizemos que uma funcdo f : Q — R é simples se a imagem
de f é um conjunto finito. Seja £ C 2. A fungao yg : {2 — R definida por

1, sewe F;
xe(w) = (.
0, caso contrario;

serd chamada de funcao caracteristica de E. Observamos que uma funcao f : 2 — R mensuravel
simples que assume k valores pode ser representada unicamente da seguinte forma

k
.f = Z anEj?
j=1

onde a; € f(Q), E; € F, E,NE;=0ser#s, Ué?:lEj =Q, flg, = aj e as # a, se s # r. Esta
representacao é conhecida como representacao padrao.

Definigao 22. Sejam (Q,.%, 1) um espago de medida e f : Q — [0,400] uma fung¢io F

mensurdvel simples assumindo k valores. Se a representacao padrao de f € dada por f =
k ~ . . .

23:1 ajXg, entao definimos a integral de f em §) com respeito a p como sendo

k
/Qfdu = Z ajp(E;)

Observe que se f é uma fungao mensuravel simples nao negativa entao fQ fdu esta sempre
bem definido como um elemento em R. Diremos que f é integravel se Jo fdu < 400

Exercicio 17. Se f,g: Q — [0,+00] sdo funcoes mensurdveis simples mostre que

/Q(f+g)du:/ﬂfdu+/ggdﬂ.

A partir da definicao acima podemos definir a integral de uma funcao simples f que assume
valores em R U {+00} ou RU {—o0}. Para isto vamos considerar a seguinte decomposigao de
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f=/f"—f",onde ff(w) = max{0, f(w)} e f~ = max{0, — f(w)}. Pode-se verificar que f* e

f~ sdo mensuraveis e portanto podemos definir

/Q fdp = /Q frdp - /Q Jdp

2.2 Exemplo de Medida de Gibbs Definidas Sobre Con-
juntos Finitos

A seguir introduzimos uma importante classe de medidas que terao papel muito importante
no desenrolar deste texto. Para fixar as ideias em toda esta secao Q = {wy,...,wy} serd um
conjunto arbitrario nao vazio de cardinalidade k£ € N. Denotaremos por M o conjunto de todas
as medidas de probabilidade que podemos definir sobre .% = P(Q2), isto é,

M={u:F — |[0,+00]; u é uma medida de probabilidade}

Neste caso, ja que {2 tem cardinalidade k, existe uma bijecao entre os elemento de M e os
elementos do conjunto

k
{(pl,...,pk)eR”; pj = O paratodoj=1,.... ke ijzl}.
j=1

De fato, a aplicagao p — (p1, ..., px), onde p; = u({w;}) é uma bijegao.

Exercicio 18. Prove a afirmac¢ao acima.

Em vista desta afirmacao vamos usar nesta se¢ao a seguinte identificacao p = (p1, ..., k).

Defini¢ao 23 (Entropia de uma Medida). A entropia da medida o = (p1, ..., px) € M € definida
como sendo o niumero real

k
h(p) ==Y pjlogp;,
j=1
onde log denota a funcdo logaritmo na base e.

Na sequéncia apresentamos uma motivacao para a definicao da entropia de uma medida p
e também uma de suas propriedades importantes. Seja ' C 2. J& que estamos considerando a
o-algebra das partes de ) o conjunto E pode ser visto como um evento no espago mensuravel
(©Q,P(22)). Suponha que estamos interessados em associar a este evento £ um nuimero real
nao-negativo Ir que possa ser interpretado como uma quantidade de informagao. Se exigimos
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que Iy dependa apenas de pu(E) =3 . pu({w}) e que esta dependéncia seja continua quando
variamos g em M e adicionalmente exigimos que Ignr = Ig + Ir sempre que E e F sejam
eventos independentes com respeito a p, isto é, u(ENF) = p(E) - u(F) a unica possivel escolha
é Ip = —log u(E), onde este logaritmo pode ser tomado em qualquer base. Por conveniéncia
vamos trabalhar sempre com logaritmo natural. O valor médio da quantidade de informagao dos
eventos elementares (dos conjuntos unitarios) é dado por

> Iyn({w})

weN

em outras palavras, esta é a quantidade de informacao que ganhamos sobre nosso sistema fa-
zendo observacoes sucessivas supondo que os resultados possiveis das nossas observagoes sejam
{w1,...,wr} e que a probabilidade de ocorréncia de cada um destes resultados é determinada
por . Usando a identificaciao p = (p1,...,px) e que Ij,y = —log u({w;}) = —logp; obtemos
imediatamente uma interpretagao de h(u).

Olhando para a entropia como uma fungao h : M — [0, 00), na proposi¢do abaixo mos-
tramos que h é uma funcao uniformemente limitada e que assume méaximo em um ponto do
conjunto M. Para facilitar o enunciado da proposigao definimos a fungao ¢ : [0,4+00) — R por

caso contrario.

. /_\
L L n L

0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

—t logt, sete (0,+00);
w(t)z{o 0.eoc)

-0.21

-0.4r

-0.61

Figura 2.1: Grafico de ¢

Definigao 24 (Conjunto Convexo). Um subcojunto C' de um espago vetorial V sobre R € convezxo
se, para todo v,w € C' e para todo t € [0,1] temos tv+ (1 —t)w € C. Em outras palavras, todos
0s pontos no segmento de reta unindo v a w estao em C.

Exercicio 19. Mostre que se C' é um conjunto convexo para quaisquer vy, . ..,v, € C' e quaisquer
numeros nao neqativos Ay, ..., A\, tais que A\ + ...+ X\, = 1 entao o vetor Z?Zl v, € C.
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Definigao 25 (Fungao Convexa). Seja C' um conjunto convero. Uma fungao f : C — R é
conveza se para todo v,w € C et € [0,1] temos f(tv+ (1 —t)w) < tf(v) + (1 —t)f(w).

O leitor deve estar atento ao fato de que sé faz sentido dizer que uma funcao é convexa
caso seu dominio seja um conjunto convexo. A partir de agora sempre que nos referirmos a este
tipo de funcao estara implicito que seu dominio é um conjunto convexo.

Definigao 26 (Fungao Concava). Seja C' é um conjunto convexo. Dizemos que uma fungdo
f:C =R € concava se (—f) é uma fun¢ao conveza.

Exercicio 20. Sejam C um conjunto convexo e f : C — R func¢ao convexa. Suponha que
U1, ..., € C e A, ..., A\, sGo numero reais nao negativos tais que A\ + ...+ A\, = 1. Entao
FOqvr 4. ) < Af(v) + . A f(vn).

Exercicio 21. Mostre que a func¢ao ¢ € uma fun¢do continua e concava, em sequida observe
que € vdlida a sequinte igualdade h(p) = 25:1 o(p({w;})).

Exercicio 22 (Desigualdade de Jensen). Seja f : [0, +00) — R uma fun¢do concava. Suponha

que Ty, ..., o, € [0,400) e Ay, ..., A, sejam nimeros reais nao negativos tais que \y+. . .4+, = 1.
Entao

> Nflay) < f <Z Aj%‘)

j=1 j=1
Proposigao 27. Se u* = (%, ce %) entdo para qualquer u € M temos

h(p) < h(p*) = logk.

Prova. Pela Desigualdade de Jensen temos que

Z pl{e}) <90< Zu{wj}) 15

wlr—k

logo
) = 3 pli(le))) < k-0 (1) = hGe) = o

Jj=1
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2.3 Principio Variacional - Espacos Finitos

Suponha que um observador esteja interessado em obter informacao sobre o resultado de um
experimento aleatdrio cujos possiveis resultados sejam elementos do conjunto 2 = {wy, ..., wx}.
Se por algum motivo sabemos que o resultado deste experimento é sempre o elemento w; a
descrigao estatistica da realizacao deste experimento pode ser feita pela medida de probabilidade
v =(1,0,...,0) € M. Neste caso em que temos conhecimento completo sobre a realizagao do
experimento a medida de probabilidade que modela seu comportamento estatistico tem entropia
nula e consequentemente minima, verifique isto. A situacao oposta a esta ocorre quando nao
temos a priori nenhuma informagao sobre o sistema. Assim a descricao estatistica mais “honesta”
para os possiveis resultados deste experimento deve ser feita usando a medida de probabilidade
W= (%, e %) Agora que estamos supondo que nao ha nenhum conhecimento inicial sobre
o sistema a medida de probabilidade que modela seu comportamento estatistico tem entropia
maxima, como mostra a proposicao acima. Relembrando que a entropia pode ser interpretada
como a quantidade média de informacao que ganhamos sobre o sistema a cada nova realizacao
do nosso experimento é natural pensar que a medida de probabilidade u € M que sera usada
para descrever estatisticamente nosso sistema deve ter entropia cada vez menor a medida que
alguma informacao a priori sobre o sistema seja adicionada.

Se estivermos interessados em criar um modelo probabilistico que descreva estatisticamente
os estados de equilibrio de um determinado sistema fisico do qual nao temos nenhum conheci-
mento, a nao ser que o numero de alternativas dos estados de equilibrio é k, nossa melhor
alternativa é descreve-lo através da medida p* = (%, cee %), ou em outras palavras, dizer que
qualquer um dos estados de equilibrio é equiprovavel. Neste tipo de situacao onde estamos
lidando com um sistema fisico, € comum termos alguma informacao adicional sobre seus os es-
tados de equilibrio {wy,...,wx} como, por exemplo, a energia que pode ser pensada como uma
funcao U : {wy,...,wr} — R. Observagoes empiricas de diversos sistemas fisicos mostram que
boas descrigoes probabilisticas sao aquelas em que os estados mais provaveis de equilibrio do
sistema sao aqueles de mais baixa energia. Considerando esta observacao e a discussao feita
acima sobre a interpretacao da entropia somos imediatamente motivados a estudar o seguinte

problema variacional: encontrar uma medida p € M que realiza o supremo na expressao abaixo

sup {h@) - /Q Udy]

Em outras palavras, dada uma funcao de energia U : 0 — R queremos saber se existe uma
medida p € M satisfazendo a seguinte equacao

h(p) — /ﬂ Udp = sup {h(y) - /ﬂ Udu].

O teorema apresentado logo abaixo responde afirmativamente esta pergunta e nos fornece expli-
citamente a medida que resolve este problema variacional.
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Teorema 28. Sejam Q = {wy, ..., wi} um conjunto nao vazio, U : Q — R uma fung¢ao arbitrdria
e M como definido acima. Entao

sup [h(y) —/Udl/:| =log Z,
veM Q

onde Z =3 cq e~V e além do mais este supremo é atingido pela medida 1 € M dada por

o—U()
p{w}) = ——

Prova. Seja f: R — R a fungao definida por

k
f(l’l, c.. ,$k> = —Z |:C(Ij 10g$j + Kj[L‘j],
j=1

onde K; = U(wj). Defina a fungao g : R¥ — R por g(z1,...,2) = 21 + ...+ x5. Vamos agora
fixar uma enumeragao de Q2 e escolher K; = U(w;) para i = 1,...,k. Usando a identificacdo
w = (p1,...,pr) segue diretamente das defini¢bes de entropia e de integral que problema de

encontrar um ponto em M que realize o supremo

sup [h(u) - / Udu]
veM Q
é equivalente a encontrar um ponto de maximo global de f restrito a [0, +00)* N g~1(1).

Sabemos pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange que se (yi,. .., yr) € (0,00)kNg=1(1)
é um ponto critico de f no hiperplano g—'(1) entdo existe A € R tal que

Vf(yl, s e 7yk> = )‘Vg(ylv e 7yk)

Dai segue que
—(logy; + 1+ K;) =\, paratodoj=1,...,k.

Esta igualdade implica que para todo i,j € {1,...,k}, temos
logy; + K; = logy; + K;.

Tomando a exponencial na igualdade acima obtemos

yeli = yjeKj. (2.1)
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J& que Zle y; = 1 temos

ek Sy,

Je{L,...k\{d}

= e Ki_ g yje_Ki.

FE{L ek} \ (i}

ye ' = e

Agora segue de (2.1)) e da igualdade acima que

— Yi Z e,

je{l,.. kN {i}

—-K; —K;

Y€ =e

Explicitando y; na expressao acima verificamos imediatamente que qualquer ponto critico de f
no conjunto (0, +00)* N g=1(1) é da forma

e i
Vi= = para todoi=1,..., k.
Zj:l ek

Note que f(yi,...,yr) é exatamente

_K. -K;

e i e

— log| —— |+ Ki| —/—— log e fi ).
Z[( 16K]) (Z =1¢ K’) (ZkleK]H <Z >

Um célculo direto mostra que a matriz Hess(f)(y1,- .., yx) é negativa definida, logo podemos
concluir que (yi,...,yx) é um ponto de maximo local. Para concluir a prova de que este ponto
¢ um ponto de maximo global precisamos agora comparar f(yi,...,yx) com os valores que f

assume no conjunto 9(0,00)* N g=1(1). Observe que este conjunto estd contido em Ug‘-‘:l%j, onde
%; ¢ o subconjunto de 9(0,00)* N g~1(1) formado pelos pontos cuja a j-ésima coordenada é nula.
Usando argumento andlogo ao apresentado acima podemos verificar para todo j =1,...,k que

max_ far,om) =log [ S e | < fln. o u)

(@1,...,z) EC) re{l,..kN\{j}

e este fato encerra a prova do teorema. O

A medida p obtida no teorema acima é um exemplo de uma medida de Gibbs em 2 determinada
ou associada a U.
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2.4 O Modelo de Ising a Volume Finito.

Nesta secao vamos introduzir um dos modelos mais importantes que serao tratados neste texto, o
chamado modelo de Ising. Vamos nos concentrar aqui no modelo de Ising a volume finito na rede
hiperctibica Z¢. Para definir este modelo inicialmente fixamos um subconjunto finito A C Z¢,
agora definimos o espaco de estados sendo Q = {—1, +1}*. Um elemento deste espaco de estados
serd simplesmente denotado por o e podemos representé-lo da seguinte maneira o = (0;);ea, onde
o; € {—1,+1} para todo i € A. Observe que € tem cardinalidade 2/A! isto é, um conjunto finito.
O préximo passo é introduzir a fungao de energia que tera um papel semelhante a funcao U da
secao anterior. Esta fungao é chamada de hamiltoniano do modelo. No caso do modelo de Ising
de primeiros vizinhos a volume A o hamiltoniano é a fungao H, : 2 — R dada por

Hy(o) = —JZUiO'j —hZai. (2.2)
ijeA ieA
li—jll=1
onde J, h € R sao constantes fixadas. A constante J é chamada de constante de acoplamento e
h de campo magnético ou campo externo. A medida de Gibbs do modelo de Ising a volume A e
inverso da temperatura § € (0,400) é definida em cada elemento de € por

e_ﬂHA(U)

Mﬁ({a}) = T(ﬁ)

Como (2 é finito podemos notar que ,ui ¢ uma medida de probabilidade que estd definida na
o-algebra das partes de 2. Ressaltamos que a medida uﬁ ¢ a medida fornecida pelo Teorema
quando tomamos U = SHj.

Exercicio 23. Considere o hamiltoniano (2.2)) onde a constante de acoplamento e o campo
externo satisfazem J, h > 0 . Determine explicitamente os elementos do conjunto

M = {0 € Q;Hy(0) < Hy(w) para todo w € Q}.

(OBS: Os elementos de M sao chamados de estados fundamentais. Posteriormente introduzire-
mos a no¢ao de estados fundamentais em casos mais gerais)

Exercicio 24. Sob as mesmas hipdteses do exercicio anterior calcule para cada o € € o limite
lim 123 ({o}).
B—00

Exercicio 25. Considere novamente o hamiltoniano do modelo de Ising (2.2]) com a constante
de acoplamento J > 0 e agora com campo externo h < 0. Determine todos os elementos do

conjunto
M = {0 € Q; Hy(0) < Hx(w) para todo w € Q}.
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Exercicio 26. Sob as mesmas hipoteses do exercicio anterior calcule para cada o € €2 o limite
lim i ({o}).
lim (o))

Exercicio 27. Suponha que A = [-n,n]* N Z%. Considere o hamiltoniano [2.2) com h = 0 e
J = —1. Determine todos estados fundamentais deste sistema.



Capitulo 3

O Limite Termodinamico

3.1 A Integral de Funcoes Mensurarveis

Nesta secao vamos estender a nogao de integral de Lebesgue. Como feito anteriormente vamos
inicialmente mostrar como definir a integral de fungoes mensuraveis positivas.

Teorema 29. Seja (£, . %) um espaco de medida. Se f : Q — [0,+00| € mensurdvel, eziste
uma sequéncia de fungoes simples f, : Q@ — [0,00] tal que para todo w €  temos 0 < fi(w) <

fow) < ... < f(w) e fulw) = f(w).

Prova. Fixe n € N arbitrdrio e considere k € N satisfazendo 0 < k < 22" — 1, definimos

EF = f! <(2£n, k;l}) e F,=f((2" +x)).

Com auxilio deste conjuntos, definimos agora uma sequéncia de func¢oes simples dadas por

2277.—1

k

fn = Z onXEE 2"XF,-
k=0

Segue diretamente da defini¢do dos conjuntos E¥ que f,(w) < f,11(w) para todo w € Q. Note

também que se f(w) < 2" entdo 0 < f(w) — fo(w) < 5%. Por outro lado se f(w) = +00 note que

folw) =2"logo f,(w) — +oc0. O

Observacao. O leitor mais atento deve ter notado que a tltima estimativa apresentada na
demonstracao acima implica que a convergéncia das funcoes simples f,, para f é uniforme nos
conjuntos onde f ¢ limitada, isto é, dado M > 0 seja Qy = {w € Q; f(w) < M} entdo a
sequéncia f,|a,, — f|a, uniformemente.

19
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]
1

|§‘/\/—>
-
€

fw) ko+1
2 C frn(@) 2
( Y s ]
C X g !
2ko_ 2ko+1 1) (ko +1)
on+1 2n+1 2'n.+1

Figura 3.1: Monotonicidade da Sequéncia f,.

Exercicio 28. Sejam (2, %, ) um espago de medida e f,g : Q — [0,+oc] fungoes simples
F-mensuraveis. Suponha que para todo w € Q2 temos g(w) < f(w). Entdo mostre que

/di/té/gfdu-

Defini¢ao 30 (Integral de Lebesgue). Sejam (Q, . Z, 1) um espago de medida e f :  — [0, +0o0]
uma fung¢ao mensurdvel. A integral de f em € com respeito a p € definida por

/fdu:sup{/gd,u:ogggf e g € uma fungao simples}.

Q Q

Exercicio 29. Mostre que as Defini¢oes e coincidem no caso em que f € uma fungdo
mensurdvel simples.

Exercicio 30. Sejam (,.%, 1) um espaco de medida e f,g : Q@ — [0,+0c0] fungbes .7 -
mensuraveis. Suponha que para todo w € € temos g(w) < f(w). Entdo mostre que

a) /diuﬁ/ﬂfdu;

b) para todo ¢ € [0, +00] temos / cf dp = c/ fdp.
Q Q

Teorema 31 (Convergéncia Monétona). Seja (2,.%, 1) um espaco de medida. Suponha que
fn i Q2 — [0,400] seja uma sequéncia mondétona de fungoes F-mensurdveis, isto €, fn(w) <
frs1(w) para todo w € Q. Seja f: Q2 — [0, +00] uma funcao definida por f(w) = sup,,ey fn(w) =
lim,, o0 fru(w). Entao

/ fdp= lim [ f,dpu.
[¢) n—oo Q

Corolario 32. Seja (2, %, 1) um espago de medida. Suponha que f, : Q — [0,+00] seja uma
sequéncia de fungoes F -mensurdveis se f =Y " [, entdo

/Qfduzg/ﬂfndu-
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Um conceito fundamental na teoria da medida é o conceito de igualdade em quase todo
ponto. Para ser mais preciso, sejam (£2,.%, 1) um espago de medida e f,g : @ — R fungoes
mensuraveis arbitrarias. Dizemos que f = g em quase todo ponto (q.t.p.) se

p(fw e Q: f@) # g@)}) = 0.

Proposicao 33. Seja (0, .7, 1) um espago de medida e f : Q@ — [0, 4+00] uma fun¢ao mensurdvel.

Entao
/ fdpu=20
Q

Corolario 34. Seja (2,7, 1) um espago de medida e f, : @ — [0,400] uma sequéncia funcoes
mensurdveis tal que f,(w) T f(w) q.t.p., isto é, fn(w) < frni1(w) para todo w € Q e lim f,(w) =
n—oo

f(w) q.t.p. entao

se, e somente,se f =0 q.t.p.

n—o0

lim [ f.dp= / fdp.
o) Q

A esta altura o leitor ja deve ter notado que de maneira andloga a da secdao anterior ja
estamos preparados para definir a integral de fungoes reais mensuraveis f : {2 — R. Para integral
de uma fungao f estar bem definida precisamos apenas que pelo menos uma das duas integrais

abaixo
/f*du ou /fdu (3.1)
0 Q

seja finita. Neste caso podemos definir

Afwzzfﬂm—éfwu

Caso ambas integrais em (3.1)) sejam finitas dizemos que f é integravel. Observe que a
finitude das duas integrais em (3.1)) também implica que |f| é integrével pois |f| = f* + f~
e como estas fungoes sao nao negativas a prova desta afirmacao é consequéncia imediata do

Corolério 32

Definigao 35. Seja (2, %, ) um espago de medida e f : Q — R uma fungao integrdvel. Se
E € .F definimos a integral de f em E com respeito a ju por

Afw:lf”fw‘
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Teorema 36 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (§2,.%, 1) um espago
de medida. Suponha que f, : Q — [0,400] seja uma sequéncia de fungdes F-mensurdveis,
integraveis e que exista f : 0 — R tal que f, — f p-q.t.p.. Se existe uma func¢do integrdvel
g:Q — R tal que |f,| < g para todo n € N, entao f € integrdvel e

/ fdu= lim [ f,du.
0 n—oo Q

Exercicio 31. Sejam (Q,.%, 1) um espago de medida e f : Q — [0,400] uma fun¢ao . -
mensurdvel integrdvel. Mostre que a aplica¢ao v : F — [0, +00) dada por

oE) = [ fdu

é uma medida.

3.2 Compacidade fraca do Espaco de Probabilidades.

Nesta se¢cao vamos mostrar como sao construidas medidas de Gibbs em espacos da forma E%
onde F C Z é um subconjunto finito arbitrario, via limite termodinamico. A construcao feita
aqui sera generalizada nos capitulos seguintes para o caso em que E ¢é qualquer espaco métrico
compacto.

Como estamos assumindo que E é finito, podemos mostrar que ) = EZ' com a métrica
definida no Exercicio[8é um espago métrico compacto. Seguindo a convengao adotada nas segoes
anteriores vamos denotar por F a o-algebra dos borelianos de (). Para definir medidas de Gibbs
em espagos mensuraveis como (2, F) a ideia serd construir uma métrica d no espago de todas
as medidas de probabilidade, que sera denotado por

M(Q,F):={u:F —[0,1] : p é medida de probabilidade.} (3.2)

de forma que (M;(Q2, F),d) seja um espago métrico compacto. Para dar primeiro passo na
direcao da construcao desta métrica precisamos usar o Teorema de Stone-Weierstrass. Por
simplicidade, enunciamos este teorema somente com a generalidade necessaria nesta se¢ao. Como
se trata de um resultado bastante classico de analise o leitor interessado encontrara com facilidade
o enunciado deste teorema em uma forma bem mais geral, em qualquer bom livro de andlise
funcional.

Por toda esta secao C'(€2, F) denotard o espago de todas as fungoes continuas de €2 em R,
isto é, o espago de todas as fungdes f : 2 — R tais que para toda sequéncia (w,),eny em €,
satisfazendo d;(w,,w) — 0 temos |f(w,) — f(w)| — 0. Para toda f € C(€2, F) denotamos por
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| flloo = SuPyeq | f(w)]. A aplicagdo que sai de C'(2, F) x C(£2, F) dada por (f,g) — ||f — 9/«
é uma métrica. Assim podemos olhar o espaco das fungoes reais continuas definidas em €2 como
um espago métrico que sera denotado simplesmente por (C(2,F),|| - [s). Dizemos que um
subconjunto D C C(Q, F) é denso se para toda f € C(2,F) existe uma sequéncia (fy,)nen de
elementos de D tal que || f, — flloc = 0.

3.2.1 Metrizando M;

Definicao 37 (Sub-Algebra de Funcoes). Um subconjunto A C C(Q,F) é chamado de sub-
dlgebra de funcoes de C(Q2, F) se para toda f,g € A e X € R, temos que f-g€ Ae f+ag e A.

Definicao 38. Dizemos que uma sub-dlgebra A C C(Q), F) separa pontos, se para quaisquer
o,w € §) existe pelo menos uma fungao f € A tal que f(o) # f(w).

Teorema 39 (Stone-Weierstrass). Se Q € um espago métrico compacto e A uma sub-dlgebra de
C(92, F) que possui pelo menos uma fungao constante nao-nula. Entdo A é um conjunto denso
em C(Q,F) se, e somente se, A separa pontos.

Ja que E C 7Z temos uma maneira natural de definir fungoes polinomiais em 2. Sao todas
as funcoes que podem ser obtidas como combinagcoes lineares com coeficientes reais de finitos

.~ k1 kn J Jn
produtos de projegdes de 2 em Z, por exemplo, o — > 51 -+ > 0" ag, g, 091 ... ojr, onde
T,...,7 € Z% O conjunto de todas as funcoes polinomiais definidas em €2 sera denotado por

Pol(£2).
Exercicio 32. Mostre que Pol(2) é uma sub-dlgebra de C(Q2, F) que separa pontos.

Ja que Pol(§2) é uma sub-dlgebra de C(Q, F) que separa pontos, segue do Teorema de
Stone-Weierstrass que Pol(€2) é denso em C(S2, F).

Exercicio 33. Usando que a unidgo enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerdvel, parti-
cione Pol(SY) por subconjuntos de polinomios de grau exatamente n e mostre que o conjunto de
todos os polinémios com coeficientes racionais, nota¢io Poly(S2) € denso em Pol(S2). Conclua
a partir deste fato, usando a desigualdade triangular para a norma || - ||o, que Poly(SY) é denso

em C(Q,F).

Do exercicio acima sabemos que Polg(£2) é um subconjunto enumeravel denso de C'(€2, F).
Fixe uma enumeracao qualquer {1y, 19, ...} de Polg(R2). Sejam B(0,1) a bola fechada unitaria
de C(Qvf)7 isto éa B(071) = {f € C(Q7f> : ||f||00 < 1} € {¢17¢2"'} - {¢17¢2,-~~} um
subconjunto denso em B(0,1). Agora defina a funcdo d : My(£2, F) x M;(2, F) — R por

dr) =3 /Q%du—/ngsndv
&
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Afirmamos que d é uma métrica em M;(2, F). Uma vez que p,v € M;(Q,F) e para todo

n € N, ¢, € B(0,1), segue que d(u,v) < 2. Claramente d é uma fungdo simétrica. Para
quaisquer u, v,y € M;(Q, F) temos

| fonan [
%L%W_L%W+A%@—L%M

5%4%@—4%®+§%%A%@—A%m

(b, v) + d(v, 7).
Portanto a desigualdade triangular é satisfeita. Para terminar a prova de que d é realmente
uma métrica resta verificar apenas que d(u,v) = 0 se, e somente se, 1 = v. Para provar este
fato vamos invocar o Teorema de Riesz-Markov, da mesma maneira que fizemos no Teorema de
Stone-Weierstrass apresentamos abaixo o enunciado em uma forma particular

NE

d(p,y) =

i
I

NE

3
Il
-

NE

3
Il
—_

QU

Teorema 40 (Riesz-Markov). Sejam Q um espago métrico compacto e F' : C(2, F) — R um
funcional linear positivo, isto € para toda f > 0 temos F(f) > 0. Entao existe uma unica medida
p: F —[0,400) tal que

F(f):/fdu, para toda f € C(Q, F).
0
Além do mais p € My(Q, F) se, e somente se, F'(1) = 1.

Vamos mostrar agora que d(u,v) = 0 implica g = v. Assumindo que d(u,v) = 0, segue da
definicao de d, que para todo n € N

A%@—A%@Fo

Isto significa que os funcionais lineares positivos

fuﬁzﬂjwt e f%ﬂzéfw

coincidem em todos os pontos do conjunto {¢1,¢s ...} que é subconjunto denso de B(0,1) C
C(Q,F). Seja g € B(0,1) uma funcdo arbitraria. Por densidade, sabemos que existe uma
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subsequéncia (¢n;)jen tal que |[¢n, — glloc — 0, quando j — oco. Jd que a esta sequéncia (¢n; ) jen
podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada temos

F1<g) /hm ¢n dp = hm/¢n /L:]hj{.lo Q(bnjdV:/th (bn dV—FQ(Q)

J—00 J—00

Assim concluimos que Fj coincide com F; em todo elemento de B(0,1). J& que uma fungao
arbitréaria f € C(92,F) \ {0} pode ser escrita como || f]|x - lfHoo e que ﬁ € B(0,1) segue
da linearidade de Fj e F, e das igualdades logo acima que ambos coincidem em todo C(€2, F).
Finalmente pela unicidade garantida pelo Teorema de Riesz-Markov temos p = v e isto encerra
a prova de que d é uma métrica.

Convergéncia Fraca de Medidas e a Compacidade fraca de M;(Q2, F)

Agora que sabemos que (M;(€2, F),d) é um espago métrico, temos naturalmente a nogao de
convergéncia de uma sequéncia de medidas de probabilidade (p,)nen. Se existe uma medida
p € My(Q,F) tal que d(pin, p) — 0, dizemos que a sequéncia p, converge fracamente para f.
Usaremos neste caso a notagao f,, — .

Exercicio 34. Seja (jin)nen uma sequéncia em (M (2, F),d) e suponha que exista p € My (2, F)
tal que p, — . Entao mostre que isto € equivalente a

lim fd,un / fdu, para toda f € C(9,F).
n—oo Q

Teorema 41 (Compacidade de (M;(Q2, F),d)). Toda sequéncia (in)nen em Mq(S2, F) admite
uma subsequéncia que € fracamente convergente. Como (My(2, F),d) é um espagco métrico isto
€ equivalente a dizer que este espaco métrico é compacto.

O leitor com alguma experiéncia em anélise funcional pode observar que a prova do teorema
acima pode ser dada por uma aplicacao imediata do Teorema de Banach-Alaoglu, pois como
mencionamos acima o Teorema de Riesz-Markov prova exatamente que o dual topoldgico de
C(€2, F) é o espago das medidas com sinal definidas em F. Para uma prova mais construtiva e
elementar deste fato veja [1§].

Antes de prosseguir apresentamos mais uma belissima caracterizagao sobre compacidade
do espago M; (€2, F) cuja a prova pode ser encontrada na integra em [20] pagina 45.

Teorema 42. M, (Q, F) é um espaco métrico compacto se, e somente se, Q0 é um espago métrico
compacto.
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3.3 Medidas de Gibbs - Limite Termodinamico

Usando as ferramentas apresentadas na secao anterior damos agora a primeira construgao das
medidas de Gibbs em (EZd, F), onde E é um conjunto finito. A hipétese de E ser finito simplifica
bastante a construcao das medidas de Gibbs via Limite Termodinamico. Esta hipétese como
veremos nos proximos capitulos, pode ser bastante enfraquecida e a construcao pode na verdade
ser feita para o caso em que E é apenas um espago métrico completo e separavel.

Apresentamos abaixo alguns conceitos que serao utilizados na construcao do limite termo-
dinamico nesta e nas secoes posteriores.

Definigao 43 (Sequéncia Absorvente). Uma sequéncia (A, )nen de subconjuntos finitos de 74 é
chamada de absorvente se para todo subconjunto finito A C Z% existe ng € N tal que A C A,
para todo n > ny.

Dizemos que uma sequéncia (A, )nen de subconjuntos Z?, converge para Z<, notacao A,, 1 Z4
se U, A, = Z4. O leitor com mais experiéncia em teoria da medida deve reconhecer esta nogao
de convergéncia como a no¢ao de convergéncia de conjuntos. Note que toda sequéncia absorvente
(Ap)neza converge para Z<.

Sejam o,w € () duas configuragoes arbitrarias. Usaremos a notacao de concatenacao
opawza\p para denotar a configuracao n € €2 definida por 7, = 0; se i € A e n; = w; se i € A°.

Limite Termodinamico e o Modelo de Ising

Por questao de simplicidade vamos considerar nesta se¢ao o modelo de Ising de primeiros vizinhos
na rede hiperctibica Z¢. A definicao mais geral serd apresentada nos capitulos seguintes.

Este modelo serd definido da seguinte maneira. Consideramos E = {—1,1} e Q = E%" ¢
o espago mensuravel (£, F), onde F é a o-dlgebra gerada pelos cilindros de . Fixamos uma
familia de nimeros J;;, indexada no conjunto de pares de primeiros vizinhos da rede, isto ¢,
i,j € Z% e |li — j|| = 1 e uma familia de nimeros reais h; indexada em Z¢. Dada uma sequéncia
absorvente (A,),eny 0 hamiltoniano do modelo de Ising a volume A,, é a funcao Hy, : 2 — R

dada por
HAn<U) = — Z Jijgiaj — Z hiO'Z'O'j.
{i.jyca: i€hn

i€An,[li—jll=1

A medida de Gibbs do modelo de Ising a volume finito A,, com condi¢oes de fronteira w € €2 ao
inverso da temperatura 3 > 0, ¢ a medida de probabilidade u% 5 : P(Q2) — [0,1] que associa a
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cada configuracao o € () a seguinte probabilidade

=B, (raneong)
ZK 5 ) S€ OAg = WA,

ma, s({o}) =
0 caso contrario.

onde o fator de normalizacdo Z% 5 que é chamado de fungao de particao a volume A, com
condicao de fronteira w ao inverso da temperatura 3 é dado simplesmente por

an,,g — Z eiﬁHAn (nAnwA%).

nef:
TIAG =WAS,

Para ver que as medidas definidas acima sao nao-triviais basta observar que Z3¥ ; < 400, pois
{0 € Qg = wag }] = 201
Para construir o limite termodinamico vamos considerar a restrigao de uy 5 a o-algebra F.

Por simplicidade vamos denotar esta restricao também por uj 5. Assim qualquer uma destas
medidas pf 5 é agora um elemento de M (€2, F).

Ja que M;(Q, F) é compacto segue que, para qualquer sequéncia (wy,)meny em ) e uma
sequéncia absorvente (A,),en em Z<, sempre existe pelo menos uma subsequéncia de (13" 5)nen
que converge em M (2, F).

Finalmente fixado § > 0, definimos o conjunto das medidas de Gibbs do modelo de Ising
ao inverso da temperatura (5 sendo o fecho da envoltéria convexa em M; (€2, F) do conjunto

G = {1 € My(Q, F) : existe uma sequéncia absorvente A, T Z% e w, € Q tal que HA" 5 = H

Definido desta maneira o conjunto das medidas de Gibbs é o conjunto das medidas de
probabilidade em M; (€, F) que estdo no fecho da envoltdria convexa do conjunto de todos os
limites fracos de medidas de Gibbs a volume finito com condigoes de fronteira arbitrarias.

Com objetivo de introduzir uma notagao que seja coerente com as outras formulacoes que
apresentaremos sobre as medidas de Gibbs vamos novamente apresentar o modelo de Ising, s6
que desta vez usando uma familia de fungoes ® = {® 4} 4cz4, tais que para cada A € Z? finito a
funcao ¢4 : 2 — R é dada por

Jij ooy, se A={i,j}e|i—jl=1
D y(0) =< hy oy, se A={i};
0, caso contrario.
Com auxilio desta familia podemos ver que o hamiltoniano do modelo de Ising a volume finito
A C 7% é dado por

Hy(o)=— Y ®a(o)

ANAFAD
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e portanto observamos que as medidas de Gibbs a volume finito dependem diretamente de P.
Por estas razoes usaremos a seguinte notacao Gz(®) para nos referir ao conjunto das medidas
do modelo de Ising ao inverso da temperatura 3. Como veremos mais a frente esta notacao sera
usada para denotar o conjunto das medidas de Gibbs para uma familia ® = {® 4} 4cz« em outros
modelos. No caso mais geral, a ser apresentado nos capitulos seguintes, esta familia ® é chamada
de interacao e Gz(P) serd a notagdo do conjunto das medidas de Gibbs para a interagao ® ao
inverso da temperatura 3.

3.4 Esperanca Condicional

3.4.1 Medidas com Sinal

Considere (2,.7) um espago mensuravel. Se u e v sdo duas medidas sobre ., tomando valores
em [0, +00). Podemos verificar facilmente que para todo real A € [0,1] que Au+ (1 — N é
também uma medida tomando valores em [0, +00). Segundo nossa defini¢ao de convexidade,
estritamente falando nao podemos ainda dizer que esta observagao prova que o espago de todas
as medidas finitas sobre .# é um conjunto convexo, pois segundo nossa definicao de convexidade
conjuntos convexos sao sempre subconjuntos de espacos vetoriais. A maneira mais simples de
ganharmos direito de chamar o conjunto das medidas finitas de um conjunto convexo é entao
mergulhd-lo em um espago vetorial possuindo uma cépia do espaco das medidas finitas. A
definicao abaixo é motivada por esta observacao.

Definigao 44. (2, 7) um espago mensurdvel. Uma medida com sinal em (S0, F) é uma fungao
v: 7% — R tal que

i) v(0) =0;

it) v assume no mdximo um dos valores £0o;

oo
iii) para toda cole¢ao {E;}32, de conjuntos disjuntos de F temos v (U5, E;) = ZV(Ej),
j=1
onde a soma que aparece a direita na iqualdade acima é absolutamente convergente sempre
que v (U?‘;lEj) for finito.

Definigao 45. Sejam (2, F) um espagco mensurdvel, v e u duas medidas definidas em F.
Dizemos que v € absolutamente continua com relacdo i, notagio v < p, se para todo E € F
tal que pw(E) = 0 temos que v(E) = 0.

Exercicio 35. Mostre que o espaco das medidas com sinal finitas de um espago mensurdvel
(Q, F) € um espago vetorial. Em sequida, mostre que conjunto das medidas de probabilidade em
(Q,.7) é um conjunto convezo.
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Teorema 46 (Radon-Nikodym). Sejam (£2,.#) um espaco mensurdvel, v e y duas medidas o-
finitas definidas em F. Se v < u entdo existe um func¢ao F-mensurdvel f : Q — [0, +o0| tal
que

v(E) = / fdu, para todo E € F.
E
Além do mais f € unicamente determinada ji-q.t.p.

Normalmente a funcao f dada pelo teorema acima é chamada de derivada de Radon-
Nikodym e denotada por f = j—:.

3.4.2 Definicao e Propriedades da Esperanca Condicional

Nesta secao usando o Teorema de Radon-Nikodym vamos mostrar como sao construidas as
probabilidade e esperanca condicional. Em varias partes desta secao vamos considerar um espagco
de medida (€2, .#, ), uma sub-o-algebra Z de .# e usaremos a notacao v = |4, para denotar a
restricio da medida u a sub-o-4lgebra %. Vamos denotar por L'(£2,.%, 1) o conjunto de todas
as fungoes .Z-mensurdveis f : Q — R tais que [, |f|dp < +oo. Obs: Nos textos de teoria da
Medida e Anélise funcional L'(2,.%, u) é uma notacao consagrada para denotar um espaco de
classes de equivaléncia obtido pela identificacao de duas fungoes que diferem em um subconjunto
de 2 de medida zero. Voltaremos a discutir isto mais a frente no texto. E neste ponto para evitar
confusao e fixar a notagao vamos pensar em L'(§2, %, 1) apenas como um espaco de fungoes.

Teorema 47. Sejam (Q, F, u) um espago de medida finita, B uma sub-c-dlgebra de F e v =
pz. Para cada f € LY(Q,.%,u) existe uma funcao g mensurdvel sequndo a o-dlgebra B com
g€ LY (Q,B,v) tal que

/fdp:/gdu para todo E € A.
E E

Além do mais se ¢ € LY(Q, B,v) é uma outra funcao satisfazendo a igualdade acima, entio
g=4 v-qtp.

Observacao. A funcao g cuja a existéncia é garantida no Teorema é nosso ponto de
partida para apresentar a definicao da esperanga condicional. A esperanca condicional serd um
dos conceitos fundamentais deste texto e vital para o estudo de medidas de Gibbs do ponto de
vista probabilistico e da teoria de especificacoes. Seguimos a partir de agora apresentando em
todos os detalhes a construcao da esperanca condicional e suas propriedades importantes para
a teoria das medidas de Gibbs.

Prova do Teorema Vamos considerar inicialmente que f > 0. Seja n: % — [0,+00) a
medida definida por

n(E)Z/Efdu- (3.3)
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Note que se v(FE) = 0 entdo obviamente p(E) = 0, mas se u(F) = 0 entao a integral acima é
igual a zero logo n(E) = 0, e assim temos que n < v. Dai segue do Teorema de Radon-Nikodym
que existe uma funcao AB-mensuravel g : Q2 — R tal que

oE) = [ gdv (3.4)

Usando a hipétese f € LY(Q,.Z, ) e tomando E =  nas igualdades e concluimos
que g € LY(Q,%,v). O Teorema de Radon-Nikodym garante que g é unicamente determinada
v-q.t.p. e portanto o teorema fica provado no caso em que f > 0. No caso em que f toma
valores reais basta repetir argumento apresentado acima para f e f~. O

Definigao 48. Sejam (Q,.Z, 1) um espaco de probabilidade, f € L'(Q, %, ), & uma sub-o-
dlgebra de .F e v = u|g. Dizemos que uma fung¢do HB-mensurdvel g : @ — R é uma esperanca
condicional de f dada a o-dlgebra A, se

/fdu:/gdl/ para todo E € 4.
E E

Como vimos acima o Teorema garante a existéncia de uma esperanga condicional para
toda f € LY(Q, .7, u) e para toda sub-o-algebra % de .#. Cada uma das fungoes g satisfazendo
a condicao acima é chamada de uma versao da esperanca condicional de f com respeito a .
O Teorema também nos garante que quaisquer duas versoes da esperanga condicional sao
fungoes que diferem apenas em um conjunto de medida v nula. J& que do ponto de vista de
integracao a escolha de uma versao arbitraria da esperanga condicional nao afeta nenhum calculo
¢ comum tomarmos uma versao qualquer e denoté-la por E[f|%]. Ressaltamos que E[f|#] é
uma funcao (E[f|4] : Q@ — R) cujo dominio é o conjunto 2 e toma valores em R. Na sequéncia
apresentamos algumas de suas principais propriedades.

Proposicao 49 (Linearidade da Esperanga Condicional). Sejam (2, %, 1) um espago de medida
finita, B uma sub-c-dlgebra de F e v = p|g. Para todas f,g € L'(2,.F, 1) e a € R temos que

E[f + ag|#] = E[f|%) + aElg|#] v — q.tp.
Prova. Pela definicao de esperanca condicional temos

/(f + ag)du = / E[f + ag| %] dv para todo E € A. (3.5)
B E

Usando a linearidade da Integral de Lebesgue e a definicao de esperanca condicional de f e g
dado a g-algebra % temos

/E(f—l—ozg)d,u:/Efd/L—ira/Egd,u:/EE[f|%]du+oz/EE[g|%]du para todo E € 4.
(3.6)
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Ja que o lado esquerdo em (3.5)) e (3.6) é o mesmo temos
/ E[f + ag|#B] dv = / E[f| %] dv + a/ Elg| %] dv para todo £ € A.
E E E

Usando novamente a linearidade da integral e que E é arbitrario em 4 concluimos que E[f +
ag| B = E[f|B] + oElg|HB] v —q.t.p.. O
A prova da proxima proposicao é completamente analoga, mas repetiremos todos os detalhes

para que o leitor menos experiente va se familiarizando com o conceito da esperanca condicional
e suas propriedades.

p) um espago de

Proposicao 50 (#A-homogenidade da Esperanca Condicional). Sejam (9, .7,
) e g € uma fungdo

medida finita, B uma sub-o-dlgebra de .F e v = plg. Se f € LY(Q, Z,
B-mensurdvel entao
Elfg|#] = gE[f|B] v — q.tp.

Prova. Suponha que inicialmente que ¢ = xr para algum F € 4. Da definicao de esperanca
condicional temos

/E Fxr du = [E B[ xr| ) dv (3.7)

para todo £ € 4. Como estamos supondo que F € %, temos que £ N F € % logo, aplicando
novamente a definicao da esperanca condicional obtemos

/E X /E(}Ff /EHF [ ‘ ] g /EXF [f‘ ] 4 ( )
De " € " segue que

/ E[fxr|2] dv = / XrE[f| 4] dv, para todo £ € A.
E E

Logo E[fxr| %] = xrE[f|#] v-q.t.p. e isto prova o teorema para o caso g = xr.

Vamos mostrar agora o teorema no caso em que g ¢ uma funcao simples Z-mensuravel.
Suponha que sua representacao padrao seja g = Z?zl ajXg;, onde a; € R e E; € 9 para todo
j = 1,...,n. Pela linearidade da esperanca condicional e pela propriedade que acabamos de
demostrar acima, uma inducao mostra que as seguintes igualdades sao verdadeiras

Elgf|%] =E

(Z anEJ) f ‘%’] = a;B[xe, fI1B] = ajxe,Elf|B] = gE[f| 2.

Resta agora estabelecer este fato para fungoes g € L'(2, %, v). Primeiro vamos mostrar que é
suficiente provar a proposicao para f e g nao negativas. De fato, assuma que o teorema seja
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valido para f*, f~ € LY, F,u) e g g € LN, B,v). Jaque f=f"—f eg=g"—g
temos que

Elgf|#) = Elg"f"—g fF—g"f +g [ |%]
= Elg"f"|%] —Elg" f"|%] —Elg" [ |%] +Elg f| %]
= ¢'E[f"|%] — g E[f"|%] — ¢"E[f"|%] + g E[f | %]
= (9" — g )E[f"|%] — (9" — g )E[f|#]
= gE[f"|Z] — JE[f"|#)]
= g(E[f"|#] - E[f"|Z])
= gE[f|#].

Portanto s resta mostrar que a proposigao ¢ verdadeira para f € L'(Q, . %, u) e g € LY(Q, %, v)
ambas nao negativas. Pelo Teorema [29 existe uma sequéncia g, : £ — R mondtona crescente
de funcoes simples #-mensuraveis tal que g, T ¢g. Ja que f > 0 podemos afirmar que g,f T gf.
Pela definicao de esperanca condicional

/ Gnf dp = / Elg,f| %] dv, para todo E € A. (3.9)
E E

J& sabemos que para toda funcao #-mensuravel g, simples que a seguinte igualdade é verdadeira
Elgnf|#] = g E[f|#]. Como f > 0 é imediato verificar que E[f|#] > 0, assim g¢,E[f|%] 1
gE[f|#] o que nos permite aplicar o teorema da convergéncia monétona em ambos os lados de

(13.9) e concluir que
/ gfdp = lim / gnf dpp = lim / g E[f| B dv = / gE[f| 4] dv, para todo E € 4.

Observando que a integral mais a esquerda da igualdade acima é, por definicdo de esperanca
condicional, igual a [, E[gf|%]dv e que esta igualdade é vélida para todo E € % concluimos
que Elgf|B] = gE[f| %] v-q.t.p. e assim esta completa a prova da proposicao. O

Proposicao 51 (Monotonicidade da Esperanga Condicional). Seja (2,.%, 1) um espago de pro-
babilidade. Se f,g € LY(Q,.Z, ) sao tais que f < g e B € uma sub-o-dlgebra qualquer de F
entao E[f|B| < Elg|HB| v-q.t.p., onde v = |5

Prova. Pela definicao da esperanga condicional temos

/E[f|%]du=/fdug/gd,u:/E[gL%)]dl/, para todo £ € A.
E E E E

De onde segue o resultado. O
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Teorema 52 (Teorema da Convergéncia Mondtona para Esperanga Condicional). Seja (€2,.7, u)
um espago de probabilidade,  uma sub-o-dlgebra de F e v = plg. Se f, : Q — [0,00] € uma
sequéncia de fung¢oes B-mensurdveis tal que f, T f p-q.t.p. entao E[f,|.Z] 1 E[f|.Z] v-q.t.p..

Prova. Por linearidade e monotonicidade da esperancga condicional temos
0< / E[f| %) dv — / E[f.| %] dv = / fdu —/ fn dp. para todo E € A.
E E E E

Como [, E[f,|%]dv é uma sequéncia de niimeros reais nao decrescente e limitada ela possui
limite. Assim podemos tomar o limite quando n vai a infinito em ambos os lados da desigualdade
acima e concluir usando o Teorema da Convergéncia Mondtona, no lado direito, que

0< / E[f|#] dv — lim /E[fnL%’] dv =0 para todo £ € A.
E n—oo E

Ja que E|[f,|%] é uma sequéncia monétona de fungdes, existe o limite lim,, o, E[f,|%](w) v-q.t.p.
Logo podemos aplicar novamente o Teorema da Convergéencia Mondtona na desigualdade acima
e concluir que

/ E[f| %] dv = / lim E[f,|%]dv para todo £ € 4.
E E n—oo
Desta forma acabamos de mostrar que E[f,| %] 1 E[f| %] v-q.t.p. O

Exercicio 36. Prove a chamada propriedade de contracdo para a esperanca condicional. Seja
(Q,.Z, 1) um espago de probabilidade, 2 uma sub-o-dlgebra de F, v = |z e f € LY(Q,.Z, ).

Mostre que
[t dv < [ 17]dn
Q Q

Teorema 53 (Convergéncia Dominada para Esperanca Condicional). Seja (€2, . %, u) um espago
de medida B sub-c-dlgebra de F e v = p|g. Suponha que f, : Q — [0,4+00) seja uma sequéncia
de funcoes em LY(Q,.Z,u) que converge pu-q.t.p. para f : Q — R. Se existe uma fungdio
integravel g : 2 — R tal que |f,| < g para todo n € N, entdao

lim E[f,|#] = E[f|#] v—q.Lp.

Prova. Seja h, : Q — [0, +00) uma sequéncia de fungoes dada por

hn(w) = sup [f(w) = fi(w)|.

{jeN:n<j}
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Observe que para todo n € N temos hy,11(w) < h,(w) e hy(w) < [f(w)] + |g(w)|. Desta duas
propriedades podemos concluir que (|f| + [g] — hn) T (|f| + |9]) p-q.t.p.. Pelo Teorema
(convergéncia mondtona) segue que

EI(1f] + 19l = ha) |21 T E[([f] + 9D #] v —atp.

Usando a linearidade e monotonicidade da esperanca condicional segue da observacao acima que
E[h,|#] | 0. Usando novamente a monotonicidade obtemos

|E[f|%) — E[f.| ]| <E[f — ful|#] < E[h.|%] L0 v —qt.p.

[

Proposigao 54. Sejam (), %, u) um espago de medida f : Q — R uma func¢ao F-mensurdvel,
o C B C.F o-dlgebras, v = |z e n = p|y. Entio E[E[f|AB]|</| = E[f|<] n-q.t.p..

Prova. Por definicao da esperanca condicional temos
/E[]E[ﬂ%’“;zf] dn = / E[f| %] dv, para todo F' € 7.
F F

Como F' também ¢é um conjunto Z-mensuravel segue novamente da definicao de esperanca
condicional que

/E[f|%’]du=/fdu, para todo F' € <.
F F

Das duas igualdades acima, temos que

/fd,u:/E[]E[ﬂ@HsZ{] dn, para todo F' € <.
F F

Da unicidade n-q.t.p. garantida pelo Teorema 47| segue que o lado direito da igualdade acima é
igual a E[f|</] n-q.t.p., 0 que prova a proposicao. O



Capitulo 4

Especificacoes Gibbsianas

Em todo este capitulo A C Z? denotard um subconjunto finito da rede. Também tem um papel
importante a familia de todos os subconjuntos finitos de Z¢ e por isso introduzimos a seguinte

notagao . 1= {A C Z%: |A| < oo}.

Assumiremos também que o espaco de estados €2 serd sempre o produto cartesiano EZ
onde E é um espaco métrico compacto como, por exemplo, {—1,1}2° {1,... ¢}%*, (S)%". Se
0 = (04)ieze € S entdo cada uma de suas componentes o; € E serd chamada de spin no sitio
i € Z%. Vamos considerar também a rede Z?¢ como um espaco métrico cuja a métrica é dada
pela norma £', isto é, ||i — j| = ZZ:1 lir. — Jk|- Quando nos referirmos ao espago mensuravel
(Q, F), estaremos considerando sempre que F ¢é a o-dlgebra gerada pelos cilindros.

Se I' C Z% é um subconjunto arbitrdrio e o € €, usaremos a notacao or para denotar
o elemento de E', dado por or = (0;)ier. Ou seja, or como um elemento da imagem de
mr - B2 — E' que aplica 0 = (0;);ez¢ — (03)ier = or. Em geral, vamos considerar nesta secao
que o espago de spins estd munido de uma o-édlgebra &. Por exemplo, se E é igual a {—1,1}
ou {1,...,q} tomamos & = P(E). No caso E = S' a g-dlgebra mais natural para ser tomada
¢ a og-algebra de Borel do circulo. No caso geral onde E ¢ um espago métrico compacto vamos
tomar sempre & sendo a o-algebra dos borelianos.

Seguimos com uma pequena generalizacao da construcao apresentada anteriormente da
o-4lgebra Fr. Paracadai € I'e F € &, definimos C% = {0 € Q : 0; € F'}. Agora consideramos
a colegao de todos estes conjuntos, notagao ¢+ = {C% :i € ' e F € &}. A o-dlgebra Fr é entao
a menor sub-o-dlgebra de F gerada pela colecao 6. Na maior parte deste capitulo estaremos
interessados no caso em que I' = A (finito) ou I' = A°.

Ja que A é um subconjunto finito nos referimos aos elementos de F, como um evento local
ou evento cilindrico.

Exercicio 37. Mostre que se I' C A entao Fr € uma sub-o-dlgebra de Fy. O que podemos dizer

35
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sobre a relacao de continéncia entre Fre € Fpe ?

Denotamos por B(f2, F) o conjunto de todas as fungoes f : Q@ — R, F-mensurdveis limi-
tadas. De maneira andloga, para todo A C Z? definimos o espaco B(, Fa) como o espaco das
funcoes f : Q2 — R, Fy-mensuraveis limitadas.

Vamos introduzir uma notacao que serd bastante conveniente para a discussao que se-
gue. Sejam A C Z%, o,w € Q. Usaremos a notacao de concatenacao opwza\ s para denotar a
configuracao n € ) definida por 7, = 0;sei € Aen, =w; sei € A°.

Exercicio 38. Seja A C Z% finito. Mostre que se f € B(Q2, Fp) entdo

floawzaa) = f(oanzan),

para quaisquer o,w,n € ). Em outras palavras as fungoes em B(S), Fp) sao fungoes que depen-
dem apenas dos valores dos spins em A.

Dica: Comece provando este resultado para fungoes caracteristicas, em seguida estenda seu
resultado para fungoes simples e mostre como é possivel usar o Teorema para finalmente
concluir que a afirmacao ¢ vélida em B(Q, F).

Fungoes que estao em algum B(S2, F,) sdo chamadas de fungoes locais e denotamos este espago
por
BZOC(Q) - U B(Qvfl\)

Acz
[Al<oo

Outro espaco importante nesta secao serd o espago das funcgoes quase-locais que denota-
remos por By,.(£2), sendo este o conjunto formando pelas funcoes que sao limite uniforme de
fungoes em By, (€2).

Exercicio 39. Mostre que f € Byo.(€2) se, e somente se,

li — (o) = 0.
Jim, fﬁ&'f(“) f(a")]
oa=0)

Dica (=): Se A C T, verifique que
sup [f(o) — f(o')] < sup |f(o) — f(o')].

0,0'€N o,0'eN
or=0h oa=0'y

(<) Fixe w € Z¢ considere a seguinte sequéncia de funcoes locais fy : © — R, definida por
falo') = f(ohwzan)-
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4.1 Interacoes Regulares

Nesta se¢ao consideramos uma classe bastante ampla de Hamiltonianos para os quais podere-
mos falar sobre medidas de Gibbs. Introduzimos também ainda num contexto particular (caso
compacto) a nogao de especificacdo gibbsiana com intuito de preparar o leitor para o estudo do
caso geral, que serd feito mais adiante.

Seja (€2,.%) um espago mensuravel, com ) = E% ¢ F a o-algebra gerada pelos cilindros.
Vamos supor sempre que existe uma métrica d em §2 tal que .# é gerada por esta métrica e (2, d)
é um espaco métrico compacto. Se A C Z¢, denotaremos por C(Q2, Fx) o conjunto de todas as
funcoes f : {2 — R continuas que sao JF-mensuraveis.

Defini¢ao 55. Uma interac¢ao é uma familia ® = {®Pa}ace de fungioes indexada por £ onde
by € B(YyFa) VA€ L. Nocaso em que Py € C(Q, Fa) para todo A € £ dizemos que a
interagcao ® € continua.

De maneira usual denotamos por ||® 4|l a norma do sup de ®4, isto é,
[P alloc = sup [®a(w)]-
weN

Definicao 56 (Interagao Regular). Uma interacao ® = {P 4} acy € chamada de regular se para
cada i € 72, existe uma constante ¢; > 0 tal que

Z 1Palloo < ¢ < 0.

A>i
Ac”

Observacgao. O conjunto de todas as interacoes para as quais sup;cza ¢; < 00, forma um espaco

de Banach (B, || - ||), com a norma definida por
@] = sup Y [|®a|oc.
€24 p5;

Na auséncia da limitagao uniforme das constantes ¢; podemos garantir apenas que o conjunto
das interagoes forma um espaco de Fréchet. Quando a interacao é invariante por translacao, isto
6, ®4;(Tj(0)) = ®a(o), onde (Tj(0)); = 0iyj, para todo j € Z¢ as constantes ¢; podem ser
tomadas como sendo uma constante ¢ e portanto o subconjunto dos potenciais invariantes por
translagao é um subespago de (By, || - ||)-

A partir de uma interacao podemos construir um Hamiltoniano para todo volume finito
A C Z4, da seguinte forma

Hy(o) == Y ®a(o0) (4.1)

ANAF£D
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Exercicio 40. Se ® € (By,|| - ||), mostre que existe uma constante C > 0 tal que para todo
A C Z¢ finito temos
[Hallso < CJA].

Exercicio 41. Mostre que se ® = {®Pa}ace € uma interacao reqular entao Hy € uma funcgdao
quase local para todo A C Z% finito.

Exercicio 42. Mostre que se ® = {® 4} ace € uma interagao reqular continua entio Hy € uma
fungdo quase local continua para todo A C Z2 finito.

4.1.1 Medida Produto

Teorema 57. Sejam (Ey, &, 1) € (Ea, &, pa) dois espagos de medida finita. Seja & a o-dlgebra
gerada pelos cilindros de Ey x Ey. Entdo existe uma unica medida pu : & — [0, +00] tal que

p(Fy X Fy) = pq (F1)pe(Fy) para todos Fy € & e Fy € 5.

A medida p € chamada de medida produto de jy e uo e denotada por py X fio.

Um corolario importante do teorema acima é que esta construcao também pode ser feita
para qualquer nimero finito de espagos de medida finita.

Corolario 58. Sejam n € N e (E;, &, ;) espacos de medida finita para todo j = 1,...,n.
Denote por & a o-dlgebra gerada pelos cilindros de Ey x ... X E,. FEntdo eriste uma unica
medida p : & — [0, +00] tal que

p(Fy X oo X Fy) = (Fy) oo (F) para todos F; € & com j =1,...,n.

A medida p € também chamada de medida produto e denotada por H?Zl 1 -

Em Mecanica Estatistica é muito comum falar de medida produto de uma quantidade
infinita de fatores, o caso das chamadas medidas a priori que serao definidas mais a frente.
Nesta situacao, onde precisamos lidar com o problema de definir uma medida produto no produto
cartesiano infinito de espagos de probabilidade existe uma versao dos resultados mencionados
acima que pode ser, por exemplo, obtido pelo Teorema da Extensao de Kolmogorov. Nesta se¢ao
porém apresentamos uma construcao alternativa um pouco menos sofisticada.

Seja (E,&,v) um espaco de probabilidade. Considere ) = E% e seja o a algebra das
unioes finitas de cilindros de £2. A construcao da medida produto é feita em trés etapas. Na
primeira etapa definimos uma funcao p cujo o dominio é o conjunto de todos os cilindros que
denotaremos por €. Esta funcao é definida da seguinte maneira. Se A C Z¢ finito e

11,82,..50|A|

CF17F27.__7F|A‘ ={o€eQ:0; € F, ey Oy € Fia}
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definimos o
11,82,...,%
H (CFll,Fz,...,Fl‘?/l‘> - V(Fl) L V(EA|)
Préximo passo é estender esta medida para a algebra /. Tome um elemento de & da forma

U7_,Cj, onde C; é um cilindro para todo j = 1,...,n. Entdo usando o principio de inclusao-
exclusao definimos

[ (U cj) = > wC)=> uGnC)+ > p(CNCNCL) —. .+ (=1)"u(CiN...NC,).
Jj=1 1<5<n 1<i,5<n 1<i,5,k<n

Exercicio 43. Verifique que p : &/ — [0,+00] estd bem definida, isto ¢, se UjL,D; = U7, C},
sao unioes finitas de cilindros, entdo p(UfL,D;) = p(U5_,Cj).

Exercicio 44. Mostre que se Fy € o e \J, Fj € </, entdo existe n € N tal que F; = 0 para
todo j > n.

Neste ponto da construcao ja podemos concluir que ¢ é uma fungao nao negativa que leva o
vazio no zero, é o-aditiva em /. Ultimo passo da construgao é simplesmente aplicar o Teorema
da Extensao de Carathéodory.

Teorema 59 (Teorema da Extensao de Carathéodory). Seja Q2 um conjunto e &7 uma dlgebra
de subconguntos de Q). Se i : &/ — [0,+00] € uma fun¢do ndao negativa definida em <7, o-aditiva
em o e tal que (D) = 0, entdo i se estende a uma medida p : o(</) — [0, 4+00]. Além do mais
se fi() < oo entao p(€2) < oo.

4.2 Especificacoes Locais

Definigao 60 (Especificacao Local). Uma especificagdo local é uma familia {NX)B} o satis-
P e

fazendo as sequintes condicoes:

i) Para todo A C Z% (finito) e F € F a aplicagio w — pf 4(F), onde w € Q, ¢ uma fungao
Fre-mensurdvel.

i) Para todo w € Q, uf 5 € uma medida de probabilidade em (Q, F).

i1) Para quaisquer A C T C Z% e qualquer f € B(Q, %) en € Q, temos

/Q / F(orwratiee) ™ (o) dpl 5 (w) = / F(wrriee) di ().
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Integrando com respeito a Integrando com respeito a

Kt

MA’ﬁ/\ T T

e nre nre

Figura 4.1: Condigao de Compatibilidade

Para produzir um dos principais exemplos de especificacao, que ¢ a especificagao Gibbsiana,
vamos precisar da ajuda do teorema de Fubini, cujo enunciado é o seguinte:

Teorema 61 (Teorema de Fubini-Tonelli). Sejam (21, %1, 1) € (o, Fa, u2) espagos de medida
finita € p = py X pg. Se f:Qy x Qo — [0,+00] € uma funciao F X Fy-mensurdvel, entio as
sequintes fungoes
o [ fowdmw) ¢ we [ fo.w)du(o) (1.2)
QQ Q1
sao F, e Fy mensurdveis respectivamente e

L] ewraue] ane = [ gan= [ |[ fewdue)] guw. @)
(951 Qo Q1 xQ Q2 951
Além do mais se [ : Q1 X Qo — [0, +00] € uma funcio Fy X Fy-mensurdvel que € integrdvel,
entao valem as igualdades em (4.3)) e as funcgoes em (4.2]) também sao mensurdveis e integrdveis
em quase todo ponto com respeito a pu1 € o respectivamente.

Proposigao 62. Sejam (Q,.%1) e (Qa, F2) espagos mensurdveis e f: Q1 x Qg — [0, +00] uma
fungao F x Fe-mensurdvel, entdo para cada w € Qy a fungao o — f(o,w) é Fi-mensurdvel e
para cada o € y a fun¢io w — f(o,w) € Fy-mensurdvel.

De posse destas ferramentas estamos prontos para enunciar e provar um dos teoremas
mais importantes deste texto. Este teorema mostra como construir uma classe especial de
especificacoes que serao chamadas de especificagoes Gibbsianas. Observe que nao precisamos
de nenhuma informacao topoldgica do espaco €2 e portanto esta construcao é valida também
no caso nao compacto. Apesar da prova dada abaixo usar o usar a regularidade da funcao ® é
simples se convencer que o unico papel mais importante que a regularidade joga é a existéncia
da funcao de particao. Assim nao é dificil generalizar a prova abaixo para o caso nao-regular.
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Teorema 63. Sejam (E,&,v) um espaco de probabilidade e ® uma interag¢ao regqular definida
em (EZd,f), B>0,Ae X eF eF, entao a formula

1
MX7,B(F) / XF(UAWAC) . e~ PHA(onwAe) H dV(O’i), (44)

==
Ap JEN i€A

onde Zy 5 = fEA e~ AHA(TAwA) [Lica dv(0i), define uma especificagdo local, chamada especificagao
Gibbsiana para interagao ® ao inverso da temperatura 3.

Observagao. A fungao Zj 5 ¢ chamada de fungao de partigao a volume A e ao inverso da
temperatura f3.

Prova. Primeiro devemos argumentar que o lado direito de estd bem definido. Ja que
F € F segue da Proposi¢ao |62 que fixado w € E”" ambas fungoes que aparecem no integrando de
sao funcoes & -mensuraveis e também nao negativas, logo esta integral estd bem definida.
Para verificar que esta integral é finita usamos a hipétese da interacao ser regular. De fato,

|HA<O'A(,UAc) = Z q)A(O'A(,uAc) S ZZ|<I)A(O'AMAC)’
ANAAD iEAN A>i
< Y S al
€A A>i
< ZCi
(IS

Logo

[ xrtonen) - e [Lan(oy < [ Zans TLavloy) = e Bers < o0
BEA i€A EA i€A

Como esta desigualdade é uniforme em F € F e w € EZd, tomando F = EZ° segue imediata-
mente que Z 5 < 0o. Pelo Teorema de Fubini-Tonelli temos que Z7 5 é Fpe-mensurdvel. Usando
desigualdade |Hy(opwpe)| < D cn G Ver%ﬁ‘camos que ZRs#0e portanto'l /73 5 é mensurével.
Aplicando novamente o Teorema de Fubini-Tonelli podemos ver que a aplicagao

we | p(oawe) e NI TT du(oy)
E icA

determina uma funcao Fj.-mensuravel, para todo A € Z? finito e F' € F. Isto mostra finalmente
que o item 7) da definigdo de especificacao local é valido. O item ii) agora é consequéncia direta
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do Exercicio . Para provar o item #ii) precisamos do seguinte lema:

Lema. Seja (fa)acze (os indices sdo subconjuntos finitos de Z¢) familia de funcdes positivas
F-mensuraveis fa, tal que para todo w € Q temos [, fa(oawae) [;cp dv(o;) = 1. Entdo as
seguintes afirmacoes sao equivalentes:

1. Para todo A C I' subconjuntos finitos de Z¢ e w,n € §) tais que wae = Npe temos

Jfr(m)  fa(n)
@)~ ) (45)

2. Para todo A C I' subconjuntos finitos de Z? e para todo w € €2 temos

fp(UJ) = fA(w) . /EA fp(aAwAc) Hdl/(o‘l) (46)

LIS

Prova do Lema. Vamos mostrar primeiro que (4.5 implica (4.6)).

Usando condigao [,x fa(0awae) [];cp dv(0;) = 1 na primeira igualdade abaixo e em seguida
a condigao (4.5)) na terceira igualdade temos

folw) = fol@) [ flowon) [Jdvio

(IS

= » Jr(w) fa(oawae) H dv (o)

iEA

::Lﬁmwmwﬂww

€A
= fA(w)/ fp(aAwAc)Hdu(a,;).
EN ieA

O que prova que (4.5)) implica (4.6)). Vamos assumir agora que vale (4.6). Sejam A C ' C Z% e
n,w € ) tais que nae = wpe. Por hipdtese temos

i) = o) [ selonen) [Lavto) e feto = o) [ seoran) [ avio)
J& que wpe = Mpe segue que

/EA fr(oawae) HdV<Ui) = /EA fr(oanae) de(o'i>.

1EA €A
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Logo sao validas as seguintes igualdades

fr(n) <fA(w) /EA fr(JAwAC)HdV(Uz’)> = fr(n)fr(w)

= fr(w) (fA(U) [EA fr(UAUAc)HdV(Ui)>

(IS

= Rt [ o) [Jdve)

1€EA

Portanto fr(n)fa(w) = fr(w)fa(n). Usando que estas fungoes sao estritamente positivas segue
o resultado.

Fim da prova do Lema.

No que segue vamos aplicar o lema provado acima, para verificar o item iii) da definigao
de especificacao local. Observamos que a dependéncia da fungao de partigao Zy 5 em w € na
verdade uma dependéncia apenas em wye. Por isto, abusando um pouco da notagao, é licito
escrever Zy 5 = ZXAB . Usando este fato definimos, para cada A C Z¢, a funcao fy : Q@ — R da
seguinte forma
e—BHA(0)

OAC
2

falo) =

O préximo passo é mostrar que o item 1 do lema é vélido. Assim vamos considerar A C I' C Z¢
e w,n € () tais que wpe = Npe. Pela definicao da familia (fo)pcze temos
fr(n) _ Z‘F"%C ‘ e—BHr(n)
folw) ~ ZEy e P

(4.7)

No lado direito a razao entre as partigoes ¢é igual a 1, pois wye = npe. Observe que

e—BHr(n) eﬁAsz:ﬂ@A(n)

e—BHr(w) eﬁAr;F:#@q)A(w)

Ja que ® 4 é uma fungao F4-mensuravel e nye = wye
entao para todo A C A° temos que P 4(n) = P4 (w) (pois Pa(n) = Pa(nac) = Pa(wac) = Pa(w)).
Desta observacao concluimos a segunda igualdade abaixo

6’3A“;¢@q>‘4(77)

_ Pl @am)—2a@w) | B, 2 (a()-®a(w)

P acra®A@)
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Figura 4.2: exemplo de um conjunto A onde ®4(n) = ®4(w).

Conclusao, mostramos que

fr(m) _ 8,2 (@a-®a) (4.8)
Jr(w)
Analogamente, sempre que 7ye = Wpe, temos
WAS o—BHA(n)
faln) _ Zap e P00 By ®am-Pa@) (4.9)

faw) 2R e e

De (4.8) e (4.9) segue imediatamente que
fr(m) _ faln)

frw)  fa(w)

Desta maneira o item 1 do lema estd demostrando e usando que ele implica no item 2 e a
expressao explicita de fy o que de fato ja temos é que se wye = mpc € A C I' entao

e BHr(w)  o=BHA(w) / e~ BHr(oawpe)
EA

wre = WaC wre dy(0i>
Z50 Z0h ZRFﬁ 1];!\:

r,p AB

substituindo wye = nac € usando no numerador da integral que wxe = wr\a7re temos

Zty  Zis

H dv(o;).

e—BHD(w) e BHA(wW) / e~ BHr(oawr\anre)
EA iEA

Zr’s

Como observamos anteriormente Z"; = Z} 5 e Zy% = Z3 ; fazendo esta substituigdes na
igualdade acima obtemos

Z 4 A

e—BHr(w) e BHA(w) / e~ BHr(oawr\anre)
EA

7 I dv(es) (4.10)

B i€EA

Voltaremos a utilizar esta igualdade mais tarde.
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Usando as definicoes de integral de funcao caracteristica e a definicao da especificacao

{M(‘?g} temos para todo F' € F ew € )
AeZ

1
/ X (oawpe e PHa(TAwA) H dv(o;)

XFdux g = px g(F) = —
/Q f ’ ZA,ﬁ EA icA

Usando a linearidade da integral é imediato verificar que a igualdade acima permanece valida
se no lugar de yxr consideramos qualquer funcao simples F-mensuravel, digamos, g : 2 — R.
De fato, seja g = Z;;l ajXr; a representacao padrao de g entao a seguintes igualdades sao
verdadeiras

/gd/ﬁ\,ﬁ = /ZanFj dpy
Q Q55
=D 4 / XF; Ay g
j=1 79

1
= Sag [ wlonen)e oo Tav(a)

j=1 A8 i€EA

1
= o | glorwn)e o) [Tdu(on).
Ap JEN ieA

Se f € B(Q,F) entao existe uma sequéncia de fungdes simples F-mensuraveis g, : 2 — R com
lgn| < |f| tal que g, — f. Assim segue do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue a
seguinte igualdade

1
/ fduy 5= f(oawpe e PHA(AwA) H dv(o;). (4.11)
Q

Zw
A:ﬁ EA 1EA

Logo para qualquer funcao f € B(Q2, F) temos a seguinte expressao para o lado direito do item
i1i) da defini¢ao de especificagao:
]' — o c
/ fdut 5 = 7 f(ornpe)ePHr (e )Hdu(ai). (4.12)
Q A3 JET el

Agora vamos trabalhar no lado esquerdo da equagdo que aparece no item iii) da definicao de
especificacao. Primeiro observamos que

[ [ o) s @) = [ [ k] dut o
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Aplicando a férmula (4.11]), temos que o lado direito da igualdade acima pode ser reescrito como

||z

Avaliando esta integral usando novamente (4.11)) temos

0 e BPHA(eAOr\ ANre) dv(o; —BHr (0rnre) duv(6
/EA f(oabranre)e H vio;)| e H v(0;)

i€EA el

R —BHp(opw c
o) / f(oawpanre)e”PHaloawraie Hdz/ lof} ] durﬁ( w).
AB 1EA

v ).
Zp g Jgr Z](fgnrc)

Pelo teorema de Fubini-Tonelli a integral iterada acima é igual a integral dupla
—— f(oAfranre)e —BHA(oA0r\a"re) o —BHr (Or7re) dv(o; dv(6
/EF LA Z 9F77I‘C) \ Z]éIA ’LEHF

Usando a identificacio natural de E' = EM\A x EM e novamente o teorema de Fubini-Tonelli
reescrevemos a integral acima como segue

1 1
7 Y g 9 c eiﬁHA(UAQF\AnFC)X
Zr g /EF\A /EA /EA Z{(\?gnrc)f( Afr\anre)
X e_BHF(GF”IFC)HdV<O'i> H du(@i)de(Q)

i€\ i€\ A i€

Novamente por Fubini-Tonelli podemos mudar a ordem da integracao acima obtendo

—1 / / / L o —BH 0
Z —f< AOp Aﬁrc) e~ BHA(oAO\AnPe) o
g JEA JEN\A JEA Z[(fg"”) \
X et IIdV ” du( z’)Hd”(Oi)

€A i€\ A i€A

Ja que f (UAQF\Anpc)e_ﬁHA(”AQF\A"FC) é constante com respeito a integracao nos sitios de A entao
a integral acima ¢ igual a

/ f(UAeF\AT]Fc)e_BHA(UAer\Anpc) >
EA JET\A

1 — c
X /EA Z(b’rnrc) BH Orne )de H dv(0;) de(ai)
AB

i€A i€\ A i€

usando novamente a identificacao E¥ = ET\ x E segue mais uma vez do Teorema de Fubini-
Tonelli que podemos escrever a integral acima da seguinte maneira

1 1

_Z f(UAQF\AnFC) 5HA(0A9F\A77FC)/A Z(0rnrc) —BHF(GFHFC)HCZV H dl/ Z’)Hdl/<0'z‘).
r,B EM Ly g ieA ieM\A ieA
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(rnr)

Como a funcao Z, nao depende de nenhuma das variaveis #; com i € A e Z+ ¢ um numero
r.g

(j& que n é um parametro fixado o tempo todo nesta prova) podemos dizer que a integral acima
é igual a

1 1
BHp(oAO c BHr (0 c
/F f(a gr\m]lﬂc)e aloa T\ATI ) (Hgnrc) /A - r(0rmnre) | | dV | | dl/ z) | | dV(O'z’).

r ﬁ ieA zEF\A icA

Fazendo a mudanca de varidveis 0; = o; para i € I' \ A, podemos reescrever a integral acima
como

- a c ]' 1 - g c
f(ornpe)ePHalornr )Z[(xarnrc) </ v o~ BHr(Oaor\anr HdV > Hdu(oi).
B

EF r 5 i€A i€l

)

substituindo o integrando acima usando a identidade (4.10]) obtemos finalmente que

/ |:/ fd,u (wrnre :| d:uF,B / f 0'F77FC —BHr(ornre) ____— ~ Ugnrc HdV Uz
I

el
Logo iii) estd demonstrado e isto completa a prova do teorema. O

Observacao. Como vimos na prova do teorema para especificagoes Gibbsianas podemos escrever
a condicao iii) da definigdo de especificagdo de maneira mais compacta

/Qdeu “’F"”]du?,ﬁ(w) =/Qfdugﬁ. (4.13)

Esta condicao é chamada de condicao de compatibilidade. Vamos também usar em diversas
partes do texto a seguinte notacao para nos referir a esta equagao quando f = xp

if s (F) = wit5(F).

De maneira analoga, no caso em que f é uma fungao mais geral, F-mensuravel escreveremos a
equagcao da seguinte forma 0

M?,ﬁﬂ/\,ﬁ(f) = M?,B(f)'
estas equacOes para os casos em A C A sao chamadas de condigoes de compatibilidade. Es-
tudantes com experiéncia na teoria de probabilidade podem observar que estas condicoes sao
semelhantes as condig¢oes de compatibilidade que aparecem no Teorema da Extensao de Kolmo-
gOorov.



CAPITULO 4. ESPECIFICACOES GIBBSIANAS 48

4.3 Medidas de Gibbs e o Formalismo D.L.R.

Considere A C Z? conjunto finito e 8 > 0. Por questao de conveniéncia quando estivermos
lindando com um espago de probabilidade como (2, F, 113) a esperanga condicional de uma funcao
f € LY, F,ug) com respeito a uma sub-o-dlgebra Fye C F antes denotada simplesmente por
E[f|Fac] serd agora denotada por ps(f|Fae). A razdo para esta mudanga é que na notagao
anterior estd implicito e claro qual é a medida de probabilidade em relagao a qual estamos
fazendo o condicionamento. Agora, como as medidas serao indexadas por varios indices como,
por exemplo iy 5, a notagao anterior poderia se tornar bastante imprecisa. Quando f for a fungao
caracteristica de um conjunto F', ou seja f = xp, usaremos também a notagao ug(F|F) para
denotar pg(xr|F¢). Alternativamente mas com menos frequéncia usaremos também a notacao
E,, [f1Fx]

Exercicio 45. Seja {uf\')ﬁ} uma especificacao Gibssiana associada a uma intera¢ao reqular
) ANey

®. Mostre que para todo B € Fpe, temos ug“%(B) = x5(w) para todo w € Q.

Definigao 64 (Medidas de Gibbs- DLR). Sejam (E,&,v) um espago de probabilidade, > 0

fizxado e {M(.?ﬁ}AEK uma especificacao Gibbsiana local definida por uma interagao reqular ® em

(E™, F) como no Teorema @ Uma medida de probabilidade p15 : F — [0, 1] € chamada de uma
Medida de Gibbs para esta especificacdo se, e somente se, para todo A C Z¢ finito e todo F' € F
temos a sequinte igualdade

ps(FIF) (W) = ki s(F)  pg = q-t.p.

O conjunto de todas as medidas de Gibbs satisfazendo as condi¢oes acima é chamado conjunto

das medidas de Gibbs para interacao ® no inverso da temperatura (3, notagdo Qg“*(@).

Teorema 65 (Equagoes DLR). Seja {,u(')ﬂ}[\ ,, uma especificagao Gibbsiana local definida por
) Ae

uma intera¢io reqular ® em (E*',F). Uma medida de probabilidade jz € My(Q,F) é uma

medida de Gibbs para especificag¢ao {N(.)g} se, e somente se,
) Ae”

13 ,u('?ﬁ = g, para todo A C Z% finito.

Observacao. As equacgoes acima sao chamadas de equacoes DLR em homenagem a Dobrushin,
Landford e Ruelle.
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Prova. Se s € Gg(®) e f € B(Q,F) entdo para todo A C Z¢ finito, temos ug(f|Fac)(w) =
13 5(f), tp-q.t.p.. Por definigio da esperanga condicional temos

/uﬁ(f!ﬂe) dpg| Fpe Z/fduﬁ
Q Q

e portanto fig /LE\'?B = ug, para todo A C Z? finito.

Reciprocamente, suponha que jig M&?/g = g, para todo A C Z? finito e seja f € B(Q, F).
Assim temos g pa g(f) = ps(f), isto é,

/Qu?i,g(f) dNB:/Qf dpg.

Segue do Exercicio que pf 5(B) = xs(w), paratodo B € Fje. Usando este fato, substituindo
f por xp - f nas integrais acima e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada podemos
afirmar que

/ px s(f) dps = / fdpg, para todo B € Fje.
B B

Como B ¢ arbitrdrio e a aplicacao que leva w +— uf 5(f) é Fac-mensuravel segue da definigio de
esperanca condicional que

R(f) = na(f1Fae).

Finalmente tomando f = yr, onde F' € F, completamos a prova. ]

Exercicio 46. Sejam ® uma interagio reqular e B > 0. Mostre que Gg*(®) € um conjunto
convezo e fechado com respeito a topologia fraca.

Dica. Para mostrar que Qg“*(q)) ¢ fechado na topologia fraca, mostre que para toda sequéncia

DLR

(Hn)nen em GE(®) que converge para p entdo temos que p € G5 (®). Lembrando que ji, — i,
se para toda f € C(Q2,R) temos

lim [ fdu, = / fdpu.

Teorema 66. Fizada uma interacao reqular ®, § > 0 sao equivalentes:
1. p e Ggm ().
2. 1g Hag = Hg, para todo A C Z¢ finito.

3. 1g fia,.8 = pg, onde (A,)nen € uma sequéncia absorvente arbitrdria.
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Prova. Basta mostrar que § implica 2. Ja que (A,).en € uma sequéncia absorvente, fixado
A C 72 finito, existe ny € N tal que A C A, para todo n > ng. Pelo item iii) de especificacao
local temos

MR 1 = 1R, 5
Integrando com respeito a pg ambos membros da igualdade acima e usando a hipdtese que as
equacoes DLR valem em A,, temos

Mg ME\?E = Hs- /f}(n,g ) ME\-?E = Hp- an,,ﬁ = HUp-

Portanto o teorema estd demonstrado. ]

4.3.1 Existéncia de Medidas de Gibbs

O principal resultado desta secao é sobre a existéncia de medidas de Gibbs para uma classe muito
geral de espago de estados e potenciais. Vamos considerar (E, d) espago métrico compacto e ¢ =
{® 4} acy interagao regular definida em (Ezd, F). Sob estas hipdteses no potencial e no espago de
estados F a existéncia de uma medida de Gibbs serd demonstrada usando o limite termodinamico
e a compacidade fraca de M;(Q2, F). Na verdade um fato bem mais forte serda provado, todos
pontos de acumulagao de sequéncias de medidas de Gibbs a volume finito uy ; satisfazem as
equagoes DLR. Portanto o Teorema (66| ird garantir a seguinte continéncia Gg(®) C Gg**(®).
No final desta secao usando um resultado sobre separacao de convexos mostraremos a reciproca
deste resultado, ou seja, que Gz(®) = G5**(®) !

Defini¢ao 67 (Propriedade de Feller). Sejam (E,&,v) um espago de probabilidade, {M(-)B}A P
’ €

uma especificacao local em (Ezd, F). Dizemos que esta especificacio tem a propriedade de Feller
se para toda f : Q — R continua e A C Z% finito a aplicacdio

— dus
w /Ezdf HA. B

€ continua.

Exercicio 47. Sejam (E, &, v) um espago de probabilidade, {M(.)ﬂ}A P uma especificacao Gibb-
9 e(

stana definida como em (4.4) por uma interagao reqular ® em (EZd,]—"). Mostre que esta espe-

cificacdo tem a propriedade de Feller.

Teorema 68. Seja (E,d) um espa¢o métrico completo e separdvel e ® = {®P s} acy interagao

reqular definida em (E%', F). Seja {M(.)B}A .0 especificacao Gibbsiana definida pela intera¢ao
P Ae
reqular ® como em (4.4). Dada uma sequéncia (wy)nen em Q e uma sequéncia absorvente

(Ap)nen em Z2, seja pg € My (Q, F) um elemento qualquer do conjunto de pontos de acumulagao
da sequéncia de medidas de Gibbs a volume finito (5" Jnen. Entdao pg € Ga(®).
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Prova. Ja que a especificagao { MX)B}A P satisfaz a propriedade de Feller (Exercicio D sabemos
’ €

que dada f € Cy(Q, F) e n € N a aplicacdo w — pf, 5(f) é continua. Deste fato e da definicao
da convergencia fraca uy" ; — g e das condigao de compatibilidade iii) para especificagoes,
para todo A C Z% finito temos

e 1a(f) = m i - s (f) = lim g 5(F) = ps(f).

Para completar a demonstragao basta usar a equivaléncia dos itens 1 e 2 do Teorema [66]

Definicao 69. Seja V um espaco vetorial sobre R e C C'V um conjunto convero. Dizemos que
dois subconjuntos A, B C C' sao estritamente separados por um hiperplano, se existem a € R e
um funcional linear continuo F : V — R tais que F(x) > a para todo x € A e F(x) < a para
todo x € B.

F(x)=a

Figura 4.3: Separacao estrita de A e B.

Teorema 70 (Teorema de Separacao por Hiperplanos). Seja V um espago vetorial sobre R e
C C V um conjunto convexo. Se A, B C C' sao subconjuntos convexros disjuntos tais que A é
compacto e B € fechado, entao eles podem ser estritamente separados por um hiperplano.

A prova do Teorema de Separacao por Hiperplanos pode ser encontrada em [23], pagina 130.

Teorema 71. Seja (E,d) um espago métrico compacto e ® = {® 4} acy intera¢ao regular de-

finida em (EZd,f). Seja {,u(')ﬁ} P a especificacao Gibbsiana definida pela interagao ® como
P ) Ae

em (4.4). Entao Gs(®) = G5*(®).

Prova. Seja f € C(Q2, F). Ja que Gs(P) C M;(Q, F) é um subconjunto fechado e M; (2, F)

¢ um espago métrico compacto segue que Gg(®) é compacto. Considere a aplicagao Jy :
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M (Q, F) = R que associa p — pu(f). Afirmamos que esta aplicacao é continua. De fato, se
dada qualquer sequéncia (fi,)nen em My (€, F) temos pela definigdo de convergéncia fraca que

pois f € C(2,F). Mas isto é equivalente a dizer que u,(f) — wp(f). Como (tn)nen € uma
sequéncia arbitraria em M;(€, F), temos que J; é continua. Assim podemos afirmar que
J;(Gs(®)) é um subconjunto compacto da reta. Vamos supor que Gg(®) & Gp*(P). Ja que
ambos sao subconjuntos convexos compactos existem, pelo Teorema de Separacao por Hiper-
planos, um funcional linear continuo ¢ : M;(Q,F) — R, uma medida v3 € Gg*™*(®) e a € R
tais que ¢(Gs(®)) C (a,+00) e p(rz) € (—o0,a). Podemos mostrar que ¢ = J; para alguma

feC(Q,F), veja [7], pagina 125 Teorema 1.3.
( Jr(Gs(®))

. st -
vs(f) pomin(f)

Figura 4.4: Separacao de Convexos

Ja que J¢(Gg(®P)) é um compacto da reta e vg(f) ¢ Jp(Gs(P)), existe € > 0 tal que

A(vs(1). J5(Ga(@))) = <.

A menos de uma translagao e uma homotetia podemos supor que

d(vs(£), J1(G5(®))) =1

e também que
v(f) < =1, e pg(f) >0 paratodo ug € Gs(P).

DLR

Usando que v € G3 (®) segue do Teorema [66| que para qualquer sequéncia absorvente (A,,),en
em Z¢, temos

v (15,.5()) = valf) < 1.
Portanto para cada n € N, deve existir pelo menos uma configuragao w,, € €2 tal que
i () < —1. (4.14)

A menos de subsequéncia temos que p3" 5(f) — ps(f) para alguma s € Gg(®). De (4.14)) segue
que pg(f) < —1. Mas isto é uma contradicdo, pois pg(f) > 0 para toda pg € Gg(P). O



Capitulo 5

Transicoes de Fase

Nas secoes anteriores estabelecemos alguns fatos elementares sobre o cojunto das medidas de
Gibbs. No caso em que o espaco de spins E' é um espago métrico compacto e & uma interagao
regular mostramos que Gg(®) é nao vazio e que Gg(®) = Gg**(P), ou seja, que ambas as defini¢oes
podem ser tomadas como ponto de partida da teoria das medidas de Gibbs. Neste capitulo vamos
estudar a possivel mudanca deste conjunto quando variamos o parametro 5. Na proxima secao
apresentamos um importante Teorema devido a Dobrushin sobre unicidade das medidas de Gibbs

em altas temperaturas (5 pequeno).

O critério de Dobrushin é uma poderosa ferramenta utilizada para concluir que para tem-
peraturas suficientemente altas uma grande variedade de modelos possui uma tinica medida de
Gibbs. Assumindo que temos esta informacao é natural nos perguntarmos se esse comporta-
mento se estende para todo o regime de temperatura, ou seja, se para todo [ é verdade que
|Gs(P)| = 1. Esse questionamento sugere a seguinte definicdo que adotaremos para o fenémeno
de transicao de fase:

Definigao 72 (Transigdo de Fase). Diremos que um modelo de interagdo regulmﬂ ® apresenta
transi¢ao de fase quando eziste 5 > 0 tal que |Gz(P)| > 1.

Transicao de fase é uma expressao de muitos significados tanto na literatura de Fisica
quanto na de Matematica. Em geral esse termo é usado quando ao variarmos algum parametro
do sistema de interesse observamos uma mudanga em seu comportamento.

Nosso ponto de vista é o de dizer que ocorre transicao de fase quando ha uma mudanca no
nimero de elementos do conjunto Gg(®). Poderfamos ter definido como transigao de fase o fato
das correlagoes do sistema terem diferentes decaimentos para diferentes valores de 5 ou mesmo

'E possivel definirmos transicio de fase para interacdes mais gerais para as quais exista a especificacdo ou
definirmos transicao de fase para a especificacao diretamente, voltaremos neste ponto mais adiante

53
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quando alguma funcao termodindmica apresentar pontos de nao-diferenciabilidade (a Pressao
por exemplo).

Para os estudantes pouco familiarizados com estes conceitos esclareceremos no futuro o
que significa cada uma destas outras maneiras de definir transicao de fase e mostraremos que
no caso do Modelo de Ising bidimensional ferromagnético fixado f > 0 o fato da Pressao nao
ser diferencidvel (em relagdo ao campo externo h) quando h = 0 implica que temos mais de
uma medida de Gibbs para este 5. Esse é um exemplo onde um ponto de nao-diferenciabilidade
implica a existéncia de mais de uma medida mas nem sempre estas nogoes coincidem, voltaremos
nisso mais tarde.

Outros autores adotam a definicao de que o modelo apresenta transicao de fase quando
a Pressao deixa de ser analitica em algum ponto, definicao adotada por muitos livros e artigos
que estudam medidas de Gibbs com enfoque mais voltado para as areas de Sistemas Dinamicos
e Teoria Ergddica. Tais areas ainda possuem uma terceira definicao de medida de Gibbs que
provaremos que coincide com as duas ja apresentadas para uma classe relativamente grande de
potenciais.

Ainda neste capitulo vamos mostrar que no modelo de Ising bidimensional o conjunto das
medidas de Gibbs em baixas temperaturas tem pelo menos dois elementos. Como ja sabemos que
este conjunto é convexo isto implicara imediatamente que existe uma quantidade nao enumeravel
de medidas de Gibbs (o0 segmento de probabilidades ligando estas duas). Para provar isto vamos
usar um famoso argumento que carrega o nome de quem o inventou conhecido na literatura
como argumento de Peierls. A técnica tem um forte apelo geométrico e em linhas gerais troca
o espaco de probabilidade das configuragoes por um espaco de probabilidade de contornos com
pesos, a maioria das provas conhecidas para mostrar que temos mais de um elemento em Gg(®P)
sao variacoes deste argumento.

Passamos agora para o critério de Dobrushin que nos garante a unicidade em altas tempe-
raturas e logo depois apresentaremos um prova direta de uma classe de modelos unidimensionais
de curto alcance possuem uma unica medida de Gibbs para todo [, ou seja, nao apresentam
transicao de fase. Nesta classe esta incluida por exemplo o modelo de Ising de interacao de
primeiros vizinhos unidimensional.

Aqui cabe um comentério historico, o fato é que Ernest Ising em sua tese de doutorado
descobriu o fato de que em dimensao 1 o modelo (na época ainda nao chamado de modelo de
Ising) nao apresentava transi¢ao de fase. Até ai tudo correto, no entanto Ernest afirmara na
época que o resultado se estendia para dimensoes maiores, o que é falso como veremos a seguir.
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5.1 O Teorema da Unicidade de Dobrushin

A construcao de uma especificagao Gibbsiana como feita na se¢do anterior envolve um espago
de probabilidade (E,&,v) “a priori”que na verdade poderia ser apenas um espago de medida
finita, mais uma interacdo ® = {®} 4 regular e uma especificagdo da forma

1
/ XF(oawpe) - e PHAAwA) H dv(o;). (5.1)
EA

=7
AB i€EA

MX,,@(F)

Apds dada esta estrutura definimos “a posteriori”o conjunto das medidas de Gibbs
Gs(®) = {up : F — [0, 1] medida de probabilidade : pug(A|Fpc)(w) = py 5(F) pp — q-t.p}.
Por isto nos referimos a medida v do espago de probabilidade (F, &, v) como a medida a priori.

Definicao 73 (Distancia da Variacao Total). Sejam (2, F) um espaco mensurdvel. Dadas
quaisquer p,v : F — [0,400) medidas finitas. Definimos a distancia da variagao total entre p e
v por
I = v =2 sup |p(A) — v(A)|
AeF

Teorema 74 (Teorema da Unicidade de Dobrushin). Sejam (E,d) espa¢o métrico compacto e
& a o-dlgebra de borel de E. Considere @ = E%" ¢ {Mx)g} ,, uma especificacao local em (2, F)
9 c G

satisfazendo a propriedade de Feller. Para cada pari,j € 7 defina

1
N |
Pij i IHGye T By
wp=ny V k#i
Se a condi¢ao de Dobrushin
sup Z pij <1
jezs i€z

¢ satisfeita entao a especificacao local é compativel com no mdrimo uma medida de Gibbs.

Prova. Para cada f : Q — R funcdo continua, vamos denotar sua variacdo no ponto i € Z% por

6;(f) = sup [f(w)— f(n)

w,neN
w=n V k#1

e sua variagao total por
A(f) = Z 9i(f)-
i€z
Chamaremos de T o conjunto de todas as fungoes reais continuas definidas em €2 de variagao

total finita, isto é, T = {f € C(Q, F) : A(f) < +oo}.
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Exercicio 48. Mostre que para toda func¢ao f € C(Q,F) existe uma sequéncia (fn)nen em T
tal que || fr. — fllo = 0 quando n — oco. Em outras palavras, T é denso em C(2, F) na topologia
da convergéncia uniforme.

Préximo passo serd construir uma fungao T : C(Q, F) — C(Q,F). Seja iy, is,... uma
enumeracao de todos os pontos de Z? (que estara fixada em toda a demonstracao) e para cada
f € C(Q,F), vamos mostrar que a aplicagao que leva f — T(f) dada por

Tf(n) = lim ) 5 - )y 5(F): (5.2)
esta bem definida.

Vamos usar os seguintes fatos para justificar que o lado direito acima estd bem definido.
Exercicio 49. Se (E,d) ¢ espago métrico compacto entdo C(E™ | F) = Cuoc E*, F).
Exercicio 50. Existe o limite em para toda f € Cioe(2, F) e Tf € C(2, F).

Dica. Prove que M({.i)l},ﬁ Mf{;)n},g(f) ¢ uma sequéncia de Cauchy em (C(Q, F), | - ||c)-

Seja f € Cyoc(2, F) € (fn)neny uma sequéncia de Cauchy em Cj,. (2, F) satisfazendo || f,,— fllcc —
0, quando n — co. Dado € > 0 existe ny € N tal que se m,n > ny entao temos

T(f)@) = T(fa) @) = lm | s - 1y 5(fa = fn)
S an - meoo
< €.

Desta forma podemos definir para cada w € €2
T(f)(w) = lim T(f,)()

Exercicio 51. Mostre que se f € Cyoc(2, F) entdo a fungdo T(f) estd bem definida, isto €, ndo
depende da escolha da sequéncia de Cauchy usada na igualdade acima.

Ja que (Cuoc(2, F), || - [|oo) € um espaco de Banach e (T(f,,))nen ¢ uma sequéncia de Cauchy
neste espaco entao seu limite T(f) € Chyoe(Q2, F). Usando agora que C(E%"| F) = Cyoo( B, F)
temos que T(f) estd definido para toda funcao continua.

Se pg ¢ uma medida de probabilidade especificada por { ,ug\')ﬁ}A , segue do Teorema da
’ CZ

convergencia dominada e das equagoes DLR que
pa () = g (Tim )5 )y 50)

= m ”gz')l}ﬁ “(%)n},ﬂ(f> (5:3)

= pug(f).
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Proximo passo € mostrar que T é uma contragao com respeito a semi-norma A, sempre que

suprZ]§a<1

jezs €74

isto é, vamos mostrar que A(T(f)) < aA(f), para qualquer fungao f € T.
Lema. Seja f € T. Entao

L 0i(pqayp(f)) = 05
2. para i # j, temos 0i(pgsy,6(f)) < 6:(f) + pi0;(f)-
Prova do Lema. A propriedade 1 segue diretamente da definicao de especificacao local ja que

pgy8(f) € Frije-mensurdvel e portanto nao depende da varidvel de spin no sitio 7. Logo sua
variagao neste sitio é zero. Prova do item 2. Suponha que i # j entao

oi(pgys(f) = Sup, 155y, (f) = 1s3,5(F)]
wp=ny V k#i

= sup
w,meN
wr=n, V k#i

/f 0j,wijte) Ay 5(0) /f 7, Niye) Ay 5(0)

Somando e subtraindo dentro do mdédulo da expressao acima a seguinte integral
Jo (o5 m055 d,u{]}ﬁ( o) obtemos a seguinte desigualdade

(1.6(0)

Silpgypa(f) < sup U | f (o), wigye) = flog,mgye)

w,neN
W=k V k#i

|

/f j Njpe) dﬂ{]}g /f 75 Mgye) diifjy 5(0)

O primeiro termo da soma acima € por definicao de variagao cotado por

sup / (o) — F(osni)| diy 5(0) < 8(F).

w,nEN
wi=n, V k#i
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Para o segundo termo usamos o fato de que a integral de qualquer funcao constante com respeito
a qualquer medida de probabilidade é a propria constante. Tomando esta constante igual a
infE f(75,n¢;3) podemos reescrever a segunda parcela como segue

;€

su oi,nine) — inf f(7,nne)] dul, o(o)+
Sup ‘/Q[f( 72 15)e) Jnf F (T nGy)l digy,5(0)
wi=mni V k#i

+ [ Flormon) - i £y duy ()
Q T,EE
Observando que em ambas as integrais acima que o integrando é o mesmo segue diretamente da

definicao da distancia da variacao entre duas medidas que o valor absoluto acima é majorado
por

1
2 oo H“{a},ﬁ Hisve|| 93 (F)
wr=n ¥V k#i

Combinando as estimativas das duas parcelas terminamos a prova do item 2 do lema. Seguimos
com a demonstracao de outro lema auxiliar

Lema. Seja f € T. Se sup Z pij < c. Entao para todo n € N temos
jezd i€zd

A(“f{.i)l},ﬁ “gzn}ﬁ ) = O‘Z% + > 6.(f) (5.4)
k>n+1
Prova. A prova serd feita por inducao em n. Note que o caso n = 1 é verdadeiro pela definicao

de A. De fato, por hipétese temos sup p;;, < «, isto ¢,
jezd

1 w .
Piin =5 SUD H,U{il},ﬁ - “?il},BH <a para todo j € Z*.

w,neN
wg=ny V k#j
Logo
Ay 5(0) =0 (i 500) + D2 8 (] (D) < a8 (5) + D2 85, (£).
k>2 k>2
Pela hipdtese de indugao temos
Ay 1y s 1 (D) < @D D)+ D Sl 5(0):

k=1 k>n+1
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Observe que a primeira parcela, no segundo somatério acima é nula, isto é, 6;, ., ( uf{'i)nﬂ} ﬂ( f))=0.
Usando este fato e o item 2 do primeiro lema podemos cotar ambas as parcelas da desigualdade
acima por

o Z[(Szk(f) t Piging - 5ln+1(f)] + Z [5lk(f) t Piging - 5in+1(f)]
k=1 k>n+2

que por sua vez ¢ menor ou igual a

k=1 k=1

k>n+2
Como estamos assumindo que sup;czq Y iezd Pij < o, o segundo somatorio acima ¢é limitado
superiormente por ad;, ,,(f) e assim o lema estd demonstrado.

Utilizando o lema acima ja podemos mostrar que T é uma contracao com respeito a semi-norma
determinada por A. De fato, para toda f € T temos diretamente do lema anterior e da defini¢gao
de A, tomando o limite n — 0o, que

ATS) < lim A(uf)y, o a1 500)

k>n+1

IN

lim
n—oo

= @Z5ik(f)

= aA(f). (5.5)

Outro fato importante que serd necessario para no curso da demonstragao é que se A(f) =0
entao f = const.. Observe que para provar este fato é suficiente mostrar que

sup f(w) — inf f(w) < A(f). (5.6)

we

+

De fato, ji que f é continua, dado ¢ > 0 existe A C Z? finito e w™,w™ € Q, com W}, = wy., tais

que
sup f(w) < flwh)+e e flwT)—e < inf fw).

weN weN

Usando uma expansao telescopica temos

Flh) = flw7) <> 65 <A,

(IS
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de onde segue imediatamente que
sup f —inf f < A(f) + 2¢

e esta cota prova que se A(f) = 0 entao f = const..

Agora vamos usar os fatos mostrados acima para finalizar a demonstracao do Teorema de
Dobrushin. Suponha que ps seja uma medida especificada por {,u(')ﬁ} o entao segue de (|5.3))
) Acz

que
ps(f) = ns(T(f)) = ps(T"(f)) (5.7)

Usando a desigualdade iterativamente temos que A(T"(f)) < a™A(f), como a < 1 esta
desigualdade implica imediatamente que existe o limite lim,, ., A(T"(f)) = 0. Vamos mostrar
em seguida, que este fato implica que para todo w € § existe lim, . T"(f)(w) = T*(f)(w),
além do mais que esta fungao é constante, isto é, T(f)(w) = c(f).

Observe que para qualquer f € T temos T(f)(w) < sup,cq f(w) e portanto sup,co T(f)(w) <
sup,cq f(w). Aplicando iterativamente esta desigualdade temos para todos naturais m > n que

sup T (f)(w) < sup T"(f)(w) < sup f(w)

weN we weN

por outro lado, temos que inf,cq f(w) < T(f) e tomando o infimo nesta desigualdade temos
também que inf,cq f(w) < inf,eq T(f). Dai para todos naturais m > n temos

inf f(w) < inf T"(f)(w) < inf T™(f)(w).

we weN weN

Portanto sup,cq T"(f)(w) e inf,cq T™(f)(w) sdo sequéncias de nimeros reais monétonas ambas
limitadas superiormente e inferiormente por sup,.q f(w) e inf,eq f(w), respectivamente. Logo
ambas convergem. Denotamos seus limites por

T2(f) = Jim supT*(f)(w) e TZ(f) = Hm inf T(f)(w)

Pela propriedade de Feller temos que T"(f) é uma fungao continua, assim podemos aplicar (/5.6
e concluir que

sup T"(f)(w) — inf T"(f)(w) < A(T"(f)).

weN wef

Como sabemos que A(T"(f)) — 0, segue da desigualdade acima que TP (f) = T®(f) = T>(f).
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Pela definicao de supremo e infimo temos para todo n € N

() - 5 (T + T

2 we we

3 [T = s (D) + T(7)(w) — inf T'(7)(w)
<
LT (D) s T (F)(w)| + 5 [T W) — inf T()(w)
weN we

wef)

3 (5T - T + 5 (T - 1 T

1
5 (5w T () - inf (1))
Jé que sup,eq T"(f)(w) +infueq T"(f)(w) = T*(f) e que sup,eq T"(f)(w) —infueq T"(f)(w) —
0 quando n — oo concluimos da desigualdade acima que para todo w € ) que existe

lim T"(f)(w) = T=(f).

n—oo

Usando este fato em (5.7) e o Teorema da Convergéncia Dominada concluimos que se g e vg

sao compativeis com a especificacao { u(')ﬂ} ] entao
") ACZ

ps(f) = T ps(T"(£)) = T=(f) = lim vs(T"(f)) = ().

n—o0

para qualquer f € 7. Como T é um conjunto denso em C(£2, F) e © é um espago métrico
compacto, segue do Teorema de Riesz-Markov que g = vg. O
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5.2 Critério de Unicidade de Dobrushin Para
Especificagcoes Gibbsianas

O objetivo desta secao é mostrar como podemos usar o Teorema de Dobrushin para concluir que
|Gs(P)| <1, com ® sendo uma interacao regular e 3 suficientemente pequeno. No caso em que
o espaco de estados 2 é compacto sabemos G(®) # () e portanto teremos a partir do Teorema
de Dobrushin um critério de unicidade de medidas de Gibbs. No final desta secao apresentamos
também alguns exemplos de aplicacao deste teorema e discutimos sua otimalidade.

Lema 75. Seja (2, #) um espaco mensurdvel e i, po : F — [0,400) duas medidas finitas tais
que p1(Q) = ua(Q). Se existe uma medida p : F — [0,400) tal que p K py e p K pg e se

— dm — dp2 5
1= €92= 1 Entao

lar — piall = / 91 — gl .
Q

Prova. Para qualquer f : 2 — R funcao .%-mensuravel limitada e m € R temos

/Qfdul—/ﬂfdm

/(f —m)(g1 — g2) dp
Q

< [l saldu 17 = ml
Q
com a igualdade sendo valida se

f—m=sign(g1 — @) f —mle. (5.8)

Para f = xp, onde F' € % e m = 1/2, temos imediatamente a seguinte desigualdade

/XFd,Ul_/XFd,UQ
Q Q

|1 (F) — pa(F)| <

< /\gl ~ goldp | — mlloe
0

1
- = — | du.
2/9|91 92| dp

Desta desigualdade e da defini¢ao da distancia da variacao total segue que || — piaol| < [ |91 —
g2| du. Para finalizar observamos que a fungao caracteristica do conjunto F* = {w € Q : ¢;(w) >
g2(w)} é tal que yp- —1/2 = 1/2-sign(g; — ¢2) e assim a equagao (5.8)) é satisfeita com m = 1/2
e portanto

* * 1
|1 (F7) = pa(F )|:§/Q|91—92|dﬂ-
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Mostrando que de fato temos

Hﬂl —M2H :/ ’91 - gz!du-
Q

[

Teorema 76. Sejam (E,&,v) um espago de probabilidade que é também um espago métrico
compacto com respeito a alguma métrica d, ) = EZ ¢ @ = {®P A} ace uma interagio regular
definida em (S, F). Considere Hamiltoniano a volume A dado por

Hy(o) == Y  ®a(o)

ANAF£Q

e seja {ME\.?B}AGZ a especificacao Gibbsiana definida por

NX,B(F)

1
/ Xr(oawpe) - e PHaloawnc) H dv(o;).

- 2R I ieA
Para todo 8 > 0 satisfazendo

1

sup > (|A] = 1)[[@allc < -

i€Zd Ao ﬁ

temos que |Gg(®)| < 1. Além do mais se E é compacto entao para todo 3 satisfazendo a condigdo
acima temos |Gg(P)| = 1.

Prova. Sejam i,j € Z% tais que i # j, w,n € § tais que wye = npye. Considere as fungoes
fo, f1: 2 — R dadas por

folo) = =BHy(ojwyye) e filo) = =BHg(amgye)-

eseja f = f1 — fo. J& que w e n estao fixados podemos pensar que f, fo e fi sdo fungdes apenas
da variavel de spin no sitio 7. Seja

Var(f) := sup [f(o1) = f(o2)| = sup f(o) — inf (o).

01,02€ oeN

Claramente temos

Var(f) < B sup Y |Hgy(ognge) — Hep(owgye) — Hey (mimgye) + Hey (Tjwgye)

UjvTjEE ABJ

28 ) 5;(®a). (5.9)

As{i,j}

IN
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Para cada 0 <t < 1 defina f, :=tfy + (1 —t)fo = fo+tf,

eft
9= 7% € Ve = giv.

fE eft dv

Tomando t = 0 e t = 1 obtemos respectivamente

efo e~ PH(; (05055¢)
= UV = L — -V
Ko go J‘E efo dV fE e_BH{j}(U]'w{j}c) dV

o1 e*ﬁH{j}(Uﬂ{j}C)
=q v = R v
Hi = g1 [ ehdv [ e P Emse) gy

Note que pg = u?j} g€ = ;/{7].} 5 Assim para obter uma cota superior para

1

L= w _ "

Pri =3  Sub, Hﬂ{j},ﬁ “{j}ﬁ” ‘
W=k ¥ ki

basta cotar superiormente |10 — 11| Neste caso como pg e p1 sdo absolutamente continuas com
respeito a medida a priori p podemos aplicar o Lema [75] o Teorema Fundamental do Célculo e
o Teorema de Fubini-Tonelli para obter a seguinte majoracao

o — ] = /|go—gl|du
Q
1 d :|
= — g dt‘ dv
LI e
1
< |/
0 Q

Exercicio 52. Mostre que a aplicacdo t — g; € diferencidvel para que fique justificada a sequnda
wgualdade acima.

d

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada podemos mostrar que

d

7 Eeftdi/:/Ef-efth
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aplicando entao a regra do quociente segue que

d feft.[f eftd,/_eft. f f- eftd,/

it [fyet ]’

= fgt—gt/f'gth
E

o]

Usando a expressao acima no lado direito de ([5.10) obtemos a seguinte estimativa

b o)
_ /0 _/Qf /fdytdyt}dt

< /01 _/Qf—/Efdutzdut] dt.

o — |l < dv dt

N

Para obter a desigualdade acima usamos que v, é medida de probabilidade e também a desigual-
dade de Cauchy-Schwarz. Ja que para todo m € R temos

[/Qf_[Efd”t dyt] V,f mf? dvt}

segue que

1 3
o — mill < /[Au—mequSW—mm.
0

Escolhendo |
m=§Gwﬂ®+gy®07

oeN



CAPITULO 5. TRANSICOES DE FASE 66

obtemos a seguinte estimativa

I =l = s £(0) = 5 (sun i) + i fic) )
oeq) oeN o€
= L sup|f(0) — sup (o) + f(0) — inf f(o)
oeN oeN oe

IN

1sup (‘f(a) —sup f(o)

2 5e0 oe

" ‘f(a) ~ inf f(o)

B (Sup fo) = f(o) + (o) — inf f(a))

2U€Q ogeQ oe)
— var(y)
= 2 ar .

Portanto temos 2|[po — pu|| < Var(f). Como jéd comentado anteriormente o = pf), 5 € 1 =

1i{;15- Logo 2 H/j{”j}’ 5 — My, BH < Var(f). Pela desigualdade (5.9) concluimos que

H“‘fy‘}ﬁ - /‘7{9},5” <B Y (@)
4303}

Como estamos supondo desde o inicio da prova que w;e = 7y} a desigualdade acima implica
pela definicao de p; ; que

Pij Sg > 5;(®a).

As{i,j}
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Consequentemente, usando que p;; = 0,

Sou < DY @)

i€zd iz As{i,j}
i#]

BY Y ®Palls

i€z® A3{i,j}
i£]

= B Y 0al

A3j i€A
i#]

= 5 (1Al - D] 2all~

A>j

IN

Tomando o supremo sobre todos os pontos j € Z¢ obtemos

sup > pij < Bsup > (JA] = 1) ®al|oc-

—7d - —7d /
JELE e JELT A3j

Como toda especificagao Gibbsiana definida a partir de uma interacao regular tem a propriedade
de Feller, basta aplicar o Teorema de Dobrushin para concluir a prova deste teorema. O

Exercicio 53. (Gas de Rede) Sejam E = {0,1} e u a medida da contagem sobre o conjunto
das partes de E. Denote por £ a colecio de todos os subconjuntos finitos de Z¢. Considere a
interacio ® = {® 4} ace em (B, F) dada por

{K(A), sewy = 1;

0, caso contrdrio,

onde |K(A)| < e 24l se #4 <3 e K(A) =0 caso contrdrio. (® é conhecido como potencial de
um gas com estado de vacuum 0.)

para quais valores de B o critério de Dobrushin garante que este modelo tem apenas uma medida
de Gibbs ¢

Exercicio 54. (Modelo de Ising de primeiros vizinhos com campo magnético) Sejam
E={— 4} epn=16; +30_ a medida a priori uniforme. Considere a interagio ® = {P 4} acy
em (B, F) dada por

Jooj, se A={i,j} e|i—jll=1;
b 4(0) = < hoy, se A={i};

0, caso contrario,
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onde J,h € R sao constantes fizadas. Encontre em funcao de J, h e d o valor maximo de [
fornecido pelo Teorema[76. O que acontece com 3 se d — oo ?

Exercicio 55. (Modelo de Ising de longo alcance) Sejam E = {—,+}, p = 304 + 36_,

e>0 eparai#j,
1

= = g

Considere a interacio ® = {® 4} acy em (EX, F) dada por

0, caso contrdrio,

(I)A(O'): {JZJUzgja se {Zaj}a

Mostre que ® € reqular e em sequida, encontre uma estimativa para o maior valor possivel de 3
para o qual o Teorema [76 garante a unicidade da Medida de Gibbs deste modelo.
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5.3 Transicao de Fase e o Argumento de Peierls

Ja que estabelecemos condigoes para unicidade de Gg(®) é natural procurar por situagdes onde
a unicidade nao é vélida. A possibilidade da existéncia de mais de uma medida de Gibbs para
modelos tipo de Ising, e o estabelecimento deste fato por argumentos rigorosos em varios modelos,
como Ising, constituiu um dos grandes triunfos da Mecanica Estatistica.

Ao contrario do que acontece no estudo da unicidade da medida de Gibbs, onde temos o
critério de Dobrushin que é bastante geral, o estudo de transicao de fase requer com a técnicas
atuais o estudo de caso a caso. Existem varias ferramentas para investigar estes problemas,
uma das mais poderosas é conhecida como chamada teoria de Pirogov-Sinai, mas mesmo depois
de ter sido bastante desenvolvida ainda é uma ferramenta que esta longe de dar uma resposta
satisfatoria sobre existéncia do fenémeno de transigao de fase para uma classe de modelos (ou
mesmo para um modelo em particular) a respeito da regiao de 5 onde temos mais de uma medida
por exemplo.

A base da maioria dos métodos para provar a existéncia de multiplas medidas de Gibbs é
o argumento de Peierls. Vamos explicd-lo no contexto em que ele foi originalmente criado (no
modelo de Ising) e depois apontar algumas referéncias posteriores.

A intuicao por tras deste argumento é a seguinte. Em baixas temperaturas as medidas
de Gibbs do modelo de Ising devem favorecer configuragoes que minimizem H,. No caso da
presenca de um campo magnético h € R, sabemos do exercicios , , , e
quais sao exatamente as configuracoes minimizantes de H,. Vimos também que apenas no caso
em que h = 0 que temos dois estados fundamentais do sistema, que sao, as configuracoes w,n € §2
dadas por w; = 1 para todo i € Z% e n; = —1, para todo i € Z%. Baseado nestas informacoes é
razoavel tentar entender como se comportam as configuracoes cujas as energias sao préximas da

energia do estado fundamental e este estudo leva a considerar o conceito de contornos.

Para simplificar a exposicao a partir de agora vamos considerar o modelo de Ising em Z2.
Se || — j|| denota a distancia entre dois pontos arbitrarios de Z?, temos naturalmente associado
ao espago métrico (Z2, || -||), um grafo G cujo o conjunto de vértices é formado pelos pontos da
rede Z? e o conjunto de arestas formado pelo conjunto de pares de primeiros vizinhos, isto é, o
conjunto dos pares i, j € Z¢ tais que ||i — j|| = 1.
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