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Introducao

Entropia

O conceito central dessas notas nasceu em meados do século XIX, quando a Termodinamica
se desenvolvia. A Termodinamica foi a teoria cientifica destinada a explicar e desenvolver
as maquinas térmicas, ponto central da Revolucao Industrial. Nesse contexto, a entropia
aparece com o intuito de distinguir processos reversiveis e irreversiveis, estando assim
intimamente ligada com a questao da direcdo da chamada “seta do tempo”. A Segunda
Lei da Termodinamica aponta exatamente para o crescimento da entropia de um sistema.
A definicao de entropia a essa altura era como uma relacao entre diferenciais, onde o
inverso da temperatura jogava o papel de fator integrante para a quantidade de calor. E
raro encontrar alguém que se sinta realmente satisfeito com tal definicao.

A primeira grande reinterpretacao do conceito veio com a Mecanica Estatistica, teoria
que busca conciliar duas outras aparentemente incompativeis: a Termodinamica, com
sua Segunda Lei, e a Mecanica, onde se aplica a reversibilidade temporal. O conceito de
entropia em mecanica estatistica esta ligado ao logaritmo da contagem de quantos estados
microscopicamente distintos sao compativeis com uma mesma descricao macroscépica
do sistema. Assim se da a conciliacao entre Mecanica e Termodinamica: os processos
envolvendo diminuicao de entropia nao sao impossiveis, mas “apenas” a probabilidade
que eles ocorram é extremamente pequena. Quando lembramos do nimero de Avogrado
(6 x 10%*) temos uma nogao melhor do que queremos dizer com “extremamente pequena”).
E uma curiosidade histérica que a expressao resumindo isso,

S=klnW,
estd na lapide do timulo de Ludwig Boltzmann (1844-1906), seu criador.

Um quarto de século depois, a Mecanica Quantica toma forma, e John von Neumann
(1905-1957) faz a ligacdo do conceito de entropia com esta nova teoria de fenomenos
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microscépicos. Para a ciéncia e a tecnologia a mecanica quantica foi uma revolugao (tran-
sistor, laser e energia nuclear sdo exemplos de aplicagdes), mas até entao, para o conceito
de entropia foi apenas uma generalizagao natural. Hoje, porém, podemos considerar esta
contribui¢ao de von Neumann como uma preparagao para a posterior teoria quantica da
informacao.

Outra revolugao no conceito surge no pés-guerra. Com as telecomunicagoes ganhando
forca, faltava arcabouco tedrico capaz de predizer a capacidade de um canal de comu-
nicagdo. De uma forma simplificada, como determinar a bitola minima de um fio que
unisse duas centrais telefonicas de maneira eficiente, ou, visto por outro lado, como mel-
hor aproveitar os recursos disponiveis. Em 1948, Claude E. Shannon (1916-2001) apre-
sentou esta teoria, e o conceito central foi a entropia de uma fonte de informac¢ao. Nascia
al a Teoria da Informacdo, e o conceito de entropia ganhava uma nova faceta: agora
ele dizia como armazenar e transmitir informacao de maneira mais economica. Com ele
ficou claro que a nocao de entropia cabia bem no contexto de probabilidades, e nao neces-
sariamente em teorias fisicas como Termodinamica ou Mecanica Estatisitica (classica ou
quantica). De certa forma, sua presenga era assegurada pelos métodos estatisticos e nao
pelos conceitos mecanicos da teoria.

Devemos citar também que na ultima metade do século XX ganharam importancia a
nocao de taxa de criacao de entropia em sistemas dinamicos, bem como surgiu o conceito
de entropia ndao-extensiva, devido a Constantino Tsallis (1943 - ). A primeira busca
uma compreensao mais detalhada de como sistemas dinamicos caminham em direcao
ao equilibrio, enquanto o segundo se mostra adequado para contextos onde as varidveis
envolvidas nao sao independentes.

A mais recente reformulacao de conceitos vem nas tltimas décadas do século XX, e ainda se
expande: o surgimento da Teoria Quantica da Informacgao. Duas visoes complementares
levam a esta teoria: por um lado a idéia de buscar vantagens em aplicar mecanica quantica
ao tratamento da informagcao, por outro a sua necessidade devido ao processo de miniatur-
izacao dos componentes eletronicos, expresso na chamada Lei de Moore. No primeiro caso,
ha o exemplo do Algoritmo de Shor, que faz a fatoragao de inteiros em tempo polinomial,
o que tornaria “facil” quebrar a criptografia RSA. Usamos “tornaria” pois nao ha com-
putador quantico operando com grande quantidade de bits quanticos, como seria exigido
para uma aplicacao como esta. Uma outra conquista da teoria quantica da informacao
é a criptografia quantica, processos de distribuigao publica de chaves privadas, baseados
na mecanica quantica, e nao na provavel complexidade de certos algoritmos, como o de
fatoragdo. A criptografia quantica ja é realidade, em vias de se tornar comercial[10]. A
demonstracao de sua seguranca envolve o conceito de entropia, que sera aqui abordado.



O texto

No segundo semestre de 2003 os autores deste texto, junto com Ricardo Falcao e Daniel
Cavalcanti, realizaram seminarios no intuito de buscar linguagem comum e conhecimento
em Teoria Quantica da Informagao. O texto base para isso foi [5]. No inicio de 2004,
contando ainda com a participacao de Paulo Cupertino de Lima, chegamos ao conceito
de entropia, onde ficava claro que a bagagem de cada um trazia visoes complementares
sobre o assunto. Por outro lado, nao é comum encontrar essa bagagem reunida. Entropia
aparece como conceito nos livros das diferentes teorias, mas s em alguns poucos textos
é o fio condutor. Surgiu assim a idéia de preparar um texto como o aqui apresentado,
imediatamente pensado para a apresentacao de um mini-curso na Il Bienal de Matematica,
exigindo do publico alvo apenas o conhecimento comum ao ciclo bésico de ciéncias exatas:
calculo de funcoes de varias variaveis e algebra linear.

Como o pano de fundo é a nogao de probabilidade, o primeiro capitulo que se segue apre-
senta essa teoria na sua visao moderna, sem a necessidade de pré-requisitos sofisticados.
O preco que se paga ¢é restringir a teoria a espacos amostrais finitos, mas houve a pre-
ocupacao ao longo do texto de, sempre que possivel, manter a discusao em termos mais
gerais, embora as defini¢coes e exemplos diretamente trabalhados obedecam tal restricao.

O capitulo seguinte traz a teoria cldssica da informacgdo, apresentando algumas pro-
priedades importantes das diversas entropias que seguem da primeira definicdo (nogoes
como entropia conjunta, entropia relativa e informagao mitua), e culminando com o Teo-
rema de Shannon, onde surge a relacao entre entropia de uma distribucao e a possibilidade
de compactar dados apresentados segundo esta distribuicao.

O capitulo 3 trata do conceito de entropia em teoria quantica da informagao. E natural, no
espirito deste texto, fazer uma introdugao dos ingredientes necessérios para o tratamento
do assunto, assim os conceitos béasicos de mecanica quantica sao apresentados, assumindo
apenas que o leitor conhece algebra linear de espacos vetoriais com dimensao finita. E
claro que nao cabe aqui a discussao de detalhes da teoria, mas alguns dos seus pontos
mais curiosos sao tocados ao longo do texto. O capitulo traz as generalizagbes naturais
dos conceitos classicos, mas aponta também algumas das importantes diferencas entre
a teoria classica e a quantica. O capitulo se encerra com o Teorema de Schumacher, a
perfeita traducao do Teorema de Shannon para este contexto.

O capitulo 4 trata da mecanica estatistica de equilibrio em redes finitas. Este é o cenério
onde se torna mais elementar obter resultados rigorosos, cuja extensao a redes infinitas e
a modelos mais gerais ¢ ainda, em grande parte, objeto de pesquisa atual. Neste capitulo
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demonstramos que para cada valor de uma certa energia livre, o estado de equilibrio é
aquele que maximiza a entropia sujeito a tal restricao.

O texto é auto-contido, e assume apenas os pré-requisitos ja comentados, além de dis-
posicao. Os exercicios sao considerados parte indispensavel do texto. Varios desejos foram
abandonados em nome da premeéncia de tempo: nao incluimos um apéndice sobre crip-
tografia quantica, nao escrevemos um capitulo sobre entropia em sistemas dinamicos e nao
conseguimos passar o texto antes para um numero consideravel de colegas que pudessem
nos ajudar a ter um texto mais definitivo. Nesse sentido, vemos estas notas como uma
primeira versao de algo que pode se tornar mais completo. Ainda assim, achamos que
servem bem como convite ao estudo de um conceito naturalmente interdisciplinar, e es-
peramos que o leitor tenha prazer nas paginas que se seguem.
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Capitulo 1

Nocoes Basicas de Probabilidade em
Espaco Amostral Finito

O objetivo deste capitulo é introduzir os resultados e definicoes béasicos da Teoria da
Probabilidade que serao necessarios para a compreensao do restante do texto. Iremos nos
restrigir ao caso (bem mais simples!) onde o espa¢o amostral é um conjunto finito. Para os
interessados, algumas referéncias de textos em probabilidade sao [1] (esta é cléssica e existe
tradugao para o Portugués), [2] e [6] (cujo étimo primeiro capitulo é um curso completo
de probabilidade em espacos amostrais finitos, onde topicos sofisticados da Teoria da
Probabilidade sao abordados, como o Teorema Central do Limite, a Lei dos Grandes
Ntumeros, Cadeias de Markov e Martingais).

1.1 Espacos de Probabilidade

Atualmente, as definicoes de Probabilidade e de Espaco de Probabilidade empregadas na
comunidade cientifica sao defini¢coes axiomaticas: sao o que conhecemos hoje como os
“Axiomas de Kolmogorov”. Antes de descrevé-los, serd importante definir o conceito de
o-algebra de um conjunto, a saber:

Definigao 1.1 Seja 2 um conjunto qualquer e A uma classe de subconjuntos de §2, dize-
mos que A € uma o-algebra de ), se A satisfaz as sequintes condigoes:

i) e A;
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ii) Se A € A, entao A° € A;
iii) Se Ay, ..., A, ... € A, entao U2 A; € A.

Defini¢ao 1.2 (Axiomas de Kolmogorov) Um Espaco de Probabilidades ¢ uma tripla
ordenada (S, A, P), onde  é um conjunto qualquer ndao-vazio, demominado Espago
Amostral, A é uma o-dlgebra de subconjuntos de Q e P é uma funcio P : A — R
satisfazendo:

i) P(A) >0, VAc A;

ii) P(Q) =1;

iwi) Se Ay, ..., Ay, ... € A e sio dois a dois disjuntos , entdo P(UX,A;) = o) P(A;).

Neste caso, dizemos que a fun¢io P é uma medida de probabilidade, ( ou simplesmente
probabilidade) e os elementos de A, o dominio de P, serao chamados de eventos.

Durante todo o texto, iremos apenas considerar Espacos de Probabilidade em que o Espaco
Amostral seja um conjunto finito (para uma definigdo precisa de conjunto finito, veja o
capitulo 2 de [4]). No caso 2 finito, podemos sempre tomar a o-dlgebra 4 como sendo
P(©2), o conjunto das partes de © (i.e., aquele formado por todos os subconjuntos de §2).

Exercicio 1.1 Denotando por #X2, a cardinalidade do conjunto 2, mostre que se #£) =
n, entao #P(Q2) = 2".

Se Q = {wi,...,w,}, entdo associamos a toda medida de probabilidade P, de modo
biunivoco, um vetor de probabilidade, ou vetor de distribui¢ao de probabilidade, (p1, ..., pn),
ondep; >0, 1=1,...n,ep; +---+ p, = 1. Neste caso, temos que

P(A)= > pi, VAP (1.1)

Lw; €A

e p; é a probabilidade de ocorréncia do evento {w;}. Em termos menos formais, se formos
realizar um sorteio onde {2 seja um conjunto que contenha todas as possiveis realizagoes do
nosso sorteio, considerar uma distribuicao de probabilidade dada pelo vetor (pi,...,pn)
equivale a assumir que p; é a probabilidade do resultado do sorteio ser w;.

Exercicio 1.2 Verifique que P, definida por (1.1) € de fato uma medida de probabilidade!
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Um caso particular de extrema importancia é quando assumimos que todos os possiveis
resultados do nosso sorteio sao equiprovaveis, isto €, p; = %, ¢t = 1,...n. Neste caso,
temos que a probabilidade de qualquer evento A pertencente a P(€2) é dada por

_#4

= o

ou seja, o problema do calculo de uma probabilidade se resume a um problema de con-
tagem, ja que a probabilidade de ocorréncia de qualquer evento (conjunto) A é dada
pela proporcao entre o ntimero de elementos de A e o ntimero de elementos do Espaco
Amostral.

P(A)

Exercicio 1.3 i) n pessoas participam de um “amigo oculto”, isto é, existe uma urna
contendo n bolas com os nomes de cada um dos n participantes e cada um dos parti-
cipantes sorteia, sem repor, uma bola com o nome do seu “amigo oculto”; deste modo,
cada participante terd um unico “amigo oculto”e serd “amigo oculto”de uma unica pessoa.
Calcule a probabilidade de haver pelo menos uma pessoa que sorteou a si proprio como
“amigo oculto”.

i) Mostre que o limite da resposta do item anterior quando n — +oc é 1 — e L.

1.2 Probabilidade Condicional e Independéncia

Sejam (2, A, P) um espaco de probabilidade, A e B eventos tais que P(B) # 0. Definimos
a probabilidade condicional do evento A, dado o evento B, como:

P(AN B)

PUAIB) = =55

Intuitivamente, podemos pensar em P(A|B) como a propor¢ao que o evento AN B ocupa
no evento B. A seguir enunciaremos os principais resultados sobre probabilidades condi-
cionais:

Teorema 1.1 (Teorema da Multiplicagao) Sejam Ai, A, ..., A, eventos quaisquer.
Entao:

P(AlﬂAgﬁﬂAn) :P(Al) X P(AQ’Al) X X P(An|A1ﬂAn,1)

Demonstracao: O caso n = 2 segue da definicao de probabilidade condicional. Para os
demais valores de n, a prova segue facilmente por inducao finita. O
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Definigao 1.3 Seja P = {Ay,..., A,} um conjunto de eventos. Dizemos que o conjunto
P ¢ uma particao do espaco amostral £ se:
i) AiNA; =0, Yi#j, isto é os elementos de P sao conjuntos dois a dois disjuntos;

i) U, A, = Q.

Seja P = {A1,...,A,} uma particao do espago amostral {2 e B um evento qualquer.
Entao temos os seguintes resultados:

Teorema 1.2 (Teorema da Probabilidade Total)

P(B) = ZP(Ai) x P(B|4;).

Demonstracao: Como P é uma particao do espago amostral €2, podemos escrever B
como a seguinte uniao disjunta

B=(ANB)U(ANB)U---U(A,NB)

Portanto,
n

P(B) = Zn: P(AiNB) =Y P(A;) x P(B|A,)).

=1

Coroldrio 1.1 (Férmula de Bayes)

_ P(Ay) x P(B|A) .
P(A;|B) = ST P(4,) x P(BIA)’ Vi=1,...,n.

Definicao 1.4 Sejam A e B dois eventos quaisquer em um mesmo espaco de probabili-
dades. Dizemos que A e B sao independentes se

P(AN B) = P(A) x P(B).

Se A e B sao independentes com P(A) # 0 e P(B) # 0 podemos ver facilmente que
P(BJ|A) = P(B) e P(A|B) = P(A), isto ¢, a ocorréncia do evento A ndo afeta a ocorréncia
do evento B e vice-versa.
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Exercicio 1.4 i) Sejam A e B eventos independentes. Mostre que os pares de eventos A
e B¢, A° e B e A° e B¢ sdao pares de eventos independentes.
ii) Mostre que o evento A € independente de si mesmo se, e somente se, P(A) =0 ou 1.

Definicao 1.5 Sejam A;, Ao, ..., A, eventos quaisquer em um mesmo espaco de proba-
bilidades. Dizemos que Ay, As, ..., A, sao dois a dois independentes se

Dizemos que Ay, As, ..., A, sdo coletivamente independentes se para todo k = 2,...,n,

Portanto, toda familia de eventos coletivamente independente é dois a dois independente;
porém a reciproca ¢ falsa conforme podemos ver no exemplo abaixo.

Exemplo 1.1 Considere o experimento aleatorio de langar duas vezes uma mesma moeda
honesta. Sejam A, B e C os eventos cara mo primeiro lan¢amento, cara no sequndo
lancamento e o resultado dos dois lancamentos é o mesmo, respectivamente. Podemos
observar que os eventos A, B e C sdo dois a dois independentes mas nao sao coletivamente
independentes, pois

P(ANBNC) = — P(A) x P(B) x P(C).

ol

£

| =

1.3 Variaveis Aleatorias

Seja (€2, A, P) um espago de probabilidade. A fungao X : Q2 — R é uma variavel aleatéria
se

{weXw)<z}eA VzelR

Observe que no caso de espacgo amostral finito, como tomamos A = P(£2), temos que
toda funcao X : 2 — R é uma variavel aleatoria. Como estamos supondo sempre o caso
#Q < +oo, sera util considerarmos fungoes X : 2 — A onde A é um conjunto finito
de simbolos que nao ¢ necessariamente subconjunto de R; mesmo assim chamaremos tais
funcoes de variaveis aleatérias.
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Definicao 1.6 Seja X : Q0 — A uma varidavel aleatoria. A distribuicao de probabilidades
em A = {\,...,\,} induzida por X, ou simplesmente, a distribui¢do de X € o vetor de
probabilidade em A, Px = (z1,...,%,) onde

73X (wj)=\i

Exemplo 1.2 Seja X : Q — A wvaridvel aleatoria onde #A = 2. Neste caso dizemos que
X € uma variavel aleatoria de Bernoulli. Podemos pensar que os valores assumidos por X
podem ser “sucesso”e “fracasso”, ou 0 e 1, ou cara e coroa etc. dependendo do contexto.
A distribuicao de X ¢ determinada por um unico parametro, p, que € a probabilidade de
X ser “sucesso”, logo a probabilidade de X ser “fracasso”é 1 — p.

Exemplo 1.3 Seja A C Q. A funcgdo 14 :Q — {0,1}, onde

1, seweA
La(w) = { 0, sew¢ A. (1.2)

¢ uma varidvel aleatoria e 14 € chamada de funcao indicadora do conjunto A.

Exercicio 1.5 Mostre que se #$ < oo, toda varidvel aleatoria X : € — R pode ser

escrita na forma
n
X = E inAia
i=1

onde X(2) ={x1,...,x,} e A ={w e :;((w) =2}

Defini¢ao 1.7 Seja X : Q — A wvaridvel aleatéria onde A = {\1,..., A\, }. Dizemos que
X tem distribuicao uniforme, ou equiprovavel, em A se a distribuicao de X € o vetor
Px=(%,...,1).

m’ ‘m

O conceito de independéncia pode ser estendido para varidveis aleatérias conforme a
definicao a seguir:

Definigao 1.8 Sejam X : Q@ — A e Y : Q — = wvaridaveis aleatdrias. Dizemos que o
par de varidveis aleatorias X e Y € independente se, V A C AN eV B C Z, os eventos
X1 A) e Y~Y(B) sao independentes. De modo andlogo, podemos estender as defini¢oes de
independéncia dois a dois e independéncia coletiva para conjuntos de varidveis aleatorias
definidas em um mesmo espago amostral.
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Exercicio 1.6 Sejam I, e Ig as funcdes indicadoras dos eventos A e B. Mostre que as
varidaveis aleatorias 14 e Ig sdo independentes se, e somente se, 0s eventos A e B sdo
independentes.

Exemplo 1.4 Sejam Xi,..., X, varidveis aleatorias de Bernoulli (coletivamente) inde-
pendentes e com a mesma distribuicao. Considere a varidvel aleatoria S = X1+ -+ X,
que mede o numero de sucessos ocorridos durante a repeticao de n ensaios independentes
de Bernoulli. Dizemos que S possui distribuicao binomial com parametros n e p, ou
S ~b(n,p), onde p é a probabilidade de "sucesso”em cada ensaio de Bernoulli.

Exercicio 1.7 Verifique que

» n! i n—i :
P(S:’l):mp(l—p) ,Vz:O,...,n.

O exemplo anterior, e muitas outras situagoes importantes em Probabilidade, diz respeito
a propriedades de seqiiéncias de varidveis aleatorias independentes. Dentre os diversos
tipos de dependéncia que podem ser introduzidos, definiremos abaixo o que é conhecido
como Cadeias de Markov.

Definicao 1.9 i) Seja (X,)nen, Xin @ Q@ — A uma seqiiéncia de varidveis aleatorias (€
claro que #A\ < o00). Dizemos que tal seqiiéncia forma uma Cadeia de Markov se

P(Xn+1 = .Tn+1|Xn = Tpy--- ,Xl = I‘l) = P(Xn+1 = xn+1|Xn = SL’n)

para todo n € N e para toda seqiiéncia (xl)f:f tal que x; € A.

i) Tal seqiiéncia forma uma Cadeia de Markov homogénea (no tempo), se

PXp1 =yl Xp=2)=PXo=y|Xi=2), VneN, Va,yecA.

Em palavras, em uma Cadeia de Markov homogénea quaisquer que sejam os estados x e
1y, a probabilidade condicional, de uma variavel aleatéria da seqiiéncia assumir no tempo
futuro (n + 1) o estado y dada toda a seqiiéncia de estados passados e presente (até o
tempo n) assumidos pela seqiiéncia de varidveis aleatérias, depende apenas dos estados
presente e futuro, x e y, nao dependendo da posi¢ao (temporal), n, e nem dos estados
passados.

Exercicio 1.8 Mostre que a seqiiéncia de varidveis aleatdrias (X,Y, Z) forma uma Cadeia
de Markov homogénea se, e somente se, a seqiéncia (Z,Y, X) também é uma Cadeia de
Markov homogénea.
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1.4 Esperanca e Lei dos Grandes Numeros

Defini¢ao 1.10 Seja X : Q — A C R uma varidvel aleatoria, onde A = {\y, ..., An}. A
Esperanga da varidvel aleatéria X, E(X), é

Exemplo 1.5 Para os exemplos da se¢cao anterior, pode-se verificar (exercicio!) que

i) Se X =14, a fungao indicadora do evento A, entdo E(X) = P(A);

ii) Se X : Q — A tem distribui¢ao uniforme, ou equiprovdvel, em A, entao E(X) =
%, a média aritmética dos valores de A;

iii) Se X ~ b(n,p), entio E(X) = np.

Teorema 1.3 i) Sejam X,Y : Q — R varidveis aleatorias. Entdo

E(aX +0Y) = aE(X) + bE(Y), ¥ a,b € R.
ii) Se X eY sao independentes, entao E(XY) = E(X)E(Y).

Demonstragao:i) Sejam X =3 " x;ly, e Y = >0 y;lp,, onde A; = (X = z;), i =
l,....neB;=(Y =vy;), j=1,...,m. Logo

m n m

E(aX +bY) = ZZ ax; + by;) 1 anp;) ZZ(CLJ:i—i—byj)P(AiﬂBj) =

i=1 j=1 i=1 j=1

= aixiP —i—beJ aE(X)+bE(Y).
ii)

n m

= By aida, % Y yils) = EQY Y wislacs,) =
i—1 j=1

i=1 j=1

= 2D P40 B) = 333 s PAIPE) = BOE(Y)

i=1 j=1
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Exemplo 1.6 Seja X a varidvel aleatoria que assume os valores 0, 5 e m com proba-

bilidade % Sejam Y e Z waridveis aleatorias definidas como Y = sin X e Z = cos X.
O leitor deve verificar que E(YZ) = E(Y)E(Z); porém Y e Z ndo sao independentes
pois PY =1,Z =1) # P(Y = 1)P(Z = 1). Logo, a reciproca da parte ii) do teorema
anterior € falsa.

Sejam X e Y varidaveis aleatérias. Definimos a covariancia entre X e Y como
cov(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y).
A wvariancia da variavel aleatéria X é definida como

V(X) = cov(X, X) = BE(X?) — [E(X)]* = E[X — E(X)]

Exercicio 1.9 Mostre que

V(X4 + X)) = 300 V(X)) + 2370 e, cov(Xy, X)) Em particular, se (X;)i,
sao dois a dois independentes V(31 X;) = > V(X;).

ii) Se X ~ b(n,p), entio V(X) =np(1 —p).

Agora estamos prontos para enunciar (e provar!) um dos resultados mais importantes da
Teoria da Probabilidade: a Lei dos Grandes Numeros. Em palavras, ela diz que sob certas
hipoteses, ao realizarmos n repeticoes independentes de uma certa variavel aleatoria X,
a média aritmética das n observagoes realizadas se aproxima de E(X) quando o nimero
de observacoes n cresce para o infinito.

Ha diversas versoes para a Lei dos Grandes Numeros. A que provaremos € uma versao
da Lei Fraca dos Grandes Numeros que sera suficiente para o que vird a seguir. Na
demostracao, a seguinte desigualdade sera necessaria.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Chebyshev) Seja X : Q — R uma varidvel aleatdria
nao negativa. Entao

E(X)

€

P(X >¢) < , Ve>D0.

Demonstracao: Novamente, seja X da forma

X = Zn: ZEZ'IAZ.,
i=1
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com A; = (X =x;), i=1,...,n. Entao

E(X) = Zn:sz(Az) > Z z;P(4;) >

1T, €

> € ) P(A)=eP(X >o).
15X €

[

Defini¢ao 1.11 Dizemos que uma seqiiéncia (X, )nen de varidveis aleatorias, tém variancias
uniformemente limitadas se, 3 ¢ > 0 tal que V(X,,) < ¢, Vn e N.

Teorema 1.5 (Lei Fraca dos Grandes Nimeros) Sejam (X, )nen Seqiéncia de varidveis
aleatorias com variancias uniformemente limitadas e com cov(X,, X)) = 0 se n # m.
Entao, para todo € > 0

> 6) =0.

lim P

n—-+00

<yxl+--~+)gl EXi i+ +X,)

n n

Demonstracgao:

PQXVF“+Xn EXi+-+X,)

>e) -

= P(|(X1— BE(X1)+  + (X, — B(X,))? = n%) <

n n

< EXCr (X — E(X))* 2 V(X)) + 23 i, cov(Xi, X)) < °
- n2e? N n2e2 nez’

Na primeira desigualdade acima, foi utilizada a desigualdade de Chebyshev e na segunda
desigualdade, foram utilizadas as hipGteses assumidas pela seqiiéncia (X, )nen. Logo,
segue a Lei Fraca dos Grandes Numeros. O

Coroldrio 1.2 Seja (X,)nen seqiéncia de varidveis aleatorias independentes e identica-
mente distribuidas, com V(X;) < +o00. Entao, para todo € > 0

X+ +Xa
n

lim P

n—-4oo

E(X)’ > e) = 0.
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Em palavras, a Lei dos Grandes Niimeros diz que se realizarmos um grande niimero de ob-
servagoes independentes sobre a variavel aleatoria X, a média aritmética das observagoes
converge para E (X) quando o nimero de observagoes vai a infinito. Em particular, se
X ¢é a funcao indicadora I4, podemos concluir que apds n observacoes independentes do
evento A, a freqiiéncia relativa com que ele ocorre aproxima-se de P (A). Esta afirmagao,
antes dos axiomas de Kolmogorov, era a base da teoria freqiencista, que dava a teoria de
probabilidades um carater mais empirico que matematico.
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Capitulo 2

Entropia e Teoria Classica da
Informacao

Este capitulo come¢a com a definicao de nosso conceito central: entropia. Depois de
explorar o caso de um tunico sistema, passamos a diversos conceitos naturais sobre sis-
temas compostos: entropia conjunta, entropia relativa e informacdao mitua sao definidas
e varias de suas propriedades sao exploradas. O capitulo se encerra com o resultado cen-
tral da teoria classica da informacao, o Teorema de Shannon, que relaciona entropia com
compressao de dados.

2.1 Definicoes e primeiros exemplos

Definicao 2.1 Seja X wuma varidvel aleatoria com vetor de probabilidade (p1,...,pn)-
Definimos a entropia de Shannon da variavel aleatoria X como

H(X) :_Zpibgpi- (2-1)

Como o leitor pode notar a entropia de Shannon da variavel aleatéria X, depende somente
da distribuicao de X. Portanto, em alguns casos podemos simplesmente nos referir a
entropia de Shannon associada a uma distribuigdo de probabilidades, e denotar H (p;).
Para que a entropia de Shannon faga sentido mesmo se p; = 0 para algum 4, definimos (veja

13



14 CAPITULO 2. ENTROPIA E TEORIA CLASSICA DA INFORMACAO

Exercicio 2.1) 0log 0 como sendo 0. Aqui log denota logaritmo na base 2, mais adequada
para aplicagoes da entropia a teoria da informagao, motivacao original de Shannon.

Exercicio 2.1 Mostre que lim,_g+ xInz = 0.

A grandeza H(X) pode ser interpretada como uma medida da nossa incerteza sobre o
valor da variavel aleatéria X, antes de observa-la, ou como a quantidade de informagao
sobre X que foi ganha depois de realizar a observacao. Em particular, se X assume algum
valor w com probabilidade 1 entao nenhuma informagao ¢ ganha apds a observagao de X
(j& que com probabilidade 1, X assume o valor w). Neste caso, podemos verificar direta-
mente da definigdo de entropia que H (X) é zero. Por outro lado, se X tem distribuigao
equiprovavel, p; = 1/n para todo i, entao H(X) é exatamente log n.

H(X) é sempre nao-negativa e limitada superiormente de maneira uniforme. Os exercicios
a seguir mostram este resultado.

Exercicio 2.2 i) Mostre que podemos eliminar os valores de p identicamente nulos da
soma (2.1) sem que se altere o valor de H(X), isto é, H(X) = =3 (., -0 pilogpi.
i) Usando o item i) e definindo M(X) = maxy;.,, >0y | log ps|, mostre que

0< H(X) < M(X).

Exemplo 2.1 (entropia bindria) Seja X wma varidvel de Bernoulli com parametro p.
Entao

H(X) = —plogp — (1 —p)log(l —p). (2.2)

Exercicio 2.3 Mostre que a entropia bindria, quando vista como funcao de p, tem um
mdzximo em p = 1/2 e que seu valor mdzimo é 1. Conclua entdo que H(X) < 1 para
qualquer v.a. X com distribuicao bindria.

No exercicio 2.3 fica clara a comodidade do logaritmo ser tomado na base 2. Com a
escolha de outra base terfamos log 2 como valor maximo.

Observe que a cota superior dada pelo Exercicio 2.3 é uniforme em X, ao contrario da cota
M(X) do Exercicio 2.2, que depende da distribui¢ao de probabilidade de X. O Exercicio
2.3 pode ser generalizado, como mostramos a seguir.
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Exercicio 2.4 (entropia maximal) Use multiplicadores de Lagrange para concluir que
o valor mdzimo de H(X), como fun¢do das n varidveis py,ps, -+ ,Pn, € restrita a condi¢ao
Yupi=1,p; >0, €igual alogn. Mostre, também, que esse valor ocorre exatamente na
distribuicao equiprovdvel.

Dos Exercicios 2.2 e 2.4 podemos concluir o seguinte teorema
Teorema 2.1 Seja X : Q — A uma varidvel aleatoria assumindo os valores discretos
A1, Ao, - -+, A, com probabilidades py,ps, - - -, pn, TEespectivamente. Entao

0 < H(X) <logn, (2.3)
e o valor mdazimo € atingido quando p; = 1/n para todo i.
Novamente pode ser apreciada a conveniéncia da base 2: o menor inteiro igual ou superior

a logn corresponde ao numero de bits necessarios para escrever o nimero n (ou seja,
escrever o nimero n em base 2).

2.2 Concavidade de H(X)

Definicao 2.2 Um subconjunto C' de um espago vetorial V € convexo se, para todos u e
v e C, etodoa € |0,1], a combinagado convexa au + (1 —a)v € C.

Exercicio 2.5 Use indug¢do para mostrar que, se C' € um conjunto convero e oy, -+ ,, €
0,1] tais que Y, a; =1, entao Y ;| ayu; € C sempre que u; € C' para todo i.

Definicao 2.3 Um elemento u € C' € um ponto extremal de C' se u nao puder ser escrito
como a combinacao convexa de dois outros elementos de C'.

Exercicio 2.6 Mostre que {(p1,p2,- - ,pn) € R* :p; > 0e Y .p; = 1} € um conjunto
convezo e determine 0s seus pontos extremais. Paran =2 en = 3, faca um desenho do
conjunto e verifique que o ponto de mdzimo de H(X) € o baricentro da figura obtida.
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Definicao 2.4 Uma funcao f : C — R ¢é convexa se o seu dominio C' é convexo e se
flau+(1—a)v) < af(u)+(1—a)f(v) para quaisquer u,v € C' e para qualquer o € [0, 1].

Definicao 2.5 Uma funcao f : C — R € estritamente convexa se ela for convexa e se a
igualdade f(au+ (1 —a)v) = af(u) + (1 — a)f(v) ocorrer somente quando u = v.

Exercicio 2.7 (Desigualdade de Jensen) Seja f : C'— R uma fung¢do convexa. Entdo
para todos ay, - - -, oy, € [0, 1] tais que Y, o; = 1 e para todos uy, - -+ ,u, € C, (3, asu;) <
Yo if(u;). Mostre ainda que, se f for estritamente convera entdo a igualdade vale se, e
somente se, Uy = Ug = *++ = Up.

Exercicio 2.8 Definindo a; = 1/n para todo i, definindo (p) = Inp e observando que
D)l n =", aidb(ps), use a desigualdade de Jensen para obter uma outra prova do
Teorema 2.1.

Definicao 2.6 Dizemos que f € concava se —f € convexa.

Exercicio 2.9 Mostre que a fungao ¢(t) : [0,00) — R, definida como sendo zero na
origem e sendo —tInt nos outros pontos, € uma fun¢ao concava de t.

Use os Exercicios 2.6 e 2.9 para mostrar que

Teorema 2.2 (Concavidade da Entropia) H(X), como fungio das wvaridveis
P1,- -, Pn, € uma fungdo concava no dominio {(p1,--- ,pn) €ER" :p; >0e > . p;i = 1}.

2.3 Entropia Relativa

Sejam X e Y duas varidveis aleatérias com distribuicoes (p1, pa, -+ ,Pn) € (q1,q2,** , qn),
respectivamente.

Definicao 2.7 Definimos a entropia relativa de X com relacio a'Y como

HX|Y) = iz:;pi In (zqi) . (2.4)
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Exercicio 2.10 Mostre que H(X|Y) = -H(X) — >, pilng;.

Exercicio 2.11 Sepy=1eps =0, =q¢>0eq=1—gq, calcule H X||Y) e H(Y || X)
e verifique que H(X||Y) # H(Y[|X).

A entropia relativa nos permitird quantificar, num certo sentido, o quao distintas estao
as duas distribuigoes de probabilidade (p;)?_, e (¢;);—,. Contudo, a entropia relativa nao
poderia nos fornecer uma nocao de distancia pois, como o Exercicio 2.11 nos mostra, ela
nao é simétrica. A entropia relativa, vista como uma medida da proximidade entre duas
distribuicoes, serd um conceito um pouco mais fraco do que o de distancia. Contudo, a
entropia relativa permeard resultados importantes no decorrer do texto.

Exercicio 2.12 Mostre que Inz < x — 1 para todo x > 0 e que a igualdade vale se, e
somente se, r = 1.

Teorema 2.3 (Positividade da entropia relativa) Sejam X e Y duas varidveis ale-
atdrias com distribui¢oes (p;);_, e (¢;)i_,, respectivamente. Entao H(X|Y) > 0 e a
igualdade ocorre se, e somente se, (pi)i; = ()i, -

Prova: Da definicao de entropia relativa e do o Exercicio 2.12, nés obtemos
— . bi
HXY) =, piln (2
- . 9
- Zz Di IIl pi)
. _ % —
> (1-%) =o.

E claro que se p; = ¢; para todo i entdo H(X|Y) = 0. Por outro lado, se H(X||Y) =0
entao segue da seqiiéncia de desigualdades acima que

- Sn()En(o-1) -

. (2
(3

(3 +(2)]-

e usando o Exercicio 2.12 nés concluimos que p; = ¢; para todo i. O

Equivalemente

Uma bela aplicacao da entropia relativa é uma outra prova do Teorema 2.1, como o
préximo exercicio mostra.
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Exercicio 2.13 Use a positividade da entropia relativa e o Exercicio 2.10 com X tendo
distribuicao equiprovavel para obter uma outra prova do Teorema 2.1.

Usaremos freqiientemente esta técnica de encontrar expressoes para quantidades entrépicas
em termos da entropia relativa, tanto no contexto de informacao classica quanto quantica.

2.4 A Entropia Conjunta

Definigao 2.8 (Distribuigao Conjunta) Sejam X,Y : A — Q waridveis aleatorias
com distribui¢oes p; = P (X =w;) e ¢ = P(Y =w;). A distribuicao conjunta do vetor
aleatorio (X,Y') € caracterizada pelo vetor de probabilidades p;; = P (X =w;,Y = wj).
Podemos verificar que p; = Zj Dijs @G = »_;Pij € que quando X eY sao independentes
Pij = Pig;-

Defini¢ao 2.9 (Entropia Conjunta) Dado o vetor aleatdrio (X,Y), definimos sua en-
tropia conjunta por

H(X,)Y)=- Zpij log pij, (2.5)
ij

onde p;; € a distribuicao conjunta de (X,Y).
Exercicio 2.14 Mostre que, se X e Y sao independentes, H (X,Y)=H (X)+ H (Y).

O Exercicio 2.14 diz que, se X e Y sao independentes, uma varidvel nao carrega infor-
macao sobre a outra, ou seja o total da informacao no par é a soma das informagoes em
cada uma. A seguir obteremos que em geral a entropia é subaditiva, ou seja, o total de
informacao no par é menor que a soma da informacao em seus constituintes.

Teorema 2.4 (Subaditividade da Entropia de Shannon) Sejam X e Y wvaridveis
aleatorias com distribuicoes p; e q;, respectivamente. Entao

H(X,)Y)<HX)+ H(Y),

com a igualdade sendo vdlida se, e somente se, X eY sao independentes.
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Prova: Sejam Z = (X,Y) e W = (W, W,) vetores aleatérios com distribui¢bes conjun-
tas (pij)ij e (piqj)ij, respectivamente (isto é, W é um vetor aleatério cuja distribui¢ao
conjunta seria a de Z caso X e Y fossem independentes). Segue entao

_ - Dij
H(Z|W) = %:p” log -
ij ij (]
= D pilogpy — Y pilogpi— ) glogg
ij i J

= “H(Z)+H(X)+H(Y).

Pelo teorema 2.3 temos H (Z||W) > 0 valendo a igualdade se, e s6 se, Z e W tém a
mesma distribuicao, ou seja, p;; = piq;, V4, j, logo X e Y sao independentes. O

2.5 Entropia Condicional e Informacao Mutua

A subaditividade sugere que pode haver correlagdo entre as varidveis, que ao aprender
sobre uma podemos também ganhar informacao sobre a outra. Uma pergunta natural
entao é saber quanta informagao sobre X ndo esta disponivel em Y.

Definicao 2.10 A entropia condicional de X dado o conhecimento de Y € definida por
HX|Y)=H(X,Y)—-H(Y). (2.6)

Podemos interpretar a entropia condicional como a medida da incerteza que temos do
valor de X dado que conhecemos o valor de Y. Pelo exercicio 2.14 vemos que, se X e Y
sao independentes, H (X|Y) = H (X), ou seja, o conhecimento de Y néo traz informagcao
sobre X.

Uma outra quantidade que podemos definir é a informacao mutua contida no par X e
Y, com objetivo de medirmos quanta informacao elas tém em comum. Suponhamos que
adicionemos a informagao contida em X, H(X), a informagao contida em Y. A informagao
comum existente em X e Y sera contada duas vezes nesta soma, enquanto a informagao
que nao é comum sera contada apenas uma vez. Se subtrairmos a informagao conjunta
de (X,Y), H(X,Y), da soma feita anteriormente obteremos a informac¢ao comum ou a
informacao mutua de X e Y.
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Definicao 2.11 A informacgao mitua contida em X eY € definida por

H(X:Y)=H(X)+H(Y) - H(X,Y) (2.7)

Note que segue diretamente das definigoes dadas acima que H(X : Y) = H(X)—H(X]Y).
E entao temos uma importante igualdade relacionando a entropia condicional a informacgao
mitua. E importante ressaltar que a informacao mutua é simétrica, diferentemente da
entropia condicional.

Exercicio 2.15 Seja (X,Y) um vetor aleatdrio tal que X = f (V).

i) Mostre que H (X|Y) =0;

ii) Mostre que H(X :Y) = H (X);

iii) Enuncie e interprete resultados andlogos a i) e ii) para o caso Y = g (X).

2.6 Compactacao de Dados e o Teorema de Shannon

Um problema importante, do ponto de vista pratico, é o problema da compactacao de
dados. Originalmente este era um problema para as empresas de telefonia, preocupadas
em transmitir voz e dados ocupando o minimo possivel o seu canal de transmissao. Hoje o
problema faz parte do dia a dia de varias pessoas: ao usar um compactador para diminuir
o tamanho de arquivos no computador, ou o sistema T9 de digitacao de mensagens em
telefones celulares, estamos utilizando a compactagao da qual trata o teorema de Shannon.

A pergunta natural é: se temos determinada informacao a ser armazenada ou transmi-
tida, qual a melhor maneira de faze-lo? De outra forma, pensemos no exemplo de uma
fotografia: podemos dividir o tamanho da imagem em pedacgos tao pequenos que nossos
olhos nao percebam que formam um reticulado, e assim armazenar a cor que deve ser
utilizada em cada pedaco. Tais pedagos sao os chamados pizels e esta é essencialmente
a estratégia usada para gravar arquivos em formato bmp. Mas isso costuma ser muito
custoso. Pense que sua foto tem um céu azul, areia branca e um coqueiro. Serao muitos
pontos em azul, muitos pontos em branco, varios em marrom e outros tantos verdes. Nao
haveria uma maneira mais eficiente de guardar nossa imagem? H4, e ha até mais de uma
maneira, mas sera que existe uma melhor maneira? E isso que o teorema de Shannon
vai nos mostrar: nao a melhor maneira, mas quantos bits precisarao ser registrados para
gravar a imagem da maneira mais economica possivel.
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Definicao 2.12 Considere uma seqiiéncia de varidveis aleatorias independentes e iden-
ticamente distribuidas Xy, ..., X,. Dado um € > 0 dizemos que uma sequéncia de valores
x1,...,T, € c-tipica se

o nHX)He) < P(X) = 2y,..., X, = x,) < 27O,

Sera conveniente definirmos
T (n,e) = {(x1, .., xy) € QU 27"HOT) < P(X) = 2,..., X, = 3,) < 27"HE)=]

ou seja o conjunto de todas as seqiiéncias e-tipicas de comprimento n. Daqui até o fim
do capitulo, todas as seqiiéncias de variaveis aleatérias serao iid.

Exercicio 2.16 Para todon € N e e > 0, mostre que:

i) Se P(X = w;) =1 para algum i, entao #T (n,e) = 1;

ii) Se a distribui¢ao for equiprovdvel, entao #T (n,e) = #Q".
Descreva os resultados acima em palavras.

Teorema 2.5 (Seqiiéncias Tipicas)

i) Dado € > 0, temos
lim P (T (n,e)) = 1.

n—oo

Em palavras, a probabilidade de uma sequéncia de comprimento n ser e-tipica con-
verge para 1 quando seu comprimento n vai para infinito.

ii) Dadose >0 e d > 0, existe n, € N tal que

(1 —6)2nHX)=e) < UP(n, g) < 2MHXFe) gy >

iii) Sejam 0 < R < H (X) numero real e S (n) um conjunto de seqiiéncias de compri-
mento n tal que #S (n) < 2" Entdo, dado § > 0, existe n, € N tal que

Z P(X;=x,i=1,...,n) <6, Vn>n,.

(z1,...,xn)ES(N)

Prova:
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i)

ii)

iii)
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Dada a seqiiéncia de varidveis aleatérias (X;), defina a seqiiéncia (Y;) como Y; (w) =
—logp; se X; (w) = z;. Neste caso, como a seqiiéncia (X;) ¢é iid, a seqiiéncia (Y;)
também o é. Logo, pela Lei dos Grandes Nimeros (teorema 1.5) temos que Ve > 0,

" Y
hmP(‘h—EY‘ge) =1.
n

n—oo

Observando que EY = H (X) temos a seguinte igualdade entre os conjuntos

[[Fok o py|<e) = (n(H(X)-e) < T Vi <n(H(X) +2)}
= {n(H(X)—¢e)< —log(pr-pa) <n(H(X)+e)}

1> P(T (ne)) = P (X; = x;) > (#T (n,e)) 2 nHEO+e),
temos #7 (n,e) < 2nHX)+e) yn € N. Pelo item i), como lim, .., P (T (n,€)) = 1,
dado 0 > 0, 3n, € N tal que P (T (n,e)) >1—146, Vn > n,. Entao
1 -6 < P(T (n,e)) < (#T (n,e)) 2 "HE=9),
logo #T (n,g) > (1 — §) 2nHX)=e),

Dado R < H (X), tome € > 0 tal que H (X) — R — ¢ > 0. Denotando S = S (n) e
T =T (n,e), podemos escrever

Z P(X,=uz,i=1,...,n) =

Pelo item i), dado € > 0 existe n; € N tal que
)
P (T (n,e))>1— o1 Vn > ny,

logo
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Por outro lado, pela propria definicao de seqiiéncia tipica,

Z P (XZ = xhi = L s 7n) < (#S (n)) 2in(H(X)7€) < 27n(H(X)7R78)7

(z1,eeeyxn)ESNT

como H (X)—R—¢ > 0, existe ny € N tal que 27 "HX)=F=¢) < 4 'yp > py. Fazendo
n, = max {ny, na} segue o resultado. O

Agora ja temos todos os resultados que nos permitirao demonstrar o Teorema de Shannon.
Falta apenas entender o que chamamos um sistema de Compressao-Descompressao, como
usado por um computador para “zipar” um arquivo. Vamos manter o exemplo de um
arquivo fotografico em mente, embora o Teorema originalmente estivesse preocupado com
a transmissao de dados. Nosso arquivo original contém a cor de cada pixel. Se usamos
k bits para designar uma cor, e o reticulado possui m posicoes, devemos registrar n =
mk bits. Se considerarmos cada bit como uma varidvel aleatéria iid!, podemos pensar
na entropia dessa distribuicao. No nosso exemplo do coqueiro, ha grande predominio
de poucas cores, o que diz que a entropia é pequena, comparada ao maximo valor que
ela poderia assumir se tivéssemos muitas cores na foto. Um sistema de compressao-
descompressao com razio R (com 0 < R < 1) é um par de fungdes C' e D, onde C' leva n
bits em Rn bits, enquanto D faz o caminho contrario. E claro que C' e D nao podem ser
rigorosamente inversas, pois C' nao tem como ser injetora. Um sistema de compressao-
descompressao serd dito confidvel se P (D o Cx = x) > 1—4, ou seja, se a possibilidade de
falha puder ser controlada por um ¢ arbitrario. Em sua esséncia, o Teorema de Shannon
diz que um sistema de compressao-descompressao precisa cuidar das seqiiéncias tipicas se
quiser ser confidvel.

Teorema 2.6 (Teorema de Shannon) Suponha que {X;} seja uma seqiiéncia iid de
varidaveis de Bernoulli com entropia H(X). Suponha que R > H(X). Entdo existe um
esquema confidvel de compressao com razao R para os dados desta fonte. Reciprocamente,
se R < H(X) qualquer esquema de compressao nao € confiqvel.

Prova: Suponha que R > H(X). Escolha € > 0 tal que H(X) + ¢ < R. Considere o
conjunto 7T'(n,€) das seqiiéncias e-tipicas. Para qualquer § > 0 e suficientemente grande,
existem no méximo 2"HX)+e) < 97k tais seqiiéncias e a probabilidade da fonte produzir
uma tal seqiiéncia é no minimo 1 —¢§. O método de compressao é simplesmente examinar
agrupamentos de n dados de saida da fonte para ver se ele é e-tipico. Escolhida uma
enumeragao das tipicas, associamos cada seqiiéncia a seu valor; se a seqiiéncia nao for

1O que é uma simplificacio, mas que pode ser melhor contornada.



24 CAPITULO 2. ENTROPIA E TEORIA CLASSICA DA INFORMACAO

tipica, a associamos a um numero especifico entre 0 e nR que serd para nés como um
registro que indica falha. A descompressao destes tipos de seqiiéncia sera simplesmente
uma outra seqiiéncia gerada pela fonte aleatoriamente. E isto nos fornece um esquema
eficiente de compressao de dados (pois quase toda seqiiéncia é tipica).

Supondo que R < H(X). A combinacdo das operagbes compressao-descompressao tem
no maximo 2"% possiveis saidas, logo no maximo 2"% das seqiiéncias fornecidas pela
fonte podem sofrer a operacao citada acima sem a ocorréncia de erro. Pelo teorema
das seqiiéncias tipicas, para n suficientemente grande a probabilidade de uma seqiiéncia
fornecida pela fonte estar num conjunto de 2" seqiiéncias tende a zero, se R < H(X).
Assim qualquer esquema de compressao nao é confiavel. O



Capitulo 3

Entropia e Teoria Quantica da
Informacao

Este capitulo pode ser visto como a versao quantica do capitulo anterior. Para isso é
necessario introduzir os elementos centrais da teoria quantica, o que é feito em duas partes:
sistemas quanticos simples na 3.1, compostos na 3.4. Novamente o resultado central é
um teorema de compactagao (o Teorema de Schumacher), mas assim como no capitulo
anterior, varias relacoes de entropias sao apresentadas, enfatizando especialmente o que
reproduz e o que nao reproduz a teoria classica. A referéncia basica para aprofundamento
é [5].

3.1 Nocoes rapidas de Mecanica Quantica

Nao seria razoavel, no espirito deste minicurso, nem assumir conhecimento prévio de
Mecanica Quantica, nem querer aborda-la em detalhes. Vamos apresentar aqui apenas
seus ingredientes necessarios para a definicao da entropia de von Neumann, a generalizacao
natural do conceito de entropia para este cenario.

O passo mais importante que daremos é passar de um vetor de probabilidade para um
operador densidade. Precisamos, porém, lembrar a definicao de operadores positivos:

Defini¢ao 3.1 (Operador Positivo) Seja V' um espago vetorial complexo, dotado de

25
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um produto escalar hermitiano. Um operador O : V. — V € dito positivo (semi-definido)
se for auto-adjunto e, para todo v € V', obedecer (Ov,v) > 0.

Exercicio 3.1 Mostre que todos os autovalores de um operador positivo (semi-definido)
840 nao-negativos.
Dica: Todo operador auto-adjunto é diagonalizavel.

Exercicio 3.2 (Operadores Positivos Definidos) O “semi-definido” refere-se a per-
missao que (Ov,v) = 0 sem qualquer restrigao sobre v. FEscreva uma defini¢ao para
operador positivo definido. Depois adapte adequadamente o exercicio 3.1 e, se possivel,
relacione com as noc¢oes equivalentes para formas quadrdticas.

Exercicio 3.3 (Funcao de Operadores) Se f é uma fun¢ao analitica em C, com série
de poténcias Zj a;2?, podemos calcular formalmente esta fun¢ao em um operador A us-

ando Zj a;A’. Mostre que, se D for diagonalizdvel com decomposi¢io espectral D =
> p di Py, entao

F(D) =2 f(di) P

Em mecanica quantica, o espaco vetorial sobre o qual trabalharemos! chama-se espaco
de estados. Um caso de particular interesse é o caso de dimensao 2, que serda o analogo
quantico da variavel de Bernoulli. Em teoria de informacao quantica, este importante
exemplo é chamado um qubit.

A generalizagao adequada do conceito de probabilidade é dada entao pelo seguinte objeto:
Definicao 3.2 (Operador Densidade) Um operador p é dito um operador densidade

se for positivo (semi-definido) e obedecer Trp = 1. Um estado € caracterizado por seu
operador densidade.

Exercicio 3.4 (Autovalores do Operador Densidade) O que podemos falar sobre os
autovalores de um operador densidade?

I'Da mesma forma que nos restringimos a espacos amostrais de cardinalidade finita, neste texto sé
abordaremos espacos de estados com dimensao finita.
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Exercicio 3.5 (Combinacoes Convexas) Mostre que combinagoes covexas de oper-
adores densidade sao também operadores densidade. O que se conclui sobre o conjunto
dos operadores densidade?

Exercicio 3.6 (Estados Puros) Mostre que os pontos extremais do conjunto de oper-
adores densidade correspondem a projetores ortogonais sobre subespacos unidimensionais
de V. Tais pontos extremais sao denominados estados puros.

Em probabilidades, a distribuicao de uma variavel aleatéria se refere as probabilidades
de obter cada resultado possivel em sorteios independentes dessa variavel. E importante
distinguir a nocao de sorteio independente da realizacao de duas observacoes subseqiientes
do mesmo sistema. Para descrever o resultado de sorteios da Mega-Sena, por exemplo,
devemos acreditar que cada nimero é sorteado com a mesma probabilidade e indepen-
dentemente, o que leva a todas as combinagoes de seis dezenas serem equiprovaveis, ex-
cluidas as repeticoes proibidas pela regra do jogo. Assim, a maneira de descrevermos
o resultado de um concurso ainda nao realizado é através da distribuigao equiprovavel
no conjunto de todas as combinagoes permitidas. O problema muda de figura quando
tratamos de um sorteio ja realizado. Se alguém perguntar “qual o resultado do concurso
600 da Mega-Sena?”, e nao tivermos informagao alguma a esse respeito, ainda temos a
distribuicao equiprovavel associada a ele. Mas se alguém nos informar que o resultado é
{16, 18,31, 34, 39, 54}, passamos a descrever tal varidvel “aleatéria” por uma distribui¢ao
concentrada neste resultado agora conhecido. Qualquer nova observacao da variavel “con-
curso 600 da Mega-Sena” dard o mesmo resultado.

Em mecancia quantica estas duas situagoes também aparecem. Em termos fisicos, é
comum dizer que um operador densidade caracteriza (o resultado de) um processo de
preparacdo. Sistemas igualmente preparados sao caracterizados pelo mesmo operador
densidade, que permite associar a cada processo de medi¢ao a distribuicao de uma variavel
aleatéria. A definicao a seguir nos ensina a fazer essa associagao.

Definigao 3.3 (Processo de Medicao) Sejam V' o espaco de estados e p o operador
densidade. Um processo de medicao € dado por um conjunto de operadores de medigao
{M;}? | sobre V', com a propriedade

n

> MM =1, (3.1)

=1

onde I denota o operador identidade e At o adjunto de A. Os diferentes resultados do
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processo serao indexados por i, e cada possivel resultado tem probabilidade

p; = Tr (MmMJ) : (3.2)
Exercicio 3.7 Mostre que a eq. (3.2) define uma distribuicao de probabilidade.

Exemplo 3.1 (Observaveis e medigoes projetivas) Seja A um operador auto-adjun-
to sobre V. Pelo teorema da decomposicao espectral,

A= zn: a; P;,
i=1

com a; reais e distintos, P, projetores ortogonais com P,P; = 6;;P;. O conjunto {P;}
determina um processo de medi¢do, com os resultados dados por {a;}. O operador A é
dito um observavel. O processo de medi¢ao aqui descrito é chamado medicao projetiva.

Da mesma forma que ao “concurso 600 da Mega-Sena” ja sorteado, e cujo resultado ja
conhecemos, associamos uma variavel aleatoria com distribuicao diferente daquela que
o caracterizava antes do sorteio, em mecanica quantica associaremos um novo operador
densidade a um sistema apds sua medicao.

Definigao 3.4 Sejam p operador densidade e {M;};_, operadores de medi¢do. Se o re-
sultado da medicao for dado pelo indice i, o estado do sistema apds a medi¢ao serd dado
por

M;pM]

Tr (MipMD | .

Papési =

Exercicio 3.8 Mostre que pgpssi € um operador densidade. O que acontece com a defini¢ao
3.4 quando o denominador se anula?

Exercicio 3.9 Que operador densidade devemos associar a um sistema sobre o qual foi
realizado um processo de medi¢cao, mas cujo resultado nao conhecemos? Como isso se
compara com o caso de um sorteio da Mega-Sena jd realizado, mas cujo resultado descon-
hecemos?
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3.1.1 Notacao de Dirac

Existe uma notacao bastante comum nos textos de mecancia quantica, chamada notagao
de Dirac. Vamos introduzi-la aqui por dois motivos: primeiro para fazer uso subseqiiente
dela, segundo para que ela nao se torne um obstaculo para aqueles que desejem ler outros
textos sobre mecanica quantica. Tal notagao é valida para espacos vetoriais V' com pro-
duto escalar. Parece um tanto artificial, mas mostra-se de muita valia quando se opera
com ela. Tudo comeca com

Definicao 3.5 Um vetor v € V serd denotado |v).

Como temos um produto escalar em maos, a cada |v) € V podemos associar um funcional
linear dado por “fazer produto escalar com |v)”. Tais funcionais constituem um espago
vetorial, chamado dual de V', e denotado V*. Em notacao de Dirac, temos:

Defini¢ao 3.6 Denotamos (v| o sequinte funcional linear:

(w|: V. —C

w — (v,w).

Vale realcar que o produto escalar que esta sendo considerado deve ser linear na segunda
variavel, e semi-linear na primeira, ao contrario da maioria dos textos de algebra linear. A
motivacao da notagao vem justamente do fato que o produto escalar entre dois vetores é
agora denotado (v | w), e como em inglés teriamos o braket dos vetores v e w, em notagao
de Dirac dizemos que (v| é um “bra” (ou ainda, o bra v) e que |w) é um “ket” (o ket w).

Exemplo 3.2 (Projetores) Seja |v) um vetor normalizado. O operador dado em nota-
¢ao de Dirac por |v) (v| € o projetor ortogonal sobre o subespago unidimensional gerado
por |v), usualmente chamado projetor sobre |v).

Exercicio 3.10 (Decomposigao ortonormal) Mostre que, dado um operador auto-
adjunto A, podemos escolher uma base {|i)}C_,, tal que A =", a; |i) (il.

Exemplo 3.3 (Qubit em notagao de Dirac) No importante caso de um qubit, é co-
mum denotar por {|0),|1)} uma base convenientemente escolhida. Esta base é chamada
base computacional, em referéncia aos valores computacionais de um registrador bindrio.
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3.2 Entropia de von Neumann

A entropia de Shannon mede a incerteza associada a uma distribuicao classica de proba-
bilidade. O conceito andlogo em mecanica quantica serd a entropia de von Neumann:

Definicao 3.7 Seja p operador densidade. Definimos a entropia de von Neumann do
estado associado a p pela formula

S(p) = —Tr(plogp). (3.4)

Na definicao acima, foi feito uso do exercicio 3.3, log é logaritmo na base 2, e novamente
usamos 0log0 = 0 (ver exercicio 2.1).

Exercicio 3.11 (Estados maximamente misturados) Calcule a entropia de von Neu-
mann para o operador 1/d, onde I € o operador identidade e d a dimensdo do espago de
estados. A momenclatura ficard clara apos o Teorema 3.2.

Exercicio 3.12 (Comparacao entre entropias clissica e quantica) Sejam

p= plONO[ + (1= )1 e o =pl0y(0]+ (1 —p) U2 I1>>2<<0! + (1)

Calcule S(p),S(c) e compare estes valores com a entropia bindria para uma varidvel de
Bernoulli com parametro p.

Assim como foi feito com a entropia de Shannon, definiremos uma versao quantica da
entropia relativa.

Definicao 3.8 Suponha que p e o sao operadores densidade. A entropia relativa de p
com relagao a o € definida por

S(pllo) = Tr(plog p) — Tr(plog o). (3.5)

Esta definicao se completa com a convengao que a entropia relativa sera +oco se o nicleo de
o tem interse¢ao nao-trivial com o suporte de p (o espaco vetorial gerado pelos autovetores
de p associados aos autovalores nao-nulos). Da mesma forma que no caso classico, a
entropia relativa é um conceito auxiliar, importante por suas propriedades que ajudam
a demonstrar resultados de significado mais direto. Especial destaque deve ser dado ao
teorema 3.1:
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Teorema 3.1 (Desigualdade de Klein) A entropia relativa quantica € nao negativa.
S(plle) = 0, (3.6)
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, p = 0.

Prova: Sejam p = 3, pi|i)(i| e 0 = > q;|j)(j| decomposi¢es ortonormais (ver exercicio
3.10) para p e 0. Pela definicao de entropia relativa temos

S(pllo) = Zpl logp; — Z(i!plogo\i). (3.7)

7

Como |i) é autovetor de p, temos (i|p = p;(i| e

(il log oi) (Zlogqj\y J!) Zlogqg i (3.8)

onde P;; = (i|7)(j]é) > 0. A equagao (3.7) pode ser reescrita como

S(pllo) sz <10gpz Z 1ogqj>- (3.9)

Note que P, satisfaz? P; > 0, .. P; = 1 e Zj P; = 1. Usando o fato de que o
logaritmo é uma funcao estritamente concava, da Desigualdade de Jensen obtemos a
seguinte desigualdade, Z i log q; < logr;, onde r; = Zj P;;q;. E obtemos a igualdade
se, e somente se, existe um valor J tal que P;; = 1. O

Exercicio 3.13 Interprete a condicao de existir um valor j tal que P;; = 1 para concluir
que vale a tqualdade em

S(pllo) sz log— (3.10)

se, e somente se, P;; ¢ uma matriz de permutacao.

Vamos relacionar como um teorema algumas propriedades importantes da entropia de
von Neumann

Teorema 3.2 (Propriedades bésicas da entropia de von Neumann)

2Matrizes satisfazendo essas trés condicoes sdo chamadas duplamente estocésticas.
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1. A entropia de von Neumann € nao-negativa. A entropia € zero se, e somente se, o
estado € puro.

2. Num espaco d—dimensional a entropia é no mdximo logd. Este valor é atingido se,
e somente se, o sistema ¢ um estado de mistura maxima, I/d.

3. Suponha que p; sdo probabilidades e que os operadores densidade p; tém suporte em
subespacos ortogonais. Entao

S (ZPsz) = H(p;) + ZPiS(Pi>- (3.11)

Prova:

(1) Segue diretamente da definicao.

(2) Da desigualdade de Klein (teorema 3.1), temos 0 < S(p||I/d) = —S(p) + logd.

(3) Sejam X e |e]) autovalores e correspondentes autovetores de p;. Observe que p; X e

I\ i .
lel) sdo autovalores e autovetores de ) . p;p; e assim

S(Cipip) = — ;PN logpX | |
= = pilogpi — Y ;pi > ; Alog N
= H(pl) + ZZ piS(pz’)-

1
Como interpretagoes, (1) novamente traz a interpretacao de um quantificador das surpre-

sas que podemos ter ao fazer medigoes, ou ainda, de quanta desordem hé no estado p; (2)
justifica que I/d seja o analogo quantico da distribui¢ao equiprovéavel de probabilidades;
(3) mostra como as entropias de Shannon e von Neumann se complementam - para mel-
hor apreciar a importancia da hipotese de suportes ortogonais, recomendamos voltar ao
exercicio 3.12.

3.3 Entropia e Medigoes

Classicamente, quando ¢é realizado um sorteio de uma variavel aleatéria podemos con-
siderar duas situagoes: quando ainda nao sabemos o resultado, continuamos a descreveé-
la pela mesma distribuicao de probabilidade de antes do sorteio; quando ganhamos in-
formacao sobre o resultado (que pode ser o préprio resultado, ou apenas uma informagao
parcial), refazemos nossa descrigao desta nova varidvel. Como ganhamos informagao nesse
processo, a nova distribuicao tem menos entropia que a anterior. Quanticamente, uma
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medicao da qual nao sabemos o resultado ja modifica o sistema, como vimos no exercicio
3.9. Além disso, pode haver medicoes que diminuem a entropia mesmo sem que saibamos
seu resultado (exercicio 3.14)!

Comecamos entao pela situacao de medicoes projetivas das quais nao sabemos o resultado:

Teorema 3.3 (MedigGes projetivas aumentam entropia) Suponha que {P;} deter-
mina uma medi¢ao projetiva e que p € um operador densidade. Entdao a entropia do estado
=, PipP;, que descreve o sistema apds a medi¢do, obedece

S(p") = S(p), (3.12)

valendo a igualdade se, e so se, p = p'.

Prova: Pela desigualdade de Klein temos

0 < S(pllp’) = =S(p) — Tr(plog o). (3.13)
Usando que Y, P, = I, P? = P;, e a propriedade ciclica do trago, obtemos
—Tr(plogp’) = —Tr (3, Piplogyp)
= —Tr (3, Piplogp'Py).
Como p'P; = P,pP; = P;p/, P, comuta com log p’. Segue que
—Tr(plogp’) = —Tr (3, PipP;logp)
= —Tr(p'logp’) = S(p).
A eq. (3.13) conclui a prova. O

O exercicio seguinte mostra que medicoes generalizadas, das quais nao sabemos o resul-
tado, podem diminuir a entropia.

Exercicio 3.14 Suponha que um qubit num estado p € medido usando os operadores de
medi¢ao, My, = [0)(0| e My = |0)(1]. Se o resultado da medicdo ndo é conhecido, apos
esta medicao temos o sistema no estado Mlpr —i—Mgng. Mostre que este procedimento
pode diminuir a entropia do qubit. Como voce interpretaria este processo?

E natural pensar que ao ganharmos informacao através de uma medicao, a entropia do
estado apds a medicao seja menor que a anterior. Mas serd que essa “intuicao classica”
vale no mundo quantico?
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Exercicio 3.15 (Medigoes Projetivas diminuem a Entropia) Mostre que se {P;}
determina uma medi¢ao projetiva e p o estado do sistema, entao S(piapss) < S (p) para
todo 1.

Exercicio 3.16 Considere um qubit descrito pelo estado
1 1
p = 510001+ 7 (10) +[1)) (O] + (1),

N -, 11 -1 1L 110
sujeito a um processo de medi¢cao dado por My = ﬁ [ 0 1 } e My = ﬁ { 1 1 } 0

que acontece com a entropia de p messe processo, para cada possivel resultado?

3.4 Sistemas quanticos compostos

Nosso objetivo é chegar ao analogo quantico do teorema de Shannon. Para isso deveremos
considerar varias cépias de um sistema quantico. Precisamos antes aprender a tratar com
sistemas quanticos compostos, ou seja, aqueles formados por varias partes.

O primeiro exemplo de sistema quantico composto sao os sistemas bipartites. Seja A um
sistema quantico descrito pelo espaco de estados V', e seja B outro sistema com espaco
de estados W. Quando descrevemos conjuntamente os sistemas A e B (denotado AB), é
claro que se |v) € V e |w) € W descrevem cada parte, o par (|v), |w)) descrevera o estado
do sistema composto. Mas a linearidade da mecanica quantica exige que associemos um
espaco de estados a cada sistema. Assim, devemos considerar o espacgo vetorial gerado
pelos pares (|v),|w)). Matematicamente este espago é o produto tensorial V @ W, para
o qual damos uma definicdo construtiva:

Defini¢ao 3.9 (Produto tensorial de espagos) Sejam V e W espacgos vetoriais (de
dimensdo finita) e {|v;)}.", e {|w;)}_, respectivas bases ortonormais. Construimos o
espago V@ W declarando |v;,w;) = (|v;) ,|w;)) uma base ortonormal desse espago.

Exercicio 3.17 Qual a dimensdo de V @ W ?

Defini¢ao 3.10 (Produto tensorial de operadores) Sejam A:V — V e B: W —
W. O produto tensorial de A e B, AQ B: VW — VW, é definido na base produto
por A® B |v;,w;) = Alv;) ® B ;) e estendido por linearidade.
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Como o estado de um sistema é caracterizado por um operador densidade p, que pela
definigao 3.3 prevé (probabilisticamente) os resultados de qualquer medi¢ao sobre o sis-
tema, uma questao torna-se natural: como podemos descrever o estado de uma parte do
sistema, a partir da descricdo do sistema global? Descrever o sistema global é ter pAZ, um
operador densidade sobre o espago V @ W. Descrever uma parte (a parte A, por exemplo)
significa obter um operador densidade p* (sobre V) capaz de prever de maneira semel-
hante a pA? os resultados de qualquer medicdo local realizada nesta parte. Comecemos
entao caracterizando um processo de medicao local:

Definigao 3.11 Seja {M;} um processo de medi¢io sobre o sistema A. Os operadores
{M; ® Ig} constituem um processo de medigao local (na parte A) sobre o sistema AB.

Para entender esta nomenclatura é importante citar que um exemplo importante de sis-
tema bipartite é composto por dois laboratérios “distantes” (onde distante pode significar
duas mesas em uma mesma sala ou realmente quilometros de distancia, como ja ha ex-
perimentos feitos). Assim, um processo de medigao local age apenas “na sua parte” do
sistema.

Vamos agora & receita para obter p? a partir de pAZ:

Definigao 3.12 (Trago parcial) Seja T um operador sobre V@ W. Escrevendo-o com
respeito a uma base produto, temos

T=Y > lviwy) Ty (vnwy] -
Wi g
O traco parcial de T" com respeito a segunda componente é o operador

T4 = TrgT = Z |vi) Z Tijirj (var] .
i1 J

De maneira andloga define-se o trago parcial com respeito a primeira componente.

Exercicio 3.18 Mostre que as medidas de probabilidade geradas por ({]\4Z ®Ig} ,pAB) e
por ({Mi},pA) usando as defini¢oes 3.3 e 3.12 sao idénticas.

Exercicio 3.19 SeT = A® B, calcule T4 e TE. O que acontece quando T é um operador
densidade?
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Exercicio 3.20 Considere agora o sistema de dois qubits. Denotando a base produto por
{]00),]01),]10), [11)}, obtenha p? e pP para os sequintes estados:

1. p= ) (Y|, onde [{) = 75 (]10) + [11));
2. p=1®)(®|, onde |®) = \/Li (|00) 4 |11));

3. p=1I/4.

As definicoes apresentadas até aqui se generalizam imediatamente para sistemas multipar-
tites. Suas conseqiiéncias nao necessariamente. Vamos agora discutir um resultado inter-
essante de sistemas bipartites (mais precisamente, de produto tensorial de dois espagos de
dimensao finita), que nao admite generalizagao para sistemas com mais partes. Trata-se
da decomposicao de Schmidt.

Teorema 3.4 (Decomposi¢ao de Schmidt) Seja V = VA ®@ VB espaco vetorial e
|W) € V. Entdo existem bases ortonormais {|a;)} para V4 e {|b;)} para V tais que

T) =) cr|ar) @ [bi) (3.14)

k

com a soma se estendendo até a dimensao do menor subespaco.

Prova: A demonstragao vai usar o exercicio 3.22, proposto abaixo, e por simplicidade
demonstraremos apenas o caso de dimensoes iguais para as duas partes. Comecemos
escrevendo |W) = 3, mj; [i) ®[j) com respeito a bases arbitrdrias (ortonormais) {|i)} de
VA e {|7)} de VB. Os coeficientes m;; podem ser vistos como elementos de uma matriz
quadrada M, que pela Decomposicao a valor singular (exercicio 3.22) pode ser escrita
como M = UDV, com U e V unitarias e D diagonal com elementos reais e nao-negativos.
Escrevendo isso para os elementos de matriz,

mi; = Zuikdkvkj>
k
que permite escrever o estado como
U) = widivy i) @ ) =Y di (Z Wik |z'>> ® (Z Vi |j>> ,
ijk k i J

que tem a forma da eq. (3.14) com [ay) = >~ uix [i) € [bj) = >, vk [j), e a ortogonalidade
segue da unitariedade de U e V. O
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Exercicio 3.21 (Decomposic¢ao Polar) Seja A um operador em V. Entio ATA é um
operador positivo, e podemos definir J = VAT A. Mostre que existe U unitdria tal que A =
UlJ, e que U € unica se, e s6 se, A € invertivel. Esta é chamada (uma) decomposi¢ao polar
a esquerda do operador A. Compare com a decomposicao polar de nimeros complexos para
entender a nomenclatura. Além disso, mostre a existéncia de uma decomposicao polar a

direita.
Sugestao: considere K = v AAT.

Exercicio 3.22 (Decomposigao a valor singular) Seja M matriz quadrada. Mostre
que existem U eV unitdrias e D diagonal com elementos nao-negativos tais que

M =UDV.

Sugestao: considere uma decomposi¢ao polar e diagonalize o operador positivo.

Exercicio 3.23 (Decomposi¢ao de Schmidt geral) FEscreva a demonstragao do caso
geral da Decomposicao de Schmidt.

Uma interessante conseqiiéncia da Decomposicao de Schmidt é a idéia de purificacdo. Se
p=>_.p;lt) (i| ¢ um operador densidade de um estado misto sobre um espaco V', podemos
considerar um outro espago auxiliar V' e o estado puro |¥) = 3. \/p; |1) @ |i') em V@V,
tal que, quando o segundo subespaco ¢é ignorado, reobtemos o estado de mistura de onde
comegamos. Esse processo é chamado uma purificacao de p, e mostra-se bastante ttil
para varias definigoes e demonstracoes.

3.5 Entropia em sistemas compostos

Um primeiro resultado, bastante importante, é conseqiiéncia direta da Decomposicao de
Schmidt e do fato da entropia de von Neumann s6 depender dos autovalores de p:

Teorema 3.5 Se AB é um sistema composto descrito por um estado puro pB = |U) (Y|,
entao S (pA) =9 (pB).

Outra propriedade interessante segue do item (3) do teorema 3.2:
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Teorema 3.6 (Entropia Conjunta) Suponha que p; sao probabilidades, |i) sao estados
ortogonais para um sistema A, e p; qualquer conjunto de operadores para um outro sistema
B. Entao

S (Zpi|i><z‘| ® pi) = H(p;) + ZpiS(m. (3.15)

Exercicio 3.24 (Entropia de um produto tensorial) Use o teorema da entropia con-
gunta, para mostrar que S(p@c) = S(p)+S(0). Prove também este resultado diretamente
da definicao de entropia de von Neumann.

Em analogia com a entropia de Shannon é possivel definir no contexto de entropia de
von Neumann as entropias conjunta e condicional e também a informacao mutua para
sistemas quanticos compostos. A entropia conjunta (do estado pP) de um sistema AB
serd dada por S(A, B) = S (p*F) = —Tr(p*P log(p*?)). Dai definimos, respectivamente,
a entropia condicional e a informagao mutua por:

S(A|B) = S(A,B) - S(B) = 8 (p"F) = 5 ("), (3.16)
S(A:B) = S(A)+S(B) — S(4,B) =5 (p*) + 5 (p”) = 5 (p*?) . (3.17)

Exercicio 3.25 Calcule S(A|B) e S(A: B) para os estados do exercicio 3.20. Com-
pare com as propriedades de H (A|B) e H (A : B) estudadas no capitulo anterior. Tente
interpretar seu resultado.

Deve ser claro entao que buscar cotas e relagoes envolvendo estas diversas entropias nos
permite entendé-las melhor. Um bom exemplo estd aqui:

Teorema 3.7 (Subaditividade) Sejam A e B dois sistemas quanticos distintos de-
scritos pelo estado conjunto p*P. FEntdo a entropia conjunta deste sistema satisfaz a

desiqualdade
S(A,B) < S(A)+ S(B), (3.18)

com a igualdade valendo apenas se p*f = p* @ pB.

Prova: Pela desigualdade de Klein temos, S(p) < —Tr(plogo). Definindo p = p?Z e

o = p? ® pP temos as seguintes identidades
~Tr(plogo) = —Tr(p*?(logp” +log p”))
= —Tr(p*log p?) — Tr(p® log p?)
— S(A)+S(B).



3.5. ENTROPIA EM SISTEMAS COMPOSTOS 39

Usando entao a desigualdade de Klein temos S(A, B) < S(A) + S(B). Da condigao de
igualdade de desigualdade de Klein, segue a tltima afirmagao. O

Queremos agora mostrar que a entropia de von Neumann é uma func¢ao concava no con-
junto dos operadores densidade, ou seja, dada uma distribuicao de probabilidades p; e
correspondentes operadores densidade p;, a entropia satisfaz a desigualdade

S (ZPsz) > ZPiS(Pi>- (3.19)

Para isso, suponhamos que p; sao estados de um sistema A e consideremos um sistema
auxiliar B cujo espaco de estados tenha uma base ortonormal {|i)}. Consideremos o

estado
P =" pip @ i)

para o sistema composto. Obtemos as seguintes identidades

S(A) = SO pipi)
S(B) = SQipli)(il) = H(pi),
S(A,B) = H(pi)+ >, p:S(pi)-

Finalmente, usando a subaditividade de S(A, B), temos (3.19).

Exercicio 3.26 Prove que vale a igualdade em (3.19) se, e somente se, a combina¢ao
convexa for trivial.

Exercicio 3.27 Mostre que existe um conjunto de matrizes unitdrias {U;} e um vetor
de probabilidade (p;) tais que, para qualquer matriz A,

> pUiAUS = Tr(A)é,

onde d € a dimensao do espaco onde A esta definida. Use esta informacdo e a concavidade
estrita da entropia para dar outra demonstracao de que a entropia atinge seu mdarimo na

matriz fl )

Exercicio 3.28 Seja P um projetor e Q = I — P o projetor complementar. Prove que
existem operadores unitdrios Uy e Uy e um parametro p € [0,1] tais que para todo p,
PpP+QpQ = pUlpUlT—i—(l—p)ngUQT. Use esta observacao para dar uma prova alternativa
do teorema 3.3.
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3.6 Entropia de uma Mistura de Estados Quanticos

Por vezes o estudo de sistemas compostos ajuda a entender os sistemas simples. Aqui
faremos isso: para demonstrar uma propriedade de um sistema simples, vamos considera-
lo como parte de um sistema composto. O resultado que queremos generaliza o teorema
3.6. Uma maneira interessante de interpretar o estado aqui trabalhado é que tenhamos
um conjunto de possiveis preparacoes de estado quantico, cada qual caracterizada por
seu operador densidade p;, e um vetor de probabilidade (p;) que define a chance de cada
estado ser preparado. O estado de tal sistema serd caracterizado por

P = Zpiﬂz‘- (3.20)

Vamos relacionar a entropia de tal estado com a entropia de von Neumann de cada
constituinte e a entropia de Shannon do vetor (p;).

Teorema 3.8 Nas condi¢oes acima,
S(p) < ZPiS(Pz‘) + H(pi),

com iqualdade se, e so se, 0s estados p; tem suportes em subespacgos dois a dois ortogonais.

Prova: Vamos supor inicialmente que cada p; é estado puro, isto é, p; = |1;) (4], e que
sao estados de um sistema A. Vamos introduzir um sistema auxiliar B com uma base
ortonormal {|i)} correspondente ao indice i de p;. Defina

[AB) = Vil @ 10).

i

Como |AB) é um estado puro temos

S0 = 50 =5 (Sateated) = )

Suponha que realizamos uma medigao projetiva no sistema B, com operadores de medigao
{]7)}, mas sobre a qual nao sabemos o resultado. Apds esta medigao o estado do sistema

B sera
PP =" pili)i.
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Mas pelo teorema 3.3 a entropia nao decresce se realizamos medigoes projetivas (das
quais nao sabemos o resultado), logo S (p) < S (p') = H (p;). Observando que neste caso
S (p;) = 0 conclui-se que, quando cada p; é um estado puro,

S(p) < H (p;) = H (ps) + ZPz’S (pi) -

Além do mais a igualdade vale se, e somente se, p? = p'P que é equivalente a dizer que
os estados |¢;) sdo ortogonais.
Para provarmos o teorema no caso de misturas, consideremos p; = >_. pjle%)(e;| decom-
posigoes ortonormais de cada estado p;. Entao p = .. piplle)(es|. Aplicando o resultado
obtido para estados puros e usando o fato de que > i pé- =1, para cada 7, temos

S(p) < =22, pip;log(pipy) -
— > i pilog(pi) — X2 pi >, pjlog(p;)
H(pi) + 2, piS(pi)

que estabelece a desigualdade. A condicao para que valha a igualdade é estabelecida da
mesma maneira que foi feito para o caso de estados puros. ]

A

Intuitivamente a cota superior apresentada para a entropia de p, nos diz que a incerteza
sobre o estado ) ,p;p; nunca é maior que a nossa incerteza média sobre o estado p;
mais uma contribuigdo H(p;) que representa a contribuigdo maxima possivel para a nossa
incerteza a respeito do indice .

3.7 Teorema de Schumacher

Queremos agora obter o analogo quantico do Teorema de Shannon. Lembremos que
os ingredientes essenciais 14 (na secgao 2.6) foram varidveis aleatérias iid, a nogao de
seqiiéncia tipica e a demonstracao que um processo de compactacao sera confidvel se, e
sO se, der conta das seqiiéncias tipicas de um tamanho fixado.

Nosso primeiro passo aqui sera traduzir a nocao de n variaveis aleatorias iid para o con-
texto quantico. Por simplicidade, consideremos apenas qubits. O estado de n qubits é
caracterizado por um operador densidade em H = V%" uma notagao conveniente para o
produto tensorial de n copias do espaco V. Por serem qubits, dimV = 2 e dim H = 2".
Mas s6 teremos n qubits iid se o operador p sobre H for da forma p{", onde p; denota o
estado de um qubit, e A®" denota o produto tensorial de n cépias do operador A.
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Exercicio 3.29 Seja p = p{" como acima. Faca o traco parcial em n — 1 qubits para
obter o estado do qubit restante. Use seu resultado para justificar a afirmativa que esta é
a generalizagao natural de iid.

Vamos introduzir agora as idéias da versao quantica das seqiiéncias tipicas. Suponha que
o operador densidade p; tenha uma decomposi¢ao ortonormal

pr =) pl@)z) (], (3.21)

onde {|z)} é um conjunto ortonormal e (p(x)) um vetor de probabilidades (no caso de
qubits, x = 0,1, mas a definicao pode considerar dimensao arbitraria; é importante
notar que os vetores |r) sdo determinados pela diagonalizacao de p;). Podemos definir
sequéncias e-tipicas {z1,...,2,} como sendo as seqiiéncias para as quais se verifica a

desigualdade
1 1

25 (s 50

onde a unica diferenca para o caso classico é a entropia utilizada. Um estado e-tipico é
um estado |z1)|z2) ... |z,) para o qual a seqiiéncia {z1,...,x,} é e-tipica. Definimos o
subespacgo e-tipico como sendo o subespaco gerado por todos os estados e-tipicos. Deno-
taremos o subespaco e-tipico por T'(n, &) e o projetor neste subespaco por P(n,¢). Note
que

<e

Y

Pne)= ) |e)(a] @ eo)(ze| © ... ® ) (2.

{xi}?:l E-tipica

Teorema 3.9 (Teorema do Subespaco Tipico) Seja p operador densidade sobre V,
com P (n,e) e T (n,e) definidos acima.

1. Dado € > 0, temos
lim Tr(P(n,e)p®") = 1.

n—oo
Em palavras, o trago da restrigao de n copias de p ao subespaco e-tipico tende a 1
quando n vai para infinito.

2. Dados e >0 e d >0, existe n, € N tal que
(1 —6)2"5P=2) < dim (T(n,e)) < 2M5@H+E) - yp > p,,
3. Sejam 0 < R < H (p) um nimero real e Il (n) um projetor sobre um subespago de
Ven com dim (I1 (n)) < 2"%. Entdo, dado 6 < 0, existe n, € N tal que
Tr(Il (n) p*™) <6, Vn > n,.
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Prova: Para provar (1) basta observar que

Te(P(n,e)p™) = Y, plar)...plzs)

{Ii }?:1 E-tipica

e usar o primeiro item do Teorema 2.5.

(2) Segue diretamente do segundo item do Teorema 2.5.

(3) Vamos fazer o trago separadamente no subespaco e-tipico e no seu complemento
ortogonal,

Tr(Il(n)p™") = Te(I(n)p*" P(n,€)) + Tr(IL(n)p™" (I = P(n,¢))),
e cotar cada termo. Para o primeiro termo observe que
p?"P(n,e) = P(n,e)p*" P(n,¢),
ja que P(n,e) é um projetor que comuta com p®". Mas
Tr(II(n)P(n,€)p®" P(n,e)) < 2nfg—nSP)=e)

j4 que os autovalores de P(n,e)p®"P(n,¢) sdo limitados superiormente por 2-"(5()=¢),
Assim, existe n; tal que

Tr (IL(n) p*"P (n,e)) <

N S

, Vn > n;.

Para o segundo termo note que I — II(n) é operador positivo. J& que II(n) e p®™(I —
P(n,e)) sao ambos operadores positivos segue que

0 < Tr (II(n)p®"(I — P(n,e)) < Tr(p®"(I — P(n,¢)),

e pelo item (1) exite ny tal que
n 0
Tr (I(n)p®"(I — P(n,e))) < 2 Vn > ns.
Basta tomar n, > max {n;, ns} para demonstrar o resultado. O

Dos ingredientes basicos, ainda precisamos definir um processo de compressao-descom-
pressdo e buscar a nogao adequada de confidvel. Um processo de compressao (de n cépias
do estado, ou ainda, de um “bloco” de tamanho n) serd uma aplicagao C, : V" — VI,
onde V" é o chamado espaco de compressao. Um processo de descompressaov (para n
copias) é uma aplicagao D, : V' — V@ Um processo de compressao-descompressao é
uma seqiiéncia de processos {C,, Dy} . A taza de compressao do processo ¢ dado pelo
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limite lim,, %, com a mesma interpretacao que no caso classico: a razao entre a
quantidade de qubits necessaria para armazenar de maneira confidvel a informagcao contida
em n qubits caracterizados pelo estado p e esse numero total de qubits, n. E importante
enfatizar que em aplicacoes praticas simplesmente toma-se n “suficientemente grande”,
mas na sua descrigao tedrica aparecem as seqiiéncias e os limites acima.

Por fim, confiabilidade. A idéia deve ser clara: queremos que D,, o C,, seja “efetivamente”
proxima da identidade. E claro que se dim (V.) < 2", tal composi¢do nao pode ser
rigorosamente a identidade. Mas nao precisamos disso. O que precisamos é ter

D,, 0 Cpp®" =~ p®™.

Mas ainda falta dizer o que significa “~” nessa expressao. Para isso, usaremos a nocao de
)
delidade de um processo quantico. Inspirado nos processos de medicao odemos definir:
)

Defini¢ao 3.13 (Processos Quanticos) Um processo quantico £ serd definido por um

congunto de operadores {E;} tais que ), Tr (EJEI) =1 pela sequinte operagao

pr— Y EipE;. (3.22)

Definigao 3.14 (Fidelidade) Se um processo quantico € € dado pelos operadores { E;},
a fidelidade de £ quando aplicado ao estado p é dada por

F(Ep) =) [T (o)) (3.23)

Agora sim temos os ingredientes para a nogao de confidvel: para § > 0, um par (C,, D,,)
¢ dito d-confiavel se
F (D, 0Cp, p®") >1—0.

Dizemos que um processo de compressao é confiavel se, dado § > 0, existe n, tal que para
todo n > n, os pares (C,, D,,) sdo d-confidveis.

Teorema 3.10 (Teorema de Schumacher) Seja p um operador densidade em V. Se
R > S(p) entdo existe um esquema de compressio confidvel de razao R. Se R < S(p)
entao qualquer sistema de compressao de razao R ndo € confidvel.
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Prova: Suponha R > S(p) esejae > 0 tal que S(p)+¢ < R. Pelo teorema dos subespagos
tipicos, para qualquer 0 > 0 e para todo n suficientemente grande, Tr(p®"P(n,e)) > 1— %
e dim (T'(n,e)) < 2"%. Nessa demonstragao vamos considerar o espago de codificagao
V™ como um subespaco de V®" apenas para simplificar a notagdo. Escolha para V™
qualquer subespaco de V®" de dimensao 2" contendo T'(n, ) e construa o processo de
compressao da seguinte maneira: primeiro realiza-se uma medigao no conjunto de n qubits
descrita pelos projetores ortogonais {P(n,e),I — P(n,e)} e que retorna os valores 0 ou
1 respectivamente. Se o resultado é 0, nada é feito e o estado é deixado no subespago
tipico. Se o resultado for 1, trocamos o estado do sistema por algum estado padrao “|0)”
escolhido no subespaco tipico. Vemos que tal procedimento pode ser assim descrito:

C"(o) = P(n,e)oP(n,e) + Z Ao Al

onde A; = [0)(i] e {|i)}, é uma base ortonormal para o complemento ortogonal do
subespago tipico (N sua dimensao). O processo de descompressao serd dado pela inclusao
D, : V" — V@ definida por D"(0) = 0. Queremos mostrar que este par é J-confiavel.
Temos

F(D"oC, p#") — [Te(p®P(n,2)) + 3 [Te(p" Ay))

> |Tr(p®"P(n,e))P?,

mas pelo teorema do subespago tipico existe n, tal que Tr(p®"P(n,e)) < 1 — % para
n > n,. Segue que para n > n, o par é d-confiavel.

Para provar a reciproca suponha que R < S(p). Sem perda de generalidade suponha que
a operacao de compressiao mande V®" em um subespaco de dimensao 2" com projetor
correspondente II(n). Se o processo de compressao C, ¢ dado por operadores {C,,;} € o
processo de descompressao D,, por {D,,;}, temos

F (Dn o Cn7 p®n) = Z |Tr(Dn,kCn,]'p®n)‘2'
jk
Note que cada um dos operadores C,, ; satisfaz a equagao C,; = II(n)C,, ;. Seja I1¥(n)
projetor sobre o subespago obtido pela imagem de II(n) por D, ;. Segue
11*(n) D, 4I1(n) = D, ;I1(n),

e assim D, ,C,; = D, ;Il(n)C, ; = H’“(n)Dnka(n)Cn,j = H’“(n)Dkan,j, de onde con-
cluimos que

F (Dn oC,, p®") = Z | Tr (Dn,kcn,jp®nnk(n)) |2'
jk
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Aplicando a desiguladade de Cauchy-Schwarz obtemos

F (D0 o) < 3 TH(Dyk oy Cl, DLV (1T,

jk

e o item 3 do teorema dos subespagos tipicos nos diz que para qualquer § > 0 e n
suficientemente grande, Tr (II¥(n)p®") < 6, unifirmemente em k. Assim temos

F (Dn oCp, p®”) <4 Z Tr(Dn’kCnyij@”C’l’jD;k) =0,
ik

que mostra que esse esquema nao pode ser confiavel. O

Com este resultado encerramos este capitulo, mas fazemos duas ressalvas: uma que ape-
nas tocamos superficialmente nos resultados da crescente area de informagao quantica;
outra que escolhemos apresentar este teorema, que é uma versao quantica do seu analogo
classico, mas o que torna a teoria interessante é que nem todas as analogias com o caso
classico sao validas. Também tocamos superficialmente nesta distingao no Exercicio 3.25.
De fato, este resultado é o caminho, por exemplo, para se ter um protocolo de criptografia
quantica comprovadamente seguro[9].



Capitulo 4

Entropia e Mecanica Estatistica

O objetivo deste capitulo é fazer uma breve introducao a Mecanica Estatistica do Equili-
brio a volume finito (veja a Segdo 4.1) com o intuito de provar o Teorema 4.2. Este
teorema é o equivalente, no equilibrio, do Teorema H de Boltzmann. O Teorema H de
Boltzmann afirma que a entropia H de um gas de particulas, que estd sob a acao de
uma forca externa atenuante e dependente do tempo, tende a crescer a medida que o
tempo passa. Por outro lado, a Segunda Lei da Termodinamica afirma que os sistemas
fisicos isolados tendem ao equilibrio ao longo do tempo. Assim sendo, somos levados a
concluir do teorema, juntamente com a Segunda Lei, que os estados de equilibrio de um
sistema fisico sao aqueles de maior entropia. No jargao popular, os sistemas fisicos fora
do equilibrio evoluem para o estado de maior entropia.

O Teorema 4.2 é a manifestagao deste comportamento, supondo de antemao que o sistema
ja esteja em equilibrio termodinamico. Em poucas palavras, o teorema afirma que o
maximo da entropia, vista como funcao das probabilidades que descrevem o sistema, é
atingido quando a probabilidade é aquela fornecida pelo regra de Gibbs (ou Boltzmann),
veja a Definicao 4.1.

Este capitulo é auto-contido. Contudo, caso o leitor queira se aprofundar no assunto,

sugerimos a leitura das referéncias [3, 7, 8|, de onde foi retirado o material para escrever
estas notas.

47
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4.1 Definicoes Preliminares

No que se segue, A representard um hipercubo em Z? como definido a seguir: dado
N € N, seja A = [-N, N]¢ N Z4. Contudo, deve-se ter em mente que A poderia ser um
subconjunto arbitrario de Z¢. A escolha do hipercubo é feita somente para facilitar a
exposicao. O conjunto A depende de N e é chamado de rede. Os seus elementos sao
chamados de sitios. Denotaremos por |A| a cardinalidade de A, isto é, o nimero de sitios
em A. Neste texto trabalharemos somente com redes finitas (|A| < 0o0). As questoes aqui
tratadas podem ser reformuladas no limite termodinamico (isto é, no limite |A| — 00),
mas nos nao faremos isto pois os pré-requisitos para entendeé-las sao bem mais avancgados.

Exercicio 4.1 Para N = 1 ed = 1,2 ¢ 3, faca um desenho da rede A e calcule |A].
Deduza que, em geral, |A] = (2N + 1),

A cada sitio i € A nds associamos uma varidvel aleatéria o; € {—1,1}, chamada de spin,
com distribui¢do uniforme. Um ponto o € Q = {—1, 1}/Al é uma configuracio de spins e
Q) é o espaco das configuragoes.

Exercicio 4.2 Para N =1 = d, determine todas as possiveis configuracoes de spin. Para
valores arbitrdrios de N e d, mostre que a cardinalidade de Q € igual a 2.

Exercicio 4.3 Se S € ZT ¢ dado e se o é uma varidvel aleatoria assumindo valores em
{=S,-S+1,---,=1,0,41,--- ;S — 1,5}, determine Q2 e |Q].

A cada configuracao o € € nés associamos uma energia (ou Hamiltoniano) Ex (o). Entao
Ex(0) é uma funcao de © em R.

Exercicio 4.4 Se N =1 =d, calcule os possiveis valores de Ex(c), onde

Ex(0) = — (0901 + 090_1).

A expressao da energia como funcao de o é parte importante dos chamados modelos
em mecanica estatistica. Para a compreensao das préximas secoes deste capitulo, nao
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é importante entender modelos especificos, embora sejam importantes exemplos (nesse
contexto vocé serd convidado a resolver o Exercicio 4.7).

Denotaremos por [ ao inverso de K T, onde K > 0 é a constante de Boltzmann e T é a
temperatura. Veremos (3 como um parametro, sendo introduzido na teoria via o fator de

Gibbs da configuracao o
e PEA),

Sobre € nés definimos uma medida de probabilidade pip g(-), também chamada de medida
de Gibbs a volume finito (associada & energia Ey e com parametro [3)

G_BEA (G)

pa (o) = SACR (4.1)

onde Zx (/) é um fator de normalizacao tal que pup 5(2) = 1. Zo(B) é a fun¢do parti¢ao e
ela s6 depende dos parametros da teoria. A construcao da medida 4.1 é o que chamamos
de Ensemble Canonico. Se tivéssemos olhado para configuragoes de energia constante,
terfamos o Ensemble Microcanonico.

Exercicio 4.5 Da definicao de pp s(-), conclua que

Zx(B) = Z e~ BEA(o)

ge

Se f é uma funcao das configuragoes o € (), entao sua esperanca, ou seu valor esperado,
ou ainda seu valor médio (com respeito a i g(+)) é

(F)a = f(o) pas(o). (4.2)

o

E também comum representar o valor esperado de f por pa g(f).

Definicao 4.1 (Hamiltoniano de Ising) O Hamiltoniano
Ex(o)= =) oio;—h)Y o, (4.3)
(i,5) ieA

onde a primeira soma € feita sobre pares de sitios vizinhos dentro do volume A, onde
o = *x1 e onde h € R, é chamado de“Hamiltoniano de Ising com campo magnético
externo h e com condigoes de contorno livres”.
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Observacao O termo condi¢coes de contorno livres se refere ao fato de que as variaveis
de spin dentro do volume A nao interagem com as variaveis de spin externas a A (equiva-
lentemente, no Hamiltoniano 4.3 nao ha parcelas envolvendo um produto o;0;, com ¢ € A
e j € A°). Outras condigoes de contorno sao possiveis, além da livre. Por exemplo, se
adicionarmos o termo — ). 0;, onde i € 0~ A = fronteira interna de A, ao Hamiltoniano
4.3, teremos o Hamiltoniano de Ising com condicées de contorno positivas, significando
que o spin em ¢ € 0~ A interage com um spin em A€ cujo valor é +1. De maneira similar,
teremos condicoes de contorno negativas. Também poderiamos ter condi¢oes de contorno
periodicas.

Exercicio 4.6 Supondo que 0; = £1 = 0, mostre que

1. (o;0;)" €igual a 1 sen € par e igual a 0;0; sen € impar;
2. €P9i%i = cosh 3 + (sinh 3)o;0;;
8 2. 1=2,> 0;=0.

Exercicio 4.7 (Modelo de Ising Unidimensional) Considere o Hamiltoniano (4.53),
com h =0 e em uma dimensao espacial. Come¢ando a somar das varidveis de spin mais
externas para as mais internas e usando o Fxercicio 4.6, compute explicitamente a fun¢ao
particao para o Modelo de Ising e mostre que

Z(B) = 2(2 cosh B)*.
Mostre também que, para qualquer A e para qualquer par i,j € A, vale a identidade

(0,0,)a = (tanh 3)/"=31,

4.2 O Principio Variacional

A observacao feita apds a Definicao 4.1 nos induz a pensar que, dado um sistema fisico,
podemos associar ao mesmo varias medidas de probabilidade: a cada condicao de contorno
imposta no sistema temos um Hamiltoniano associado que, por (4.1), gera uma medida
de Gibbs. E claro que existem outras maneiras de se gerar medidas de probabilidade
associadas ao sistema em questao. Por exemplo, poderiamos supor que as variaveis de
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spin sejam independentes e uniformemente distribuida, ou ainda assumir uma distribuicao
de Bernoulli, com probabilidade p > 1/2 de o = +1 ocorrer.

Portanto, dado um sistema fisico, vamos denotar por M o conjunto de todas as medidas
de probabilidade associadas ao mesmo e definidas sobre o espago das configuragoes §2.
Fixado f : Q@ — R, podemos definir um funcional £;(-) : M — R como ((p) = p(f).
Podemos agora reencontrar o conceito central destas notas:

Definicao 4.2 A entropia de Boltzmann para medidas de probabilidade € dada pelo
funcional H : M — R tal que

po— =Y pw)np(w) = H(p). (4.4)

weN

Na defini¢ao acima, usamos o logaritmo neperiano ao invés do logaritmo na base 2 (que
foi usado nos capitulos anteriores) por causa das suas boas propriedades quando tomada
a derivada. De qualquer maneira, se tivéssemos usado a base 2 entao a uinica mudanca
no que se segue seria carregar uma constante em varias expressoes.

Exercicio 4.8 (Entropia de uma Medida de Gibbs) Usando a Defini¢ao 4.2, mos-
tre que a entropia de uma medida de Gibbs de energia Ex(0), a energia média (com
respeito a essa medida de Gibbs) e a fungdo partigdo estdo associadas através da formula

H(pa,s) = pas(BEN) +In Zx(3). (4.5)

Fixados A, e Ej, a igualdade (4.5) nos induz a definir o seguinte funcional sobre M

pap(p) = H(p) — Bu(Ey). (4.6)

A equacao (4.5) nos diz que, se pt = pp 3 entdo pag(pag) = In Zo(B). Por causa disto o
funcional py g(-) é chamado de pressao a volume finito e a temperatura K /(. Contudo, é
importante ressaltar que, do ponto de vista da Mecanica Estatistica Classica, a pressao a
volume finito ¢ definida como |A|7*In Zx(3).

O Teorema H de Boltzmann afirma que os processos termodinamicos nao-estacionarios
ocorrem de maneira a maximizar a entropia. A entropia sera maxima quando o equilibrio
termodinamico for atingido. Provaremos, abaixo, uma versao deste fato para a Mecanica
Estatistica do Equilibrio (veja o Teorema 4.2). Contudo, antes disto, vamos provar que a
medida de Gibbs a volume A, com energia Ex(0) e & temperatura K/ é a unica medida
de probabilidade em M que maximiza a pressao a volume finito (4.6).
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Teorema 4.1 (O Principio Variacional) Fizados A, § e Ey, seja jip g(-) a medida de
Gibbs a volume finito A associada a energia Ex e com parametro 3. Entao

sup pag (1) = H(pag) — Bpa,s(Ea), (4.7)
HEM

e pupg(-) € a tinica medida em M onde ocorre o supremo.

Prova: Para qualquer 1 € M, a pressao py s(p) pode ser reescrita como

pag(p) = H(p) — Bu(Ey) = ZM ) In (o ﬁZEAﬁ

BEA (o)
—Zu ) Inp(o) + BEx (o Zu (Tj)

Usando agora que Inz é uma funcao estritamente concava e que vale uma desigualdade
de Jensen para fungoes concavas (veja Exercicio 2.7), concluimos que

e—BEp(0)

pas(p) <In (ZM ( @) )) =InZ\(B) = pa,p(kap)-

Portanto, o maximo da pressao a volume finito é atingido em p = pp 3 € M. Com isto,
provamos a existéncia do ponto de maximo. Para a unicidade, observe que, ainda pelo
Exercicio 2.7, a desigualdade acima torna-se uma igualdade se e somente se a razao

e~ BEAp(9)
p(o)

é constante para todo o € ). Como p é uma medida de probabilidade, é ficil concluir
que, neste caso, a constante de proporcionalidade tem que ser necessariamente a funcao
particao. Dito de outra forma, a desigualdade acima torna-se uma igualdade se e somente

se
e~ PEnp(9)

Tm:u(a)‘v’aeﬁ

Exercicio 4.9 Prove o Teorema 4.1 usando multiplicadores de Lagrange. Para isto, con-
sidere a pressio a volume finito como funcio das 2 varidveis p(c), o € Q. Determine
o seu ponto de mdzimo, estando ela sujeita a restricdo Y (o) = 1.
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Definigao 4.3 (Estado de Equilibrio) Uma medida de probabilidade p € M é um
estado de equilibrio associado a energia Ex se o supremo de (4.6) é atingido em p.

Observacgao: Segue entao do Teorema 4.1 e da Definicao 4.3 que toda medida de Gibbs
a volume finito, associada a energia E,, é um estado de equilibrio.

Em Termodinamica definem-se os potenciais termodinamicos ou energias livres. Toda
a descricao termodinamica de um sistema fisico é dada a partir do conhecimento do
potencial termodinamico adequado. Dentre eles destacamos a energia livre de Gibbs

Far(p) = p(Ex) — KTH(p). (4.8)

E claro que podemos reformular o Principio Variacional 4.1 em termos desta energia
livre: a medida de Gibbs jy g minimiza a energia livre de Gibbs, sendo a tinica medida
minimizante, isto é

Fyr(p) 2 Far(pag) = —KTIn Zy(8).

Usando a definicao da fungao partigdo a volume finito A e com energia Ej(o) (veja
Exercicio 4.5) e usando a regra da cadeia, podemos deduzir as seguintes relagoes para as
derivadas da pressao a volume finito da medida de Gibbs piy g:

Exercicio 4.10 Mostre que, para qualquer valor de 8 € R, valem as indentidades:

%mzmz—m,ﬁwm, dd—ﬂQIanm=uA,a<Ei>—[uA,g<EA>P. (4.9)

Exercicio 4.11 Usando que || < oo, que ppg(2) = 1 e a desigualdade de Cauchy-
Schwartz em R conclua que

pag(ER) — [pag(Ey)]* > 0.

Em particular, conclua que a pressao a volume finito de uma medida de Gibbs é uma
fung¢do conveza (concova) de 3 (de T).

Exercicio 4.12 (Entropia-Energia) Mostre que

d 1 d
= H (i 5) = i s(En) (410)

e conclua, novamente, que a pressao a volume finito € uma fung¢do concova de T'.
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Observacao: A identidade (4.10) é a forma mais clara de se exprimir uma relagao in-
finitesimal muito conhecida em Termodinamica:

d
a5 = 1@
T

Essa relacao exprime o fato que a realizacao de trabalho vem sempre acompanhado de
um aumento de entropia. O Exercicio 4.12 mostra que esta relacao pode ser obtida, de

certa maneira, das definicoes dadas anteriormente.

O Teorema 4.1 tem o seguinte corolario

Teorema 4.2 (Entropia Maximal) Seja E* um nimero real entre o minimo e o mdwi-
mo da energia Ez(0), o € Q. Eziste um unico valor * de ( tal que a medida de Gibbs a
volume finito, associada a energia Ex(o) e com valor de parametro 3*, satifaz a condigdo
pa g (En) = E* e tal que pp g« (-) mazimiza a entropia em M.

Prova: O valor médio p g(Ey) é, claramente, uma funcdo continua de § pois, pelas
relagbes (4.1) e (4.2), o valor médio é a razdo de duas fungdes continuas, sendo que
o denomindor nunca se anula pois ele é uma soma finita de exponenciais. Pelos ex-
ercicios 4.10 e 4.11, pp g(Ey) é uma fungao decrescente de 3. Portanto, existem os limites
limg_, oo pta g(En) € limg_ o fin g(En). E claro que as desigualdades limg_,_ o g g(Ey) <
max, Fx (o) e limg_, o pa g(Er) > min, Ey (o) sao satisfeitas. Na verdade, vale sempre
a igualdade pois, como tanto o numerador quanto o denominador sao somas finitas en-
volvendo exponenciais de (3, o limite da razao é determinado pelo termo exponencial
dominante (exp[—/fmax,F,(0)] se f — —oo e exp[—/min, Fy(0)] se f — +00).

Portanto, seja E* um numero real tal que min,Fy(0) < E* < max,Ex(0). Pela con-
tinuidade e monotonicidade de 5 g(Ey) como fungao de [, existe um valor §* tal que
pa g (En) = E*. Agora, seja u € M tal que pu(Ey) = E*. Entao, pelo Principio Varia-
cional teremos que

H(p) — B°E" = H(p) — B u(Ey) < H(page) — B pap(Ex) < H(pap) — B°E".

*

Conseqlientemente, H(u) < H(pa g-) para qualquer p € M satisfazendo p(Ey) = E*.
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