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Resumo

Dada uma sequéncia de variaveis aleatorias { X, },en independentes e identicamente
distribuidas (iid), investigamos o problema de calcular o valor esperado do quociente
entre as somas parciais, S, e Sy, com m < n. Sob certas hipoteses de integrabilidade,
mostramos que

E [‘Zj:n{sn;éo}] = % (S, # 0).

Como veremos a conclusao emerge de um classico argumento de simetria que,
moédulo a condicao de integrabilidade, independe da escolha da distribuicao de X,,.
Nosso objetivo é apresentar a prova deste fato em detalhes e estabelecer as condi¢oes
de integrabilidade para a validade da féormula. Em particular, vamos mostrar que esta
condicao de integrabilidade é sempre satisfeita nos casos em que as v.a.’s possuem
sinal definido, independentemente de terem esperanca finita ou nao.

O texto traz varios exemplos, alguns onde a igualdade acima ocorre em casos onde
P(S,, # 0) < 1. Outros onde P(S,, # 0) = 1 e também apresentamos um contra-exemplo
usando v.a.’s uniformemente distribuidas em (—1, 1), onde temos P(S,, # 0) = 1, mas a
férmula acima nao é valida; evidenciando a importancia da condigao de integrabilidade.

Ressaltamos que este texto consiste, basicamente, em uma discussao detalhada de
um exercicio simples, comumente encontrado nos livros introdutérios de Teoria de
Probabilidade em nivel de graduacdo. O conteido é de cardter exclusivamente
expositivo e didatico. As ideias apresentadas sao baseadas em resultados classicos e
muito bem-conhecidos.  Assim, nao ha aqui nenhuma contribuicao original ou
inovadora.

Palavras-chave: Quocientes de somas parciais, variaveis aleatorias independentes,
distribuic¢oes invariantes por permutagoes, Teoria da Probabilidade.



1 Introducao

O estudo de somas de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (iid)
estd entre os mais importantes dentro da Teoria de Probabilidade, com resultados
fundamentais como a Lei Forte dos Grandes Niimeros e o Teorema do Limite Central, que
descrevem o comportamento assintético de somas parciais, devidamente normalizadas, veja
referéncia [1].

Neste artigo estudamos uma questao relacionada: o valor esperado do quociente de somas
parciais, E[S,,/S,], onde S, = X; + ...+ X, e {X,, }nen € uma sequéncia de v.a.’s idd.

Em geral, o calculo do valor esperado de quocientes de varéveis aleatorias ¢ bastante
delicado. Embora o caso que estamos considerando aqui seja muito simples e a féormula
E[S,./S,] = m/n, tenha um apelo intuitivo muito grande, sua validade depende
criticamente de como a distribuicao de S, se comporta, quando esta v.a. estd proxima de
zero. Grosseiramente falando, o resultado principal, afirma que

E [if—mﬂ{gn;ﬁo}} = % ]P)(Sn 7§ 0), 1 < m < n. (1)

desde que certas condicoes de integrabilidade sejam satisfeitas. E crucial notar que esta
condi¢ao é imposta sobre o préprio quociente, e nao necessariamente sobre as variaveis X;.
De fato, como mostraremos no Exemplo 7, envolvendo a distribui¢ao de Cauchy, o resultado
principal pode ser valido mesmo quando as varidveis X; nao possuem esperanga finita.

2 DMotivagoes, Exemplos e Contra-Exemplos

Na secao anterior, comentamos brevemente qual é a natureza do resultado central que
pretendemos provar ao longo do texto. Antes de prosseguirmos para os enunciados formais
e para as demonstragoes, vamos apresentar nesta se¢ao alguns exemplos que vao fornecer a
intuicao e o motivo por tras de cada uma das hipdéteses que serao consideradas.

2.1 Quocientes de Somas Parciais de Bernoullis

Sejam X7, X v.a.’s independentes com distribui¢do de Bernoulli de parametro p € (0,1),
isto ¢, P(X; =1)=peP(X; =0) =1—p, para j = 1,2. Defina

X4 X

————, se X1+ Xy #0; _—
Yip = X1+ X e Yoo = X1+ Xy

seX1+X27éO;

) )

0, se X; + X, =0. 0, se X+ X, =0.

Observe que neste caso ¢ necessario considerar variaveis aleatérias como Y} 5 e Y5 9 porque
a rigor, nao ¢é possivel olhar para os quocientes

X Xy
— e —
X1 +X2 Xl +X2

como variaveis aleatorias.



Por questao de conveniéncia podemos ver Y] o como a composigao da funcio g : R? — R
com o vetor aleatorio X = (X1, X3), onde

x

+ , S€ $1+I27£0,
xT X
g(xlaxQ) = ! 2

(2)

0, caso contrario.

Assim segue das propriedades elementares da esperanca que

=9(0,0)(1 = p)* + g(0,1)(1 — p)p + g(1,0)p(1 — p) + g(1, 1)p*.

—p(l-p)+% = p-L =p(1—g>- (3)

Observe que o valor médio calculado acima satisfaz p(1 — p/2) < 1/2, ja4 que estamos
assumindo que p € (0, 1).
Outra observacao importante é que, neste caso, temos

P({S; =0}) =P({X1 + X5 =0}) =P({X; =0} n{X> =0})
= P({X, = 0}) - P({X = 0})

=(1-p

Consequentemente,

Bspop =t ETRE R B (D),

N | =

Logo, segue da igualdade acima e de (3) que

E[Vi] = 5 - P({S: # 0}).

Vale a pena observar também que os vetores (X7, X3) e (X2, X;) possuem a mesma fungao
de distribuicao e portanto, temos

E[Y,] = E[g(X2, X1)] = E[g(X1, Xp)] = 5 - P({S2 # 0}).

DO | —



2.2 Quocientes de Somas Parciais de Uniformes em (0, 1)

Nesta secao vamos considerar um exemplo semelhante ao da subsecao anterior, s6 que
agora com as varidveis aleatérias sendo absolutamente continuas. Mais precisamente,
vamos considerar o caso em que X; e X, sao v.a.’s independentes e com distribuicao
uniforme no intervalo aberto (0,1). Ou seja

XlNU<O,]_) (S XQNU(O,]_)
Neste caso, ¢ claro que P({X; + Xy = 0}) = P(X; = 0)P(Xy, = 0) = 0. Além do mais,
segue diretamente das definicoes de Y; 5 e Yoo que
X X
4 e Yoo = —2’
X1+ X5 ’ X1+ X,

No que segue, mostramos que
X 1 X
X1 + X2 2 Xl + X2

Primeiro, vamos verificar que a condi¢do de integrabilidade E[|Y7s|] < 400 é satisfeita.
De fato, ja que 0 < X3, Xy < 1, e que (X3, X3) possui fungao de densidade conjunta dada

por f(z,y) = L(o,1)x(0,1)(T,y), entao

el ] - ] - Eoen )

Yio quase certamente.

= /2 g(xvy) : ]1(0,1)x(0,1)(l’7y) dx dy
R
1 pl
= / T dx dy
0o Jo T+Y

1 pl
</ / zalacdy
o Jo ¥

=1,

onde a fungdo g que aparece na segunda igualdade acima ¢ a func¢ao definida em (2). De
maneira completamente analoga, podemos verificar que Y59 é integréavel.
Para finalizar o calculo basta observar que
X X5

+ =1,
Xi+Xy X1+ Xy

tomar a esperanca em ambos lados da igualdade acima e usar que cada uma das parcelas
que aparecem no lado esquerdo da igualdade acima possuem esperanca finita e que elas
coincidem, ja que

=1

B {L} = E[g(X1,X5)] = E[g(X,, X1)] = E [m

X1+ Xo

e consequentemente,

Xy 1 Xo
Elg0—s|=z=E|—/—~|.
xiw) m 1l
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2.3 Uniformes Simétricas e a Condicao de Integrabilidade

Nesta secao vamos considerar um exemplo semelhante ao da subsecao anterior, mas agora
vamos supor que

XlNU(—].,]_> (S XQNU(—].,]_>

Neste caso, também é possivel verificar que tem probabilidade zero do vetor aleatério
(X1, X3) tomar valores na reta H = {(z,73) € R? : 1y + 7o = 0}. Isto ¢,

De fato, o vetor aleatorio (X, X3) tem fungao de densidade conjunta dada por

1

f(xay) = Z : IL(—1,1)><(—171)(x7y)7 V(l’,y) € RQ‘

Portanto,

P({X + X, = 0}) = P((X), Xy) € H) = /H £ ) dx dy

1
= —/ dxdy =0, (4)
4 J11)x(—1)nH

onde na tltima igualdade usamos que qualquer boreliano contido em uma reta em R? tem
medida de Lebesgue (bi-dimensional) nula.

Como consequéncia da igualdade estabelecida acima podemos afirmar que as duas
parcelas que aparecem no lado esquerdo da préxima igualdade estao bem-definidas, quase
certamente, e vale a seguinte identidade

X X
Xl —|—X2 X1—|—X2 — H{(X1,X2)¢H}-

Neste caso, embora siga da igualdade acima e de (4) que

X4 X5

=E|1 —P((X,.X,) ¢ H) =1
X1+X2+X1+X2] (L xoygmy] = P((X1, Xa) ¢ H)

nao é possivel prosseguir no calculo decompondo a esperanca, no lado esquerdo da
igualdade acima, como soma de duas esperancas porque cada uma das parcelas que
aparecem nesta esperanca, nao possuem esperanga finita. Para verificar que esta tltima
afirmagao é verdadeira, basta mostrar que

E[lg(X1, X2)] / lg(x,y)| - f(z,y) dx dy = +o0,

onde g é novamente a func¢ao definida em (2) e f é a fungao de densidade conjunta do vetor
aleatorio (X, Xa).

Note que mostrar que a esperanca acima diverge é equivalente, pelo Teorema de Tonelli,

a mostrar que
/ / dxdy—/ |z {/ }da::—i-oo.
1]z +yl |z +yl




Para provar que a integral acima diverge é suficiente mostrar que para cada x € (—1,1)
fixado, temos

ol
/ dy = +o0.
L1 |+l

Para fazer este calculo, podemos usar o teorema de mudanca de variaveis para integrais de
Lebesgue de fungoes nao-negativas e o Teorema da Convergéncia Mondtona como segue

1 1 142 ' 1 1
/1 |z + 9| dy = /1+z m = ”lggo R {]l[_pm_m(t)m " ]l[%’lﬂ} (t)m} .

r 1
w1 1+x 1
= lim / —dt + / —dt
n—o00 . —t % t

— 1 1+z 1
= lim —/ —dt—l—/ —dt
n—o00 . t 1 t

3=

—

_1
n

I 14z
= lim |—1In|¢| ‘ + In(t) }
n—oo | . %
| 1
= lim |—In ——‘—I—ln|—1+m|+ln(1+m)—1n<—)}
n—oo | n n

1
=ln|-1+2z|+In(l +2)—2 lim {ln (—)]

n—oo n

=In|-1+z|+In(1+z)+ 2 lim In(n)

n—oo

= +00.

3 Provas dos Resultados Principais

Proposicao 1. Seja {X,},en uma sequéncia de v.a.’s, independentes e identicamente
distribuidas. Fixado k£ € N e 7 uma permutacao arbitraria do conjunto {1,...,k}, temos

que (X17 s 7Xk) i (Xﬂ(l)a v 7X7r(k))

Prova. Considere os seguintes vetores aleatorios X = (Xi,..., Xy) e Y = (X, ..., Xow))-
Para mostrar que eles possuem a mesma funcao de distribuigao ¢é suficiente pelo Teorema
de Lévy, observar que eles possuem a mesma funcao caracteristica. De fato, para qualquer

vetor t = (t1,...,t;) € R¥ temos as seguintes igualdades
k k
¢x(t) = Elexp(i(t, X)) = E |exp (izthj)] = [ Elexp (it,X;)]
j=1 j=1
k k
= J[E [exp (it; Xa())] = E [exp (z Z@Xﬂ@> = Elexp(i(t,Y))] = ¢y (). W
j=1 j=1
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Observacgao. E claro que também podemos provar a Proposicio 1 usando diretamente as
propriedades elementares de F'x, funcao de distribui¢ao do vetor aleatorio X = (X, ..., X).
Basta notar que esta distribuigao se fatora, reordenar os fatores e usar que todas as X;’s sao
variaveis aleatoérias possuindo a mesma distribuigao.

Proposigao 2. Sejam ¢ : R* — R uma fungao % (R*)-mensuravel, X = (Xy,..., X},) um
vetor aleatorio com coordenadas iid, 7 uma permutacao arbitraria do conjunto de indices
{1, ey k’} eY = (Xﬂ-(l), R ,X,r(k)).

e Se ¢(x) > 0, para todo z € R¥, entdao E[t)(X)] = E[¢(Y))].
e Se E[|)(X)|] < 400, entdo E[t(X)] = E[¢(Y)].

Prova. Seja Fy : R* — [0,1] a fungao de distribuicio do vetor X = (X,..., X}). Pela
Proposicao 1 segue que a funcao de distribuicao Fy = Fy. Sob qualquer uma das duas
condigoes ¥ = 0 ou E[|1(X)|] < 400, podemos aplicar a Formula de Mudanga de Variaveis,
veja [1, Theorem 16.13, p.229| e concluir que

BUCO) = [ vdux = [ vduy =B

onde px, py : B(R*) — [0,1] sdo as medidas de Lebesgue-Stietjes, sobre os borelianos de
R*, induzidas pelas funcoes de distribuicao Fx e Fy, respectivamente. [

Para a prova do proximo resultado vamos precisar de um fato bem-conhecido na Teoria
de Probabilidades, cujo enunciado é apresentado abaixo.

Proposicao 3. Sejam X e Y sao variaveis aleatoérias. Entao
X£Y < EpX)] = Ep(Y)], YoeGRR),

onde Co(R,R) = {f:R—R : fécontinua e || f|lo = sup,egr |f(z)| < 400}, ou seja, o
espaco das funcoes, definidas em toda reta, tomando valores reais, continuas e limitadas.

Prova. Se X £ Y, entdo segue do Teorema da Mudanca de varidveis que Elp(X)] =
E[¢(Y)], para toda funcao ¢ € Cy(R,R). Para a reciproca, basta observar que para cada t €
R fixado, existe uma sequéncia de func¢oes continuas e uniformemente limitadas ¢,, : R — R
tal que ¢, (r) = 1(_sy(x), quando n — oo para todo € R. Aplicando o Teorema da
Convergéncia Dominada temos

PX <) = E[l (oo (X)] = lim Efp, (X))

n—oo

= lim Efp, (V)] = E[L x0n(Y)] = B(Y <1).

n—oo

Como t pode ser escolhido arbitrariamente em R, podemos concluir que X Ly, [ |



Corolario 4. Sejam {X,},cny uma sequéncia de v.a.’s iid e g : R* — R a fun¢ao dada por

x
ﬁ, se x1+...+xp #0;
g(l'l,...,l‘k)E ! F (5)
0, caso contrario.
Para qualquer permutagao 7 do conjunto de indices {1, .. ., k} fixada, temos que as expressoes
Y = g(X1,...,X) e Z = g(Xzq), -, Xrw)) definem varidveis aleatorias com a mesma

distribuigao. Em particular, se P({ Sk # 0}) = 1, entéo os seguintes quocientes sao variaveis
aleatorias bem-definidas, quase certamente, e valem as seguintes igualdades em distribuicao

Xi a X
L 1< <k
Prova. Fixe uma permutacao m do conjunto de indices {1, ..., k} e em seguida, considere as

expressoes Y = g(Xy,..., Xi) e Z = g(Xrq1), ..., Xry). Para verificar que Y e Z definem
varidveis aleatorias, ¢ suficiente mostrar que a funcio g : R* — R, definida em (5), ¢ uma
funcio Z(RF)-mensuravel. De fato, seja H C R* o hiperplano determinado pela equacio
r1 + ...+ x, = 0. Como todo hiperplano de R¥ ¢ um fechado de R*, entao H € %(RF).
E claro que a funcdo g, restrita & R¥ \ H ¢ uma funcdo continua. Logo, segue destas duas
observacoes que g ¢ uma funcao real Z(R¥)-mensuravel.

Para mostrar que X 2 Y vamos usar a Proposicao 3, ou seja, vamos mostrar que
E[e(Y)] = Elp(Z)], para toda ¢ € Cp(R,R).
Primeiro, observamos que se ¢ € Cp(R,R), entao temos

Ell(p o g) (V) < Eflellcc] = lllloc < +o00.

Analogamente, temos E[|(¢ o g)(Z)|] < 4+00. Aplicando a Proposi¢ao 2, com ¢ = ¢ o g,
podemos concluir que

E[p(Y)] = Elp(9(X1, ..., Xi))] = El(¢ 0 9)(X1, ..., Xi)]
= E[(¢ 0 g)(Xnq)s - - Xar))]

= Elp(9(Xrq), - Xe)))] = Elp(2)].

Como a igualdade acima é valida para qualquer funcao ¢ € Cy(R,R) segue diretamente da
Proposicao 3 que Y e Z possuem a mesma distribuicao.

Para finalizar, suponha que P(Sy, # 0) = 1. Neste caso o quociente X, /S, com 1 < j <k,
define uma variavel aleatoria, quase certamente. Fixe um par de indices i,5 € {1,...,k} e
considere as permutagoes 7 e o, definidas como segue:

o (1) =14, 7(i)=1en(r)=r, paratodor e {1,...,k}\ {1,i};
e o(l)=j,0(j)=1eo(r)=r,paratodor e {1,...,k}\ {17}
Entao segue da defini¢cao da fungao g, das permutacoes 7 e o e da primeira parte que

Xi
Sy

X;

d d
g(Xﬂ'(l)a s 7X7'r(k)) = Q(Xh . 7Xk) = g(XU(1)7 - aXO'(k)) = S—k



Proposicao 5. Se X = (X3, ..., X}) é um vetor aleatorio com coordenadas iid, e a seguinte
condic¢ao de integrabilidade E[|g; x(X)|] < +o0 ¢é satisfeita, entdo temos

Zgi,k(X)] =

Prova. Fixe j,k € N com j < k e considere a fungao g, : R¥ — R dada por

E P(X ¢ H), Vje{l,... k}

.

Ly

— se T1+...+=x 0;
T+ ...+ 2 ! k%

gik(T1, ..., Tk)
0, caso contrario.

Argumentando de maneira analoga a do Corolario 4, podemos verificar que g; 5 ¢ uma funcao
% (RF)-mensuravel. Observe que segue diretamente da definigio de g; que

Lix, st xez0p = G1p(X) 4o+ grw(X). (6)

Considere a permutacao 7 de {1,...,k} dada por n(1) = j, n(j) = 1 e 7(s) = s, para
todo s € {1,...,k} \ {1,7}. Isto & a permutagao 7, troca os indices 1 e j, mas mantém
todos os demais pontos fixos. Considere o vetor aleatério Y = (Xr1y, ..., Xr(jys - - - Xah) =

(X5, X, Xa).
Como estamos assumindo que E[|g; x(X)|] < 400, podemos aplicar a Proposigao 2 para
garantir que valem as seguintes igualdades:

EUQM(X)H = E“glk(y)ﬂ € E[g11(X)] = E[g1,,(Y)]- (7)

Note que segue diretamente das defini¢oes: do vetor V', da fungao g; e da tltima igualdade
acima que

Elg1x(X)] = Elg;x(X)],  1<j <k (8)

Usando a equagdo (6), a condi¢ao de integrabilidade E[|g; x(X)|] < +o00, as propriedades
elementares da esperanca e a identidade acima obtemos

P(X ¢ H) =E[Lix, 1.4 x20)) = E[g1(X) + .-+ gren(X)] = kE[g1(X)].

Usando novamente (8) e a identidade acima, temos finalmente que

E

J .
Zgi,km] — 2 P(X¢H), 1<j<k n
=1

A seguir sintetizamos em forma de teorema as partes mais importantes da Proposi¢ao 5,
e também traduzindo os conceitos que envolvem a notac@o mais abstrata de g; x(X), para a
notacdo mais intuitiva de S;/Sk.



Teorema 6. Sejam {X,},en uma sequéncia de v.a’s idd, £k € N, X = (Xy,...,X}) e
g : R¥ — R a fungao definida por (5). Se E[|g(X)|] < +o0, entdo temos a seguinte igualdade

S ] )
E [S—iﬂ{sﬁéo}} = % -IP(S, # 0), 1<y <k

Em particular, se P(Sy # 0) = 1, entdo a condigdo de integrabilidade E[|g(X)|] < +o0, &

equivalente a E[|X;/Sk|] < +00 e neste caso temos

S} J .
E|-L|==< 1<j<k.
[SJ / j

Prova. Fixe indices 1 < 7 < k e seja H o hiperplano definido na Proposicao 5. Se X denota
o vetor aleatorio (X7, ..., Xj), entdo temos claramente que {X ¢ H} = {S; # 0}. Além do
mais, se interpretamos a expressao do lado esquerdo da igualdade abaixo como sendo zero
quando S = 0, entao temos:

S,
]l{skséo} Z gik(

Logo, segue das observacoes acima e da conclusao da Proposicao 5 que

Zgi,k(X)] = % P(X ¢ H)=

No caso em que P(Sy, # 0) = 1, temos que g(X) = X;/Sk, quase certamente e portanto a
condigao de integrabilidade de g(X) pode ser reescrita como E[|X;/Sk|] < +00. Neste caso,
segue diretamente de (9) que E[S;/Sk] = j/k. |

P(Sk # 0). (9)

o~ |,

S
E {S—iﬂ{sk;ﬁo}} =B

Exemplo 7 (O caso de v.a.’s nao-integraveis). Seja {Y,,},eny uma sequéncia iid com
Y, ~ Cauchy(\), onde A > 0. Ou seja, para cada n € N, a variavel aleatoria Y,, possui
funcao de densidade dada por

1 A
r)=——, Vo € R.
fra(®) T A2+ 22
Para cada n € N, considere a v.a. X,, = |Y,|. Como X,, é uma variavel aleatoria nao-

negativa, sua esperanca esta bem-definida. Mas neste caso, podemos verificar diretamente
que E[X,] = +oo.

Seja S, = X1 + ...+ X;. Como as v.a.’s X, sao independentes, nao-negativas e
absolutamente continuas, temos que

P(S, = 0) (ﬂ{x = 0}> - H]P’({Xi =0})=0. (10)

Vamos mostrar que, embora E[X,,| seja infinita, a condi¢do de integrabilidade exigida na
hipotese do Teorema 6 ¢é satisfeita. De fato, como P(Sy # 0) = 1, a condigao a ser verificada
¢ E[|X1/Sk|] < +o00. Na ocorréncia do evento {Sy # 0}, cada X; > 0, portanto temos que
Sp=X1+ -+ X, > X;. Assim,

0< —«1, quase certamente.
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Isso implica que a variavel aleatoria X /Sy ¢ limitada. Portanto, sua esperanga é finita:

X X1
E||—|| =E|—| <E|]l|l=1< .
{ Sk } [Sk} g e

Desta forma todas as hipoteses do Teorema 6 sao satisfeitas. Lembrando que P(Sy # 0) = 1,
concluimos que

Sk k’

Exemplo 8 (Variaveis Aleatorias Nao-Negativas). O resultado visto no exemplo anterior,
envolvendo o valor absoluto de uma Cauchy, pode ser generalizado para o caso em que as
varidveis aleatorias X, sao simplesmente v.a.’s iid nao-negativas. Na verdade, a condicao
de integrabilidade do Teorema 6 é sempre satisfeita para qualquer sequéncia de variaveis
aleatorias iid nao-negativas.

Seja { X, }nen uma sequéncia iid tal que P(X,, > 0) = 1. Como cada X; > 0, a soma
S = X1+ ...+ X, é sempre maior ou igual a cada uma de suas parcelas. Em particular,

E{SJ}:Z 1<j <k

X
Xi1gg, 201 < Sklys,+0}, quase certamente — S—:]l{gwéo} < 1, quase certamente.
Note que a tltima desigualdade acima, implica na validade da hipotese de integrabilidade
do Teorema 6. De fato, se X denota o vetor aleatorio (Xi, ..., X}) temos da defini¢do da
fungao g dada em (5) e da desigualdade acima que
X
lg(X)| < S—;]l{sk;ﬁo} <1, quase certamente.

Logo a hipotese do Teorema 6 é satisfeita, independentemente de E[X;] ser finita ou
nao. Portanto, para qualquer sequéncia de v.a.’s iid nao-negativas (ou similarmente, nao-
positivas), temos que:

Sj

E| 215 0| =2 P(Si #£0), 1<j<k
S k

Este resultado revela que a falha na condicao de integrabilidade, como a que vimos no
exemplo das uniformes simétricas, esté intrinsecamente ligada a possibilidade de as variaveis
aleatorias nao terem sinal definido, quase certamente.

4 Observagoes Finais e Generalizacgoes

Os principais resultados apresentados nestes texto podem ser imediatamente generalizados
para o caso em que a sequéncia { X, },en satisfaz as condi¢oes de integrabilidade do Teorema 6
e de invariancia por permutagoes (ezchangeable), no seguinte sentido. Para toda permutacao
7 : N — N satisfazendo: existe algum ngy € N tal que 7(n) = n, para todo n > ng; temos que
as sequéncias {X, tnen € {Xr(n) tnen possuem as mesmas distribui¢oes finito dimensionais.
Esta classe de sequéncias de v.a.’s ¢ um pouco mais geral do que a classe de sequéncias iid.
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