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Resumo

Sejam X um conjunto nao-vazio e ¥ C Z(X) uma colegao arbitraria nao-vazia.
Nestas notas introdutérias, mostramos como construir o(%), a o-algebra gerada por
%, usando o conjunto {2 dos ordinais enumeraveis e o Principio da Indugao Transfinita.
Como aplicacao mostramos que se a colecao % ¢ infinita e enumeravel, entao a cardi-
nalidade da o-algebra gerada por ¢ ¢é igual a cardinalidade de continuo (Card(R) = ¢).

1 Introducao

Esta notas s@o baseadas nas Segoes 0.2, 0.4 e 1.6 da referéncia [3]. Apenas um conhecimento
bésico da teoria ingénua de conjuntos e alguns fatos elementares sobre g-algebras sao pré-
requisitos para a leitura deste texto. O objetivo principal é apresentar de maneira simples e
detalhada, como podemos usar o conjunto €2 dos ordinais enumeraveis para construir, usando
o principio da indugao transfinita, a o-algebra gerada por uma cole¢ao € de subconjuntos de
um certo conjunto X nao-vazio. Tanto a construgao do conjunto dos ordinais enumeraveis
quanto a prova do principio da inducgao transfinita sao explicados em detalhes neste texto
e nenhum pré-requisito além dos mencionados anteriormente sao necessarios para entender
todos os argumentos apresentados aqui.

Embora o principal resultado destas notas se refira a uma construcao. O leitor deve
ter em mente que esta nao é precisamente uma construgao completamente explicita, no
sentido, que nossos argumentos envolvem de maneira fundamental o uso do Axioma da
Escolha ou qualquer um dos principios equivalentes a ele, existentes na Teoria de Conjuntos.
Aqui fizemos a escolha de adotar como axioma o chamado Principio Maximal de Hausdorff
(veja pagina 4). Apos apresentagao deste principio mostramos que ele é equivalente ao
Lema de Zorn e, em seguida, a validade do Principio da Boa-Ordenagao. Prosseguimos
mostrando o Principio da Inducao Transfinita e uma caracterizacao de isomorfismos que
preservam ordem entre dois conjuntos bem-ordenados. Apds a obtencao destes resultados
apresentamos o conjunto {2 dos ordinais enumeraveis e finalizamos o texto com a construgao



da o-élgebra gerada por uma colecao. O tltimo resultado mencionado, é precedido de uma
discussao motivadora que esclarece bem a necessidade de se considerar o conjunto ) neste
tipo de construcao. Além do mais, este tipo de caracterizacao da o-dlgebra gerada, permite
mostrar que cardinalidade de qualquer o-algebra gerada por uma cole¢cao enumeravel infinita
de conjuntos é igual a cardinalidade do continuo, isto é feito em detalhes na Secao 6 de
aplicacoes.

Para uma exposi¢ao mais completa e abrangente entre as equivaléncias dos principios da
Teoria Axiomatica de conjuntos como, por exemplo, equivaléncia entre o Axioma da Escolha,
Lema de Zorn, Principio da Boa-Ordenagao e outros, recomendamos a referéncia [2].

2 Relagoes de Ordem

Uma relagao & em um conjunto X nao-vazio é simplesmente um subconjunto Z C X x X.
Se um par ordenado (z,y) € #, dizemos que z estd relacionado com y, segundo a relagao
Z. Frequentemente, usamos a notacao %y para indicar que x esta relacionado com y.

Podemos definir relacoes de diversos tipos em um conjunto nao vazio X. Na Teoria de
Conjuntos, essas relacoes sao classificadas de acordo com suas propriedades. Segundo essa
classificacao, uma relagao em X pode ser, por exemplo, uma relacao de equivaléncia, uma
relacao de ordem parcial ou uma relacao de ordem total. As defini¢oes de cada um desses
tipos especiais de relagao sao apresentadas abaixo.

Definigao 1 (Ordem Parcial). Uma relagdo de ordem parcial em um conjunto X nao-vazio
é um subconjunto Z C X x X satisfazendo

a) xZw, para todo r € X
b) se xRy e yZ=z, entdo x %z,
c) se xRy e y#x, entao r = y.

Um conjunto X equipado com uma relacao de ordem parcial Z é chamado de um conjunto
parcialmente ordenado.

Um exemplo muito importante de ordem parcial pode ser construido da seguinte maneira.
Primeiro consideramos um conjunto arbitrério X nao-vazio e olhamos para a colecao Z(X),
das partes de X. Sobre a colegdo &?(X) defina a relagio Z C Z(X) x £(X), onde um
par A, B € Z(X) estd relacionado segundo Z, ou seja, AZB se, e somente se, A C B.
Observe que segue diretamente das propriedades de inclusao de conjuntos, que # define
uma rela¢do de ordem parcial em &(X). De fato, para todo A € Z(X) temos AZA pois
A C Aparatodo A e Z(X). Se A,BeC € P(X) sao tais que AZB e BZC, entao temos
que A C B C C e consequentemente A C C' e portanto AZC. Por ultimo, se AZB e B#ZA
entao temos A C B C A elogo A= B. O que conclui a prova de que & define uma relacao
de ordem parcial em Z(X).



Definicao 2 (Ordem Total). Uma relacao de ordem total em um conjunto X néao-vazio é
um subconjunto Z C X x X satisfazendo:

a) xZx, para todo x € X;

b) se s %y e y# =z, entao t#z;

)
)
c) se xZy e yHx, entdo r = y;
d) para quaisquer x,y € X temos que zZy ou yZx.

Um conjunto X equipado com uma relacao de ordem total # é chamado de um conjunto
totalmente ordenado.

Observe que uma relagao de ordem total em um conjunto X nada mais é do que uma
relacao de ordem parcial, onde para quaisquer x,y € X, temos que xZy ou yZx. As vezes,
nos referimos a esta ultima propriedade dizendo que quaisquer z,y € X sao “comparaveis”
(segundo a relacao Z).

Se #Z denota uma relagao de ordem parcial ou total em um conjunto X, costumamos
substituir o simbolo &, na notacao rZy, pelo simbolo < e escrever z < y ao invés de xZy.
Também é comum, neste contexto, usar a notagao x < y, quando x < y e x # y.

Proposicao 3. Sejam X um conjunto ndo-vazio, # uma relagdo de ordem parcial (resp.
total) em X e Y C X um subconjunto arbitrario. Entao a restri¢do da relagao & ao conjunto
Y, isto é, ZN (Y x Y) induz uma relagdo de ordem parcial (resp. total) em Y.

Prova. Vamos mostrar que a afirmacao da proposicao é verdadeira para o caso em que %
define uma relagdo de ordem total em X. De fato, denote por ¥ = ZnN (Y xY). Ja
que para todo a € Y, temos que o par ordenado (a,a) € Z e (a,a) € Y x Y, segue que
(a,a) € ZN(Y xY) = 2. Ouseja, aZa, para todo a € Y. Sejam a,be c € Y e suponha que
a2b e bPc, entao por definigdo de Z temos que (a,b) € ZN(Y xY) e (b,c) e ZN(Y xY).
Logo aZb e bZc. Como estamos assumindo que # é uma relacao de ordem total, segue
da ultima observagao que aZc. Ou seja, (a,¢) € Z. Ja que a,c € Y, entdo temos que
(a,c) € Y x Y de onde segue que (a,c) € ZN (Y xY) e portanto aZc. Por tltimo, dados
quaisquer a,b € Y, temos que (a,b) € Z ou (b,a) € # pois Z é uma relacao de ordem
total em X. Como ambos: (a,b) e (b,a) € Y x Y, concluimos que (a,b) € ZN (Y xY) ou
(b,a) € ZN (Y xY), equivalentemente aZb ou bZa. O que conclui a prova de que a relagao
induzida por Z em Y é uma relagao de ordem total. [

Definicao 4 (Isomorfismo que preserva ordem). Sejam (X, <) e (Y, <) conjuntos nao-vazios
parcialmente ordenados. Dizemos que uma funcao f : X — Y preserva ordem, se para todo
par x1, o € X satisfazendo z1 < x3, temos f(z1) < f(x2). Um isomorfismo entre X e Y que
preserva ordem é uma bijecao f: X — Y tal que f e f~! sdo funcoes que preservam ordem.

Definigao 5 (Elemento Maximal e Minimal). Seja (X, <) um conjunto parcialmente orde-
nado. Um elemento maximal de X é um elemento x € X que satisfaz: se x < y, entao
r = y. Analogamente, um elemento minimal de X é um elemento a € X que satisfaz: se
b < a, entao b = a.



Observamos que um conjunto parcialmente ordenado (X, <) nao precisa necessariamente
ter elemento maximal e ou minimal. Além do mais, mesmo que tais elementos existam eles
podem nao ser tinicos, a menos que < seja uma relacao de ordem total.

Por exemplo, o conjunto dos nimeros inteiros com sua ordem usual (Z, <) é um conjunto
totalmente ordenado que nao possui nem elemento minimal nem elemento maximal.

Definicao 6 (Cotas Superior e Inferior). Sejam (X, <) um conjunto parcialmente ordenado
e F C X. Uma cota superior para F é um elemento x € X tal que y < z, para todo
y € E. Analogamente, dado um subconjunto £ C X dizemos que um elemento a € X é um
cota inferior para E se a < y, para todo y € E.

Observe que podemos ter um elemento maximal de um conjunto parcialmente ordenado
(X, X) que pertence a um subconjunto £ C X e que ndo é uma cota superior para E. Isto
ocorre, por exemplo, quando £ nao é um conjunto unitario e existe um ponto x € E que se
relaciona, segundo a relagao de ordem parcial <, apenas consigo mesmo. Neste caso x é um
elemento maximal de X, mas ele nao satisfaz a condigao de ser uma cota superior ja que nao
é nem sequer possivel compara-lo ao demais elementos de FE.

Por outro lado, se (X, %) é totalmente ordenado e X possui algum elemento maximal =,
entao para qualquer £ C X fixado, temos que x é uma cota superior para F. De fato, por
(X, <) ser totalmente ordenado, podemos afirmar que para cada y € E s podem ocorrer
dois casos: primeiro r < y; e segundo y < x. Se ocorre o primeiro caso para algum elemento
y € E, como estamos também assumindo que x é um elemento maximal de X, podemos
concluir que y = z. Observamos inclusive que este caso ocorre se, e somente se, x € E. Se o
primeiro caso nao ocorre para nenhum elemento de F, entao temos y < x, para todo y € F,

mostrando, em ambos casos, temos y < x, para todo y € E e portanto x é uma cota superior
de E.

Como vimos na Proposigao 3 se (X, <) é um conjunto totalmente ordenado e Y C X é
um subconjunto arbitrario entao a restricao da relagao de ordem < ao conjunto Y, induz
uma relagao de ordem total em Y. As vezes, podemos abusar da notagao e denotar este
conjunto totalmente ordenado simplesmente por (Y, <) ou, alternativamente, por (Y, <|y).

Definicao 7 (Conjuntos Bem-Ordenados). Dizemos que um conjunto nao-vazio X, munido
da relacao de ordem total <, é um conjunto bem-ordenado se para todo subconjunto
nao-vazio Y C X existe y € Y (necessariamente tinico) tal que y é um elemento minimal em

(Y, =]y).

O conjunto dos nimeros naturais com sua rela¢ao de ordem usual (N, <), fornece um dos
exemplos mais simples de um conjunto infinito bem-ordenado.

Se (X, X) é bem-ordenado, dizemos, as vezes, que < é uma boa-ordem em X. O restante
desta secao ¢ dedicado aos preparativos para a apresentacao de um resultado conhecido como
Principio da Boa-Ordenagao. Este resultado afirma que qualquer conjunto X nao vazio pode
ser munido de uma relagao de ordem total <, onde (X, ) é bem-ordenado. Neste texto, este
resultado sera obtido, a seguir, como um teorema. Para isto vamos assumir como axioma o
chamado Principio Maximal de Hausdorff, cujo enunciado é formulado abaixo.

Principio Maximal de Hausdorff. Todo conjunto nao-vazio X, parcialmente ordenado
por uma rela¢do de ordem = possui um subconjunto maximal Y tal que (Y, x|y) ¢ total-
mente ordenado, ou seja, se Z é um subconjunto de X contendo propriamente Y, ou seja,
Y C Z, entao (Z,<|z) nao é totalmente ordenado.
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Como veremos abaixo o Principio Maximal de Hausdorff é equivalente ao chamado Lema
de Zorn. Isto significa que assumindo qualquer um dos dois como axioma, podemos deduzir
o outro como consequéncia.

Lema 8 (Lema de Zorn). Seja X um conjunto nao-vazio e < uma rela¢ao de ordem parcial
em X. Se para todo subconjunto Y tal que (Y, <|y) é totalmente ordenado, existe algum
z € X tal que z é uma cota superior para Y, entao X possui pelo menos um elemento
maximal.

Prova. Pelo Principio Maximal de Hausdorff podemos afirmar que X contem um subcon-
junto maximal Y satisfazendo: (Y, <|y) é totalmente ordenado. Pela hipdtese do Lema de
Zorn, Y possui uma cota superior, isto é, existe algum z € X tal que y < z, paratodoy € Y.
Afirmamos que z € Y e além do mais, z é um elemento maximal de X.

De fato, para verificar a validade da primeira afirmagdo basta observar que Y U {z},
munido da ordem <|YU{Z} ¢é totalmente ordenado. Portanto, segue da maximalidade de Y
que Y U{z} C Y, mostrando que z € Y. Para verificar a validade da segunda afirmagao,
suponha que z < w, para algum w € X. Entao Y U{w}, munido da relacao de ordem <|yuw}
é um conjunto totalmente ordenado. Novamente, pela maximalidade de Y, podemos concluir
que w € Y. Como z é um cota superior para Y podemos garantir que w < z. Mas como
assumimos que z < w entao concluimos que w = z, mostrando que z é um elemento maximal

de X. [ |

Vamos mostrar agora que se assumimos o Lema de Zorn como verdadeiro, entao podemos
concluir que vale o Principio Maximal de Hausdorff. Seja X um conjunto nao-vazio e < uma
ordem parcial em X. Considere a familia

F={(Z,%1z) : 9 ZC X e (Z,X|z) é totalmente ordenado}.

Agora vamos olhar para % como um conjunto parcialmente ordenado por uma nova
relacao de ordem que serda chamada de < e que é definida da seguinte maneira. Dados
(Z1,=%z) € (Z2,<|z,) € & vamos dizer que

(Z1,=lz,) 2 (Z2, = 2,) — Zy C Zs.

Observe a (pequena) diferenca na notagao de cada uma das relagoes de ordem usadas até o
momento. A relacdo de ordem em X é denotada por < enquanto que em .# a relacao de
ordem é denotada por <.

Seja 4 C .% um subconjunto arbitrario satisfazendo (.4, <| ) ¢é totalmente ordenado.
Vamos mostrar que .4 possui alguma cota superior.

Seja I' um conjunto abstrato de indices que estd em bijecao com .4 e reescreva, com
auxilio de I', o conjunto .4~ como uma uniao de todos os seus elementos, como segue

A = J{(Za: <12}
ael’
Agora considere o seguinte subconjunto de X, definido por
W = U L.
ael

Afirmamos que (W, x5|w) € Z e além do mais, é uma cota superior para .4". Para verifi-
car que (W, <|w) é totalmente ordenado, precisamos mostrar que sdo satisfeitas as quatro
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condigoes da Definicao 2. As trés primeiras seguem diretamente do fato de < ser uma relacao
de ordem parcial em X. Para verificar a validade da ultima condicao, tomamos um par ar-
bitrario z,y € W. Como W é a uniao dos Z,’s, sabemos que existem indices a; e ay € T tais
que & € Zy, €Y € Zy,. Como (A, <) é totalmente ordenado uma das seguintes alternativas
se verificam:

(Zoén %’Zal) = (Za27 $’Za2) ou (Za27 $’Za2) = (Zau $|Za1>'

Se ocorre o primeiro caso temos, pela definicao de =X que Z,, C Z,, e portanto x,y € Z,,.
Como (Zy,, <|Za2) é totalmente ordenado temos que x <|Za2y ou y <|Za2:c. Como Zy C
W segue da tltima observagao que =z <|wy ou y <|wz. A andlise do segundo caso é
completamente andloga. Desta forma temos que (W, <|y) é totalmente ordenado e portanto
um elemento de .. Afirmamos que (W, <|w) é uma cota superior de .#". De fato, para
todo a € I' temos que Z, C W e portanto

(Zom <’Za) j (W7 %’W)a Va el

Em resumo, mostramos acima que se .4/ C % um subconjunto arbitrario satisfazendo
(A, =|.») é totalmente ordenado, entdo .4 possui pelo menos uma cota superior. Portanto
segue do Lema de Zorn que % possui um elemento maximal (Y, <]y) e consequentemente
que o Principio Maximal de Hausdorff pode ser obtido como consequéncia do Lema de Zorn.

Em alguns dos argumento apresentados acima, trabalhamos com (X, <) parcialmente
ordenado e com vérios subconjuntos Y C X munidos da relacao de ordem parcial induzida
por < em Y, que era simplesmente a restricao da relagao < ao conjunto Y, definida por
<N(Y x Y) e denotada por x|y. A barra vertical, que aparece na notacao ao lado, é
usada para lembrar que esta relacao deriva da restricao de uma relacao < definida em
algum conjunto “maior” contendo Y. A seguir, vamos trabalhar com a notagao (7, <z).
Observamos que, embora esta nova notagao <z guarde alguma semelhanca com x|z, elas
nao devem ser confundidas. A razao é que a notacao <z pode ser usada para denotar uma
ordem parcial arbitraria em um conjunto Z, enquanto <|z deve ser usada apenas no caso
em que Z é tratado como subconjunto de algum conjunto X, onde temos definida a ordem
parcial < e além do mais, a relagdo de ordem = | é necessariamente a restricao a Z da
relagao de ordem <.

Teorema 9 (Principio da Boa-Ordenagao). Seja X é um conjunto nao-vazio arbitrario.
Entao existe alguma relagdo de ordem < em X tal que (X, <) é bem-ordenado.

Prova. Para cada Z C X néao-vazio, considere a colegdo (que em alguns casos pode ser
vazia) de todas as relagoes de boa-ordem em Z, isto é,

B(Z)={# C Zx Z : (Z,%) é bem-ordenado}.

Para cada Z C X tal que B(Z) # &, escolha (arbitrariamente) uma relagao Z(Z) € B(Z).
Assim temos que (Z,%(7)) é bem-ordenado. Por questao de simplicidade, as vezes, vamos
usar a notacao (Z, <z) ao invés de (Z, Z(2)).

Usando as escolhas feitas acima podemos definir o seguinte conjunto

W={(Z,%2) : 9CZC X e (Z,%z2) ébem-ordenado}.



A ideia principal da demonstragao do teorema consiste em equipar o conjunto VW com
uma relacao de ordem parcial e demonstrar que as hipdteses do Lema de Zorn sao validas.
Portanto, nosso proximo passo sera construir uma relagao de ordem parcial < em W.

Se W C Z C X sao subconjuntos nao-vazios, entao podemos escrever, usando as identi-
ficagoes naturais, que W x W C Z x Z. Assim, podemos olhar para uma relacado Z C W x W
como um subconjunto de Z X Z e consequentemente como uma relacao em Z. Este tipo
de identificacao permite, por exemplo, comparar uma relagao . C Z x Z com a relagao
Z C W x W, olhando para ambas como subconjuntos de Z x Z. Estas identificagoes, permi-
tem interpretar a continéncia de relagoes Z C ., como se a relagao . fosse uma extensao
da relacao #. Esta é uma das ideias por tras da relacao de ordem que vamos introduzir no
conjunto W.

Dados (W, <w) e (Z,<z) € W, vamos dizer que

W, 1w) = (Z,%7) < wea AW Az
W) 2 ' N2 SQZGZ\VV, entaow#ZZa Vw e W.

onde ZW) =<xw e Z(Z) =<z.

Seja A~ C W tal que (A, =] ) é totalmente ordenado. Observe que aqui nao ha erro
de notagao =<| s é realmente a restrigdo da ordem < ao conjunto .4 .

De maneira analoga a feita na prova de que o Lema de Zorn implica o Principio Maximal
de Hausdorff, vamos olhar para .4~ como sendo o conjunto formado pela uniao de cada um
de seus elementos, isto é, para algum conjunto de indices I' que estd em bijecao com .4,
podemos escrever

N = J(Za52.).

ael

Considere o subconjunto U C X definido por

U:U%

ael

Considere também a relagdo Z(U) C U x U, definida por

2(U) = | %(Za).

ael

Afirmamos que (U, Z(U)) é bem-ordenado. De fato, para cada z € U, sabemos que existe
algum « € ' tal que = € Z,,. Logo (x,2) € Z(Z,) C Z(U), ou seja, 2 Z(U)z.

Suponha que zZ(U)y e yZ(U)z. Entao, pela definigao de Z(U), podemos afirmar que
existem indices a e f € T tais que % (Z,)y ¢ y#(Zg)z. Como (A", =] ) ¢ totalmente
ordenado podemos afirmar que: (Za,<z,) = (Z3,<z,) ou (Zs,<z;) X (Za,<2,). Vamos
considerar estas duas alternativas separadamente. Se ocorre a primeira alternativa, isto é,
(Zay < z.) = (Z8,< z,), segue da defini¢ao da relagao de ordem =< que Z, C Zz e que
H(Zy) C H(Zz). Portanto se 2Z#(Z,)y, entdo temos que xZ(Zs)y. Ja que yZ#(Zz)z e
H(Z3) ¢ uma relagao de ordem em Zg podemos concluir que x%(Z3)z e consequentemente
xZ(U)z. A andlise do caso (Z,, <z, ) ¢ andloga, bastando trocar os papeis de a e f3.

Vamos supor agora que xZ(U)y e y%Z(U)x. Argumentando como no paragrafo anterior
podemos afimar que existem indices a e § tais que *%(Z,)y e y#(Zz)x. Usando mais uma



vez que (4", =| y) é totalmente ordenado podemos concluir que: (Za,<z,) = (Z3,<z,) ou
(Zs,<25) = (Za,S2,). Vamos supor que (Zo, <z,) = (Z8,<z,). O outro caso é tratado de
maneira semelhante. Neste caso segue da definigao da relacao de ordem < que Z, C Zg e
que #(Z,) C #(Zg). Portanto se x%(Z,)y, entao temos que v %(Zg)y. Ja que yZ(Zg)x e
H(Z3) é uma relacao de ordem em Zs podemos concluir que z = y.

Dados x,y € U vamos mostrar que zZ(U)y ou yZ(U)x. O argumento aqui também é
analogo ao dos dois paragrafos anteriores. Comecamos observando que devem existir indices
aef el tais que x € Z, e y € Zg. Usamos novamente que (A", <| ) é totalmente
ordenado para concluir que: (Za,<z,) = (Zs,<z,) ou (Zp,<2;) = (Za,<2z,). Suponha
que seja verdadeira a primeira alternativa. Entao pela definicao da relacao de ordem =
concluimos que Z, C Zz e assim temos que =,y € Zz. Ja que Z(Zs) ¢ uma ordem total em
Zg temos que % (Zg)y ou y#(Zs)z e consequentemente, pela defini¢do de Z(U) temos que
xZ(U)y ou yZ(U)x.

Vamos mostrar agora que Z(U) é uma boa-ordem em U. Seja V' C U um conjunto
nao-vazio. Fixe um elemento arbitrario vy € V. Pela definicao de U existe algum indice
a €T tal que vy € Z,. Logo V N Z, é um subconjunto nao vazio de Z,. Como (Z,,=<z,) €
bem-ordenado, sabemos que existe algum elemento m € Z, NV tal que m <z v, para todo
veVnZ, Ouseja, existe m € V tal que

(m,v) € Z(Zy) CZU), YveVNLZ, = mZ(U)v, Yv e VN Z,.

Agora, seja v € V, um elemento arbitrario. Se v € Z,, entao temos pela definicao de m
que m < zv. Caso contrario, existe algum indice 5 € T, tal que v € Z3 \ Z,. Mas ja
que (A7, <] 4) é totalmente ordenado segue da definicio da ordem parcial < que temos
necessariamente (Zo,< z,) = (Zs,<z;). Além do mais, segue da terceira condi¢ao da
definicao de < que m <z,v, para todo v € Zg \ Z,. Portanto segue dos resultados obtidos
neste paragrafo que

(m,v) € Z(Zs) CZU) <= mAZU)v, YveV.

Destas relacoes e do fato de m € V', segue que m é um elemento minimal de V. Ja que V'
¢ um subconjunto arbitrario nao-vazio de U concluimos que (U, Z(U)) é bem-ordenado, ou
seja, usando a notagao Z(U) = <y mostramos que

(U, =v) e W.

Préximo passo é verificar que (U, <y) é uma cota superior para .4 em (W, <). Dado
(Zu,=<z,) € AN, temos pelas definigdes de U e Z(U) que Z, C U e #(Z,) C Z(U). Para
cada z € U\ Z,, existe algum € I" tal que z € Zg \ Z,, mas ja que (A, =X|.») é totalmente
ordenado temos que da definigao de < que Z, C Zp e que w <z, 2, para todo w € Z,. Ja que
H(Zz) C Z(U) temos w <y z, para todo w € Z,. O que mostra que (Z,,<z,) = (U,<v) e
portanto que (U, <y) é uma cota superior para .4 .

Em resumo, acabamos de mostrar que para cada subconjunto 4~ C W tal que (A, <| 4)
é totalmente ordenado, temos que .4 possui uma cota superior. Portanto podemos aplicar
o Lema de Zorn para garantir que (W, <) possui um elemento maximal (Y, <y).

Se Y = X nao ha mais nada a fazer pois pela definicao de W a relacao <y é uma
boa-ordem em X.

Caso contrério, existe algum z € X \ Y. Portanto o conjunto Z = Y U {z} contém
propriamente o conjunto Y e e podemos considerar em Z a relacao de ordem <z, que é uma
extensao <y, e dada por



e r=xzyser,ycY exr=yy;
e y =<z paratodoy €Y.

Usando que (Y, xy) é bem-ordenado é imediato verificar que (Z,<z) também é bem-
ordenado e pela construgao da relagdo de ordem <z temos também que (Y, <xy) = (Z,<z2)
o que contraria a maximalidade de (Y, 5y) o que é um absurdo. Logo Y = X e assim temos
que (X, <x) é bem-ordenado. |

Seja X um conjunto ndo-vazio e < uma relagdo de ordem em X tal que (X, <) é bem-
ordenado. Seja B C X um subconjunto nao-vazio arbitrario. Entao por definicao de boa-
ordem B possui um elemento minimal(necessariamente tinico), isto é, existe a € B tal que
se b < a, para algum b € B, entao b = a. Além do mais, se ' € X é uma cota inferior de
B, entao a’ < a. Portanto a é um elemento maximal entre as cotas inferiores de B. Este
elemento a serd denotado por inf(B) e chamado de infimo de B. Portanto, se

se (X, =) é bem-ordenado ¢ @ C BC X = Jinf(B) € B.

Vamos dizer que um conjunto nao-vazio B C X ¢ limitado superiormente, se existe algum
m € X tal que b < m, para todo b € B. E claro que se B ¢é limitado superiormente, entao o
conjunto das cotas superiores de B, ou seja, {m € X : b < m Vb € B} é nao-vazio. Neste
caso, o elemento minimal do conjunto das cotas superiores é denotado por sup(B) e chamado
de supremo de B.

Observamos que em um conjunto bem ordenado (X, <) nao é possivel garantir, em geral,
nem a existéncia de sup(B) nem que sup(B) € B.

Definicao 10 (Segmento Inicial). Seja X um conjunto nao-vazio e < uma relagao de ordem
em X tal que (X, =) é bem-ordenado. Para cada x € X definimos o segmento inicial de
x como sendo o conjunto

I,={yeX: y=<ua}

Os elementos de [, sao chamados de predecessores de .

E bem conhecido que o principio da indugao é equivalente ao fato de que N, com sua
ordem usual, é bem ordenado. Como veremos a seguir, este tipo de caracterizacao pode ser
estendido a quaisquer conjuntos bem-ordenados.

Teorema 11 (Principio de Indugao Transfinita). Seja X um conjunto ndo-vazio e < uma
relacdo de ordem em X tal que (X, <) é bem-ordenado. Se A C X é tal que: para todo
segmento inicial I, C A temos que x € A, entao A = X.

Prova. Se A C X. Entao X \ A é um subconjunto nao-vazio. Como (X, <) é bem-ordenado
sabemos que x = inf(X \ A) € X \ A. Além do mais, para qualquer y < inf(X \ A), temos
por defini¢ao de infimo que y ¢ X \ A, ou seja, y € A. Portanto, todo os pontos do segmento
inicial

L={yeX:y<inf(X\A)} CA
Mas se I, C A, entao segue da hipdtese que x € A, o que é um absurdo pois sabemos que
x=inf(X \ A) € X \ A. Isto mostra que A C X néo ocorre e portanto A = X. [



Proposicao 12. Seja X um conjunto nao-vazio e < uma relagao de ordem em X tal que
(X, <) é bem-ordenado. Para qualquer subconjunto nao-vazio A C X temos que

U I, = I, para algum b € X ou U I, = X.

€A TEA

JEUIQC.

€A

Prova. Considere o conjunto

Se J # X, entdao podemos afirmar que X \ J é nao-vazio, como (X, <) é bem-ordenado,
sabemos que existe b = inf(X \ J) € X \ J. Se existe algum y € J tal que b < y, entao
temos pela definicao de J que y € I, para algum z € A. Como estamos assumindo que
b<y, ey € I, entao temos que y < x. Portanto b < = e consequentemente b € I, C J. O
que é um absurdo. Portanto, caso J # X temos, para todo y € J, que y < b. Como (X, X)
é bem-ordenado e b € X \ J podemos concluir que y < b, para todo y € J. Mostrando
que J C [,. Por outro lado, segue da definicao de b e de infimo que I, C J, o que mostra
finalmente que J = I,. [

3 Isomorfismos entre Conjuntos Bem-Ordenados

Teorema 13. Sejam (X, <) e (Y, <) conjuntos bem-ordenados. Entao vale uma das seguin-
tes afirmagoes:

a) existe um isomorfismo que preserva ordem f: X — Y

b) existe algum elemento y € Y e um isomorfismo que preservar ordem f : X — I, onde
I={z€Y:z<y}

c) existe algum elemento z € X e um isomorfismo que preserva ordem f : I, — Y, onde
I,={zeX: z=<z}

Prova. Uma fungdo f definida em algum subconjunto X’ C X e tomando valores em Y,
pode ser identificada de maneira tinica com o subconjunto, chamado de grafico de f,

G ={(z,f(x) eXxY:zeX e f(x)eY'}.
Lembramos que uma funcao g : X’ — Y"” é chamada de extensao de f se
dom(f)=X'CX"=dom(g) e  9(f) C¥%(g).

Considere a colegao F de todos os isomorfismos que preservam ordem e cujos dominios
sao segmentos iniciais em X ou o proprio X e a imagem sao segmentos iniciais em Y ou o
préprio Y, ou seja,

f: X' —= Y’ éum isomorfismo que preserva ordem,
F=9(f)c X xY : X' =Il,paraalgumz e X ouX'=X e
Y’ =1, paraalgumy € Y ouY' =Y.

Observe que o elemento inf(X) € X pode ser visto como um segmento inicial. De fato, se
xo denota o elemento minimal de X'\ {inf(X)} temos que I, = {zr € X : © < xp} = {inf(X)}.
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Analogamente, podemos afirmar que inf(Y') = I, onde yo = inf(Y \ {inf(Y")}). Portanto a
fungao f definida no conjunto unitario {inf(X)} e que toma o valor {inf(Y")} é uma bijecao
que preserva ordem (embora neste caso pareca que a defini¢ao de preservar ordem fique meio
degenerada, veremos que mesmo neste caso ela é atendida) ja que se x1, 25 € {inf(X)} séo
tais que z1 < 3 temos f(z1) < f(z2). Ou seja, 9(f), onde f : {inf(X)} — {inf(Y)} é um
elemento da colecao F.

Note que a colegao F pode ser munida de uma relagao de ordem parcial <, onde dizemos
que 4(f) 2 9(g), se g é uma extensao de f.

Para construir o isomorfismo que o teorema afirma existir, a ideia é mostrar que F possui
um elemento maximal. Para isto vamos mostrar que sao vélidas as hipéteses do Lema de
Zorn.

Seja (N, <) um subconjunto de F totalmente ordenado. Defina X C X da seguinte
maneira

Xy = U dom(f).

feN

Se existe algum isomorfismo f que preserva ordem com 4(f) € N e tal que dom(f) = X,
entao nao ha mais nada a fazer. Caso contrario, podemos afirmar que para cada isomorfismo

f tal que 4(f) € N temos que dom(f) = I,, e portanto
Xy = U dom(f) = U I,
feEN FEN

Aplicando a Proposicao 12 podemos garantir que
Xy = Iy, para algum 2’ € X ou Xy =2X.

No que segue, vamos mostrar como construir um isomorfismo F : Xy — Y’ C Y que
preserva ordem, F' € F e além do mais, satisfaz 4(f) < ¢(F), para todo f € N.

Para cada x € X, sabemos que existe alguma funcao f € N, tal que z € dom(f). Defina
F(z) = f(z). Para verificar que F' estd bem-definida, basta observar que se z € dom(f) e
z € dom(g), entao segue do fato de (N, <) ser totalmente ordenado que ¢(f) C ¥(g) ou
“(g9) C¥9(f). Como em ambos os casos temos f(z) = g(z) segue que F estd bem-definida.

Vamos verificar que F' preserva ordem. Para isto sejam xq, x5 € X com x1 < 2. Ja que
dom(fy) = I, P é um segmento inicial possuindo x, e 7 < x9, podemos concluir que z; €
dom(f2). Como f5 é um isomorfismo que preserva ordem temos temos que fo(x1) < fo(xg).
Dai segue diretamente da defini¢ao de F' que F'(xq) < F'(x3).

Para verificar que F' é uma bijegao entre X, e sua imagem, basta observar que se F'(z) =
F(y), para x,y € Xy, entao existem f, g € N tais que z € dom(f) e y € dom(g) tais que x €
dom(f) ey € dom(g). J& que estes dois dominios sdo segmentos inicias podemos argumentar
como acima que um destes dominios contém o outro. Supondo que dom(f) C dom(g) temos
temos que x,y € dom(g) e g(x) = F(z) = F(y) = g(y). Mas como g € N g é uma bijegao e
assim concluimos que x = y, mostrando finalmente que F': Xr — F(X,/) é uma bijecao.

Ja sabemos que F' : Xy — F(X) é uma bijecao que preserva ordem e que seu dominio é
um segmento inicial. Para mostrar que F' é um cota superior para N ainda temos duas tarefas
pela frente. A primeira é mostrar que o conjunto imagem F'(Xy) é igual a um segmento
inicial ou a todo o conjunto Y e a segunda, mostrar que F' € F e que 9(f) <X ¢4(F), para
toda f € N.
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Vamos mostrar primeiro que F'(X,r) é um segmento inicial ou todo o conjunto Y. Para
isto note que segue das propriedades elementares da imagem direta de uma funcao que

Xy=JL, = FXy)=F <U Ixf> = |J F(I,)) (1)

feN fenN feN

Se para algum f € N temos F(I,,) =Y, Por outro lado, sabemos que para cada f € N
fixada, temos F'(I,,) = f(l.;) = I, onde a ultima igualdade segue da definicio de F.
Portanto temos de (1), de (Y, <) ser bem-ordenado e da Proposigao 12 que

F(Xy)=F (U wa) =JFrL,)=J1L,=1, ou Y

feN feEN feN

O que finaliza a prova de que F' € F. Além do mais, segue diretamente da definicao da funcao
F que esta fungao é uma extensao de f para qualquer f € A e portanto 4(f) C 4(F). Fato
este que encerra a prova que (N, <) possui uma cota superior.

Assim podemos aplicar o Lema de Zorn para garantir que em (F, <) existe pelo menos
um elemento maximal que vamos denotar por f*. Caso dom(f*) = X ou Im(f*) =Y, néo
ha mais nada a fazer pois, f* é o isomorfismo que preserva ordem, desejado. Caso contrario,
o elemento maximal de (F, <) define uma funcéo f* : I,» — I,~. Mas neste caso, a funcao
F*: I« U{z*} — I,»U{y*} definida por F*(2*) = y* e F*(z) = f*(x), para todo = € I,
seria um isomorfismo que preserva ordem e 4 (f*) < ¢(F*) o que contradiz a maximalidade
de f*.

Resulta dos argumentos apresentados acima que em qualquer caso se verifica pelo menos
uma das trés alternativas: a), b) ou ¢) do enunciado do teorema, e assim finalizamos a
demonstracao. [ |

4 O Conjunto dos Ordinais Enumeraveis

Proposicao 14. Existe um conjunto nao-enumerével e bem-ordenado (€2, <) tal que para
todo x € Q o segmento inicial I, é enumeravel. Além do mais, se ' é também um conjunto
nao-enumeravel, (2, <) é bem-ordenado e todos seus segmentos iniciais sdo enumeraveis
entao existe um isomorfismo que preserva ordem levando €2 em €)'

Prova. A existéncia de conjuntos nao-enumeraveis bem-ordenados segue do Teorema 9. Seja
(X, %) qualquer um destes conjuntos. Se para todo x € X temos que I, é enumeravel, entao
tomamos (2, 5) = (X, ). Caso contrério, podemos garantir que o seguinte conjunto

{r € X : Card(l,) > Card(N)} # @.
Ja que (X, <) é bem-ordenado podemos afirmar que existe
zo = inf({z € X : Card(I,) > Card(N)})

e que xg € {xr € X : Card(/,) > Card(N)}, ou seja, I,, é ndo-enumeravel. Por outro lado,
segue da defini¢do de infimo que se x < zy, entao Card(l,) < Card(N). Portanto Q = I,
munido da relagdo de ordem =< (induzida) é bem-ordenado, nao-enumerével e cada um de
seus segmentos iniciais sao enumeraveis.
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Suponha que ' seja um conjunto tal que (€', <) é bem-ordenado, ndo enumerével e cada
um de seus segmentos iniciais sdo enumerdveis. Aplicando o Teorema 13 a (2, %) e (€, <)
concluimos que vale uma das seguintes alternativas:

e existe um isomorfismo que preserva ordem entre €2 e €V,
e () é isomorfo a algum segmento inicial de §';
e () ¢ isomorfo a algum segmento inicial de Q.

As duas ultimas alternativas nao podem ocorrer ji que em ambos casos, quaisquer dos
segmentos iniciais sdo enumeraveis, enquanto €2 e ' sdo nao-enumeraveis. Portanto existe
um isomorfismo que preserva ordem entre €2 e €V'; [ |

O conjunto §2 fornecido pela Proposicao 14 é essencialmente tinico (a menos de isomor-
fismo que preserva ordem). Este conjunto é chamado de conjunto dos ordinais enu-
meraveis. Um fato interessante e muito importante a respeito deste conjunto é enunciado
na seguinte proposicao.

Proposicao 15. Todo subconjunto enumeravel de €2 possui uma cota superior.

Prova. Seja A C Q) um subconjunto enumeravel de 2. Como todo segmento inicial em €2 é
enumeravel, entao temos que a seguinte uniao

U
€A

¢ enumeravel pois, este conjunto é uma uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis. Como
(2, %) é bem-ordenado segue da Proposi¢ao 12 que existe algum y € Q tal que

Un=1, oo |[JL=0
€A T€EA

A segunda alternativa nao pode ocorrer ja que €2 é nao-enumeravel e a uniao no lado esquerdo
da ultima igualdade é enumeravel. Portanto temos

UL=1,.
€A

Afirmamos que y é um cota superior para A. De fato, se para algum x € A, temos que
y < x, entao segue diretamente da definicao de segmento inicial que

Lu{ytcLc|JL=1,

T€EA
o que é um absurdo ja que y ¢ I,. Portanto = < y, para todo = € A. [ |

Vamos mostrar abaixo como o conjunto dos nimeros naturais N pode ser identificado
com um subconjunto de €2. Para isto, vamos construir uma funcao injetiva f : N — €.
Definimos f(1) = inf(Q2) e para cada n > 2, definimos indutivamente

f(n) = inf (\{f(1),..., f(n = D}),

13



Note que segue diretamente da defini¢ao que f é uma funcao injetiva e que preserva ordem.
Para caracterizar o conjunto imagem de f, considere o conjunto €2\ F', onde o conjunto F' é
dado por F' = {z € X : Card(l,) < Card(N)}. Segue das Proposigao 14 que F' é enumerével
e portanto €\ F' é ndo-vazio. Ja que (2, ) é bem-ordenado, podemos afirmar que existe
w=inf(Q\ F) e que este infimo satisfaz w € Q \ F. Note que w é o elemento minimal de
tal que I, é infinito. Além do mais, podemos verificar que f(N) = [,. De fato, se x € I,
entdo z € F' e logo existe algum m € N tal que Card(I,) = m. Segue das defini¢oes de infimo
e de segmento inicial que {f(1),..., f(m)} C I, e consequentemente I, = {f(1),..., f(m)}.
Ja que z ¢ I, temos que Card(l, U{z}) =m+ 1. Além do mais, se y = inf(Q\ (I, U{z})),
temos que I, U{z} = I, e Card(l,) = m + 1. Como {f(1),...,f(m+ 1)} C I, e I, tem
exatamente m+ 1 elementos segue que {f(1),..., f(m+1)} = I,. Em particular, f(m) = .
O que encerra a prova de que f é sobrejetiva. Como f é claramente injetiva e preserva
ordem, podemos concluir finalmente f : N — [, é um isomorfismo que preserva ordem.

As vezes, ¢ conveniente adicionar um elemento extra w; ao conjunto §2. Este novo con-
junto comumente denotado por Q* = Q U {w;}. Também consideramos em Q* a relagao
de ordem =< que é simplesmente a extensao da relacdo de ordem em (€2, <), que é obtida
declarando que x < wq, para cada = € Q. O elemento w; é conhecido como o primeiro
ordinal nao-enumeravel.

5 Caracterizacao da J-Algebra Gerada

Sejam X um conjunto nao-vazio e ¢ um colegao arbitraria de subconjuntos de X. Como
de maneira usual, definimos a o-dlgebra gerada pela colegao € como sendo a intersecao de
todas as o-algebras contendo %, normalmente denotamos esta o-algebra por o(%’). Embora
nao seja construtiva, esta definicao ¢ muito 1til no desenvolvimento da Teoria da Medida
e Integracao e com pouco de treino torna-se também bastante conveniente. Porém, esta
definicao pode nao ser a mais adequada para lidar com alguns tipos questoes. Por exemplo,
se estamos interessados em saber qual a cardinalidade de uma determinada o-algebra, outras
abordagens acabam sendo um pouco mais efetivas.

Nesta se¢ao, vamos mostrar como construir a o-algebra gerada, por uma cole¢do % .
Como subproduto desta construgao, vamos mostrar que para toda colecao % satisfazendo

Card(N) < Card(¥) < ¢ = Card(o (%)) = c.

Em particular, o resultado acima afirma que qualquer o-algebra gerada por uma colecao
enumeravel de conjuntos, é uma colecao de cardinalidade igual a cardinalidade do continuo.

Para dar inicio a nossa discussao, vamos adotar uma abordagem inicialmente ingénua,
inspirada no caso de colegoes possuindo uma quantidade finita de subconjuntos. Esta abor-
dagem, embora nao apropriada para o tratamento do caso geral, auxilia na compreensao
dos mecanismos envolvidos na construcao rigorosa da o-algebra gerada por uma colecao
arbitraria.

A ideia seria iniciar a construcao a partir de um conjunto X nao-vazio e de uma colecao
nao-vazia € de subconjuntos de X. Em seguida, acrescentamos a esta colecao, a cole¢ao dos
complementares de cada um dos conjuntos de %, isto é,

G =€ U{E" : Ec%).
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Prosseguimos, definindo a colecao %, que é composta por todas as unides enumeraveis
de conjuntos em %7, bem como pelos complementos de cada uma destas tais unides, ou seja,

C

G=|JE.: Ene, VneN US| JE.| : En€e%, VneN

neN neN

Em geral, definimos %, como sendo composta por todas as unides enumeraveis de con-
juntos em €1 e os complementos destes conjuntos, isto é,

€=\ JE: En€C1, WmeNFUS (| JE.| : B.€%m1, VREN

neN neN

Descritas esta etapas podemos no perguntar se, em geral, a reuniao destas colecoes é
realmente a o-algebra gerada por %, ou seja

se G = U ¢, entao podemos afirmar que 6o = 0(%) 7
jeN

Como o leitor ja deve estar esperando a resposta, em geral, é nao. Embora a colegao
%~ seja fechada por complementos, nao hd como (sem hipéteses adicionais) descartar a
possibilidade de existir uma sequéncia de conjuntos { £, },en tal que para cada n € N, temos

FE, € %iz\(%%—l e
U E. ¢ %

neN

Se realmente existe tal sequéncia, a construgao da o-algebra gerada nao estaria finalizada.
Neste caso, a alternativa mais natural que nos restaria seria recomegar a construcao a partir
da colegao %y = 6. Em seguida, definir uma nova colegao %y, possuindo todos os membros
de P, e seus complementares, isto é, 21 = Zy U{E“: E € %y}. Seguindo o procedimento
adotado anteriormente, construirfamos, indutivamente, &, como sendo a colecao de todas as
unioes enumeraveis de conjuntos em Z;_; e seus complementos e assim por diante. Realizadas
estas etapas definimos a colegao Z,,, como a reuniao de todas as colegoes %;’s. Mas, como no
caso de %, esta nova colegcao, embora fechada para complementos, poderia nao ser fechada
para unides enumeraveis. Indicando que este processo, em geral, poderia nao ter fim. E
consequentemente ser incapaz de fornecer uma construgao para o-algebra gerada por % .

Um exemplo, explicito, onde a construcao acima falha de nos fornecer uma o-algebra
pode ser obtido usando X = (0, 1] e a o-algebra sendo a o-algebra de Borel de (0,1]. Os
detalhes desta construgao estao na pagina 32 da referéncia [1].

A ideia que serd usada para contornar o problema descrito acima sera considerar as
colecoes €;’s com indices j’s tomando valores em (2 ao invés de N.

Antes de prosseguir precisamos introduzir mais uma defini¢ao. Se (X, <) é bem-ordenado,
vamos dizer que a € X possui um predecessor imediato se existe § € X com as seguintes
propriedades: 1) f <« e ii) sey € X é tal que v < «, entdao vy < .
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Como (€2, %) é bem-ordenado sabemos que €2 possui um tnico elemento minimal. Vamos
chamar este elemento de o = inf(Q2). Defina %,, = € e usando uma indugao transfinita
vamos definir %, para cada ordinal enumeravel o € Q2. Esta construcao é feita da seguinte
maneira:

e se o € () possui um predecessor imediato S definimos %, como sendo a colecao de
todas as unioes enumeraveis de elementos de 65 e de todos os complementos de cada
uma destas unides enumeraveis, isto é,

%E{UE,L:ERE%, WeN}U{(UEn) : B, € 65, VneN}.

neN neN

e se a nao possui um predecessor imediato definimos

%ZEE LJ %%

B<a

Considere o conjunto A C €2 dado por
A={ae€Q : acolecdo %, estd bem-definida}.

Sabemos que A é nao-vazio pois, inf(2) € A. Observe que seguindo as instrugoes da cons-
trucao apresentada acima temos que se I, € A, entao a pertence ao conjunto A. Portanto
segue do Principio da Indugao Transfinita (Teorema 11) que A = Q.

Proposigao 16. Seja () o conjunto dos ordinais enumeraveis e para cada a € €) seja 6, a
familia construida acima. Entao
o(%) = | %

a€el)

Prova. Considere o conjunto
B={aeQ:%,Co(¥)}.

J& que ap = inf(Q) é tal que 6,, = €, segue que ay € B. Suponha que I, C B. Pela
construgao da colegao {%, }acq, sabemos que se a possui um predecessor imediato 3, entao
pel,CBe

%E{UE,L:EHG%, VneN}U{(UEn> . B, € €, vneN}.

neN neN

Como (3 € B temos que %3 C o(%). Desta continéncia e das propriedades elementa-
res de o-algebras temos que as unioes enumeraveis de elementos de % e seus respectivos
complementos pertencem a o(%), o que mostra que ¢, C o(%).

Por outro lado, se a nao possui um predecessor imediato, entao temos para cada § < «
que B € I, C B. Além do mais, como todo segmento inicial em {2 é enumeravel temos que
a colecao

%ZEE LJ‘%%

B<a
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é formada por uma cole¢ao enumeravel de colegoes contidas em (%), ja que § € B implica
%3 C o(¢). Portanto podemos verificar que 6, C o(%). De fato, se E € %,, entao
E = Uger, E, onde Eg € €3, para cada 3 € I,. Como, por construgao de €2, o segmento
inicial I, é enumerdvel e cada Ez € 63 C 0(%€), segue que E = Ugey, Eg € 0(%), mostrando
que %, C 0(%) e consequentemente que « € B. Desta forma, o que acabamos de mostrar é
que se I, C B, entao o € B. Ja que B é nao-vazio, segue do Principio da Indugao Transfinita
(Teorema 11) que B = . Deste fato concluimos imediatamente que

U G co®).

Para finalizar a prova basta mostrar que a colecao

U <. (2)

[19)

¢ uma o-élgebra. Para isto serd 1til o seguinte fato. Se {a, }nen ¢ um sequéncia arbitraria
em {2, entao esta sequéncia possui um supremo que também é um ponto de €2, isto é,
*k

a* = sup{a,, : n € N} € Q. Para verificar a validade desta afirmagao basta aplicar a
Proposicao 15 ao conjunto enumerével {a,, : n € N}.

Agora, vamos prosseguir com a prova de que a colegao (2) é uma o-algebra. A verifica¢ao
de que esta colecao ¢ fechada para complementacao pode ser feita da seguinte maneira. Se
E € Uueq o, entao E € 6,, para algum o € 2. Como cada %, ¢ fechado por comple-
mentacao segue que E° € €, C |J,cq Ca-

Resta mostrar que a colegao (2) é fechada para unides enumeraveis. Seja {F, },eny € um
sequéncia em |J, ., €. Entao para cada n € N, existe algum a,, € Q tal que E, € €,,.
Seja o = sup{a, : n € N}. Pela construgao da familia {%, }.cq € pela defini¢ao de supremo
podemos afirmar que

bw, C G, YneN - E, €%, VYneNlN.

Como %, é uma colecao fechada para unides enumeraveis segue que
U Ene % c %
neN e

Finalizando a prova de que a cole¢do (2) é uma o-algebra.
Como € = €., esté contida na colegao (2) segue da defini¢io de o-dlgebra gerada que

a(%) C | %

aef)

Mas como a continéncia reversa havia sido estabelecida anteriormente, podemos finalmente
concluir que

o(%) = | % ]

a€el)
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6 Aplicagoes

Antes de apresentar o principal resultado desta secao vamos necessitar de varios preparativos
e também recordar alguns fatos elementares sobre cardinalidade de conjuntos. A principal
aplicacao ou resultado desta segao é o Corolario 19. Tres resultados sobre cardinalidade de
conjuntos, apresentados nesta secao foram enunciados mas nao provados. A razao disto é
que eles ou sao de muito apelo intuitivo ou bem-conhecidos. De qualquer forma indicamos
precisamente, apos cada um destes enunciados, aonde na literatura as respectivas provas sao
apresentadas.

Para simplificar a exposi¢cao, nao vamos definir o conceito de cardinal para um unico
conjunto (embora existam varias maneiras de se fazer isto, este conceito é irrelevante para
este texto), exceto o caso de conjuntos finitos, cuja a cardinalidade é obviamente o nimero
de elementos do conjunto. O que vamos fazer é o seguinte: dados um par de conjuntos X
e Y, vamos dizer que

Card(X) < Card(Y) ou Card(Y) < Card(X) ou Card(Y) = Card(X)

caso exista uma injecao, sobrejecao ou bijecao f : X — Y, respectivamente.
Se X e Y sao conjuntos tais que existe uma funcao f : X — Y injetiva, mas nao existe
nenhuma funcao g : X — Y sobrejetiva, entao vamos dizer que

Card(X) < Card(Y).

Vamos usar a convengao Card(2) < Card(X), para todo conjunto X # @.

Podemos mostrar que: para quaisquer dois conjuntos X e Y, temos necessariamente
que uma das alternativas ocorre: Card(X) < Card(Y) ou Card(Y) < Card(X). A prova
deste fato pode ser encontrada na péagina 7 da referéncia [3]. Outro fato que é importante
mencionar ¢ o seguinte teorema

Teorema 17 (Schroder-Bernstein). If X e Y sdo conjuntos tais que Card(X) < Card(Y) e
Card(Y) < Card(X), entdao Card(X) = Card(Y).

Por questao de brevidade; pelo fato do enunciado ser de simples compreensao e muito
intuitivo, decidimos omitir a prova deste fato. O leitor interessado pode encontrar a prova
do Teorema de Schréder-Bernstein na pagina 7 da referéncia [3].

Como consequéncia do Teorema de Schroder-Bernstein podemos mostrar que para todo

X # @, temos que Card(X) < Card(Z(X)).

Um conjunto X ¢é chamado de um conjunto enumeravel se Card(X) < Card(N).
Observe que, em particular, todo conjunto finito é enumeravel e como mencionado ante-
riormente para este é conveniente definir “Card(X)” como Card(X) = n, se somente se,
Card(X) = Card({1,...,n}).

Dizemos que um conjunto X tem a cardinalidade do continuo se Card(X) = Card(R).
Seguindo a tradicao da literatura de Teoria de Conjuntos vamos usar a letra ¢ para abreviar
a expressao Card(R). Desta forma

Card(X)=¢ <«= Card(X) = Card(R).
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Um fato importante que vamos usar a frente é que através da representacao de um nimero
real em base 2, podemos mostrar que

Card(Z(N)) =¢.
Uma prova detalhada deste fato pode ser encontrada na pégina 8 da referéncia [3].

Proposicao 18. Sejam X,Y conjuntos arbitrario e ndo-vazios, e {X,}aca uma familia de
conjuntos arbitrarios nao-vazios, indexada sobre um conjunto de indices arbitrario A # &.

a) Card(Q2) < ¢;
b) Card(X) < ce Card(Y) < ¢, entdo Card(X x Y) < ¢;

c¢) se Card(A) < ¢ e Card(X,) < ¢, para todo a € A, entao Card (U Xa> <

acA
d) se Card(X) < ¢, entdao Card(X") < ¢.

Prova. Prova do item a). Seja X C R qualquer subconjunto nao-enumeravel satisfazendo
Card(X) = ¢, por exemplo, X = (0,1). Pelo Principio da Boa-Ordenacao sabemos que é
possivel encontrar uma rela¢ao de ordem < em X tal que (X, =) é bem-ordenado. Considere
o conjunto A = {y € X : Card({,) > Card(N)}. Se para todo y € X, temos que Card([,) <
Card(N), ou seja, todos os segmentos iniciais em (X, =) sdo enumeraveis. Entdo sabemos
da Proposicao 14 que existe um isomorfismo que preserva ordem entre (X, <) e (£, %).
Portanto temos Card(€2) = Card(X) < ¢. Neste caso, a tltima desigualdade é na verdade
uma igualdade.

Caso exista algum y € X tal que Card(/,) > Card(N) isto significa que A # @. Como
(X, =) é bem-ordenado, podemos afirmar que existe z = inf(A) € A. Assim, segue das
definicoes de segmento inicial e de infimo que, para todo y € I, temos que Card(/,) <
Card(N). Portanto podemos aplicar novamente a Proposicao 14 para verificar que existe
um isomorfismo que preserva ordem entre (I, <) e (2, x). Deste fato segue que Card(2) =
Card(/,) < Card(X) < ¢. Portanto podemos finalmente concluir que Card(Q2) < c.

Prova do item b). Como estamos assumindo que Card(X) < ¢ e Card(Y) < ¢, entdo é
suficiente mostrar que Card(Z2(N) x Z(N)) = ¢, jd que

Card(X x Y) < Card(2(N) x Z(N)).
Para isto considere as funcoes ¢ : N — N e ¢ : N — N, dadas por
dn)=2n e Pn)=2m—1, V¥neN
e a funcio f: 2(N) x 2(N) — 2(N) dada por
F(A,B) = 6(A)UY(B), V(A B)e 2(N)x 2(N).

Afirmamos que a funcdo f é bijetiva. De fato, se f(A’, B’) = f(A, B), entao temos ¢(A) U
Y(B) = ¢(A") Up(B'). Como o conjunto ¢ estd contido no conjunto dos nimeros pares e
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1 esta condito no conjunto dos nuimeros impares, entao concluimos da igualdade acima que
d(A) = ¢p(A") e Y(B) = (B’). Usando a expressao explicita de ¢ temos que

1 1 Y
A= S0(A) = So(A) = A

Analogamente, verificamos que B = B’ e logo que f é injetiva. Portanto podemos afirmar
que Card(Z(N) x #(N)) < ¢. Como o conjunto Z(N) x {1} ¢ Z(N) x Z(N) temos
imediatamente que ¢ < Card(Z2(N) x Z2(N)). Desta forma segue do Teorema de Schroder-
Bernstein que

Card(2(N) x Z(N)) = c.

Prova do item c). Para cada a € A, segue da hipétese que existe uma fungao sobrejetiva
fo : R = X,. Com auxilio desta familia de fungoes podemos definir uma nova funcao

fRxA— U X dada por f(z,a)= f.(z), V(z,a) € R x A.

acA

Da sobrejetividade de cada f,, segue imediatamente que f é sobrejetiva. Juntando esta
informagao com o fato mostrado no item anterior concluimos que

Card (U Xa> < Card(R x A) < c.
a€cA

Prova do item d). A ideia da prova deste item é semelhante a empregada na prova
do item b). O argumento aqui é um pouco mais delicado por que temos uma quantidade
enumeravel de fatores no produto cartesiano e nao apenas dois como era o caso do item b).
O argumento da prova do item b) era baseado na possibilidade de criar uma parti¢do do
conjunto N em dois subconjuntos infinitos e disjuntos, que no caso eram os conjuntos dos
nimeros pares e impares. Agora, precisamos criar um parti¢do com infinitas cole¢oes (uma
quantidade enumerdvel delas) de conjuntos infinitos e disjuntos. Para isto vamos utilizar o
conjunto dos nimeros primos, que serd chamado de P = {py, po,...}. As fungoes auxiliares
¢ e 1 do item b) vao dar lugar a seguinte familia de fungdes auxiliares { ¢, }men, onde para
cada m € N fixado, a fungao ¢, é definida por ¢,,(n) = p!,, para todo n € N.

Analogamente ao item b) observamos que

Card(X") < Card(Z(N)") (3)

Portanto, para concluir a prova do item d) é suficiente mostrar que existe alguma fungao
injetiva f : Z(N)N — P(N). Para facilitar a notacio vamos representar um elemento
genérico do A € Z(N)V, da seguinte forma A = (A;, Ay, ...), onde 4; € Z(N), para cada
j € N. Afirmamos que a funcao f dada por

f(A) = f(A1, Ay, ) = U Om(Am)

define uma fungao injetiva de Z(N)N para 2(N). De fato, segue do Teorema Fundamental
da Aritmética que para cada par de niimeros naturais m # n, temos que ¢,,,(A)N¢,(B) = &,
para quaisquer A, B € 2(N). Desta forma, temos que se A, A’ € Z(N)N e

U dml(An) = F(A) = f(A) = | om(4),)

meN meN
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entdo temos que ¢ (An,) = dm(AL), para todo m € N. Além do mais, segue diretamente
da expressao explicita das funcoes ¢,,’s que

Ay =log,, (6n(An)) = log,, (6n(4},)) = A, VmeN,

Mostrando que A = A’ e consequentemente que f é injetiva. Deste fato e de (3) segue que
Card(X") < Card(Z(N)") < Card(Z2(N)) = c.

o que encerra a prova do item d). [ |

Corolario 19. Sejam X um conjunto nao-vazio arbitrario e ¥ uma colegao de subconjuntos
de X. Se Card(N) < Card(%) < ¢, entdo

Card(o(%)) = c.
Prova. Sabemos da Proposicao 16 que
o(%) = | o (4)
aEeQ

Pelo item c) da Proposigao 18 sabemos que Card(f2) < ¢. Portanto, se mostramos que para
todo o € Q, temos Card(%,) < ¢, entao segue do item b) da Proposigao 18 que

Card <U %) <c (5)

aEef

No que segue vamos mostrar que Card(%,) < ¢, para cada a € ). Para isto vamos
utilizar o Principio de Inducao Transfinita para mostrar que o conjunto

A={aeQ:Card(%,) <c} =Q.

Como estamos assumindo que Card(N) < Card(%) < ¢ e que por construcao da cole¢ao
{0 }acq temos €,, = €, onde ay = inf(Q2), entdo temos que ay € A e portanto A # O.
Suponha, por hipétese de inducao, que I, € A. Se a possui um predecessor imediato [,
B € I, e segue da construgao da colegao {%, }acqo que

%E{UEanne%, VnEN}U{(UEn> . E, € 65, VnEN}.

neN neN

Note que a funcao

f:(%ﬁ)N%{UEn : B, € 65, VnEN}, dada por f(El,Eg,...,...>EUEn,

neN

define uma fungao sobrejetiva. Ja que, por hipdtese de inducao, Card(%s) < ¢, segue da
sobrejetividade da funcdo f definida acima e do item d) da Proposi¢ao 18 que

Card ({ U E, : E, € 63, Vn € N}) < Card ((‘Kﬁ)N) <.

neN
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Argumentando de maneira completamente analoga, concluimos que a segunda colegao que
aparece na defini¢do de €, também tem cardinalidade menor ou igual que ¢. E assim, segue
do item c) da Proposi¢ao 18 que Card(%,) < ¢. Mostrando que neste caso a € A.

Para completar a prova que a € A, precisamos verificar que Card(%,) < ¢ é valida
quando « nao possui um predecessor imediato. Neste caso, temos que

=] %

B=<a

Como estamos assumindo que I, C A, todas as colecoes €3’s que aparecem na uniao acima
sao tais que Card(%}) < ¢. Pela construcao de 2 temos que I, é enumeravel, logo a unido que
aparece acima ¢ uma uniao enumeravel de conjuntos que possui cardinalidade menor ou igual
a cardinalidade do continuo, portanto de mais uma aplica¢ao do item ¢) da Proposicao 18
que Card(%,) < ¢. O que completa a prova que a € A sempre que I, C A. Portanto segue
do Principio da Indugao Transfinita que A = Q). Este fato completa a prova de (5).

Préximo passo é mostrar que ¢ < o(%). Para isto vamos precisar do seguinte resultado
auxiliar. Se Card(N) < Card(%) < ¢, entao existe alguma sequéncia infinita { £, },en contida
em o(%) tal que E, # @, para todon € Ne E, N E,, = &, sempre que m # n.

Vamos considerar o(%) munido da relacdo de ordem parcial <, onde para cada par de
conjuntos F, F € o(%), dizemos que F < F se E C F. Pelo Principio Maximal de Haus-
dorff (pagina 4) existe um subconjunto maximal ¥ C o(%) tal que (Z,<|%) é totalmente
ordenado. Por questao de simplicidade, podemos pensar em ¥ = {E)} er. Suponha, por
contradigao, que I é finito, digamos I' = {1,...,n} e Z = {E1, Es, ..., E,}. A menos de uma
permutacao dos indices, podemos assumir que Fy < Ey < ... < E,. Observe que a o-algebra
gerada por esta colegdo de conjuntos, que denotaremos por o(Ey, ..., E,) é uma o-algebra
composta por uma quantidade finita de elementos. Além do mais, o(Ey,..., E,) € o(%)
pois, Card(N) < Card(%¢) < Card(c(%)). Portanto, existe algum conjunto E € o(%) \
o(Ey, ..., E,) que é ndo-vazio. Afirmamos que a maximalidade de (2, <|) implica E C E,,.
Caso contrario, a familia de conjuntos {F,..., E,, (F, U E)} seria uma familia em o(%)
totalmente ordenada, com respeito a <, com F; < Ey < ... < E, < (F U E,), e contendo
propriamente 2. Mas isto é impossivel pois, contraria a maximalidade da familia Z.

Para a sequéncia do argumento sera conveniente introduzir a notacao Ey = &. Lem-
brando do ultimo fato provado acima, isto é, £ C E,, e usando as propriedades elementares
de conjuntos podemos escrever

E:En@:Eﬂ(Ou@ugg):[ﬂﬂu@\gly

j=1 j=1

Ja que E ¢ o(E,...,E,), deve existir pelo menos um indice j € {1,...,n} tal que o
conjunto

EN(E;\E;_1) ¢ o(Ey, ..., E,),

caso contrario, a uniao do lado direito da igualdade acima pertenceria o(FE1, ..., E,) e logo
E € o(Ey,...,E,) o que é um absurdo. Em particular, podemos afirmar que o conjunto
EN(E;\ Ej_1) # @ e também que este conjunto é diferente de todos os conjuntos da cole¢ao
{E1,Es, ... B} isto é, EN(E;\ Ej1) # Ev By, .. B,

Afirmamos que

Ej 1 CE . UEN(E;\ Ejo)] C Ej. (6)
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Para verificar que a primeira continéncia é estrita, basta usar que EN(E; \ Ej_1) # @. Para
verificar que a segunda continéncia é valida e também estrita, comegamos observando que

Ej—l C Ej e EN (EJ \ Ej—l) C Ej — Ej_l U [E N (Ej \ Ej—l)] - Ej.

Suponha por absurdo, que na tultima inclusao acima que se verifique a igualdade, isto é,
E; 1 U[EN(E;\ Ej-1)] = E;. Entdo interceptando ambos lados desta igualdade com E¥
ficamos com E N (E; \ E;_1) = E; \ E;—;. O que é um absurdo pois isto implica que
EN(E;\ Ej_1)=E;\ Ej_1 € 0(Ey,..., E,). Assim encerramos a prova de (6).

Usando (6) podemos construir uma familia totalmente ordenada, com n + 1 elementos,
contendo estritamente a familia 2 = {F, ..., E,} da seguinte forma

=

EyCE, G- CE C B UEN(E\E)]S E G- C By,

contrariando a maximalidade de (2, <|s), o que é um absurdo. Este absurdo vem de supor
que 2 = {E)}xer é um colegao com finitos elementos.

Desta forma podemos encontrar uma sequéncia {D,, },en contida em D tal D,, # &, para
todo n € N. Além do mais, D,, € D,y1, para todo n € N pois (Z,< ) é totalmente
ordenado. Como fizemos anteriormente, por questao de conveniéncia de notacao, definimos
Dy = & e para cada n € N colocamos

EnEDn\(Dn_luu.Do):Dn\Dn_l

Ja que D,, € D, 1 segue que cada F,, é nao vazio. E por construcao temos que E,, NE,, = &,
se m # n. Desta forma a sequéncia {E, },en € a sequéncia infinita de conjuntos nao-vazios
e disjuntos, desejada.

Para finalizar a prova, usamos a sequéncia {F,},cn construida no passo anterior e a

fungao f: Z(N) — (%) dada por

f)=JE;.

JEA

Como a cole¢ao {E, },en € formada por conjuntos nao-vazios e dois-a-dois disjuntos é ime-
diato verificar que f é injetiva e portanto ¢ < o(%). [ |
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