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Resumo

Neste artigo, estudamos o problema da separabilidade de certos espagos de fungoes
continuas usando ferramentas da Teoria de Probabilidade. Vamos mostrar que os
espagos de Banach (C([a,b],R),| - |lco) (fungdes & valores reais, continuas e definidas
sobre o intervalo compacto [a,b]) e (Co(R,R),| - ||co) (fungdes a valores reais,
continuas que se anulam no infinito) sao espagos de Banach separaveis. A prova da
separabilidade de cada um deste espagos é feita construindo explicitamente um
subconjunto enumeravel e denso. Em particular, a prova da densidade é feita usando
técnicas da Teoria de Probabilidade. Também mostramos, de maneira construtiva,
que o espago de Banach (Cp(R,R), || - [[) (fungdes continuas e limitadas definidas em
toda reta real) nao é separavel.

A principal técnica de aproximacao discutida neste artigo é aquela introduzida por
Bernstein, na prova do Teorema de Aproximagao de Weierstrass. Este é um artigo
de divulgacao, de um teorema classico e amplamente conhecido e nao contém nenhum
resultado original ou inovador.

Palavras-chave: Espacos de Banach separaveis, Teorema de Weierstrass, Polinémios
de Bernstein, Fung¢oes Continuas, Métodos Probabilisticos.

1 Introducao

Vamos denotar por Cy(R,R) a colegao de todas as fungoes continuas de R em R que tendem
a zero no infinito. Mais precisamente,

Co(R,R) = {f R — R: féfungdo continua e lim f(z) = O} .

|z|—o00

Este espaco munido de suas operacoes usuais de soma e multiplicacao por escalar tem
estrutura de espago vetorial. Além do mais, para cada f € Cyp(R,R) temos que

[ flloo = sup |f(x)] < +o0.

Podemos verificar que o espago Cy(R, R) munido da norma || - ||« € um espago de Banach,
veja [2, p.65]. Como de costume vamos considerar também Cy(R,R) como espago métrico,
onde a distancia p de um par f,g € Co(R, R) é definida por p(f, 9) = || f — 9l/co-



Dizemos que um espago métrico (M, d) é separavel, se existe algum conjunto enumeravel
E C M tal que E = M, onde E denota o fecho de E, com respeito & topologia induzida
pela métrica d. Em outras palavras, um espago métrico é separavel se ele possui algum

subconjunto enumeravel denso. Em particular, se (B, || -||) ¢ um espago de Banach, dizemos
que B ¢ separéavel se B munido da distancia induzida pela norma || - || é um espago métrico
separavel.

E bem-conhecido que espacos de Banach de dimensao finita sdo separaveis. Por exemplo,
R™ munido da norma Euclidiana ¢ um espaco de Banach separavel ja que Q" = Q x---xQ é
um subconjunto enumeravel e denso de R™. Similarmente podemos verificar que (C", || - [|2),
onde [[(z1,...,20)|l2 = /212 + ... + |2a]% € um espago de Banach separavel e Q" + iQ" &
um subconjunto enumeravel denso.

Por outro lado, quando consideramos espagos de Banach de dimensao infinita a discussao
se torna muito mais delicada. Neste caso encontramos diversos exemplos de espacos de
Banach que nao sdo separaveis. Na proxima se¢ao vamos provar que (Cp(R,R), | - ||),
o espaco de Banach da funcoes reais continuas e limitadas definidas em toda reta, nao é
separavel.

2 A Prova da Nao-Separabilidade de Cy(R,R)

Nesta secao vamos apresentar um exemplo instrutivo de espago de Banach nao-separavel.

Considere a colecao

zeR

Cy(R,R) = {f R — R: f éuma fun¢ao continua e || f|l = sup|f(x)| < +oo}.

Como de costume, olhamos para C,(R, R) como espago vetorial, com as operagoes algébricas
sendo definidas da forma usual. Além do mais, podemos equipar este espago com a norma
do supremo e neste caso é bem-conhecido que (Cy(R,R), | - ||oc) é um espaco de Banach.

Para verificar que Cy(R,R) ndo é separavel, vamos precisar exibir uma colegao especial
de fungoes que estao dentro deste espaco. A construcao desta colegao sera feita, abaixo, em
algumas etapas.

Primeiro, consideramos a fungao auxiliar ¢ : R — R, definida por

Y
1
3z + 1, sexE[—%,O};
o(r) =< =3z +1, sexE(O é],
0, sesz <]zl | .
-1 1 1 1
3 3

Em seguida, fixamos um subconjunto nao-vazio A = {ng}rey C N e consideramos a
funcao ¢4 : R — R, dada por

ngx—nk Vr € R.
k=1
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Para verificar que a fungao ¢4 estd bem-definida, basta observar que para cada r € R
fixado, existe no méximo uma parcela da série acima que é nao-nula. Além do mais, para
cada = € R fixado, se p4(z) # 0, ent@o existe um tnico namero natural n(z) € A tal que
pa(r) = p(x —n(r)). Mas ja que 0 < p(z —n(z)) < 1, que a igualdade ¢ atingida quando
x = n(x) e que z € R é arbitrario, podemos concluir que |[¢allc = 1. Além do mais, é
imediato verificar também que ¢4 é uma fungao continua e portanto ¢4 € Cp(R, R).

Veja abaixo um esbogo do grafico da fun¢ao ¢4, no caso A = {1,2,5}.

Antes de prosseguir, observamos também que a escolha dos pontos —1/3 e 1/3 que
aparecem na construcao da fungao auxiliar ¢, é feita de maneira a assegurar que os suportes
de cada uma das parcelas que aparecem na definigdo de ¢4 (quando A possui pelo menos
dois elementos) sejam dois-a-dois disjuntos. Mais precisamente, se n; # n;, entao as funcoes
R >z oz —n;) e R > 2 +— p(xr —n;) possuem suportes disjuntos. Lembrando
que o suporte de uma funcao f : R — R é o subconjunto de seu dominio definido por

supp(f) ={z e R: [f(x)] # 0}.
Se A, B C N sao subconjuntos distintos e nao-vazios, entao segue das observagoes feitas
acima sobre os suportes das funcoes pa’s que

[pale) —ep(2)] = po(z),  VreR, (1)

onde C' = AAB, denota a diferenca simétrica entre os conjuntos A e B.

Abaixo mostramos os esbogos do grafico da fun¢ao diferenga pa(z) — pp(x), no caso em
que os conjuntos A = {1,2,5} e B = {2,4}.

1 4

—1 1

A partir do grafico acima, podemos construir imediatamente o grafico de |p4(z) —pp(z)].
Note que neste caso ¢ facil ver que |pa(x) — pp(z)| = pc(z), onde C = AAB = {1,4,5}.



Da identidade (1) temos para qualquer par de subconjuntos A, B C N distintos e néo-
vazios que

loa — ©Bllec = sup pa(z) — ¢p(z)| = suppe(z) = 1. (2)
r€R z€R
Em particular, que pa # ¢p. Por questao de conveniéncia, quando A = &, definimos

vy = 0, ou seja, a funcao identicamente nula.
Considere a cole¢ao ¢ = {pa € C,(R,R) : A € Z(N)}. Entao segue imediatamente da
igualdade (2) que a aplicagao Z(N) 3 A — @4 é injetiva. Logo podemos concluir que

Card(Z(N)) < Card(¥%). (3)

Em particular, é possivel afirmar que % é uma cole¢ao com uma quantidade nao-enumeravel
de elementos.

Proximo passo é mostrar que a existéncia da colecao € dentro de Cy(R,R) proibe que
(Co(R,R), || - ||oo) seja um espago de Banach separével.

Suponha, por contradi¢ao, que o espago (Ch(R,R), || - ||«) seja separavel. Entao, existe
um subconjunto enumeravel Z = {f, }nen C Cp(R,R) denso em Cy(R, R).

Deste forma, para cada @, € %, segue da densidade de ¥ que existe algum ntmero
n(A) € N tal que ,

o4 = fraylloo < >

Afirmamos que se A e B sao subconjuntos distintos de N, entao f,a) # fus) - De fato, se
A # B, sabemos de (2) que ||pa— @Bl = 1. Usando esta tltima igualdade e a desigualdade
triangular temos que

L= |loa—¢Bllo < loa = fa)lloo + [ faa) = fad)lloo + | fr) — ¢Blloo- (4)

Por construgao de n(A) e n(B) temos que [[oa — fallee < 5 € [ fam) — €8l < 3

2
Usando estas duas desigualdades em (4) concluimos que

1 1
lL<s+ [ facay = fap) lloo + 3 = [ fucay = faB)lloo > 0.
Logo, fna)y # fnp)- Este fato tem como consequéncia que é possivel construir pelo menos
uma aplicagdo € 3> pa — faa) € Z que ¢ injetiva. Deste modo, Card(%) < Card(2).
Mas, por outro lado, isso é impossivel, pois levando em conta o resultado obtido em (3)
terfamos Card(%¢) > Card(Z(N)) > Card(N) = Card(Z), que é uma contradigdo. Esta
contradigao surge de termos assumido que Cp(R, R) é separavel. Assim, podemos finalmente
concluir que o espago de Banach (Cp(R,R), || - [|«) nao é separavel.



3 As Desigualdades de Markov e Chebyshev

Teorema 1 (Desigualdade de Markov). Seja X uma v.a. nado-negativa. Entdo para cada
A > 0 temos que:

B((X >0)) < o

Prova. Segue das propriedades elementares da Integral de Lebesgue que

0 <E(X] = E[X (L + Lixen)]
= E[X Lpcn] +E[X L]

>E|x ]1{)@5}}

>E|o 1{X>6}}

=0P{X > 6}).
O que prova a validade da desigualdade. [ |

Teorema 2 (Desigualdade de Chebyshev). Se X uma variavel aleatoria integravel, entao
para cada ¢ > 0 temos que

Var[X]
-2
onde Var[X] = E[(X — E[X])?], denota a variancia de X.

P(IX —E[X]|>¢) <

Y

Prova. A ideia é usar o Teorema 1, para a variavel aleatoria | X — E[X][?, que é uma v.a.
nao-negativa.

Para isto, basta observar que segue da desigualdade de Markov e da definigao de variancia
que temos a seguinte desejada, isto é,

P(|X —E[X]| > ¢) = P(X — E[X]]* > <)

) E|IX —fmﬂ
_ Var[X].

Como aplicacao da Desigualdade de Chebyshev vamos mostrar na proxima secao que o
espago de Banach (C([0, 1], R), ||-||s) das fungdes reais, continuas e definidas sobre o intervalo
[0, 1] é separavel. Para isto mostramos primeiro que o conjunto dos polindmios de Bernstein
definidos no intervalo fechado [0, 1] forma um subconjunto denso de (C([0,1],R), | - ||ls) e,
em seguida, Corolario 4 mostramos que o conjunto das fun¢oes polinomiais definidas sobre
[0, 1], com coeficientes racionais é um subconjunto denso, com respeito a norma do supremo,
do conjunto dos polindémios de também em [0, 1]. Como o conjunto das fung¢oes polinomiais,
com coeficientes racionais, ¢ enumeravel vamos concluir que (C([0, 1],R), || - [|) € separével.
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4 Separabilidade de C([0,1],R)

Teorema 3 (Teorema da Aproximagao de Weierstrass). Seja (C’ ([0,1],R), || Hoo) o espago de
Banach das fungoes a valores reais, continuas e definidas no intervalo fechado [0, 1], munido
da norma do supremo. Entao para cada f € C([0,1],R), existe uma sequéncia de fungoes
polinomiais {p,}nen que converge uniformemente para f, isto é, ||f — pullcc — 0, quando
n — 00.

Prova. Fixe z € [0,1]. Para cada n € N, defina Y,, como sendo uma v.a. com distribuigao
Bin(n, z). Observe que

el ()] =2 (B)pes=n =31 (5) (3)0-or = mio

Podemos verificar que Y,, possui a mesma distribuicao que X; + ... + X,,, onde X;’s sao
v.a’s i.i.d com distribuicao de Bernoulli de parametro z, isto é, para cada j = 1,...,n temos
P(X;=1) =z eP(X,; =0) =1—x. Pela Lei Forte dos Grandes Ntimeros, podemos concluir
que

Yn_X1+..-+Xn n—00

— y E[Xq] ==, quase certamente.
n n

Ja que ||f||oo < 400, segue do Teorema da Convergéncia Dominada, da continuidade de f e
da igualdade acima que existe o limite

lim B,(f)(@) = lim B {f (Y;)} —E { I f (Y;)} —E[f()] = f(x).

Como x € [0,1] é fixo porém arbitrario, podemos concluir que a sequéncia de polinémios
B, (f) converge pontualmente para a fungao continua f.

Vamos verificar agora que a convergéncia é uniforme. Para isto vamos usar um fato bem-
conhecido de Analise que afirma que se f € C([0,1],R), entdao f é uniformemente continua.
Ou seja, dado € > 0, sabemos que existe §(¢) = § > 0 tal que para quaisquer y, z € [0, 1]



satisfazendo |y — z| < §, temos |f(y) — f(2)| < e. Portanto

B - 1)l = 8|7 (32) - o)

n

o))y
)-

et
Y,

] 1yl () -0
(

Yo _ }<6 {

-l

<E 1{|YT?*$‘<5} f<%) — f(z)

g [ Gr) 10
5)

Ja que E[%] = z, podemos aplicar a Desigualdade de Chebyshev (Teorema 2) para cotar
superiormente a tltima expressao que aparece no lado direito da desigualdade acima. Desta
forma ficamos com

>0)

N
&=

|
) - i@

=[5

+E f

|

il

(cont. unif. de f) <e+E

n
— -
n

<t 2lfl P(

Yo
— -
n

Ba(f)(@) — F()] <+ 2] fll P(

1 Y,
<e+2)|ffle 55 Var [_]

1 1
1 1
62 n?
1
52

J& que na desigualdade acima 9 s6 depende de e, podemos afirmar que:

(X ~ Bin(n,p) = Var[X]=np(l—-p)) =c+2[fllw

<+ 2| flle

para todo n = mng =mny(e) = 2Hf||Oo — —, temos | B (f)(z) — f(x)] < 2e.

Como a tltima desigualdade é independente de z, podemos afirmar que

1Ba(f) = fllo = s | Bu(f)(@) — f(z)| <2e,  Vn = no, (5)
z€(0,1
0 que encerra a prova da convergéncia uniforme. [ |
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Corolario 4. O espaco de Banach (C([0,1],R), || - ||) ¢ separavel. Mais precisamente, a
familia Pg([0, 1], R) das fungdes polinomiais definidas sobre o intervalo fechado [0, 1] e com
coeficientes racionais ¢ uma familia enumerével e densa em (C([0,1],R), || - [l«) -

Prova. Como visto em (5), dadas f € C([0,1],R) e € > 0, existe algum ny € N tal que se
n = ng, entao o polindémio de Bernstein B, (f) esta e-proximo de f, com respeito a distancia
induzida pela norma || - ||o. Ou seja, ||f — Bn(f)||e < €, para todo n = ny.

Em todo restante da prova n serd um ntimero natural fixado e tal que n > ngy. Observe
que segue diretamente da defini¢do que B, (f) é um polinémio de grau menor ou igual que
n. Sejam aq, ..., a, os coeficientes deste polinémio.

Ja que Q é denso em R, para cada indice k € {1,...,n}, podemos encontrar r, € Q tal
que |ax, — | < en~!. Usando estas observagoes concluimos que vale a seguinte desigualdade

f@) =3t
k=1

B(f)(x) = 3 aya*

sup < sup |f(x) — Bu(f)|+ sup
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]
< €+ sup Z akxk — Z rkzk
z€[0,1] 1 1

n n n
€
< e+ sup Z|ak_rk||x|k<5+z|ak_rk|<5+Zg:25-
}k 1 k=1 k=1

z€[0,1

Portanto, para cada f € C([0,1],R) e ¢ > 0 dado, existe alguma fungdo polinomial, com
coeficientes racionais, cuja a distancia & f na norma do supremo é de no maximo 2¢. Ja
que a familia dos polinémios com coeficientes racionais é enumeravel segue que o espago de
Banach (C([0,1],R), || - |lec) € separavel. |

5 Separabilidade de C([a,b],R)

Como visto na sec¢ao anterior C([0, 1], R) é separavel. Abaixo mostramos como usar este fato
para provar que C([a,b],R) é separavel para todo —oo < a < b < +00.

Corolario 5. Para cada par a,b € R fixado e satisfazendo a < b, temos que o espaco de
Banach (C([a,b],R), || - ||o) ¢ separével.

Prova. Para provar que o espago C'([a, b], R) é separavel, devemos encontrar um subconjunto
enumeravel e denso.

Primeiramente, observamos que para cada par de ntimeros reais a e b, com a < b, fixados,
existe uma bijegao afim e crescente 7 : [0,1] — [a,b] com inversa r~! : [a,b] — [0,1] dadas,
respectivamente, por

r(t)=(0b—-a)t+a e r_l(m):biax—bia.

Ja que as fungoes r e r~! sdo fungoes polinomiais, entao ambas sao também fungoes continuas.
Do Corolario 4, sabemos que o conjunto Pg([0, 1],R) das fungdes polinomiais, definidas
sobre [0, 1], com coeficientes racionais é um subconjunto enumeravel e denso de C([0, 1], R).



Considere a familia de fungoes polinomiais
D={por~': pePy([0,1],R)}.

Note que cada elemento p o r~! da familia D ¢ de fato uma funcao real continua definida
sobre [a, b], ou seja, D C C([a,b],R).

Observe também que podemos ver a familia D como imagem do operador
P : Po([0,1],R) — D, definido por ®(p) = por~!t. Além do mais, ® : Pg([0,1],R) — D
define uma bije¢ao, cuja inversa @' : D — Pg([0, 1], R) é dada por ®~!(q) = qor.

Como Pg([0,1],R) é enumeravel, o conjunto D também ¢ enumeravel. Para finalizar a
prova do teorema, basta mostrar que D é um subconjunto denso em C([a, b], R).

Sejam f € C([a,b],R) uma fungao arbitraria e € > 0 um namero positivo dado. Nosso
objetivo ¢ encontrar uma fungao g € D tal que ||f — ¢llo < €.

Considere a fungao ¢ : [0,1] — R definida pela composi¢do g = for. Como f e r sdo
continuas, g é uma fungao continua, ou seja, g € C([0, 1], R).

Segue do Corolario 4 que Pg([0, 1], R) é um subconjunto denso em C([0, 1], R). Logo para
cada ¢ > 0 dado, existe alguma func¢éo polinomial p € Py([0, 1], R) tal que

g —plle <&

Assim, temos da definicao de supremo que
lg(t) = p(t)| <e,  Vtel0,1].
Ja que g = f or, segue da desigualdade acima que

[f(r(®) —p®)] <&, Viel0,1].

Como a fungao r : [0, 1] — [a, b] ¢ uma bijegao, podemos afirmar que para cada x € [a, bl
existe um tnico ¢ € [0,1] tal que z = r(t), a saber, t = r~!(z). Substituindo ¢ por r~!(z) na
desigualdade acima, ficamos com

|[f(z) = p(r~(2))| <e.

Observamos que ¢(x) = p(r~1(z)), ¢ um elemento da familia D, isto ¢, ¢ € D. Além do
mais, segue da desigualdade acima que

|f(z) = q(z)| <e.

Como o ponto x na desigualdade acima é arbitrario em [a, b] e as fungoes f e ¢ s@o fungoes
continuas definidas em um intervalo compacto, segue do Teorema de Weierstrass que

If = dlloc = sup [f(z) = q(z)| = [f(20) = q(zo)| <&

z€[a,b]

O que mostra que D é um subconjunto denso de C'([a, b], R) e encerra a prova do teorema. W



6 Separabilidade de Cy(R, R)

Como de costume denotamos por Q[z] o conjunto de todos os polindmios com coeficientes
racionais em uma indeterminada. O subconjunto enumeréavel e denso de Cy(R, R) que vamos
exibir é construido a partir dos elementos de Q[z] e de certos truncamentos determinados

pelos niimeros naturais.

Proposicao 6. A aplicagdo que associa cada par ordenado (p, N) € Q[z] x N & funcao
S(p,N) : R — R, dada por
p(=N) > p(N) 2

v Loomm (@)™ + T v (R)e ™, (6)

S(p,N)(z) = Ly n(@)p(x) + .

define uma fungao S : Q[z] x N — (R, R). Ou seja, a aplicagdo z — S(p, N)(z) é uma
fungao em Cy(R, R).

1
A e (N, (V) P,
\ T/
| N
-

Polinémio p(x)

Figura 1: Esbogo do gréfico da fungao S(p, N)(x). Observe que ela coincide com o polindmio
p(z) (preto) em [—N, N|. No complementar deste intervalo a fun¢ao decai exponencial, mas
mantendo a continuidade nos pontos +£N.

Prova. A demostracao sera feita em duas etapas. Primeiro, vamos mostrar que a aplicacao
x +— S(p,N)(z) define uma funcdo continua em toda reta real e, em seguida, que esta
fungao é realmente um elemento de Cy(R, R), ou seja,

lim S(p, N)(z) = 0.

|z|—00

Observe que segue da continuidade das func¢oes polinomiais e exponencial que, a fungao
S(p, N) é uma func¢do continua em todos os pontos de R\ {—N, N}. Para verificar a
continuidade da fungao S(p, N) em z = —N e x = N, basta mostrar que os limites laterais,
em cada um destes pontos, coincidem e também que estes limites laterais coincidem com a
imagem da fungao em cada um destes pontos, respectivamente.
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De fato, por inspecao direta na expressao que define S(p, N) podemos verificar que

m%}{nN)S(nN)(ﬂf) = S(p,N)(=N) = Nl%{nN)S(p,N)(x)-

Analogamente, temos

i S(p.N)(@) = SENWO) = lmSpN)@).

Portanto, podemos concluir que a fungao S(p, N)(z) : R — R ¢ uma fungdo continua.

Para verificar que S(p, N) € Cy(R, R) basta observar que

. o . p(—N) —z2 p(—N . —z2
IEI_HOOS(p7 N) (.’L’) - xl—l)r—noo 67N2 ]l(—oo,—N) (I)@ - 67]\[2 I1—1>I—§I—loo€ - 0
Analogamente,
: . p(V) a2 _PIN)
x1—1>I—&I-looS(p’ N)(:U) = xEI—&I—loo o— N2 ]I(N,—i-oo) (1})6 = o—N? xEI_POO e =0.
O que encerra a prova da proposicao. [

Proposicao 7. Seja S : Q[z] x N — Cy(R,R) a fungao definida na Proposi¢ao 6. Entao
Im(S) é um subconjunto enumerével de Cy(R, R).

Prova. Como qualquer fungdo é sobrejetiva sobre sua imagem e o conjunto Q[z]| é
enumeravel, temos que Card(Im(S)) < Card(Dom(S)) = Card(Q[z] x N) = Card(N). H

A Proposicao 7 garante que a cole¢ao Im(S) é uma cole¢ao enumerével de fungoes contida
em Cy(R,R). Desta forma, para mostrar que (Co(R,R), || - |lo) é um espago de Banach
separavel, é suficiente mostrar que Im(S) é um subconjunto denso em Cy(R, R).

Teorema 8. O espaco de Banach (Co(R,R), | - ||) ¢ um espago de Banach separavel.

Prova. Como mencionado acima é suficiente mostrar que Im(S) é um subconjunto denso
de Cyh(R,R). Ou seja, para cada f € Cy(R,R) fixada e ¢ > 0 dado, basta mostrar que
existe alguma fun¢ao S(p, N) € Im(S) tal que ||f — S(p, N)||oo < €. A prova deste fato é
apresentada abaixo.

Fixados € > 0 e f € Cy(R,R), sabemos que existe algum N = N(f,¢) € N tal que
5

F@)l <2

se |x| > N. (7)

Considere a restricdo de f ao intervalo fechado [-N,N], isto é, f|—yn]. Como visto
na prova do Corolario 5, o conjunto das fungoes polinomiais, com coeficientes racionais,
definidas no intervalo [-N, N| é denso em (C([N, N]|,R),|| - ||«). Portanto, existe alguma
fungao polinomial, com coeficientes racionais, p : [-N, N| — R tal que

(8)

~| ™

(g )] = k)] <
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Agora, considere que a fun¢do S(p, N), definida em (6), com p e N escolhidos acima.
Pela desigualdade triangular e por (7) podemos afirmar que vale a seguinte desigualdade

1f = S Nl = [|(Loe—w) + Liwn + Tvgoe)) £ = S N

o

< (T coo—m) + Livroo) | o + ([ Ly £ — S, N)||

2¢e
< - + || Lenn f — S(o, N)Hoo (9)
Observe que pela defini¢ao de S(p, N) e da norma || - ||, a segunda parcela que aparece

em (9) é dada pela seguinte expressao

p(—N _2 P(N
sup L-nn(2) f(@) =1-n N (z)p(z) —%h—w,—m (2)e 2—%1&%@ (z)e

2

Usando a desigualdade triangular, podemos majorar a expressao acima, usando os seguintes
argumentos:

i) a desigualdade (8) implica

o [1-sean(e) f(@) = Www(@pla)| = sup 1f@) = pl@) <25 (10)

i1) da desigualdade (8) e de |f(x)| < €, para todo |z| > N, temos

p(=N) o p(=N) .
sup |[—-1(—oo_n)(T)e = su €
xeﬂg e N ( 7N)() E(—ool?—N) e N
—N 2
Nl
€ z€(—00,—N)
= [p(=N)|
2e
=p(=N) = fNIHIFENIS = (1)
ii1) analogamente, temos
p o PIN) e
sup |——=1 o) (x)e = su e
xeg e N? (Nt )( ) mG(N,Eoo) e~
N
= |p(N2)| sup ’e v
e zE€(N,+00)
= [p(N)|
2e
= [p(N) = N+ IF(N) < — (12)



Finalmente, segue da desigualdade (9) e das estimativas obtidas em (10), (11) e (12) que

2
If =SB Nl < = + 1w £ = SN,
7

26 & 2 2

ST trtT
< €.

O que encerra a prova de que Im(S) é denso e consequentemente que Cy(R, R) é separavel. B
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