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Resumo

Sabemos que os teoremas do tipo valor médio sao resultados basicos da
Andlise Matematica. Estes teoremas se destacam por sua simplicidade e
aplicabilidade em outras areas, como em Fisica e Economia por exemplo.

O primeiro contato de nossos alunos dos cursos de graduacao em
Matemaética ou de Engenharia com os teoremas do tipo valor médio é em
um curso de céalculo diferencial e integral ou em um primeiro curso de analise
real.

Neste minicurso, apresentaremos alguns teoremas do tipo valor médio que
nao sao estudados em disciplinas classicas de cédlculo e andlise matematica,
bem como veremos algumas variagoes, generalizagoes e aplicagoes do Teorema

de Valor Médio de Lagrange.

Palavras-chaves: Teorema de Rolle, Teorema de Lagrange, Teorema de Flett,

Teorema de Sahoo-Riedel, Teorema de Cakmak-Tiryaki.
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Prefacio

O contato de nossos alunos dos cursos de graduagao em Matematica ou de
Engenharia com os teoremas do tipo valor médio é em um curso de Céalculo
Diferencial e Integral ou em um primeiro curso de Anélise Real.

O primeiro teorema do valor médio é o conhecido Teorema do Valor Médio
de Lagrange, o qual relaciona a taxa média da variacao de uma funcao nos
extremos de um intervalo com o valor da derivada da func¢ao em um ponto do
mesmo intervalo.

O Teorema do Valor Médio de Lagrange é uma ferramenta muito
importante na Analise e é usado para resolver uma grande variedade de
problemas em otimizacao, economia, etc. A origem deste vem do teorema
de Rolle, o qual foi provado pelo matematico francés Michel Rolle (1652-1719)
para polinomios em 1691. Este teorema apareceu, pela primeira vez, no livro
Methode pour resoudre eles égalitez, sem nenhuma demonstracao e sem nenhum
destaque especial. Em 1797, o teorema de Rolle teve seu reconhecimento
quando Joseph Lagrange (1736-1813) apresentou seu teorema de valor médio
em seu livro Theorie des functions analytiques. Recebeu mais reconhecimento
quando Augustin Louis Cauchy (1789-1857) provou seu teorema do valor
médio em seu livro Equationnes differentielles ordinaires.

Existem muitas variagoes e generalizacoes dos teoremas classicos do valor
médio. Nas demonstracoes destes teoremas sao usadas algumas funcoes
auxiliares e entao aplica-se diretamente o Teorema de Rolle. Alguns autores
chamam isto de “idea feliz” ([15]).

Vamos descrever brevemente o contetido deste texto.

No primeiro capitulo, vemos brevemente alguns resultados classicos da
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andlise como o Teorema de Rolle e Teorema do Valor Intermediario. Vemos
alguns resultados em que usamos o Teorema de Rolle, assim como algumas
generalizacoes do Teorema de Rolle. O leitor interessado em mais detalhes
sobre este assunto recomendamos consultar [1], [3], [8], [9], [10], [13], [16], [17],
[21], [27], [31] e [33]

No segundo capitulo, estudamos o Teorema do Valor Médio de Lagrange,
algumas variagoes, generalizagoes e aplicagoes do mesmo. O leitor interessado
em mais detalhes sobre este assunto recomendamos consultar [2], [4], [5], [6],
[, [81, [91, [o], [, [12], [13], [14], [18], [19], [20], 211, [22], [23], [24], [23],
[26], [28], [29], [30], [32], [34], [35], [36], [37], [38], [39], [40], [41], [43] e [44]

Finalmente, gostaria de agradecer ao Comité Organizador do VI Coléquio
de Matematica da Regiao Centro-Oeste pela oportunidade em ministrar

este minicurso.

Sao José do Rio Preto, abril de 2020.

German Lozada Cruz




Capitulo 1

Alguns Resultados Classicos da

Analise

Neste capitulo vamos ver brevemente o Teorema de Rolle, o Teorema do

Valor Intermediario e alguma generalizacoes do Teorema de Rolle.

1.1 Teorema do Valor Intermediario

Teorema 1.1.1 (Teorema dos Intervalos Encaixantes) Seja {l,}nen, I, =
[an, bn], n € N uma sequéncia de intervalos fechados encaizantes, i.e., I, 1 C
I,,, para cadan € N. Se lim (b, —a,) = 0, entdo existe um unico xq € I, para

n—0o0
todo n.

Demonstracao. Furisténcia. Da hipotese temos a, < a1 € b1 < by,.
Como a, < b, para todo n, segue que a sequéncia {a,} é crescente e limitada
superiormente por b;. Analogamente, a sequéncia {b, } é decrescente e limitada
inferiormente por a; (veja a Figura .

¢ +——t S S S T S—
a, a; ay Qg oo X0 cee by by b, b

Figura 1.1: Intervalos encaixantes.



2 1.1. Teorema do Valor Intermediario

Logo, existem zq e yo tal que lim a, = g, a, < xg e lim b, = yo, b, = yo.
Como lim (b, —a,) = 0, segue quz—;coz =1ypea, <ITy< b:,_;?ira todo n. Logo,
xo € Inn;;a todo n.

Unicidade. Suponhamos que existe x; € I,, para todos n, com xy # w1,
digamos xy < x1. Como lim (b, — a,) = 0, segue que dado € > 0 existe n € IN
tal que a,, — b, < €. "

Observe que b, — a, = (1 — o) + (xg — an) + (b — x1) = 1 — 7. Logo,
tomando € = 5% obtemos 2¢ = x1 — 79 < b, — a, < €, 0 que é um absurdo.

Portanto, x1 = x. o

Observagao 1.1.2 A hipdotese que cada I,, € um intervalo fechado € essencial.
Por exemplo, a sequéncia de intervalos semi-abertos I, = (0, %], n € N, tem
a propriedade 1,1 < I, para todo n € IN. Como 0 ¢ I, seque que qualquer
xo € I, € positivo. Logo, pela propriedade Arquimediana de R existe N € IN
tal que Nxog > 1, dai xg ¢ Iy. Embora os intervalos I, sejam encaizantes eles

nao tem um ponto em comum.

Teorema 1.1.3 (Teorema do Valor Intermediario) Se f : [a,b] > R ¢é
uma fungdo continua e ¢ € R tal que f(a) < ¢ < f(b) ou f(b) < ¢ < f(a),

entao existe pelo menos um xq € [a,b] tal que f(zq) = c.

y=f(x)

S

(a, f(a))

o
y

Figura 1.2: Interpretacao geométrica do Teorema de Valor Intermediario.

Demonstragao. Definamos a; = a e by = b. Entdo f(“$%) > c ou f(“52)

¢ igual a ¢, maior do que ¢ ou menor do que c.
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Se f (“1'2”’1) = ¢, escolhemos zy = ‘“;bl e o resultado esta provado.

Se f(‘“;rbl) > ¢, entao definimos ay = a; € by = ‘“—;rbl

Se f(‘”;rbl) < ¢, entao definimos ay = “12;“ e by = by.

Novamente calculamos f(%3%2).

Se f (“22;@) = ¢, escolhemos zy = "22;(’2 e o resultado esta provado.

az+bo
7 -

Se f(%t2) < ¢, entdo definimos ag = 252 e by = by.

Se f(%$%2) > ¢, entdo definimos az = ay e by =

Continuando com este raciocinio, encontramos uma solugdo em um
numero finito de passos ou encontramos uma sequéncia de intervalos fechados

encaixantes {I,}nen, In = [an, by], n € IN com as seguintes propriedades

bl — ay
2n-1 7 (1.1.1)
fla,) <c< f(b,), ¥YneNN.

b, — a, =

Da propriedade dos intervalos encaixastes existe xg € I, e

lim a, = zg = lim b,
n—o0 n—o0

Como f é fungao continua segue que lim f(a,) = f(zg) = lim f(b,). Usando
n—00 n—0oo
a desigualdade em ([1.1.1]) obtemos f(z) < ¢ < f(xg). Logo f(zg) = c. o

Corolario 1.1.4 (Teorema de Bolzano ou do Anulamento) Se f : [a,b] —

R € continua e f(a) e f(b) tem sinais opostos, entdo existe ¢ € (a,b) tal que

f(c) =0.

Demonstragao. Suponhamos que f(a) < 0 < f(b). Segue do Teorema do
Valor Intermedidrio (Teorema [1.1.3) que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =0. o

Teorema 1.1.5 (Teorema da Limitagao) Se f : [a,b] —» R € uma fun¢ao
continua, entdo a imagem de [a,b] por f, f([a,b]) = R, € um conjunto

limitado.

Demonstragao. Suponhamos que f([a,b]) = R nao é um conjunto limitado

em R. Entao para cada n € N existe z, € [a,b] tal que |f(z,)| > n. A
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sequéncia {x,} < [a,b] é limitada, e do Teorema de Bolzano-Weierstras (ver
[21, Teorema 3.10]) existe uma subsequéncia {z,,} de {z,}, a qual converge
para um elemento xg € [a,b]. Como f é continua em |[a, b], segue que f(x,, ) —

f(xg), quando n — 0. Escolhendo € = 1, existe N; € IN tal que:
|f(@n,) = fzo)| <1, VEk = Ny

Disto segue que,
|f(@n )| < [f(@o)| + 1, VE = Ni.

Logo, |f(z,,)| < L, Vk € IN, onde

L = max {|f @), |f (@)l o1 (@ny, )L o)l + 1.

Por outro lado
|f(zn,)| > np =k, Yk e IN.

Disto segue que k < L, Vk € IN. Isto é uma contradi¢ao ja que IN nao é

limitado superiormente. D

Observagao 1.1.6 No Teorema de Limitagao (Teorema(l.1.5)) € essencial que
o dominio de f seja um intervalo fechado [a,b]. Por exemplo, a fun¢io f :
[0,1) — R dada por f(z) = == € continua, mas f([0,1)) = [1, +0) ndo € um

1—x

congunto limitado.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Weierstrass) Se f : [a,b] — R ¢é uma

fungdo continua, entdo existem x1,xo € [a,b] tais que

f(x1) < f(2) < f(wa), Vo € [a,b].
Isto €, f atinge seu valor mdzimo e minimo em [a,b].

Demonstracao. Do Teorema da Limitacao (Teorema [1.1.5) segue que
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f([a,b]) € R é um conjunto limitado. Logo, existe R 3 M = sup{f(z) :
x € [a,b]}. Entao

flx) < M, Vzela,b], (1.1.2)
e para todo € > 0 existe x. € K tal que
M —e < f(z). (1.1.3)

Para e = £, n e IN, denotemos o correspondente 2, por z,. De (L.1.2) e (L.1.3)
segue que

1 1
M——<f(z) M <M+ —,
n n

isto é,

f(z0) = M| < —. (1.1.4)

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass a sequéncia {z,} < [a,b] tem uma
subsequéncia {z,, } que converge para um ponto zy € [a,b] (pois [a,b] é

fechado), e como f é continua em x5, tem-se

lim f(z,) = f(22).

k—o0

Por outro lado, de (|1.1.4)) segue que

lim f(zy,) = M.

k—00
Portanto, f(z3) = M. De (1.1.2), obtemos
f(x) < f(z2), Vaela,b].

Similarmente mostra-se que f atinge seu minimo em [a, b]. o
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1.2 Teorema de Rolle

Teorema 1.2.1 (Teorema de Rolle) Seja f : [a,b] — R continua em
[a,b] e diferencidvel em (a,b). Se f(a) = f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal
que f'(c) = 0.

Demonstracao. Se f(z) = k, onde k = cte, entao f'(z) = 0, Yx € [a,b].
Logo, podemos tomar qualquer ¢ € R que a conclusao do teorema esta
satisfeita.

Suponhamos que f nao é constante. Como f é continua em |[a, b, segue do
Teorema de Weierstrass, que existem z; e zo em [a, b] tais que f(z1) < f(x) <
f(z2), Yz € [a,b]. Como f nao é constante, f(x1) # f(x2), logo 1,25 € (a,b)
(pois, f(a) = f(b)) e como sao extremos, f'(x;) = 0 e f'(z2) = 0. Portanto,
existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Interpretacao geométrica.
Existe um ponto ¢ no intervalo (a,b) onde a tangente ao grafico da funcao f é

horizontal.

0.5

a | C2 c b
[
I
T '

-0.5

T

Figura 1.3: Interpretacao geométrica do Teorema de Rolle.

Interpretacao fisica.
Suponhamos que um corpo se move ao longo de uma linha reta e, apés um certo
periodo de tempo, retorne ao ponto inicial. Entao, nesse periodo de tempo, ha

um momento em que a velocidade instantanea do corpo ¢ igual a zero.

Observacao 1.2.2 Se f(a) = 0 = f(b), entdo o Teorema de Rolle diz que

entre dois zeros de [ existe um zero de f.
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f(z) =senzx

=
~9

-1

Figura 1.4: Zeros de f e zeros de de f’ em [0, 27].

Como vimos acima que na demonstragao do Teorema de Rolle usamos o
Teorema de Weierstrass (Teorema , i.e., f atinge seu maximo num ponto
c € (a,b) digamos, entao f’(c) = 0. Vamos dar outra demonstragao do Teorema
de Rolle usando o Teorema do Valor Intermedidrio (Teorema [1.1.3)).

Outra demonstragao do Teorema de Rolle (H. Samelson [27]).
Denotemos por [ag, bo] = [a, b].

Afirmacao 1: Existe um intervalo [ay,b1] < [ag,bo] com by — a; = 229 tal

que f(ao) = f(b1).

De fato, seja g : [a,b] — R dada por g(z) = f(z + 5%) — f(z). Entéo

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe £ € (a, “T*b) tal que g(&) = 0,

ie., f(&+55%) = f(6).
b

Agora, denotando por [a1,b,] = [¢,§ + °5%] facilmente vemos que f(a;)

a+b b—a b—a a+b __
47, segue que § + 25 < 5+ 42 =,

f(b1) eby—ay = b_T“ Agora, como £ <
logo [a1,b1] < [ag, bo]. Isto demonstra a Afirmacao.
Agora aplicando a Afirmagao 1 repetidamente obtemos uma sequéncia

[an, by] de intervalos encaixantes tal que:
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(i) bp — an = b2__naa
(ii) [an, bn] < [an_1,bn1],n =1,2,-,
(iii) f(an) = f(bn).

De (ii) segue que as sequéncias {a,} é crescente e {b,} é decrescente, além
disso sao limitadas. Logo, existem £ = lim a,, e n = lim b,. De (i) segue que
£=nean<E<b. o o

Agora

lim f(bn) — flan)

n—0 bn — an

= f'(©),

mas por (iii), segue que f'(§) = 0.
Finalmente, afirmamos que ¢ # a,# b. Caso contrério, se £ = a, entao
[alﬁbl] = [575 + b_Ta] = [CL, QT—H)] € [a27b2] = [575 + WTM] = [CL, 3a;—b]) de

modo que f(a) = f(%2) = f(2%2). Mas entdo podemos escolher [as, by] =

[3a+b a+b 3a+b
4 0 2 4

do limite ¢ de a, ser igual a a. Similarmente, para £ # b. O

] a0 invés de [az, bo] = [a, | e assim, consequentemente nao perigo

Aplicagoes do Teorema de Rolle

Nesta secao vamos ver algumas aplicagoes simples do Teorema de Rolle.

Proposicao 1.2.3 Se p um polinomio de grau n, entdo p tem no mdrimo n

raizes distintas

Demonstragao. Seja p(r) = a,x" + a,_ 12" ' + -+ + ayx + aop um polindémio
de graun,onde a; e R, j=1,2,--- ,nea, #0.
Vamos usar Inducao em n.
;o . Qo
en =1. p(x) = a1 + ap tem uma unica raiz, r = ——.
ai
e Suponhamos por inducao, que todo polinomio de grau n — 1, n > 1, tem
no maximo n — 1 raizes reais distintas. Mostremos entao que p(z) = a,x" +

Ap_12" 14 -+ a1z + ap tem no maximo n raizes reais distintas.
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Suponhamos que p(x) tem n+ 1 raizes distintas 1 < xo < -+ < x, < T,

p(z1) = p(w2) = - = p(xn) = p(Tns1) = 0,

entao aplicando o Teorema de Rolle em cada intervalo, [z, 23], [x2, 23], - -,

[Zn, Tpy1], existem cq, ¢, -+ | ¢, tais que

Plc) =0, 21 <) < 29

p'(e2) =0, T3 < o < 3

P(cn) =0, x, < cp < Tpyi

Disto segue que o polinémio

P(z) = na,z" '+ (n — Da,_12" 2

+ -t a

de grau n — 1 tem n raizes distintas ¢y, ca, - -+ , ¢,. Isto contradiz a hipdtese de
inducao de que todo polinomio de grado n — 1 tem no méaximo n — 1 raizes
distintas. Portanto, o polinomio p(z) de grau n tem no maximo n raizes

distintas. o

Proposigao 1.2.4 ([16]) Seja f : [a,b] — R wma aplica¢io continua em

[a,b] e derivdavel em (a,b). Entao existe ¢ € (a,b) tal que

7o) <f(c) B f(a);f(b)> _ _(C _ %b> (1.2.1)

atb [f(a)+f(b)
2 0 2

de A = (a, f(a)) a B = (b, f(b) e seja P = (x, f(x)) um ponto no grafico de

f (veja a Figura
A distancia de M a P é dada por

Demonstragao. Denotemos por M = ( ) o ponto médio da corda

d(x) =\/<:13—a7+b>2+ (f(x)—%)z, a<x<b,
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T
roo g
£®)+ B
M
f@t 4
. . I

Figura 1.5: Distancia de M a P.

e d nos extremos dos intervalos sdo iguais (a metade do comprimento da corda
AB), i.e.,

1

d(a) = 5/l — 02+ (F(a) — FO) = 5|AB| = d(b).

Agora consideremos a funcao h = d?, i.e.,
atb)? f@)+1®))?
h(x) = (x— T) + <f(a:) — T) .
Claramente vemos que h é continua em [a, b], derivdvel em (a,b) e
W(z) =2(z - 252) +2(f(a) - L2020 f/(a)
Além disso,

h(a) = <[(a—b)? + (fa) — f(8))*] = (AAB|)* = h(b).

A,

Entao pelo Teorema de Rolle existe ¢ € (a,b) tal que h/(c) = 0, i.e.,

(C_aTer>+<f(c>_f(a)J2rf(b)) F(e)=0< f'(c) <f(c)_f(a);f(b)> :_<C_a7+b>'
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a+b

Observagao 1.2.5 Denotemos por C = (c, f(c)) e consideremos ¢ # “3°.

Entao a equagao (1.2.1)) se escreve como

_ fa+f()
f/(C) [f(c) a_+b2 ] _ _1’

ou seja
(inclinagao da reta tangente em C) - (inclinagao de MC') = —1.

Geometricamente isto nos diz que: a reta que passa por M e C' € perpendicular

a reta tangente em C.

Proposigao 1.2.6 ([3]) Se f,g: [a,b] = R sdo funcoes continuas em [a,b] e
derivdveis em (a,b) satisfazendo f(a) =0 = g(b) (ou f(b) = 0 = g(a)), entao
existe n € (a,b) tal que

fmg(n) + f(n)g'(n) = 0.

Demonstracao. Definamos a fungao auxiliar & : [a,b] — R dada por

Entao, pelo Teorema de Rolle existe 1 € (a, b) tal que h'(n) = 0, i.e.,

W(n)=0< f(ngn) + f(n)gn =0
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Analogamente para o caso em que f(b) = 0 = g(a), existe n € (a,b) tal que
h'(n) =0, i.e.,

W(n) =0< f(ngln) + f(n)gn) =0

m]
Vamos ver uma aplicacao concreta da proposicao anterior atraves um

exemplo

Exemplo 1.2.7 Demonstre que a equacao
2vsen(x + %) + (22° + 2° — 8z — 4) cos(x + %) = 0 (1.2.2)

tem uma solugao entre 0 e 2.

Solugao. Consideremos as fungoes f,g : [0,2] — R por f(x) = sen(x + z?%) e
g(z) = 2* — 4. Agora, definamos a funcao h : [0,2] — R por h(z) = f(z)g(z).
Como as fungdes f e g sdo continuas em [0, 2] e derivaveis em (0, 2), segue

que a fungao h é continua em [0, 2], derivdvel em (0,2) e

W(z) = f'(x)g(x) + f(x)g (x)

= 2zsen(z + 22) + (2% — 4)(1 + 2z) cos(z + 2?).

Como f(0)

= 0 = ¢(2), segue que h(0) = h(2). Logo, pelo Teorema de Rolle,
existe 1 € (0,2) tal que h'(n) =0, i.e.,

2nsen(n + n*) + (2n° + n* — 8n — 4) cos(n + n*) = 0.

Proposicao 1.2.8 ([3]) Sejam f,g : [a,b] — R fungdes continua em [a,b] e
derivaveis em (a,b) com g(x) # 0 para todo x € [a,b]. Se f(a)g(b) = f(b)g(a),

entao existe n € (a,b) tal que

f'(mgn) —g'(n)f(n) =0.
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Demonstracao. Definamos a fungao h : [a,b] — R por h(z) = %. Como as
fungoes f, g sdo continuas em [a, b], derivaveis em (a,b)e g(x) # 0, Yz € [a, b],

segue que h é continua em [a, b], derivavel em (a,b) e

~—

e s,
M) =) = g ~ M

Logo, pelo Teorema de Rolle, existe 1 € (a,b) tal que h'(n) =0, i.e.,

gn)f'(m) — f(n)g'(n)
[g(n)]?

= f(n)g'(n) —gn)f(n) =0.

h'(n)=0< =0

O

Vamos ver uma aplicacao concreta da proposicao anterior atraves um

exemplo

Exemplo 1.2.9 Demonstre que a equag¢ao

(22 + 2% + 22 + 1) cos(z + %) — 2z sen(x + 2°) = 0 (1.2.3)
tem uma solugao entre —1 e 0.
Solugao. Sejam f, g : [—1,0] — R definidas por f(z) = sen(z + 2?) e g(z) =
22 + 1. As fungoes f e g sao continuas em [—1,0], derivaveis em (—1,0) e

f'(z) = (1 + 2z) cos(x + 2%) e ¢'(x) = 2x. Considere a fungao h : [-1,0] - R
dada por

_ flx)  sen(z + z?)
g(x) x24+1
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A fungao h é continua em [—1,0], derivavel em (—1,0) e

(2 4+ 1)[sen(z + 2?)] — sen(z + 2?)(z* + 1)

W(@) = [22 1 1]2
_(22% 4+ 2% + 22 + 1) cos(x + 2°) — 2w sen(z + 2?)
B (22 4+ 1)2 '
Além disso,
IR A Gl B A (U
M=) =0 o) MO

Entao pelo Teorema de Rolle, existe n € (—1,0) tal que A'(n) =0, i.e.,

2 + n? + 2n + 1) cos(n + 1) — 2nsen(n + n?)
(n? + 1)
= (2773 + 0%+ 2+ 1) cos(n + 772) — 2nsen(n + 772) = 0.

=0

W) =0 |

Proposicao 1.2.10 ([3]) Sejam f,q : [a,b] — R func¢ées continua em [a,b]
e derivdveis em (a,b). Se f(a) =0 = f(b), entdo mostre que eziste n € (a,b)

tal que
f') +g'(n)f(n) = 0.
Demonstracao. Consideremos a fungao auxiliar & : [a,b] — R dada por
h(z) = f(x)ed®.
Claramente a fungao h é continua em [a, b], derivavel em (a,b) e

W(x) = (f2)e’™) = f'(2) @ + g () f()e?™.
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Além disso,

ha) = fla)e"® =0 = f(b) e — h(d).
Logo, pelo Teorema de Rolle, existe e € (a,b) tal que h'(n) =0, i.e.,

() =0 () e’™ +g'(n) f(n)e’™ =0
< f'(n)+4g'(n)fn) =0.

A proposicao anterior tem uma interpretacao geométrica: Existe um ponto

¢ no intervalo (a,b) onde a reta tangente ao gréfico da fungao f é paralela a

reta tangente ao grafico da fungao g nesse mesmo ponto.

Uma ideia para obtermos a funcao h é a seguinte: Consideremos a equacao

diferencial

f'(z)+ g (x)f(x) = 0. (1.2.4)

Vamos resolver a equagdo diferencial ordinaria ((1.2.4) usando um fator
integrante p = u(x) (veja [?]), i.e., u é um fator integrante de (|1.2.4]) se

[uf]=nf’(x) g'(x)pf(x)
wf'(x) + f(x )u’(ﬂf) = puf'(x) + g'(x)pf(z)

w(x) = g'(x)p(x)

() ()

@) Y

Integrando obtemos In p(z) = g(x) + C. Tomando C' = 0 obtemos
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Agora voltando a equagao diferencial (1.2.4)) obtemos

'O f'(x) + ' (2)e”? f(2) = 0 = (7 f(x)) =0
< 9@ f(z) =C, C = cte.

Assim, definimos agora h(z) = e9@) f(x).

Proposicao 1.2.11 ([31]) Seja f : [a,b] = R uma fun¢do continua em [a,b]
e deriwavel em (a,b). Se f(a) = 0 = f(b), entdo para qualquer A € R eziste
n € (a,b) tal que f'(n) = Af(n).

Demonstracao. Consideremos a fungao auxiliar & : [a,b] — R dada por

h(z) = f(z)e™,

onde A € R. Como e ™ # 0, para todo x € R, segue que os zeros de f sdo
também zeros de h, isto nos permite concluir que h(a) = 0 = h(b).

Por outro lado a fungao h é continua em [a, b], derivdvel em (a,b) e
W (z) = fl(x)e ™ — \f(x) e .
Pelo Teorema de Rolle, existe n € (a,b) tal que h'(n) =0, i.e.,

W) =0< f'(Ne™—=Af(n)e ™ =0< f(n) =Af(n)

O
A proposicao anterior tem uma interpretacao geométrica: Existe um ponto
¢ no intervalo (a, b) onde a reta tangente ao grafico da funcéo f tem inclinagao
igual a um multiplo qualquer do valor de f nesse ponto.
Uma ideia para obtermos a funcao h é a seguinte: Consideremos a equacao

diferencial

f'(@) = Af(x). (1.2.5)
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Multiplicando a EDO (1.2.5) por e % obtemos

fl(z) e = \f(x)e ™ =0

d -z
(@) e =0

f(z)e ™ =k, k= cte.

Assim, agora definimos h(x) = f(z) e *,

Observagao 1.2.12 Se g(z) = —Azr em na Proposigao [1.2.10| obtemos a
Proposicao|l.2.11] Portanto a Proposicao(1.2.11| € um coroldrio da Proposicao
L2101

O seguinte exemplo foi proposto por D. Andrica e apareceu na Gazeta
Matemaética, Bucharest, 1975 (veja [1, Problema 1]).

Exemplo 1.2.13 ([1]) Se f : [a,b] — R é uma fun¢do continua em |[a,b],
derivavel em (a,b) e f(x) # 0 para todo x € [a,b], entdo mostre que existe

c€ (a,b) tal que

Além disso, h(a) = 0 = h(b). Entao pelo Teorema de Rolle existe 7 € (a, b) tal
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(n)=0< f'(n)a—n)0-n)—fn)l-n) —fn)la—m) =0
< f'(n)(a—n)b—mn)= fn)(b—n)+ f(n)(a—mn)
st 1

Uma ideia para obtermos a funcao h é a seguinte: Consideremos a equacao

diferencial

A solucgao é dada por

JJ;/((;:))dx:Jaixd:erJbixdx

In|f(z)]=—Inla—z|—In|b—z|+ ¢
In|f(z)(a — 2)(b— 2)] =
[f(@)(a —2)(b—z)[ = e
flx)a—x)(b—2) =¢, ¢= Fe?.

Agora vamos ver algumas aplicacoes envolvendo integrais.

1

Exemplo 1.2.14 Seja f : [0,1] — R func¢ao continua satisfazendo § f(z)dx =
0

0. Mostre que eziste c € (0,1) tal que

C

(11— 0)f(c) = c j f(x)d.

0

Solugao. Consideremos a funcao h : [0,1] — R dada por

o) = (1) [ fe.
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A fungao g é continua em [0, 1], derivavel em (0,1) e

g (x)=e"(1—x) f(t)dt+e l—a: Jf

Q8 O%&

T

= ¢*(1—z) ff(t)dt + ex[ - ff(t)dt +(1- a:)f(x)]

0

xff t)dt + ( 1—:E)f(x)]

Além disso, h(0) = 0 = h(1). Pelo Teorema de Rolle existe ¢ € (0,a) tal que
h'(c) =0, i.e.,

[

H(c)=0 < ec[ - ch(t)dt T (1 c)f(c)] -0

0

- —cff(t)dt (1= )f(e) =0

< (1-0o)f(c) = ch(t)dt

Uma ideia para obtermos a funcao h é a segumte Da conclusao considere

a equagao (1 —z) = ng t)dt. Seja F(x Sf t)dt a primitiva de f, i.e.,
0
F'(x) = f(x). Assim, obtemos a seguinte equa(;ao diferencial

T

(1—2)f(z) = xff(t)dt@) (1—x)F'(z) = 2F ()

0
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Resolvendo esta equacao diferencial obtemos

Flz) o _ 14 1

F(z) 11—z 1—x

F’(QJ)_ B 1 .
JF(x) _J( 1+1—x)d
In|F(z)| = -2z —In|l — 2| + ¢

In|Fx)(1—z)|+x =0
F@)(1 - )l = ¢

e“(1—2)F(x) =¢, ¢c=+e%

e’ (1 —x) Jf(t)dt = K.

Lema 1.2.15 ([13, Lema 2.1]) Se f : [0,1] — R € uma fun¢do continua
1

satisfazendo § f(x)dx = 0, entao existe n € (0,1) tal que
0

f(n) = fnf(fv)dfr-

Demonstracao. Consideremos a fungao h : [0,1] — R dada por
h(z) = e‘“ff(t)dt.
0
A fungao h é continua em [0, 1], derivavel em (0,1) e
W(z) = e f FOdt+ e f(z) = e | flz) — f T
0 0

Além disso, h(0) = 0 = h(1), entao pelo Lema de Rolle, existe n € (0,1) tal
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que h'(n) =0, i.e.,

Lema 1.2.16 ([13, Lema 2.7]) Seja f : [0,1] — R wma fun¢do continua

satisfazendo
1 1
ff(x)dx = fxf(x)dx
0

0

Mostre que existe n € (0,1) tal que

Solugao. Consideremos a fungao h : [0,1] — R dada por h(z S f(t)

Entao usando integracao por partes fazendo u = h(x) e dv = dz, obtemos

1 1

f h(x)de — xh(r)’; - f o (2)dz — fl F@)de — Jl f()dz = 0.

0 0

Agora, definamos a funcao H : [0,1] — R dada H(z) = \ h(t)dt. Facilmente

Of/)&

vemos que H é continua em [0, 1], derivavel em (0,1) e H'(x) = h(z). Além
disso, H(0) = 0 = H(1). Entao pelo Teorema de Rolle existe n € (0, 1) tal que
H'(n) =0, ie,

n

Hmn)=0<h(n =0« Jf(:p)dx =0.

0
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Teorema 1.2.17 ([13, Teorema 2.9]) Seja f : [0,1] — R uma funcao

continua satisfazendo
1 1
ff(x)dx = fo(x)dx
0 0

Entao existe n € (0,1) tal que

710
Demonstracao. (i) Pelo Lema|l.2.16} existe ny € (0,1) tal que { f(z)dz = 0.
0

Agora, consideremos a fungao h; : [0,1] — R dada por
h(z) = e f )t
0
A funcao hy é continua em [0, 1], derivavel em (0,1) e
i) =~ | fdt+ e p@) = o | g - [ s .
0 0

Além disso, hi(0) = 0 = hy(no). Pelo Teorema de Rolle, existe n € (0,79) <
(0,1) tal que h'(n) =0, i.e.,
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Lema 1.2.18 ([33]) Sejam f,g : [0,1] — R fungées derivdveis. Se f(0) =
0 = f(1), entao eziste n € (0,1) tal que

Além disso, h(0) = 0 = h(1). Entao pelo Teorema de Rolle, existe n € (0, 1)
tal que h'(n) =0, i.e.,

1.3 Teorema de Rolle. Generalizacoes

Nesta se¢ao vamos considerar uma funcao f : [a,b] — R continua que tem
derivadas laterais em cada ponto de (a,b). Os simbolos f” (x) e f! (z) denotam
a derivadas laterais a esquerda de f e a derivada lateral a direita de f no ponto
x € (a,b), respectivamente.

O seguinte resultado é uma generalizagao do Teorema de Rolle para as
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fungoes que tem derivadas laterais num intervalo (a, b).

Teorema 1.3.1 (Teorema de Rolle Generalizado, Karamata [8]) Se f:
la,b] — R € uma funcgao continua em [a,b], f(a) = f(b) e f'(x) e fi(x)
existem para cada x € (a,b), entdo existem n € (a,b) ep,q =0, p+q=1 tal

que

pfi(n) +afl(n) = 0. (1.3.1)

Demonstracao. Se f(z) = 0 para todo x € [a, b], podemos tomar 7 = b’T“ e
p=3=4q

Se f(x) # 0 para todo x € [a, b], entao f atinge seu méximo (positivo) ou
seu minimo (negativo) ou ambos em em [a, b], pois f é continua em [a, b]. Seja
n € (a,b) tal que f(n) > 0 é um méaximo ou f(n) < 0 é seu minimo.

Se f'.(n) = fi(n) = f'(n), entao obtemos o Teorema de Rolle com p = 3 =

Suponhamos que f’ (n) # fi(n).

Se f'(n) = 0, entao tomando p = 0 e ¢ = 1 obtemos (1.3.1].

Se f%.(n) = 0, entao tomando p = 1 e ¢ = 0 obtemos (1.3.1).

Se f(n) fi.(n) # 0, entdo da definicdo de f’'(z) e f,(x), segue que o
(

produto f’(n) f1(n) é negativo. Agora tomando

po ) P 10,
fo(m) = fi(n) fi(n) = f2(n)
temos p + ¢ = 1 e a equagao (1.3.1). o

Observagao 1.3.2 Se f € derivdvel, entio f'.(n) = f'(n) = fL(n). Logo, a

desigualdade (1.3.1]) se transforma em

0=pfi(n)+aqf ) =pf () +af'(n)=@+a)f(n)=Fn.

Assim, o Teorema implica no Teorema de Rolle.
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Teorema 1.3.3 (Teorema de Rolle Generalizado, Kubik [9]) Se f
[a,b] — R € uma funcao derivdvel a ambos lados em cada ponto de (a,b)

e f(a) = f(b), entao existe n € (a,b) tal que
fi(n) - f(n) <O0. (1.3.2)

Demonstracao. Do Teorema de Rolle Generalizado de Karamata (Teorema
1.3.1]), existem para cada z € (a,b), entao existem n € (a,b) e p,q = 0, p+q =1
tal que

pfi(n) +af.(n) =0, (1.3.3)

entao obviamente temos f' (1) f"(n) <0

Se ff.(n)f-(n) # 0, de ob temos
pfim)fL(n) = —a(f-(n)” <0,

Logo, f.(n)f" (n) <0. 2

Observagao 1.3.4 Se f € derivdvel, entio f\(n) = f'(n) = f.(n). Logo,
a desigualdade (1.3.2)) no Teorema [1.3.3| se transforma em [f/(n)]2 < 0.
Portanto f'(n) = 0. Assim, o Teorema implica no Teorema de Rolle.

R. Witula et al. mostraram que os Teoremas e sao equivalentes
(veja [43, Proposicao 1, p.148]).

1.4 Exercicios

1. Mostre que a equacao

(a) 7+ 2® + z + 2 = 0 tem uma tnica raiz real.

(b) 2® —x — cosz = 0 tem uma tnica raiz em [0, 7.
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1.4. Exercicios

Sejam f, g : [a,b] — R fungbes continuas em [a,b], derivaveis em (a,b)
com f(a) = g(a) e f(b) = g(b). Mostre que existe n € (a,b) tal que
f'(n) =4g'(n).

Seja f : [a,b] — R uma fungao continua em [a, b], derivavel em (a,b) e
f(a) =0 = f(b). Mostre que existe n € (a,b) tal que f'(n) = f(n).

Seja f : [a,b] — R uma fungao continua em [a,b], derivivel em (a,b)
com f(a) = 0 = f(b) com f(x) # 0 para todo = € (a,b). Mostre que
para todo 0 # r € R existe n € (a, b) tal que rf'(n) + f(n) = 0.

1

. Seja f : [0,1] — R uma fungdo continua satisfazendo § f(z)dz = 0.

0
Mostre que existe 1 € (0, 1) tal que

(a) 10 Sf(x)das.




Capitulo 2

Teorema do Valor Médio de

Lagrange

Neste capitulo vamos estudar o Teorema do Valor Médio de Lagrange,

algumas variacoes, generalizacoes e aplicagoes do mesmo.

Teorema 2.0.1 (Teorema do Valor Médio de Lagrange) Se f : [a,b] —
R € uma fun¢ao continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), entao existe n € (a,b)

tal que

f(b) = f(a) = f'(n)(b - a). (2.0.1)

(x — a). (2.0.2)

A equagao (2.0.2) é a equagao da reta secante que passa pelos pontos (a, f(a))

e (b, f(b)). Agora definamos a funcao auxiliar

(x —a). (2.0.3)
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Como f é continua em [a,b] e derivavel em (a, b), segue que ¢ é continua em

[a,b] e derivdvel em (a,b). Além disso,

Também

f(b) — f(a)
b—a
f(0) — f(a)
(b — 0.
o, b=
Assim, a fungao ¢ satisfaz as hipdteses do Teorema de Rolle. Entao existe
n € (a,b) tal que ¢'(n) = 0, ou seja

f(b) = f(a)
b—a

Fb) - fla)

=0 fin) =" —

¢'(n) =0<= f'(n)—

Observacgao 2.0.2 (i) A equagdo 1) pode ser escrita como

f(b) = fa) + f'(n)(b—a), a <n <b.

(ii) Se considerarmos o intervalo |a,b] = [a,a + h], a equagao (2.0.1)) pode ser

escrita como
fla+h)= f(a)+ f'(a+6h)h, 0 <0 < 1.

Interpretacao geométrica.

A reta secante que passa pelos pontos A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)) do grafico
de f tem a inclinacao igual a 1o a( 9 Entdo existe um ponto z = 7 dentro do
intervalo [a, b], onde a reta tangente ao grafico de f ¢é paralela a reta secante,

ou seja f'(n) = {E=

Interpretacao fisica.

Se f(t) representa a posi¢ao de um corpo que se move ao longo de uma reta,
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Figura 2.1: Interpretacao geométrica do Teorema do Valor Médio.

dependendo do tempo t, entao o quociente w ¢é a velocidade média do
corpo no periodo de tempo b — a. Como f'(t) é a velocidade instantanea,
o teorema diz que existe um instante de tempo 7, para o qual a velocidade

instantanea ¢ igual a velocidade média.

Escolhas da funcao auxiliar ¢

A funcao auxiliar ¢ usada na demonstragao do Teorema do Valor Médio de
Lagrange é uma expressao formidavel cuja origem é intrigante.

(1). A explicacdo mais simples da escolha de ¢ provavelmente seja a citada
por R.C. Yates ([44]).

A funcao ¢ é a diferenca da ordenada do ponto P = (z, f(z)) no grafico
de f e da ordenada do ponto Q = (z,h(x)) na reta secante ao gréfico de
f. Como as fungoes f e h se encontrar nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) temos
¢(a) = 0 = ¢(b). Assim, temos uma func¢do para a qual podemos aplicar o
Teorema de Rolle, consequentemente obtemos o Teorema do Valor Médio de
Lagrange.

Existem outras maneiras de obter ¢. Uma abordagem ¢é observar que,

para os pontos P = (z, f(z)) no grafico de f, a drea do triangulo APB é
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Plx,fix]l B

fib

fla

>
xf———————p

a D

Figura 2.2: Da onde vem a funcao auxiliar ¢ = f — h.

proporcional & altura PR acima da base AB. Assim, a altura PR é maximizada
quando a area é maximizada. Da Geometria Analitica, lembramos que a

férmula para a drea do triangulo ¢ 1|D(x)|, onde D(z) ¢ o determinante

Observe que, D(a) = 0 = D(b). Logo, do Teorema de Rolle D'(n) = 0 para

algum 7 € (a,b). Para calcular D’(x), primeiro vamos expandir D(x):

@ e ] e s@
P@ ==l | 7T9% Tl o
= (f(a) = f(b))z — (a—b) f(x) + (af(b) — bf(a)).

Logo, D'(z) = f(a) — f(b) — (a — b) f'(x). Agora, fazendo D'(n) = 0, obtemos

o Teorema do Valor Médio.

(2). M.Poliferno [20] observou que existem desvantagens pedagdgicas quando
consideramos a fungao ¢(x) = f(z)—h(x). Primeiramente, parece mais natural
girar o sistema de coordenadas xy, do que olhar o espago entre o grafico de f
e a reta secante (veja a Figura[2.3).

Considere o novo sistema de coordenadas z'y’ o qual é a rotagao do sistema
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Figura 2.3: Funcao auxiliar ¢ = f — h.

zy onde o eixo ' (0 novo eixo z) é paralelo a reta secante. Entao aplicamos
o teorema de Rolle a funcao d, onde d(z) = a distancia do ponto (z, f(z)) ao
eixo x’ (Veja Figura [2.4)).

Ol e e

Figura 2.4: Funcao auxiliar d(x).

Da Geometria Analitica sabemos que a distancia de uma reta y = mx + b

ao ponto (z1,y;) é dada por %, onde m = W e uma equacao do
eixo =’ é y = mx, entao
x) —mx
oy S = ma

m2+1
Do ponto de vista geométrico vemos facilmente que d(a) = 0 = d(b).

Agora, aplicando o Teorema de Rolle a funcao d obtemos que existe 7 €
a,b) tal que d'(n) =0, i.e., f'(n) = m.

3). Segundo H. Silverman [28] quando consideramos a fungao auxiliar ¢(z) =

—_—~ o~

f(z)—h(x) a maioria dos estudantes pensam na func¢ao ¢ como sendo artificial
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e a demonstragao do Teorema do Valor Médio como uma magica.

Para acharmos uma func¢ao auxiliar como diferenca de f com a reta secante
que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), podemos natural considerar a
f)—f(a)

diferenca de f com uma reta com inclinagao —==—-= que passa pela origem
G G v

paralela a reta secante, isto leva a considerar a funcao auxiliar

o(z) = f(x) — ———ux. (2.0.4)

fb) + y =Ax)

Figura 2.5: Funcao auxiliar ¢.

Da Figura vemos facilmente que ¢(a) = ¢(b), ou o leitor pode verificar

que

b (@) — af (b)

$la) = o) = 4

A fungao ¢ é continua em [a,b] e diferenciavel em (a,b), entdo pelo Teorema

de Rolle existe 1 € (a,b) tal que ¢'(n) = 0. Agora,

Logo, de ¢'(n) = 0 obtemos f'(n) = f(bz);:g(a)'

Agora se consideramos a funcao auxiliar ¢ como sendo uma perturbacao
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linear de f, entao ¢ tem a forma
(x — a). (2.0.5)

Uma traslagao para baixo por f(a) nos leva a tradicional fungao auxiliar

dada em ([2.0.3).

Observacao 2.0.3 O quociente w

secante que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

€ a intersecao no eixvo y da reta

(4). M.R. Spiegel em [30] observou que podemos encontrar ¢ da seguinte
forma: Vamos procurar uma aproximagao linear de f, o + [z, no intervalo
[a,b], onde a e B sado constantes a serem determinadas. Agora consideremos a

diferenca, ¢(x), entre f(z) e sua aproximagao linear o + [z, i.e.,

¢(x) = f(x) = (a + pz), (2.0.6)

onde o e  s@o numeros reais a serem determinados satisfazendo a condicao
o(a) = ¢(b). Observe que

¢(a) = f(a) — (o + Ba)

(2.0.7)
¢(b) = f(b) — (a + Bb),

dla) = ¢(b) < f(a) — (a+ Ba) = f(b) — (a + ) < f = —~=—

Para encontrar «a, fazemos ¢(a) = 0, assim de ([2.0.7)) obtemos

)~ fla)

o= fla)-
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Portanto, substituindo « e 5 em (2.0.6) obtemos

8(w) = f@) — (fla) - LU =10, TO 2 1@,
— f(z) - f(a) f(b;:it@(:c—a)

e Se fazemos uma ligeira modificagao da aproximacao linear de f da forma

o(x) = f(x) + Pz, (2.0.8)
onde A € R tal que a condigao ¢(a) = ¢(b) seja satisfeita. Entao

8(a) = o) < (@) + fa = f(0) + b > p = LI,

Assim a funcao ¢(z) = f(z) — Mx satisfaz as hipdteses do Teorema de

—a

Rolle. Entao existe n € (a, b) tal que ¢'(n) = 0. Assim

b) — b) —
S =0 s - LT _ g pyy - IO 2SO
Observe que a funcao ¢(x) = f(z) — wx ¢ a mesma que aparece em

(2.0.4).

e Se fazemos uma ligeira modificagao da aproximacao linear de f da forma

¢(x) = f(x) = (a + Bz —a)), (2.0.9)
onde «a, € R serem determinados satisfazendo a condigao ¢(a) = ¢(b).
Observe que

¢(a) = f(a) —a (2.0.10)
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Logo,

F0) = (@)

0(a) = 6(b) = fla) —a = f(b) = (a + B(b—a)) = § = ——

Para encontrar «, fazemos ¢(a) = 0, assim de (2.0.10)) obtemos

a= f(a).

Portanto, substituindo « e # em (2.0.9) obtemos a tradicional funcao auxiliar

usada na demonstracao do Teorema do Valor Médio

f(b) — f(a)

o(x) = f(x) — f(a) - T2

(x —a).

e Se fazemos uma ligeira modificagao da aproximagao linear da f da forma

OSSO

— —a) a qual a fungao que

obtemos a fungao auxiliar ¢(x) = f(x) —

aparece em ([2.0.5]).

(5). J.Tong [36] introduziu uma nova fungao auxiliar da forma

H(z) = f(z) - f(bl)):i(a) (=~ a;b). (2.0.11)

Facilmente vemos que

H<a)_f(a)_f(bl)):i‘(@)<a_a‘2|‘b) —f(a)—f(bz:i:(a)<a;b>
~ fla)+ f(b);f(a) _ f(a)—gf(a)
f)—fla), a+bd f0) = fa) ;b—a
R e (e I e )
) - f(b);f(a) _ f(a);f(b)

Assim, H(a) = H(b).
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As coordenadas do ponto médio M do segmento AB (Veja a Figura

Sa0 (“T”’, w) e as coordenadas do ponto médio N do intervalo (a,b) sdo
(fl_+b 0)
2 V)

Agora a equagao da reta que passa por N e é paralela ao segmento de reta

AB é dada por y = l(z) = W(x — «b) O significado geométrico da

funcao auxiliar H é a diferenca de f com a funcao [.

“7”’ ¢ a média aritmética de a e

b e valor de H(a) é a média aritmética de f(a) e f(b). Assim, para mostrar o

A funcao auxiliar H é interessante porque

Teorema do Valor Médio usando a funcao auxiliar H, a média aritmética de a
e b é usada para obter a média aritmética de f(a) e f(b). Isto torna a fungao

auxiliar H(z) e H(a) mais faceis de memorizar.

1) B
M
J@ L
_— A
L —
ol a N b

Figura 2.6: Funcao auxiliar H.

Em termos de determinantes a funcao H é dada por

) flz) + f(a);f(b) r 1
H(m):b—a f(b) b 1].

f@)+1®)

Fazendo uns célculos simples obtemos H(a) = =%5

Observacgao 2.0.4 Se mudarmos ligeiramente a funcao auxiliar H dada em
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(2.0.11)) pela fun¢ao auxiliar

1ﬂ@=f@y—ﬂ”;f@f—ﬂ%:zwmx—“;%. (2.0.12)

Facilmente vemos que

}ﬂ@_fm%_ﬂ@;f@)_ﬂgiim“a_a;%
fla) = f(b)  f(b)— f(a) fa—1b
- 2 B b—a ( 2 >:0
<m®=ﬂw—ﬂ@;ﬂw—ﬂ2:5®(—3§$
f(b) = fla)  f(b)— f(a) (b—a
- 2 B b—a ( 2 >:0'

Assim, H(a) =0 = H(b). Logo, do Teorema de Rolle obtemos a conclusdo do

Teorema de Lagrange.

(6). J.Tong em [3§] exibe uma familia de fungoes auxiliares que envolvem dois
parametros « e [ as quais satisfazem o Teorema de Rolle. Consequentemente
obtemos uma familia de Teoremas de Valor Médio. Em particular quando
a = [ obtém-se o Teorema do Valor Médio de Lagrange. Isto leva a concluir

que a existéncia de fungoes auxiliares ¢ infinito.

M.A.Qazi em [22] mostrou a equivaléncia entre o Teorema de Rolle e o

Teorema do Valor Médio de Lagrange.

Proposicao 2.0.5 O Teorema de Rolle e o Teorema do Valor Médio de

Lagrange sao equivalentes.

Demonstracao. (i) Teorema de Rolle implica Teorema do Valor Médio.
De fato, seja f uma fungao que satisfaz as hipoteses do Teorema do valor

médio. Consideremos a funcao

v [a,b] > R
v () = [) + A
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Q-

Figura 2.7: Gréficos de f e 1.

onde \ € R.
Vamos escolher A tal que a condigao ¥(a) = 1(b) seja satisfeita. Entao
b) —
P(a) = P(b) < fla) + da = f(b) + A\b <= X = _W'

Assim a fungao ¢ (z) = f(x) — Mw satisfaz as hipdteses do Teorema de

—a

Rolle. Entao existe n € (a, b) tal que ¥'(n) = 0. Assim

FO) = @) o iy FO = F0)

V) =0 f'(n) = —— p—

(ii) Teorema do Valor Médio implica Teorema de Rolle.
De fato, se f(a) = f(b), o Teorema do Valor Médio (Teorema [2.0.1]) se
reduz ao Teorema de Rolle (Teorema [1.2.1)). o

Portanto, daqui em diante nao distinguiremos o Teorema de Rolle do
Teorema do Valor Médio de Lagrange e consideraremos ambos como o teorema

do valor médio.

Outra demonstracao do Teorema do Valor Médio([26, pp. 28-30])
A seguinte demonstracao do Teorema do Valor Médio nao faz uso de uma

funcao auxiliar.
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Denotemos por [ag, by| = [a, b] e definamos m = W ed= ‘%b, o qual

divide o intervalo [ag, by] em dois subintervalos de comprimento h = l“—'Q—%

Afirmagao 1. Existe um intervalo [a, b1] < [ag, bo| de comprimento h tal que

fo1)=fa1) _
Fouolio) — .

De fato, definamos

Entao,
min{m,, my} < m < max{my, ms}. (2.0.13)

Agora, definamos a fungao ¢ : [a,d] — R por

fla+h) = f@)

g(x) = Y
Observe que
iy - L0 =10) _fD=S@)
gty = (AN _ SO 10)

De (2.0.13)), segue que existe a; € (a,d) tal que g(a;) = m, i.e.,

fla +h) = fa1)
h

=m.

Denotando por b; = a;+h, temos que existe o intervalo [aq, by | de comprimento
f(b1)—f(a1)
b

1—ai

h que estd contido em [ag, by] tal que = m. Isto demonstra a
Afirmacao.

Agora aplicando a Afirmagao 1 repetidamente obtemos uma sequéncia
[an, bn] de intervalos encaixantes tal que:
(1) bn — Qn = b2—_na7

(11) [anabn] - [an—bbn—l]a n = ]-7 27 Ty
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(iii) Lln)=flan) _

bn—an
Entao pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes (Teorema [1.1.1]) existe um
tnico 7 € [a,, b,] para todo n € IN.
Se n = ay para algum N € N, entao n = a, para todo n > N, de modo

que

f(bn) = f(n)

T f'(n).

Similarmente, obtemos m = f’(n) se n = by para algum N € IN

Se a, <mn < b, para todo n € IN, entao

P FOES1C8) BURPRIFCOES () [
onde

N —an
b, — an,

< 1.

0 <, =

Se ‘f—(ng:gi“n) - f’(n)‘ <ee ’M — f’(n)} < ¢, onde € > 0, entao

bn—n
o _ f(n)_f(an>_ / o f(bn)_.f(n)_ /
= £ = o | P | 1 [LELZL |
f(n) — f(an) fbn) = f(n)

< n

= £/ + (1= ua)

n—an bn*n

< pin€ + (1 — pp)e = e.
Com um pouco de cuidado, pode-se garantir que a < n < b. Deixamos isto
para o leitor verificar. O

2.1 Teorema de Lagrange: Variacoes

Em 1958 T.M. Fletl]em [5] enunciou e demonstrou uma variagao do Teorema
de Rolle onde a condicao f(a) = f(b) foi substituida por f'(a) = f’(b). Por

!Thomas Muirhead Flett (1923-1976), matemdtico britanico.
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este motivo, diz-se que o Teorema de Flett é um Teorema do tipo de Lagrange
com uma condicao do tipo Rolle, ou simplesmente, Teorema do tipo Valor

Médio com uma condicao do tipo Rolle.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Flett) Se f : [a,b] — R € uma funcao

derivdvel em [a,b] e f'(a) = f'(b), entao eziste n € (a,b) tal que
fn) = fla) = f'(n)(n—a). (2.1.1)

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que f'(a) =
f'(b) = 0, pois caso contrério fazemos (x) = f(z) — 2 f'(a) e dai teremos
V'(a) = 4'(b) = 0.

Consideremos a fungao ¢ : [a,b] — R dada por

—f(xiii(a), x € (a,b]
g(x) = (2.1.2)
fl(a), z=a.

A fungao g é continua em [a, b] e derivavel em (a,b]. Além disso,

g (z) = f@) (@) , Ve (a,b].

T —a Tr—a

Observe que g(a) = 0. Se g(b) = 0, pelo Teorema de Rolle existe n € (a, b)

tal que ¢'(n) = 0 e o teorema estéd provado.

Suponhamos g(b) # 0. Se g(b) > 0, entao

gy = L0500

Assim, como g é continua e ¢'(b) < 0, existe uma vizinhanca de b onde g é
decrescente, logo, existe z1 € (a,b) tal que 0 = g(a) < g(b) < g(z1). Segue do
Teorema do Valor Intermedidrio, que existe £ € (a,x7) tal que g(§) = g(b). E

entao, do Teorema de Rolle aplicado ao intervalo [&, b], existe n € (£,b) < (a, b)
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tal que ¢'(n) = 0, isto é,

N ) Bl /1U) B VAN L) B A )
g(n)—0©n_—a—0 f'(n) =gn) = —a
O caso em que g(b) < 0 a demonstracao é analoga. o

Interpretacao geométrica.

Se o grafico de y = f(x) tem tangente em cada ponto do intervalo [a,b] e as
retas tangentes nos extremos (a, f(a)) e (b, f(b)) sdo paralelas, entao, existe
um ponto 7 € (a,b) de modo que a reta tangente ao grafico de f que passa por

(1, f(n)) também passa por (a, f(a)), como podemos ver na Figura 2.8

N\

y=f(a) + f'(n)(x - a)

Figura 2.8: Interpretacao geométrica doTeorema de Flett.

Interpretacao fisica.
Se as velocidades inicial e final de uma particula com trajetéria suave x = f(t)
no intervalo de tempo [a, b] forem iguais, entao, existe um instante t = n € (a, b)
tal que a velocidade instantanea da particula neste instante, é exatamente a
velocidade média do percurso até o instante ¢ = 7).

Uma prova diferente do Teorema de Flett usando o Teorema de Fermat

pode ser encontrada em [23, p.225].

Em 1977, R.E. Myers (veja [19, Teorema 1']) mostrou um resultado o qual
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é uma ligeira modificacao do Teorema de Flett.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Myers) Se f : [a,b] — R € uma funcdo
derivavel em [a,b] e f'(a) = f'(b), entao existe n € (a,b) tal que

fb) = f(n) = f'(n)(b—n). (2.1.3)

Demonstragao. A demonstracao é andloga a demonstracao do Teorema de

Flett exceto com algumas pequenas mudancas. Para isto considere a funcao

g: la,b] - R
r —gr)=
f'(b), x=0b.
Os detalhes da demonstracao deixamos para o leitor. o

A interpretagdo geométrica e fisica do Teorema de Myers (Teorema [2.1.2)

é semelhante ao teorema de Flett.

E imediato ver que existem nove possiveis quocientes tendo como
numerador f(b) — f(a), f(b) — f(n), f(n) — f(a) e denominador b — a, b — 7,
n— a.

T.M.Flett (veja [5]), D.H. Trahan (veja [41]) e o Teorema do Valor Médio
(Teorema dao condigoes para garantir que trés desses nove quocientes
sao iguais a f'(n).

R.E. Myers (veja [19]) deu condigbes para que os outros seis quocientes seja
validos, i.e., deu condi¢oes para garantir a existéncia de um niimero que € igual

ao quociente que queremos.

Teorema 2.1.3 Se f : [a,b] — R € uma fun¢do continua em [a,b] e derivdvel

em (a,b), entao eziste n € (a,b) tal que

f@) = f(n) = f'(n)(n—a). (2.1.4)
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Demonstracao. Consideremos a fungao g : [a,b] — R dada por

g9(x) = fb)x — (z — a) f(x).

Claramente vemos que g é uma fungao continua em [a, b] e derivavel em (a, b).

Logo, do Teorema do Valor Médio existe n € (a,b) tal que g(b) — g(a) =
g )b —a).
Agora, ¢'(x) = f(b) = f(z) — (x — a) f'(x). Logo,

g(b) - g<> g ()b - a)
F0)b—(b—a)f(b) — () = f(m) — (= @) F' ()] (b — a)
=[fb F(n) = (n—a)f'(n)](b—a).

Como b — a > 0, segue que estd satisfeita. o

Teorema 2.1.4 Se f: [a,b] = R é uma func¢do continua em [a,b] e derivdvel

m (a,b), entdo eziste n € (a,b) tal que
fm) = fla) = f'(n)(b—mn). (2.1.5)
Demonstragao. Consideremos a funcao ¢ : [a,b] — R dada por

g(x) = fla)z + (b—x)f(x).

Claramente vemos que g é uma fungao continua em [a, b] e derivavel em (a, b).

Logo, do Teorema do Valor Médio existe n € (a,b) tal que g(b) — g(a) =
g )b —a).
Agora, ¢'(x) = f(a) = f(x) + (b — 2) f'(x). Logo,

( ) < )
f(@)b— [ f(a)a+ ( (a)]
0

l

g'(n)(b—a)
[f(a) = f(n)+ (b—=n)f(n)](b—a)
[f(a) = f(n)+ (b—=n)f(n)](b—a)
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Como b —a > 0, segue que ([2.1.5)) estd satisfeita. o
S.Reich deu uma demonstragao diferente do teorema acima (veja [24]

Corolério 3)).

Teorema 2.1.5 Se f : [a,b] - R é uma funcdo derivdvel em |a,b] e f" é

continua em |a,b] e

L) = F(@)][f(b) = f(a) = (b —a)f'(B)] <O, (2.1.6)

entdo existe n € (a,b) tal que

fb) = fla) = f'(n)(n — a). (2.1.7)

Q
—~
>
N~—
[
~
—~
>
N~—
|
~
—~
Q
N~—
|
—~
>
|
S
N~—
h
—~
>
\'_/

De ([2.1.6]) concluimos que g(a) e g(b) tem sinais opostos. Logo, do Teorema
do Valor Intermediério existe n € (a, b) tal que g(n) =0, i.e.,

g(n) =0<= f(b) = fla) = (n—a)f'(n) =0
< f(b) — f(a) = f'(n)(n — a).

[}

Definigao 2.1.6 Sejam L; e Lo duas retas com inclinagoes my; e msy

respectivamente. Dizemos que Ly é mais ingrime que Ly se |mq| > |ms].

A condigao (2.1.6) do Teorema tem uma interpretacao geométrica: a

reta tangente que passa por (b, f(b) é mais ingrime do que a reta secante que
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passa por (a, f(a)) e (b, f(b)). Além disso, as duas retas tem inclinagdes como

0 mesmo sinal.

Teorema 2.1.7 Se f : [a,b] - R é uma funcao derivdvel em [a,b] e f' é

continua em |a,b] e

[f(0) = f(@)][f(b) = f(a) — (b—a)f'(a)] <O, (2.1.8)

entdo existe n € (a,b) tal que
fb) = fla) = f'(n)(b—n). (2.1.9)

Demonstracao. Consideremos a fungao g : [a,b] — R dada por

=)
—~
S
SN~—
I
~
—
<
S~—
|
-
~—
S
N~—
|
—~
S8
|
S
SN~—
™
~—
S
N~—

De (2.1.8]) concluimos que g(a) e g(b) tem sinais opostos. Logo, do Teorema
do Valor Intermediério existe 7 € (a, b) tal que g(n) =0, i.e.,

g(n) =0 f(b)— fla)—(b—n)f(n) =0
< f(b) = fla) = f'(n)(b—n).

]

A condicao (2.1.8) dada no Teorema tem uma interpretacao
geométrica semelhante a do Teorema [2.1.5]

Teorema 2.1.8 Se f : [a,b] > R é uma funcao derivivel em [a,b] e [’ é
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continua em |a,b] e

f(a)f(®) = fla) = (b—a)f'(b)] > O, (2.1.10)

entao existe n € (a,b) tal que
fn) = fla) = f'(n)(b—a). (2.1.11)
Demonstragao. Consideremos a fungao g : [a,b] — R dada por

g(x) = f(z) = fla) = (b—a)f'(z).

Claramente vemos que g é uma func¢ao continua em [a,b| e

gla) = =(b—a)f'(a)
g(b) = f(b) = fla) = (b—a)f(b).
De concluimos que g(a) e g(b) tem sinais opostos. Logo, do Teorema

do Valor Intermediario existe n € (a, b) tal que g(n) =0, i.e.,

gn) =0= f(n) — fla) = (b—a)f'(n) =0
< f(n) = fla) = f'(n)(b—a).

O

S.Penner removeu a condi¢ao (2.1.10) no Teorema e deu condigao
f'(A\) = 0 para algum X € R e obteve a mesma conclusao (veja [23, p.233]).

Teorema 2.1.9 Se [ : [a,b] — R € uma funcao derivdvel em [a,b] e f' €

continua em |a,b] e

F L) = fla) = (b—a)f'(a)] >0, (2.1.12)
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entao existe n € (a,b) tal que
f) = fn) = f'(n)—a) (2.1.13)

Demonstracao. Consideremos a fungao g : [a,b] — R dada por

Claramente vemos que g é uma fung¢ao continua em [a,b] e

g(a) = F(b) = f(a) — (b= a)f'(a)
—(b—a)f'(b).

Q

—~
=

~—
I

De ([2.1.12)) concluimos que g(a) e g(b) tem sinais opostos. Logo, do Teorema

do Valor Intermediério existe 1 € (a, b) tal que g(n) =0, i.e.,

g(n) =0« f(b) = f(n) — (b—a)f'(n) =0
< f(0) = f(n) = f'(n)(b - a).

[m]

Em 1998, P.K. Sahoo e T. Riedel (veja [20, Teorema 5.2]) deram uma
variagdo do Teorema de Flett’s (Teorema [2.1.1) onde eles removeram a

condigao de fronteira na derivada de f, i.e., f'(a) = f'(b).

Teorema 2.1.10 (Teorema de Sahoo-Riedel) Se f : [a,b] — R ¢ uma

fungdo derivdvel em [a,b], entao existe n € (a,b) tal que

f) = fla) = f'(n)(n—a) — 5 —————>(n—a)’. (2.1.14)

Demonstragao. Consideremos a fungao auxiliar ¢ : [a,b] — R dada por

C10) - S

S — (x —a)? (2.1.15)

U(z) = f(x)
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Facilmente vemos que v é derivavel em [a,b] e
"y — f!
w(@) = fa) - LU0 g

Também

Aplicando o Teorema de Flett a fungao 1, existe n € (a, b) tal que

Y(n) —(a) =¢'(n)(n —a)

ou seja
{ron =3 PO LD o) piay = { ) - PO LD apdy )
f — fla PO =T o piyy - - LO LDy
Desta ultima igualdade segue . o

Observacao 2.1.11 A funcao auziliar v usada no Teorema de Sahoo-Riedel

¢ obtida considerando a diferenca de f com uma aproxrimacao quadrdtica de f,
a+ B(xr —a) +y(z —a)’

numa vizinhanga de a, i.e., V(z) = f(z)— [+ Bz —a) +~(z—a)?] e impondo
a condi¢ao de fronteira na derivada de v, '(a) = 1'(b). Assim

V'(a) = 4'(b) < fl(a) = B = f(b) = B —27(b—a)

As constantes o e [ sao arbitrdrias e por conveniéncia podemos tomar a =

0=3.

Obviamente, a func¢ao auxiliar ¢ é inica. Por exemplo a fungao V¥ : [a,b] — R
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dada por

serve também para demonstrar o Teorema de Sahoo-Riedel pois ¥'(z) = ¢/ (x)

para todo x € [a, b].

Da Observacao [2.1.11| podemos considerar a fungao auxiliar v, da forma

U(@) = fz) + Mz —a)”,

onde A € R que serd escolhido de modo que a condi¢ao 1'(a) = ¢'(b) seja

satisfeita. De fato, observe que ¢'(x) = f'(x) + 2\(z — a). Logo

U'(a) = ¥'(b) < f'(a) = £1(0) + 2~ a)
1)~ ()

= =
= b—a

Assim, obtemos a fungao auxiliar ¢ dada em ([2.1.15)) usada na demonstracao
do Teorema de Sahoo-Riedel (Teorema [2.1.10)).

Também da Observacao [2.1.11] podemos considerar uma funcao auxiliar

adequada para mostrar uma variacao do Teorema de Sahoo-Riedel.
Teorema 2.1.12 ([11]) Se f : [a,b] — R € uma funcao diferencidvel em
[a,b], entao existe n € (a,b) tal que

(n—=1) f'(b) = f'(a)
(b —a)t

fn) = fla)=f'(n)n—a)— (n—a)", neN. (2.1.16)

Proof. Seja n € N e considere a fungao auxiliar ¢ : [a,b] — R dada por

U(x) = f(x) + Mz —a)",

onde A € R que vamos escolher A tal que a condigao ¢'(a) = ¢’ (b) seja satisfeita.

Facilmente vemos que 1 é derivavel em [a, b] e ¢'(z) = f'(z)+n\(z—a)" L.
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Entao

W(a) = ¢'(b) < f'(a) = f'(b) + nA(b—a)"!
_1f() = f'a)
n (b—a) 1’

< )\ =

Assim, temos a fungao auxiliar

NS (OR L O
vla) = f(o) ~ LT s e a)

a qual satisfaz as hipétes do Teorema de Flett (Theorem [2.1.1)). Entao existe
n € (a,b) tal que

ou seja,
1 f'(b) — f'(a) n , f'(b) = f'(a) n-1
{f(ﬁ)—gw(ﬁ—a) }—f(a)={f(n)—W(n—a) }(77—@)
s = 1ta) = T 6y = -0 - L
Agora, da ultima igualdade segue . |

Observagao 2.1.13 (i) Se n = 1 em (2.1.16)) obtemos o Teorema de Flett

(Teorema [2.1.1)).

(i) Se n = 2 em (2.1.16) obtemos o Teorema de Sahoo-Riedel (Teorema

2.1.10). Neste caso a funcao auziliar € da forma

_ 1) = f'(a)

27 (b—a) (z — a)? (26, Teorema 5.2]).

() = f(x)
(iii) Sen =3 em (2.1.16]) obtemos

f) = fla) = f'()n—a) - 2 —7—5—n~—a)’ (2.1.17)
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a qual € uma ligeira variacao de (2.1.14). Neste caso usamos a func¢ao auxiliar

VARV O

vle) = f@) ~ 3G o

Provavelmente, o primeiro estudo sobre o Teorema de Flett e sua
generalizacao foi feito em 1966 por Donald H. Trahan [41]. Ele forneceu uma
condicao diferente na hipétese do Teorema de Flett usando uma desigualdade
onde compara as inclinacoes da reta secante que passa pelo extremos e as retas
tangentes no extremos do intervalo onde a funcao esta definida.

Primeiro vamos ver dois resultados bdsicos que serao usados na

generalizacao.

Lema 2.1.14 ([41, Lema 1]) Seja f : [a,b] — R uma funcao continua em
[a,b], derivdvel em (a,b] e [f(b) — f(a)]f'(b) < 0, entdo existe n € (a,b] tal
que f'(n) = 0.

Demonstragéo. Suponhamos que [ f(b) — f(a)]f'(b) = 0. Neste caso temos:
Se f(a) = f(b), entéao pelo Teorema de Rolle existe n € (a, b) tal que f'(n) = 0.
Se f'(b) = 0, entao fazendo 1 = b temos f'(n) = 0.

Agora, suponhamos que [f(b) — f(a)]f/(b) < 0. Neste caso, f'(b) < 0 e
f(b) > f(a) ou f(b) > 0 e f(b) < f(a).

No primeiro caso, como f é continua em |[a, b] com f(b) > f(a) e f'(b) <0,
segue que a fungao f tem um méximo em 7 € (a,b). Similarmente, no segundo
caso [ tem um minimo em algum 7 € (a,b) e portanto f'(n) = 0. Assim, a
demonstragao esta completa. O

O seguinte lema é uma consequéncia imediata do lema anterior.

Lema 2.1.15 ([41l, Lema 2]) Seja f : [a,b] — R uma func¢ao continua em
[a,b], derivdvel em (a,b] e [f(b) — f(a)]f'(b) < 0, entio existe 1 € (a,b) tal
que f'(n) = 0.

Agora, vejamos uma generalizacao do Teorema do Valor Médio de Flett.
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Teorema 2.1.16 ([41]) Se f:[a,b] = R € uma func¢do derivdvel em [a,b]

[f/(b) - W} [f'(a) - W] >0, (2.1.18)

entao existe n € (a,b) tal que
f) = fla) = f'(n)(n - a).

Demonstracao. Definamos a funcao h : [a,b] — R por

—f(x):f(a), se x € (a,b]
hz) =4 *° (2.1.19)

f'(a), sex=a.

A fungao h é continua em [a,b|, derivavel em (a, b] e

1

W) = (=) (F(@) — fla) + —— (=) ~ (@)
_ S =) S (a,].
(x —a)? r—a’ ’
Observe que
O (L R R CRL)
_ L o) = fla) o S0 = fle)
b—a[ b—a f(a)“ b—a f(b)]
S e = U =

Agora, usando (2.1.18]) vemos que
[h(b) — h(a)]h’(b) <0.

Portanto, aplicando o Lema [2.1.15| existe n € (a, b) tal que h'(n) =0, i.e.,

f(n) — f(a)

[ f(n)—f(a).
n—al n—a

n—a

Wn) =0 - S AOIEFIOE
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Observagao 2.1.17 Obviamente, a classe de func¢oes de Trahan, isto ¢,
fungdes diferencidveis em [a,b] que satisfazem a condi¢ao de Trahan ,
¢ mais ampla que a classe de fungoes de Flett f derivdveis em [a,b] que
satisfazem a condi¢ao de Flett f'(a) = f'(b).

De fato, se f'(a) = f'(b), entdo a condi¢cio de Trahan é
trivialmente satisfeita.  Por outro lado existem fungoes que satisfazem a
condi¢ao de Trahan mas nao satisfazem a condi¢ao de Flett, como por exemplo
a fungdo f : [—3,1] = R dada por f(z) = x* ¢ derivdvel com f'(z) = 32,
esta satisfaz a condicao de Trahan, pois

[ ) - f<1>_—({<%—)%>] l el - F(1) = f(=3)
:[3_1+§] ; l+g
1t 1+

I+ 3
Mas nao satisfaz a condigcao de Flett, pois f'(1) = 3 # % = f’(—%)

|-B-01-1-050

O Teorema de Trahan (Teorema [2.1.16]) é uma generalizacao do Teorema

de Flett (Teorema [2.1.1)) como ser visto no seguinte corolério.

Corolario 2.1.18 Se f : [a,b] — R € uma funcgdo derivdvel em [a,b] e f'(a) =
1'(b), entao existe n € (a,b) tal que

f(n) = fla)

f'(n) = ) a

Demonstracao. De fato, considere a funcao h dada na demonstracao do

Teorema de Trahan, i.e.,

—f(x):f(a), se x € (a, b]
h(m) — Tr—a

f'(a), sex=a.
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A fungao h é continua em [a,b], derivavel em (a, b] e

W) - @@ @

(x —a)? Tr—a

Consideremos os seguintes casos:

Caso 1. Quando

f(0) = f(a) = f/(b)(b— a). (2.1.20)
Neste caso temos
(o) — hla) = OO gy
= f'(b) — f'(a) = 0 (pelo Teorema [2.1.1])

Portanto, h(b) = h(a). Logo, aplicando o Teorema de Rolle a funcao h,
obtemos h'(n) = 0 para algum 7 € (a,b). Isto é,

W) =0~ (HDZLD ) — g o pry) = HD20)
Caso?2. Quando
1) — (@) # S ®)b - a). (2.1.21)
Neste caso obtemos f/(b) — w > 0 ou f'(b)— w < 0. Agora,
usando o fato que f'(b) = f'(a), obtemos

R | AR =l K

Assim, usando o Teorema de Trahan obtemos o Teorema de Flett. O

Corolario 2.1.19 Se f:[a,b] —» R € uma funcao derivivel em [a,b], f'(a) e
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f'(b) sdo ambos menores ou maiores que

f(0) — f(a)
b—a
entao existe n € (a,b) tal que
R (O (1)
n—a

Demonstragao. Suponhamos que

Py < TOZIO gy SO 10
Dai,
| - HE=TE gy - SO
Entao do Teorema de Trahan existe n € (a,b) tal que
f/(n) _ f(nz : i:(a)
Analogamente, se
P> OISO~

Dali,

(1)~ 1010] [y L0 =110

Entao do Teorema de Trahan existe n € (a,b) tal que

Fn) = f(a)

f'(n) = -
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Significado geométrico da condicao de Trahan.

)

yp

Figura 2.9: Interpretacao geométrica do Teorema de Trahan.

A condicao de Trahan (2.1.18]) é satisfeita se, e somente se

[y 102061, ) SO 1],
~ b-a ~ b-a
o< JO = T@ )~ (@)
o< 0L i < LO210

Assim, a condicao de Trahan exige que as inclinacoes das retas tangente nos

extremos do intervalo [a,b] sejam maiores ou iguais ou que ambas sejam

()f(

menores ou iguais a inclinagao da reta secante que passa pelos pontos

(a, f(a)) e (b, f(b)).
Consideremos os seguintes casos:

(i) Se f'(b) = W, entdo a reta tangente em b é paralela a reta secante, e

a reta tangente em a pode ser qualquer (paralela a secante, acima ou abaixo

< _ f®)=f(a)
do gréfico da secante em (a,b). Analogamente para o caso f'(a) = =5—=-=.
(ii) Se f'(b) # N’T e f'(a) # 1); f(a), entdo uma das retas tangente

nos extremos deve estar acima e a segunda abaixo do grafico da reta secante
em (a,b), ou vice-versa, veja a Figura . Mais especificamente, seja a reta
tangente em a que intercepta a reta x = b no ponto @ = (b,yg) e a reta

tangente em b interceptar a reta = a no ponto P = (a,yp). Entao yo > f(b0

e yp < f(a) ouyqg < f(b) e yp > f(a).
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D.Cakmak e A.Tiryaki (veja [2, Theorem 2.1]) mostrou uma ligeira variagao
do Teorema de Sahoo-Riedel (Teorema [2.1.10)) e este se reduz ao Teorema de

Myers (Teorema [2.1.2)) quando f'(a) = f'(b).
Teorema 2.1.20 (Teorema de Cakmak-Tiryaki’s) Seja f : [a,b] — R
uma fungao diferencidvel em|a, b, entdao existe n € (a,b) tal que

16~ o) = o) + TG e 1)

Demonstracao. Considere a fun¢ao auxiliar & : [a,b] — R definida por

h(z) = f(x) - %W(az —b)2. (2.1.23)

Facilmente vemos que h é derivavel em [a,b] e

W(z) = f'(z)— W(@« —b). (2.1.24)

Também facilmente vemos que h'(a) = f'(b) = h'(b). Logo, aplicando o
Teorema de Myers (Teorema [2.1.2)) a fungao h, existe n € (a,b) tal que

h(b) —h(n) = h'(n)(b—n),

a qual implica

ro-{rn - ;EO=E D vy () - LO=L 0 -}
10 = s+ 3 PO e - o+ HO =L
Agora, da ultima desigualdade segue ([2.1.22). o

Escolhendo um funcao auxiliar simples adequada obtemos a seguinte

variacao do Teorema de Cakmak-Tiryaki.

Teorema 2.1.21 ([11]) Se f : [a,b] — R é uma fungao derivdvel em |a,b],
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entao existe n € (a,b) tal que

n—1f() - f(a)

(b—a)n1 (b—n)", neN. (2.1.25)

)= f(m) = f'()b—mn)+

Proof. Seja n e N e considere a funcao auxiliar ¢ : [a,b] — R dada por

¢(x) = f(x) + Az —b)",

onde A € R. Vamos escolher A tal que a condigao ¢/(a) = ¢'(b) esteja satisfeita.

A funcio ¢ é derivavel em [a,b] e ¢'(z) = f'(z) + nA(z — b)"~'. Entao

#(0) = #0) = fa) + nA(a— )" = 1)
oy LI @

n (a—0bn-1 -
Assim, temos a funcao auxiliar
1f(b)—f
ota) = #a) + LT o e

a qual satisfaz as condigoes do Teorema Myers (Theorem [2.1.2)). Entao existe
n € (a,b) tal que

o(b) — o(n) = ¢'(n)(b—n),

a qual implica,

s = {0+ L2 oy + LES LD 6 - orfo -
1010~ TS 0oy = pw -0+ LS -,

(2.1.26)
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(i) Se n é par, da equagao (2.1.26]) obtemos

17(0) -~ ()
n (b—a) 1

f) = f(m) = f'(n)b—mn)+

== £l -0+ L T oy

n—1f(b) — f'(a)

f) = f(n) +

(b—mn)"

n  (b—a)"!
(ii) Se n é impar, da equagao ([2.1.26]) obtemos
s = s+ LT - = pn -0 + L oy
10~ 1) = o — ) + L= g e
Agora, de (i) e (ii) obtemos (2.1.25). [

Observagao 2.1.22 (i) Sen =1 em (2.1.25) obtemos o Teorema de Myers
(Teorema [2.1.2]).

(ii) Se n = 2 em obtemos o Teorema de Cakmak-Tiryaki (veja
Teorema. Neste caso a funcao auziliar é da forma

L) = f@) e

o) = 1) + 5

(iii) Se n = 3 em (2.1.25)) obtemos

10 = ) = £ - + LTS @

a qual € uma variacao de (2.1.22)). Neste caso temos a funcdao auxiliar

LLFO = F@

o) = 1) + 37—

Seguindo as ideias de D. H. Trahan em [41] obtemos uma generalizagao do
Teorema de Myers (Teorema [2.1.2]). O seguinte resultado é anédlogo ao Lema
2114
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Lema 2.1.23 Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua em [a,b], derivdvel
em [a,b) e [f(b) — f(a)]f'(a) <0, entio existe n € [a,b) tal que f'(n) = 0.

Demonstragao. Suponhamos que [f(b) — f(a)]f'(a) = 0. Neste caso temos:
Se f(a) = f(b), entdao pelo Teorema de Rolle existe n € (a, b) tal que f'(n) = 0.
Se f'(a) = 0, entao fazendo n = a temos f'(n) = 0.

Agora, suponhamos que [f(b) — f(a)|f'(a) < 0. Neste caso, f'(a) < 0 e
f(b) > f(a) ou f'(a) >0 e f(b) < f(a).

No primeiro caso, como f é continua em [a, b] com f(b) > f(a) e f'(a) <0,
segue que a func¢ao f tem um minimo em 7 € (a,b). Similarmente, no segundo
caso f tem um méximo em algum 7 € (a,b) e portanto f'(n) = 0. Assim, a
demonstragao esta completa. o

O seguinte lema é uma consequéncia imediata do lema anterior.

Lema 2.1.24 Seja f : [a,b] — R uma funcao continua em [a,b], derivdvel
em [a,b) e [f(b) — f(a)]f’(a) < 0, entdo existe n € (a,b) tal que f'(n) = 0.

Demonstracao. E andloga ao lema anterior. O detalhes deixamos ao leitor
como um exercicio. o

Agora, vejamos uma generalizagao do Teorema do Valor Médio de Myers.

Teorema 2.1.25 (Generalizacao do Teorema de Myers) Se f : [a,b] —

R ¢ uma funcao derivavel em [a,b] e
0= 10) - TO =Sy .
entao existe n € (a,b) tal que

f0) = f(n) = f'(n)b—mn).
Demonstracao. Definamos a fungao h : [a,b] — R por

M, se x € [a,b)
h(z) = g (2.1.29)

f'(b), sex=hb.
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A fungao h é continua em [a, b], derivdvel em [a,b) e

1
r—a

() = (b )'(F0) = (@) +

f) = flz)  ['(x)
b—2? b-ux

(f(b) = f(z))

, V€ [a,b).

Observe que

(1) - haw'ta) = [0y - LE =L PO - Tl

_ _L[f,(b) _f) = f(a)][f,<a) _ [ —f(a)].

Wi =0~ [LO I ) iy - L0100

O Teorema [2.1.25[ é uma generalizacdo do Teorema de Myers (Teorema
2.1.2) como ser visto no seguinte corolério.

Corolério 2.1.26 Se f : [a,b] — R € uma fungao derivdvel em [a,b] e f'(a) =
f'(b), entao existe n € (a,b) tal que

Demonstracao. De fato, considere a funcao h dada na demonstracao do
Teorema [2.1.25] i.e

fOf@) g0 e a,b
h(z){ bre 7 La.)

f'(b), sex =0,
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A fungao h é continua em [a,b], derivavel em [a,b) e

W(x) = f((l;))_—xf)(f) - Z{’Exi’ Va € [a,b).

Consideremos os seguintes casos:

Caso 1. Quando

f() = fla) = f/(b)(b - a). (2.1.30)

Neste caso temos

Portanto, h(b) = h(a). Logo, aplicando o Teorema de Rolle a funcdo h,
obtemos h'(n) = 0 para algum 7 € (a,b). Isto é,

W) =0 o (T - i) — 0 g - L2100
Caso 2. Quando
£(8) - £(a) # £ O)b - o). (21.31)
Neste caso obtemos f/(b) — w > 0 ou f/(b) w < 0. Agora,
usando o fato que f'(b) = f'(a), obtemos
R | A= B

Assim, usando o Teorema[2.1.25 obtemos o Teorema de Myers (Teorema|2.1.2)).

]

Corolario 2.1.27 Se f:[a,b] —» R € uma funcao derivivel em [a,b], f'(a) e
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f'(b) sdo ambos menores ou maiores que

f(0) — f(a)
b—a
entao existe n € (a,b) tal que
oy J0) = ()
f'(n) = T

Demonstracgao. E similar ao Corolério [2.1.19, Deixamos como exercicio ao

leitor. o

Muitos pesquisadores estudaram o Teorema de Flett dando extensoes,
generalizacoes ou demonstracoes diferentes. Como por exemplo S.Reich deu
uma demonstracao ligeiramente diferente do Teorema de Flett (veja [24]

Corolério 2)).

Em 2004, J.Tong (veja [37]) generalizou o Teorema de Flett removendo a
condicao de fronteira f'(a) = f'(b) e impondo a condigdo M; = I, onde

MfIM e ]f: L Jf(l‘)dl‘

2

Além disso, estudou as igualdades

f'(n) = w (2.1.32)
f'(n) = W (2.1.33)

Teorema 2.1.28 Seja f : [a,b] — R uwma funcio continua em [a,b] e

derivdvel em (a,b). Se My = If, entdo existe n € (a,b) tal que

1)~ f(@)

f'(n) = ) a

(2.1.34)
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Demonstracao. Considere a funcao auxiliar h : [a,b] — R dada por

h(z) w@; _a) - Jf(t)dt.

A fungao h é continua em |[a, b, derivavel em (a, b) e usando o primeiro teorema

fundamental do Calculo obtemos

W(x) = 3P @) —a) + [F(2) + f(@)] - f(x).

Um célculo direto mostra que h(a) =0 e

b
h(b) = M(b —a) - ff(t)dt — (b—a)[M; — I;] = 0.

Portanto pelo Teorema de Rolle, existe n € (a,b) tal que h'(n) =0, i.e.,

W) =0 S f'n)n—a) + 5[70n) + Fla)] — Fln) = 0

< f'(mn—a)+ [f(n) + fla)] =2f(n) =0

Significado geométrico da condicao de Tong.

A condigao My = Iy nao é tao evidente geometricamente em comparagao com
a condicao de Flett f'(a) = f/(b). Mas de uma certa maneira podemos pensar
como a drea sob o grdfico de f no intervalo [a,b] € eratamente a drea do

retangulo de lados b —a e w

Observacao 2.1.29 Em geral, a igualdade My = Iy nao vale para qualquer

fungdo continua f : [a,b] — R. Por exemplo, se f(x) = z*, z € [0,1], entdo

1
My = % = % enquanto que Iy = ﬁgtzdt = %

Neste contexto, temos a seguinte generalizagdo do Teorema [2.1.28]
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Teorema 2.1.30 Se f : [a,b] — R € uma fun¢do continua em [a,b] e

derivdvel em (a,b), entdo existe n € (a,b) tal que

fm) = fla) (My—1Iy)
1—a O B-ap

f'(n) = (n —a). (2.1.35)

Demonstracao. Considere a fungao H : [a,b] — R dada por

(My — 1)

H(x):f(fﬂ)—ﬁm

(x —a)(x—0).
A fungao H é continua em [a, b], derivavel em (a,b) e

H/(JJ) Zf/(l’>—6(Mf_]f)

W(Zx—a—b).

Também facilmente vemos que H(a) = f(a) e H(b) = f(b). Portanto, My =

M. Agora calculando /5 obtemos

b—a
ol

I —6 (?Zf_—ag) b a) b+ a3b +a®  (a +2 O ab]
I;—6 (](‘Zf__a)f;‘) (b—a) 2(0° + ab + a?) g 3(a+b)%+ 6ab]
I +6 (](\Zf__a)fg) ol _(sa>2]
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Do Teorema [2.1.28] existe n € (a,b) tal que

oy Hn) —H(a)
H( )_ n—a )

oy g My = 1) ! (M; ~ 1)

i) =6 S @ —a=b) = o[ ()~ 65 (= @) = 6) — S ()

oy g s = 1) f) = fla) My~ 1)

fi) =6 s Gn—a—b) = S8 R =6 (- 0)|
oy 1) = fl@) (M= 1))
Ry T R Ut

Com relacao a igualdade ([2.1.32]), ela em geral nao é satisfeita mesmo para

uma funcao f derivavel com My = Iy, como podemos ver no seguinte exemplo.
Por exemplo consideremos a fungao f : [0,1] — R dada por

T

fl@) = —— + 322

Logo, My = I;. Mas f'(0) = ﬁ # % = f'(1).

Teorema 2.1.31 Seja f : [a,b] — R uma funcao continua em [a,b] e
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derivdvel em (a,b). Se My = I¢, entdo existe n € (a,b) tal que

f(n) = % (2.1.36)
Demonstragio. Consideremos a funcio h : [a,b] — R dada por
m b
) = [ £t = [f(0) = O]~ a) ~ T | Fie)a
A funciio h é continua em [a, b], derivével em (a,b) e
o
H(a) = §(@) = F@)le =) = [fa) - 7] - = [ e

——F@a =)+ f0) - 5 [ o

Facilmente vemos que h(a) = 0 = h(b). Entao pelo Teorema de Rolle, existe

n € (a,b) tal que h'(n) =0, i.e.,

P a) + FO) -5 | Fe)d=0.

Usando a hipdtese My = Iy, obtemos

f(a) + f(b)
2

1) - fla)

< f'(n) = 20— a)

fmn—a)=f)—

Interpretacao geométrica.

O Teorema2.1.31|diz que existe n € (a, b) onde a reta tangente ao grafico de
fem (n, f(n)) é paralela a reta que passa pelos pontos (2a, f(a)) e (2n, f(b)).

A seguinte fun¢do f : [0,2] — R dada por f(z) = 2? — 3z + £ é tal que
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\(Za,f(a))

Qc3f (b))

a=0 o1 b=2 a=0 c=1/2 b=2

Figura 2.10: Interpretagao geométrica do Teorema [2.1.31] onde ¢ = n.

My # Iy mas a equacao ([2.1.36|) é satisfeita. De fato, observe

SO _Ira-64F Yoz 4
f 2 2 2 3
2 2
1 1 2 7
0 0
1<x3 32+7>‘2 1(8 6 14) 2
(2 ! _(° _ il
2\ 3 2 3 /Jlo 2\3 3 3

LOgO, Mf #* If.
Agora, a derivada de f é dada por f'(x) = 2z — 3. Com isto da equagao
(2.1.36)) obtemos

P = P gy = RS

1

e-—3=—"<=22*-3n+1=0
n

< (@2n—-1)(n—-1)=0.

Logo,nzéounzl.

Com relacao a igualdade (2.1.33]), em geral ela nao é satisfeita mesmo para

uma funcao f derivavel com M; = Iy, como podemos ver o seguinte exemplo.
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Exemplo 2.1.32 Seja f :[0,1] = R dada por f(z) = :TI

s + 32, Mostre que
My = Iy mas nao existe n € (0,1) satisfazendo (2.1.33)).

Solugao. Observe que f é uma fungao continua em [0, 1], derivével em (0, 1)

e f/(x) = =5 + 6z. Além disso

Dai, M; = I;. Suponhamos que existe 1 € (0, 1) satisfazendo (2.1.33)), i.e.,

fn)—f(O) e e’ 1
'(n) = 6n = —— + 30 —
J') -0 T3 UMT a3 T3
< 3n° — 6n — = 0.
e—3
12 ~ 1 ~
Agora como 36 + =5 < 0, segue que a equagao 3n* — 6n — —3 = 0 nao tem
solugao real. O

Se substituirmos ([2.1.33]) por

temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.33 Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua em [a,b] e

derivdvel em (a,b). Se My = I¢, entdo existe n € (a,b) tal que

/ f(ﬁ)—f(a)
f(ﬁ)ZQT-

Demonstrac¢ao. Considere a func¢ao H : [a,b] — R dada por

xT

H(z) = (b= )f@) = [ fOde+ fla)(o ).

a
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Facilmente vemos que H é uma funcdo continua em [a, b], derivavel em (a,b)

H'(x) = (b —a)f(x) — f(x) + f(a).

Também

| =

— S0—a)[£0) ~ F(a) ~ £B)] = ~ 50— ) (a).

Logo, H(a) = H(b). Entao pelo Teorema de Rolle, existe n € (a,b) tal que
H'(n) =0, i.e.,

Sb—a)f'n) — fn) + f(a) = 0= (b~ a) () = fn) — (@)

2
Ny (C]

Interpretacao geométrica.

O Teorema[2.1.33|diz que existe n € (a, b) onde a reta tangente ao grafico de
fem (n, f(n)) é paralela a reta que passa pelos pontos (a,2f(a)) e (b,2f(n)).

E facil dar exemplos mostrando que a condi¢ao My = Iy é independente da
condigao f'(a) = f'(b). Por exemplo considere a funcao f : [7/2,57/2] - R

dada por f(z) = senz. E imediato ver que

f(7/2) = cos(m/2) = 0 = cos(bm/2) = f'(57/2).
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a=0 c=1/2 b=2

Figura 2.11: Interpretacao geométrica do Teorema [2.1.33] onde ¢ = n.

Mas My # Iy, pois

- LD Sorf2) 141
57/2 . y
1 5m/2
Iy = 52— J ft)dt = %[—COSLL'] e 0.
/2

Em 1999, B.Malesevic ([14]) obteve uma generalizacao do Teorema de Flett
usando uma fungao infinitesimal.

Seja f : [a,b] = R uma funcao derivavel em [a,b] e derivavel um nimero
arbitrario de vezes numa vizinhanca a direita do ponto x = a.

Considere a expansao de Taylor de ordem um, com resto, dado por

f(@) = fla) = f(a)(z — a) + a(z)(z — a),

onde lim «(z) = 0. Isto nos induz definir a funcao

z—at

f@=F@ _ 1) re(ab
ar(z) =4 ¢ fa) (.0} (2.1.37)
0, T =a.
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Entao

ai(x) — aq(a)

TR e 1@ = f@) ~ f@)e )
z—at T —a z—a™t (l‘ — a)2
. fl(x)_f/(a)_ : 1 " _l "
P L TGO PR

onde nas duas ultimas igualdade temos usado a Regra de L’Hospital.

Teorema 2.1.34 (Teorema de Malesevic [14]) Seja f : [a,b] — R wuma
fungao derivavel em [a,b] e ay como em (2.1.37). Se wuma das seguintes

condicoes

¢ satisfeita, entdo existe n € (a,b) tal que

/ f(77) — f(a’)
= S 2.1.38
f(m) ) ( )
Se ambas condigoes Ty e My sdo satisfeitas entao existem dois pontosn; € (a,b)
tal que

) = L =0 (2.1.39)

N —a
Demonstragao. Se a condicdo Ty ¢ satisfeita entdo o (b)[o (b) — a1(a)] < 0.
Logo, do Lema (2.1.15]) existe n; € (a,b) tal que o () =0, i.e
fm) — f(a) f(m) — f(a)

| =0 pig) - L1
m—-a m—a

1

m—a

[/ m) -
Agora se a condigao M; ¢ satisfeita entdo o (a)[a;(b) — a;(a)] < 0. Logo, do
Lema [2.1.24] existe 1y € (a, b) tal que o) (12) = 0, i.e.,

f(n2) — f(a)

N2 —a

1

2 —a

Flm) — f(a)

2 —a

[f,(772) - ] =0<= fi(np) =
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Se as duas condicoes T e M; sao satisfeitas, entao pela primeira parte, existem
dois pontos n; € (a,b) para os quais o (n;) = 0, i.e., f'(n;) = W, i=1,2.
m]

Recentemente em 2014, C.Tan e S.Li [32] modificaram as ideias de J.Tong

e obteve generalizacoes dos Teoremas de Flett, Myers e Tong.

Teorema 2.1.35 (Teorema de Tan [32]) Se f : [a,b] — R uma fun¢ao

continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), entao existe n € (a,b) tal que

f(n) — fla)

f'(n) = ) a =

onde My = —f(“);f(b) e Ny = f(“T”’)

Demonstracao. Considere a funcao auxiliar g : (a,b] — R dada por

g(x) _ f(l‘x) : (]:(a) 4 (]\(4bf__a‘])\;f) (ZE o CL).
A funcio g é continua em [%2, ], derivavel em (%2, 0) e
iy < L@@ —a) = [fl2) — f(@)]  (My—Ny)
7 (&= ap R
Alem disso
g(aTer) _ f(z : é(a) 4 (];;[)f__a])\;f) (a-2i-b o a)
2[5 — fle)] 2y — Ny)
b—a (b—a)
(5 — 35 () — )
b—a ’
g(b) _ f(b[)):i(a) 4 (]\éf__a])\gf)(b_a>
_SO) = fla)  2[f(a) + F(b)] — 4f(%5%)
b—a b—a

47(5) - 3@ — SO
b—a ’
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Assim, g(%2) = g(b). Pelo Teorema de Rolle, existe n € (%£2,b) < (a,b) tal
que ¢'(n) = 0, i,

i — 0w 40 —a) = [fn) = fla)] My —Ny) _
9(77)—0 (n—a)z 4 (b—a)Q 0
oS —a) = [fn) = fla)] _, (M;—Ny)
(n —a)? (b—a)?
: fm) = fla)  (My—Ny)
< f(n) = ) a +4 (bf_a)2f (n—a).

Similarmente tem-se o seguinte resultado.

Teorema 2.1.36 Se f : [a,b] — R uma fun¢ao continua em |a,b] e derivdvel

em (a,b), entao existe n € (a,b) tal que

fO)—fm) , (M;—Ny)
'"(n) = 4 b—n).
f'(n) S A (b—n)
Demonstracao. Deixamos como exercicio para o leitor. o

Dos teoremas acima, obtemos os dois corolarios a seguir, os quais mostram
que o Teorema de Flett e o Teorema de Myers podem ser obtidos sob outras

condicoes.

Corolario 2.1.37 Se f :[a,b] —» R uma func¢do continua em [a,b], derivdvel

em (a,b) e f(%2) = w, entao existe n € (a,b) tal que

1) = fla)

f'(n) = " a

Corolario 2.1.38 Se f : [a,b] — R uma funcao continua em |a,b], derivdvel
em (a,b) e f(*2) = w, entdo existe n € (a,b) tal que
7 = 1O
o =01
O.Hutnik e J.Molndrové (veja [7]) forneceram um estudo detalhado de

varias condigoes suficientes para garantir a validade do Teorema de Flett. Além
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disso, forneceram extensoes do Teorema de Flett como também deram novas

demonstragoes alternativas de resultados conhecidos.

R.Davitt et al., estenderam o Teorema de Flett para fungoes holomoérficas
(veja [  [2]).

2.2 Teorema de Lagrange: Generalizacoes

Nesta secao vamos algumas generalizagoes do Teorema do Valor Médio de
Lagrange. A primeira generalizacao que nos conhecemos é o Teorema de Valor
Médio de Cauchy e esta serd estudada no préximo capitulo.

Em 2004, J. Tong deu uma generalizacao do Teorema do Valor Médio o
qual envolve dois parametros o e 5. Quando a = (3 ele obtém o Teorema de

Valor Médio de Lagrange.

Teorema 2.2.1 ([38, Teorema 1]) Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua
m [a,b] e derivdvel em (a,b). Se a e [ sao nimeros reais, entdo existe

n € (a,b) tal que

—(a—=8)f(n) + af(b) — Bf(a)
(= B)n+ Pb— aa

f'(n) = (2.2.1)

Demonstracao. Consideremos a fungao auxiliar & : [a,b] — R dada por

h(z) = a(z —a)[f(z) = f(0)] = Bl = b)[f(=) = f(a)].

Facilmente vemos que h é continua em [a, b], derivavel em (a,b) e

W(z) = aff(z) - f(b)] +a(z—a)f'(z) = B[f(x) = fla)] = Bz = b)f'(z)
= [a(z —a) = Bz = b)]f'(z) + (a — B
[

)
(o — x+ﬁb—aa] () + (= P)f

Além disso, h(a) = 0 = h(b). Entao pelo Teorema de Rolle existe n € (a,b) tal
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que h'(n) =0, i.e.,

[(a = B)n + Bb— aal f'(n) + (a = B)f(n) — af (b) + Bf(a) = 0
< [(a =B+ Bb—aalf'(n) = —(a = B)f(n) + af (b) — Bf(a)

o iy - = B)f(n) +afb) — 5f(a)
fin) = (= B)n+ pb— aa '

Observagao 2.2.2 No Teorema aparecem 1 e f(n). No caso especial,
i.e., quando o = [ estes desaparecem. Neste caso temos o Teorema do Valor

Médio, f'(n) = L0=H).

Alguns casos especiais.

Caso 1: a = 1, 8 = —3 (veja [34]). Neste caso a equagao (2.2.1)) se transforma

em

f(n) fla)+(b)

2
a+b

[/

f(n)=—

Caso 2: a =1, f =0 (veja [19, Teorema 2] ou Teorema [2.1.3)). Neste caso a
equacao (2.2.1) se transforma em

1) = fn)

f'(n) = " a

Caso 3: a =0, f = 1. (veja [19, Teorema 2’| ou Teorema [2.1.4]). Neste caso
a equagao (2.2.1)) se transforma em

f,(77> _ f(77) B f(CL)
b—n
Este resultado tem uma boa interpretacao geométrica; o triangulo formado
pelo eixo x, a reta tangente que passa por (1, f(n) e a reta secante que passa

pelos pontos (n, f(n)) e (b, f(a)) é um triangulo isésceles.
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Caso 4: a = b, § = a. Neste caso a equagao (2.2.1) se transforma em

(b—a)f(n) +bf(b) —af(a)

f'(n) = — e T
_ _f) | bf(b) —af(a)
n (b—a)n

a qual corresponde ao Teorema do Valor Médio aplicado a funcao h : [a,b] - R
dada por h(z) = z f(x).

Caso 5: a = f(a), 5 = f(b). Neste caso a equagao (2.2.1)) se transforma em

—(f(a) = f(0))f(n) + f(a) f(b) — f(b)f(a)
(f(a) = f(b))n +bf(b) — af(a)
_ —(f(a) = f(b))f(n)
(f(a) = f(0))n — b(f(a) = f(b)) — (b—a)f(a)
_ f(n)
b=+ g f @)

f'(n) =

Se modificamos a fun¢ao auxiliar A dada no Teorema obtemos outros

resultados interessantes. Por exemplo se consideramos a funcao auxiliar

W) = (z —a)(x = 0)[f(x) = f(a)][f(z) = F(b)] (2.2.2)

obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.3 Seja f : [a,b] = R uma fungdo continua em [a,b] e derivdvel

em (a,b). Entdo existe n € (a,b) tal que

fO)=f) fln)—fla)  n—13°

f/(TI):_ b—T] n—a f(TI)_f(‘l);‘f(b)

Demonstragao. A fungao h dada em (2.2.2)) é continua em [a,b|, derivavel
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em (a,b) e

W(z) = (z —a)(x = b)(f(z) = fa)) (f(z) = f(b)

)l (F(a) ~ )

@ =P @F@) - F0) + F@) (@) - F@)]
= 2(f(2) — (@) () — FO) &~ 20

2 = a)(o - b)) (@) - LT

Além disso, h(a) = 0 = h(b). Entao pelo Teorema de Rolle, existe € (a,b)
tal que h'(n) =0, i.e.,

(f(n) = f(a)) (f(n) = f(b))(n— “2)
+(n—a)n—b)f () (f(n) - L2O) = ¢
< (n—a)(n—b)f'(n)(fn) — L) = —(f(n)

Dos resultados acima podemos concluir que o Teorema de Valor Médio é

na verdade uma familia de teoremas de valor médio.

Em 2000, J. Tong em [35] mostrou uma generalizagdo do Teorema do Valor

Médio de Lagrange envolvendo duas fungoes.

Teorema 2.2.4 Sejam f,g : [a,b] — R funcdes continuas em [a,b] e
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derivdveis em (a,b), entdo existe 7 € (a,b) tal que
F' ) —n) + g m)n—a)=[g®) —gn)] + [f(n) — f(a)] (2:2.3)
Demonstracao. Consideremos a funcio auxiliar £ : [a,b] — R dada por
h(z) = [f(2) = f(a)](z = b) = [9(z) — g(D)]|(z — a).
A funcdo h é continua em [a, b], derivavel em (a,b) e

W(z) = f'(z)(z = b) + f(2)f(a) - [¢'(z)(x — a) + g(z) — g(b)]
= f'(@)(z = b) — ¢'(z)(x — a) + f(z) — fa) + g(b) — g(z).

Entao pelo Teorema de Rolle, existe 1 € (a,b) tal que h'(n) = 0, i.e.,

Fmn—=20b) =g m)mn—a)+ fn)— fla) +g(b) —gn) =0
< f'n)b—n)+dm)n—a)=1[g0)—gm)]+[f(n) — fla)].

Observagao 2.2.5 Se f = g, entdo a equacao (2.2.3) se transforma em

f'm)—=n)+ f(n)n—a)

I
—
=
=
|
=
=
=
+
—
=
3
|
—
—
S
=

a qual é o Teorema do Valor Médio de Lagrange.

O seguinte resultado segue do Teorema [2.2.4]

Corolario 2.2.6 Seja ke R. Se f:[a,b] = R uma fun¢do continua em [a, b]

e derivdvel em (a,b), entao existe n € (a,b) tal que

EFO) = (k= 1)f () = fla)

fim = b+ (k—1)n—ka

(2.2.4)
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Demonstracao. Considerando g(x) = kf(x) no Teorema obtemos

P —=mn)+kf'(n)(n—a) =k[f)— f(n)] + [f(n) — f(a)]
F b+ (k=1)n—ka] =kf(b)— (k—1)f(n) — fla)

: kf(b) —(k=1)f(n) — f(a)
iy Ay S

-1
-1

S~

O
Observe que o Teorema do Valor Médio de Lagrange é um caso particular
do Corolario 2.2.6] tomando k = 1.

Também podemos observer que a equacdo (2.2.4) pode ser obtida da
equacao (2.2.1) tomando a = ke Re f = 1.

Teorema de Lagrange para funcoes com deriva-

das laterais

Agora vamos considerar uma funcao f : [a,b] — R continua que tem
derivadas laterais em cada ponto de (a,b).
O seguinte resultado é uma generalizagao do Teorema de Valor Médio de

Lagrange para as fungdes que tem derivadas laterais num intervalo (a, b).

Teorema 2.2.7 (Teorema de Lagrange Generalizado, Karamata [8]) Se
f:la,b] = R € uma funcdo continua em [a,b], f' (x) e f\(x) existem para

cada = € (a,b), entao existem n € (a,b) ep,q =0, p+q =1 tal que

f(b) = f(a)

= plim) +afl(n). (2.2.5)

Demonstracao. Considere a funcao h : [a,b] — R dada por

Claramente a fungao h é continua em [a, b], tem derivadas laterais em todos os

pontos de (a,b) e h(a) = h(a). Portanto h satisfaz as hip6tese do Teorema de
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Rolle Generalizado (Teorema |1.3.1]), logo existem 7 € (a,b) e p,q =0, p+q =1
tal que

Como

segue que

ph!.(n) +qh_(n) =0<p[(b—a)fi(n) — (f(b) — f(a))]

+qlb— a)f () — () — F(@)] = 0
< (b—a)|pfi(n) +af-(m)] = (p+ @)[f(b) — f(a)]
& IO )+ af .

Observacao 2.2.8 Se f € derivdvel, entdo f'(n) = f'(n) = fi.(n). Logo, a
igualdade (2.2.5)) se transforma em

f(b) = f(a)

s =Pl afl(n) = pf () +af' () = (0 +a)f () = [ ().

Assim, o Teorema [2.2.7] implica no Teorema do Valor Médio.

Observacao 2.2.9 Do Teorema obtemos

TO =D _ )+ af )

< max{pf,(n) + qfL(n),pf-(n) +aqf-(n)}
< max{f’ (n), fL(n)}.
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Por outro lado,

w = pfi(n) + af’(n)

> min{pf} () + qf.(n),pf-(n) + qf"(n)}
> min{ f} (n), f.(n)}.

Portanto,

wint 77 00), 7)) < 0= < a7 ), 7100

Teorema 2.2.10 (Teorema de Lagrange Generalizado, Kubik [9]) Se f :

[a,b] — R € uma funcgdo derivdvel a ambos lados em cada ponto de (a,b), entao
existe n € (a,b) tal que

(W -/ i(")) (W - f’_(n)) <0. (2.2.6)

Demonstracao. Do Teorema de Lagrange Generalizado (Teorema [2.2.7)),
existem 71 € (a,b) e p,q =0, p+ g =1 tal que

w =pfi(n) +qf (n).

Entao
(1) (1= - )
= [ =0+ af2 ) (pr0) + (= DI ()]

= (p—Dp(fr(m)" + (0= 1)(g — 1) f1(n)f-(n)
+pafi () f () + ala — 1) (F-(m)°

= —pa(fL(m)* + 2paf () f-(n) + pa(f-(n))*

— —pa[fi(n) = fL()]* <.

Caso o produto acima seja diferente de zero, o lado direito dessa igualdade
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implica que o produto é negativo. =

Observe que se f ¢é derivavel entdo a desigualdade (2.2.6|) se transforma em

(OO g SO0
o iy =101

a qual é o Teorema do Valor Médio de Lagrange.
R. Witula et al. mostraram que os Teoremas e[2.2.10[sao equivalentes
(veja [43, Proposicao 2, p.149]).

2.3 Teorema de Lagrange: Aplicacoes

Os seguintes resultados geralmente sao incluidos no livros textos. Estes sao

consequencias imediatas do Teorema do Valor Médio.

Lema 2.3.1 Seja f : [a,b] = R uma func¢do continua em [a,b] e derivdvel em
(a,b). Suponhamos que f'(x) = 0 para todo x € (a,b), entdo f € constante em
[a,b].

Demonstragao. Seja z € (a,b]. Aplicando o Teorema do Valor Médio a f no

intervalo [a, z] obtemos

para algum c € (a,z). Como f’(¢) = 0, segue que f(z) = f(a). D

Lema 2.3.2 Seja I < R um intervalo e f : I — R uma funcao continua
em I e derivdvel no interior de I. Suponhamos que f' € limitada, entdao f €

uniformemente continua em I.

Demonstragao. Como f’ é limitada segue que existe M > 0 tal que | f'(2)] <

M para todo z no interior de I.
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Sejam x,y € I com x < y. Aplicando o Teorema do Valor Médio a f no

intervalo [z, y] obtemos

para algum c € (z,y). Logo,

[f(y) = f@) < [f (O] ly — 2| < Mly — =|.

Esta desigualdade implica na continuidade uniforme de f. o

Os seguintes dois resultados sao consequéncias do Teorema do Valor Médio
e nao sao incluidos em muitos livros textos. Estes resultados aparecem em M.
Furi e M. Martelli [6, Corolario 3 e Coroldrio 4].

Lema 2.3.3 Se f : [a,b] — R € uma fun¢ao continua em [a,b] e diferencidvel
em (a,b) exceto possivelmente em um nimero finito de pontos, entao eziste

c€ (a,b) tal que
1f(0) = fla)] < [F'(©)I(b - a). (2.3.1)
Demonstragao. Suponhamos que existe d € (a, b) onde f nao é diferencidvel.

Aplicando o Teorema do Valor Médio (Teorema [2.0.1]) & funcao f em [a,d] e

[d,b] obtemos respectivamente

Somando estas duas desigualdades obtemos

f(b) = fla) = f(er)(d = a) + f'(c2) (b — d)
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e dai

1£(0) = fa)l < [f'(e)l]d —al + |f(c2)| [b— d]
< max{|f'(c1)|, [/'(c2)[}(d — a) + max{[f(c1)|, [ /'(c2)[}(b — d)
< | ld=a+b—d)=f()|(b-a),

onde | f'(¢)| = max{[f'(c1)],|f"(c2)[}-

Esta demonstragao obviamente pode ser estendida ao caso em que f nao é

diferenciavel em mais de um ponto. O

Lema 2.3.4 Se f : [a,b] = R € uma fun¢ao continua em [a,b] e diferencidvel
em (a, b), exceto possivelmente em um numero finito n de pontos, entao existem
n+ 1 pontos ¢y, ca, -+ Cpy1 € (a,b) e n + 1 nidmeros positivos ay, g, -+, iy

tal que

QL+ g+ gy = 1

n+1

f(b) = fla) = (b—a) Y] a;f'(cy). (2.3.2)

j=1

Demonstragao. Suponhamos que existe um ponto d € (a,b) onde a fungao
f nao é derivavel. Aplicando o Teorema do Valor Médio (Teorema [2.0.1)) a

fungao f em [a,d] e [d,b] obtemos respectivamente

Somando estas duas desigualdades obtemos

fb) = fla) = f'(e)(d —a) + f'(c2) (b — d).
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Re-escrevendo esta igualdade obtemos

1) = @) = |§ 2 ) + )| 0= @
= [f(er) + 0o f (e2)] (b~ ),
onde
o = d—a o ay— b—d
b—a b—a

Claramente vemos que a1 + as =1, a; > 0 e ag > 0.
Esta demonstracao obviamente pode ser estendida ao caso em que f nao é

diferencidvel em mais de um ponto. o

Sejam f: I c R — R e pe I. Dizemos que p é um ponto fixo de f se
f(p) =p

Lema 2.3.5 (Lema da Contragao) Se f : [a,b] — [a,b] € uma fun¢ao

continua e f'(x) <1 para todo x € |a,b], entdo f tem um unico ponto fizo.

Demonstragao. FEzisténcia. Se f(a) = a, entdo a é um ponto fixo, ou se
f(b) = b, entdo b é um ponto fixo. Vamos supor que f(a) # a e f(b) # b.
Definamos ¢ : [a,b] — [a,b] por g(z) = f(x) — z. A fungdo g é continua em
[a,b] com g(a) = f(a) —a > 0e g(b) = f(b) —b < 0. Isto é, g(a) g(b) < 0.
Entdo do Teorema de Bolzano (Teorema (1.1.4])) segue que existe p € (a, b) tal
que g(p) =0, i.e., g(p) = f(p) —p = 0, ou equivalentemente f(p) = p, ou seja
p é um ponto fixo de f.

Unicidade. Suponhamos que existem dois pontos fixos de f, digamos p e q.
Podemos supor que p < ¢. Aplicando o Teorema do Valor Médio (Teorema

2.0.1) & f no intervalo [p, q] existe c € (p, q) tal que

f@%:ﬂm—f@) P=4q_
pP—q p—q

Mas isto contradiz a hipdtese f'(x) < 1 para todo x € [a,b]. Portanto, p = g.

O
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Teorema 2.3.6 (Desigualdade de Schur) Se z,y,2 >0 e A € R, entdo
(@ =y -2+ (y—2)ly—2)y" + (z —2)(z —y)2* =0,  (2.3.3)
com igualdade se, e somente se x =y = z.

Demonstragao. Sem perda de generalidade podemos supor que 0 < x <y <
z. Vamos considerar dois casos A = 0 e A < 0. Vamos demonstrar quando
A =0 ja que o caso em que A < 0 a demonstracao ¢é similar.

Observe que o lado esquerdo na desigualdade pode ser escrito como

(@ —y)(z —2)2* + (z = y)[(z —2)2" = (y —2)y’].

Isto nos leva a considerar a fungao f : (0,90) — R dada por f(t) = (t — x)t*.

A fungao é continua em [y, z], derivavel em (a,b) e
flla) =t + At — o)t =Mt + At —2)].
Entao pelo Teorema do Valor Médio existe n € (y, z) tal que
@) =)z —y = (z—2)2" =@y —2)y* =7 n+ An—2)] > 0.

Portanto,

(z—y)(z—2)2* + (z —y)[(z —2)2* — (y —z)y*] =0,

o que d& a desigualdade de Schur. =

As seguintes resultados foram estudados por C.Lupu e T.Lupu em [13].

Lema 2.3.7 ([13, Lema 2.2]) Se f:[0,1] — R é uma fun¢do continua com
f(1) =0, entao mostre que existe n € (0,1) tal que

f(n) = ff(:r)dx- (2.3.4)




2. Teorema do Valor Médio de Lagrange 89

Demonstracao. Consideremos a func¢ao h : [0,1] — R dada por

=zxe * E)ff(iﬁ)dt

A funcao h é derivavel em [0, 1] e

W(z)= (e —ze™™) ff (t)dt + xf(x)e™™

oo o)

Além disso, 1/(0) =0
- [ [ s ( | f<a:>da:f<1>)] -0,

Entao pelo Teorema de Flett, existe n € (0,1) tal que

h(n) — h(0)

h(n) = 70

a qual é equivalente a
T f@)dE—mn ( f(z)dz — )} =ne | f(t)dt
L[ of J

(o)

f(x)dx — f(n) = 0.

o%d

Desta tltima igualdade obtemos ([2.3.4)).
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Lema 2.3.8 ([13, Lema 2.4]) Se f:[0,1] — R é uma fun¢do continua com
1

§ f(x)dz = 0, entao mostre que existe n € (0,1) tal que
0

7
Jx f(z)dz = 0.
0

Demonstracao. Consideremos a fungao h : [0, 1] — R dada por

xoff dt—J (t)dt.

A fungao h é derivéavel em [a,b] e
= Jf tydt + xf(z) — xf(z Jf
0 0

Além disso, h'(0) = 0 = K'(1). Entao aplicando o Teorema de Flett (Teorema

2.1.1]) existe n € (a,b) tal que

h’(?]) _ f(n; : g(o)
ou equivalentemente
Dl (1) = h(n) — h(0) < 7 f f(@)dz =g f f(x)dz f £f (x)de

Observagao 2.3.9 Seja f :[0,1] — R uma fung¢ao derivdavel com as mesmas




2. Teorema do Valor Médio de Lagrange 91

hipdteses do Lema existe n € (0,1) tal que

nfn) = j £ f(z)dz.

0
De fato, primeiramente do Lema [2.3.8 eziste ng € (0,1) tal que § zf(x)dz = 0.
0

Agora consideremos a fung¢ao auziliar h : [0,1] — R dada por
h(z) =€ th(t)dt.
0
Claramente a fungdo h € continua em [0, 1], derivdvel (1,0) e
h(z) = —e* ftf(t)dx +efxf(r) =" |af(z) - th(t)dt
0 0

Por outro lado h(0) = 0 = h(ny). Logo, aplicando o Teorema de Rolle a fun¢do
h no intervalo [0,10], existe n € (0,m9) < (0,1) tal que h'(n) =0, i.e.,

W) =0 e | nfn) - j rf(x)ds | =0

< nfn) = f £ f ().

Observagao 2.3.10 Seja f : [0,1] = R uma fun¢ao continua com as mesmas
hipdteses do Lema existe n € (0,1) tal que

70
De fato, primeiramente do Lema [2.3.8 existe ng € (0,1) tal que § zf(x)dx = 0.
0
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Agora consideremos a func¢ao auziliar h : [0,1] — R dada por
h(z) = e~/ J LE(b)dt.
0

Claramente a fungao h € continua em [0, 1], derivdvel (1,0) e

T

B (z) =—e "f(x) th(t)dx +e/@rf(z) = e /@ | 2f(z) — f(z) th(t)dt

0

70

Por outro lado, h(0) = 0 e h(ng) = e=70) { xf(z)dtz = 0. Logo, aplicando o
0

Teorema de Rolle a fungdo h no intervalo [0,mn0], existe n € (0,n9) < (0,1) tal

que h'(n) =0, i.e.,

Lema 2.3.11 ([13, Lema 2.8]) Seja f : [0,1] — R wma fungdo continua

satisfazendo
1

flf(:v)dzv = fo(:v)d:v.

0

Entao existe n € (0,1) tal que
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Demonstracao. Considere a fungao h : [0,1] — R dada por

T) = xff(t)dt - ftf(t)dt.

A funcao h ¢ continua em [0, 1], derivavel em (0,1) e
Jf tydt + xf(x) — xf(x ff

Além disso, h(0) = 0 = h(1), segue do Teorema de Rolle que existe 1 € (0, 1)
tal que h/(19) = 0. Por outro lado como A/(0) = 0, segue do Teorema de Flett,
que existe n € (0,19) < (0,1) tal que

a qual é equivalente a

Ufnf(x)dx = T)j}f(x)dx— Jnxf(x)dx = jzxf(x)dx =

Teorema 2.3.12 ([13, Teorema 2.9]) Seja f : [0,1] — R wma funcao

continua satisfazendo
1 1
ff(ac)da: = fa:f(ac)da:.
0 0

Entao existe n € (0,1) tal que

n

nf(n) = f £ f(x)de

0

Demonstragao. Observe que do Lema [2.3.11] existe 79 € (0,1) tal que
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Agora, considere a funcao h : [0,1] — R dada por
0
t

A funcao h é continua em [0, 1], derivavel em (0,1) e

t t

h'(t) = —e* facf(x)da: +ettf(t) =e | tf(t) — fo(x)dx

0

0
Além disso, h(0) = 0 = h(no).

Entao pelo Teorema de Rolle, existe n €
(0,m0) < (0,1) tal que A'(n) =0, i.e.,

n

W) =0 e | nfn) ~ [ af@)dz | =0 nf) = [ of(@)d.

0

1
Lema 2.3.13 ([40]) Se f:[0,1] — R € uma fun¢ao continua com § f(x)dx

0, entao mostre que existe n € (0,1) tal que

0
n
1) = [ (a4 ) (o).
0

m
Demonstragao. Do Lema [2.3.8| existe n; € (0,1) tal que § zf(z)dxz = 0. Da

0
Observacao [2.3.9

2
| existe 15 € (0,1) tal que naf () = § af(x)dz.
0

Agora consideremos a funcao h : [0,1] — R dada por

h(z) = J(t2 +(1— 2)t) f(t)dt.
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A fungao h é derivavel em [0,1] e

h'(z) = J%[(tz + (1 —2)t)f(t)]dt + (2* + (1 — z)2) f(x)

=xf(x) — th(t)dt.

0

2

Além disso, #'(0) = 0 e W' (n2) = naf(n2) — § zf(x)dx = 0. Entao pelo Teorema
0
de Flett existe n € (0,72) < (0,1) tal que

ou equivalentemente

nh () = h(n) — h(0) =1 | nf(n) - f of(x)dz | = f (2 + (1 - n)a)f(x)de

No célculo da derivada de h na observacao anterior usamos a Regra de
Leibniz a qual nos permite derivar uma fungao definida por uma integral (veja
[21], Teorema 11.3, p.288]).

As seguintes aplicagoes foram estudadas por C.Lupu e T.Lupu em [13], onde
eles principalmente estudaram algumas propriedades de alguns operadores

integrais, os quais vamos definir a continuac¢ao. Para uma fungao ¢ € C([0,1])
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definamos o operador T por

T: C([0,1]) — C([0,1])
@ — T :10,1] — R

t = (Te)(t) =e(t) -

Oty

o(x)dx.

Analogamente para uma funcao 1) € C([0, 1]) definamos o operador S por

§: C(l0,1]) —C([o.1])
Wb ~ Sy :[0,1] - R

t = (SY)() = tp(t) — ) (w)da.

0

Teorema 2.3.14 ([13, Teorema 2.11]) Se f,g : [0,1] — R sdo fungoes
continuas, entao existem my,mz,m3 € (0,1) tal que
1

(1) §f(@)da (Tg)(m) =

0

(ii) (T)(n2) = (S1)(m2)-

g(x)dx (T f)(m).

Ol

1
(iii) Sf )dx (Sg)(n3) ISQ Ydx (S f)(ns).
0

Demonstracao. (i) Definamos a funcao A, : [0,1] — R por

m@%=ﬂ0fgwwm—ﬂﬂffwﬂx

A funcao hy é continua em [0,1] e

flhl(x)div = Jl [f(x) flg(w)dﬂﬂ —g(x) Jlf(év)dw] dx

0 0
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Do Lema [1.2.15] existe n; € (0,1) tal que hi(n) = § hi(z)dz, ie.,

(ii) Definamos a funcdo hy : [0,1] — R por ho(t) = (t — 1)f(t). A funcdo
hy é continua e hy(1) = 0, segue do Lema que existe 1y € (0,1) tal que
72
ha(na) = § h(z)dz, i.e.,
0

2

(e — 1) () = f<x ) f(@)dr < naf () — j £ f(2)dr = f() f f(2)dx

0

< (Tf)m2) = (Sf)(m).

(iii) Definamos a fungao hs : [0,1] — R dada por
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1

Facilmente vemos que a fungao hs é continua e Sh3 x)dx = 0. Pela Observagao
0

2.3.9} existe 3 € (0, 1) tal que n3h(ns) = S zhs(z)dz, i.e.,

n(n:sjlg )dz — g najf ) ’73( Jl
| | [ fl(ﬂf)

g(x)dr — n3g(ns ff xf(x)dx
0

Jlf(x)dx (ngg(ns) - ffﬂg(fﬁ)dl’) = Pg(w)drr (ngf (ns) — Tfﬂf (x)dx)

0

n3.f (13)

o%

()

o qual é equivalente a

1

jf@Mx@mxm>=fg@Mxevx%»

0

Teorema 2.3.15 ([13, Teorema 2.12]) Se f.g : [0,1] — R sdo funcoes

continuas, entdo existem my,ng € (0,1) tal que

1

a)yl—@f@ﬂxﬁ@ﬂm):Ql—xﬂxnvxm»

on51—x dx@@@ﬂ=§a—xmusnm»

Demonstracao. (i) Definamos a funcao hy : [0,1] — R por

1

m@%=ﬂﬂfﬂ—wh@ﬂm—ﬂﬂfﬂ—xﬁ@ﬂm

0 0
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A fungao hy é continua e

th4(x)dx - Jlf(x)dle(l — 2)g(x)dz — flg(:v)dx fu — ) f(z)d

0 0 0
1 1 1 1

= fo(:c)d:cfg(w)da: - ff(:c)da: fxg(x)dx (2.3.5)

8
=
2

QU

S

— o%»—t
—
|
ﬁ,
&
S
|
Qa
&
S
o%
H
|
H

xf(x)dxfg(x)d:c—flf(x)dxfxg(x)dx (2.3.6)

1 1
De (2.3.5) e (2.3.6) concluimos que Sh4 dr = th4 Jdr. Entdao pelo

Teorema [1.2.17], existe 1, € (0,1) tal que hy(n;) = S hy(x)dz, i.e.,

a qual é equivalente a

fl(l — ) f(z)dz [g(m) - Tg(fv)dfc] = fl(l —z)g(z)dz

0 0 0
1 1

fm) — Tf(@dﬂ?]

0

j (1 - o) f(x)dz (Tg)(m) = j (1 - 2)gla)dz (T ().

0 0

(ii) Aplicando o Teorema [2.3.12| & fungao hy do item (i) obtemos que existe
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72
1o € (0,1) tal que 1y hy(n2) = § wha(z)dr, ie.,
0

1 1

o f () f (1 - 2)g(a)dx — mag(m) f (1 - ) f(2)ds

_ Txf(:v)d:v Jl(1 — 2)g(z)dx — T:cg(:c)d:cjl(l — ) f(r)dx

o qual é equivalente a

f(l —x)f(z)dz [7729(772) - f:vg(fﬂ)d:r} = f(l — z)g(x)dz [nzf(nz) - Txf(x)dl"]

0 0 0 0

|- 2@ o) = |1~ 2g()ds (S

Generalizacao do Teorema de Sahoo-Riedel e
do Teorema de Cakmak-Tiryaki
Os seguintes resultados foram estudados por A.Mohapatra em [18]. Estes sao

generalizagoes do Teorema de Sahoo-Riedel (Teorema [2.1.10]) e do Teorema de
Cakmak-Tiryaki (Teorema [2.1.20)).

Teorema 2.3.16 ([18, Teorema 2.5]) Se f,g : [a,b] — R sao fungoes
derivdaveis em [a,b], entao existe n € (a,b) tal que

[9(0) ~ 9(@]g' B)[F) ~ f(a) = £ ()~ )]
= [1'0) = 7' @] [sn) — 9(@] [39n) — 9(@) =g n—a)]  (23.7)
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Demonstracao. Considere a fun¢ao M : [a,b] — R dada por

A fungao M é derivavel em [a, b] e

M'(z) = [g(b) — g(a)]¢' () f'(x) = [f'(b) — f'(a)][9(x) — g(a)]g'(x).

Além disso,

M'(a) = [g(b) — g(a)]g'(b) f'(a)

M (b) = [g(b) — g(a)|g' (0)£'(b) — [ £(b) — f'(a)|[9(b) — g(a)]g'(b)
= [9(b) = g(a)]g'®) [ f'(b) = F'(b) + f'(a)]
= [9(b) — 9(a)|g'(0) f'(a)

Assim, M’(a) = M'(b). Logo, pelo Teorema de Flett (Teorema [2.1.1]), existe
n € (a,b) tal que M(n) — M(a) = M'(n)(n —a), ie.,

Observagao 2.3.17 Se g(x) = = em (2.3.7) obtemos o Teorema de Sahoo-
Riedel

(b—a)[fn) = f(@) = O —a)] = [F0) = (@]l —al[ 11— a) = (n - a)]
(b= a)[f(n) = f(@) = S' (M0 — )] = =3[/'®) = f(@)] (0~ a)’

£0) = f(a) = Py —a) — 2L O = S(@)

2
2 b—a (n—a)”
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Teorema 2.3.18 ([18, Teorema 2.6]) Se f,g : [a,b] — R sdo funcoes

derivdveis em |a, b, entdo existe n € (a,b) tal que

[9(b) — g(a)]g'(a)[ f(b) — f(n) —

- Fm)(b—mn)]
= [f'(d) = f(a)] [9(n) — 9(b)] [%(

g(b) —g(n) —g'(n)(b— 77)] (2.3.8)

Demonstracao. Considere a fun¢do M : [a,b] — R dada por

A fungao M, é derivavel em [a, b] e

Mi(z) = [g(b) — g(a)]g'(a) f'(z) = [f'(b) — f'(a)][g(x) — g(b)]d (x).

Além disso,
Mi(a) = [g(b) — g(a)]g'(a) f'(a) = [ f'(b) — f'(a)][g(a) — g(b)]d'(a)
= [9(b) — g(a)] [9’(a)f’(a) +[f'(b) - f’(a)]g’(a)}
= [9(b) — g(a)]f'(b)g'(a)
M (b) = [g(b) — g(a)] f'(b)g(a)

Assim, M/ (a) = M} (b). Logo, pelo Teorema de Myers (Teorema|2.1.2), existe
n € (a,b) tal que My (b) — Mi(n) = Mi(n)(b—n), ie.,
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[}

Observagao 2.3.19 Se g(z) =z em (2.3.8) obtemos o Teorema de Cakmak-
Tiryaki

(b—a)[fO)—Ffm)—F ()b —n)] =[F®)—f ()] n—=0b)[ib-n) —(b-n)]

Os seguintes resultados sao variagoes dos Teoremas [2.3.16|e[2.3.18| (Teorema
2.5 ¢ Teorema 2.6 em [1§]).

Teorema 2.3.20 ([11]) Se f,g: [a,b] — R sdo fungdes derivdveis em [a,b],

entdo existe n € (a,b) tal que

[9(8) = 9(@)]" g B[ £(0) = f(@) = S (n) (1 )]
= [F0)=F @] —9(@)]" " | 2(9(n) = 9(@)) =g (N (n=0) |, n > 2. (2:3.9)

Demonstracao. Seja n > 2 e considere a fungao G : [a,b] — R dada por

G(x) = [9(b) = g(@)]" g (B)f() = L[ (B) = F(@)][g() — g(a)]".

A fungao G é derivavel em [a,b] e

G'(x) = [g(b) — g()]" g’ (0) f'(x) — [F'(b) — f'(a)][9(x) — g(a)]" " '¢'(x).

Além disso,
G'(a) = [9(b) — g(a)]" "¢ (b) f'(a)
G'(b) = [9(b) — g(a)]" g (®) £'(b) — [£'(b) — £'(@)][9(b) — g(a)]" "' (b)
= [g(b) — 9(@)]" g O)[F'(b) — (f'(b) — f'(a))]
= [9(b) — g(a)]""'g'(b) F'(a).
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Assim, G'(a) = G'(b). Logo, pelo Teorema de Flett, existe n € (a,b) tal que

G(n) —G(a) =G'(n)(n —a), ie,

[9(6)=g(@)]" g (0) ()= £ [£' (1)~ F'(@)][9(n) —g(a)]" = [9(b)—g(a)]""" g (b) f ()
= [[g(b) g(@)]" g B f () = [F(0) — F'(@)][g(n) —g(a)]"_lg’(n)](n—a)

< [a(b)—g(a)]""g/( [f n) — f(a) < )(n—a)]

[£/06)=F @]9 —g(@)]"” 1[% ~ 9(a)) ¢ () - a)]

Observagao 2.3.21 Se g(z) = = em (2.3.9), entdo obtemos a variagcio do
Teorema de Sahoo-Riedel (Teorema [2.1.12))

(b—a)[f(n)~ F@)—f ()(n = )] = [ (D)~ (@] (g — @) [ (1-0)~ (n—0)]

F =10~ )y — ) =~ L e

=)= —a) - L0 oy

Teorema 2.3.22 Se f, g : [a,b]

— R sdo fungoes derivdveis em [a,b], entao
existe n € (a,b) tal que

[9(a) = g9 @[ £ (6) = Fn) = £/ ()b = )]
= [7'®) = F@]lom) — 9®]" | Lo - g(@) + ¢ G -n)]. (2:310)

Demonstragao. Seja n > 2 e considere a fungao G : [a,b] — R dada por

Gi(x) = [g(a) = g®)]"' g (@) (@) + L[ (B) = ()] [g(x) — g(B)]".

A fungao G é derivavel em [a, b] e

Gi(x) = [gla) — g®)]" "' (a) f'(x) + [f'(b) — f'(@)][9(z) — 9(0)]"'¢'().
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Além disso,
Gi(a) = [g(a) — g(®)]" g (@) f'(a) + [F'(b) — f(@)][9(a) — g(®)]" ' ¢'(a)
= [g(a) — g®)]" g (@)[f'(a) + F'(b) — F'(a)]
= [g(a) — g(®)]" "¢/ (a) f'(b)
Gi(b) = [g(a) — g®)]" "' (a) f'(b)

[9(a)—g(®0)]" " g (@) F(B)—[9(a) — g®)]" "' (@) f() = [f(6)— F' ()] [9(n) —g(b)]"
- [[g<a> — O] g @) f () + [F0) - f(@)][g(n) - g<b>]"*g/<n>]<b — )
= [9(@)=g®)]" g @[ &) = ) = £ )~ n)]

7)1 @]9t —g®)]"" [ (9t —9(®) + g'(n)(b—m) |

I
—

Observagao 2.3.23 Se g(x) = x em (2.3.22)), entao obtemos a varia¢io do
variag¢io do Teorema de Cakmak-Tiryaki (Teorema [2.1.21)

)= = -+ AL
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(ii) Se n € impar, de (2.3.11) obtemos

FO = T = Fao =) + T e

De (i) e (ii) obtemos a equagao (2.1.25)) do Teorema [2.1.21],

2.4 Exercicios

1. Seja f(x) = asz?® + a1z + ag, onde a; € R, j = 0,1,2. Mostre que ponto

n do Teorema do Valor Médio aplicado & fungao f em [a,b] é o ponto

médio %+t
2. Sejam a,b € R com 0 < a < b. Use o Teorema do Valor Médio para
mostrar

na" '(b—a) <b" —a” <nb" '(b—a), VneN

3. Use o Teorema do Valor Médio para mostrar

1 1
— < Vm+l-ym<-——, ¥VmeN.
5 m—|—1< m m<2 - m e

4. Use o Teorema do Valor Médio para mostrar

1 1
w<(m+1)1/3— < —— VYmeN.

3m2/3’

ml/3

5. Use o Teorema do Valor Médio para mostrar que

4 3 13 7 20 9

19 13 4 17 _ ~1/3 _ 23 1298 13 _ 25
(b) 1—6<2/ <3 §<7/ <B ¢ i <93 < B

6. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua em |a, b], derivavel em (a,b) e

f(z) > 0 para todo z € [a, b]. Mostre que existe n € (a, b) tal que

£ — olt—9) &
f(a) '




2. Teorema do Valor Médio de Lagrange 107

7. Sejam a > 0 e f : [0,a] — R uma fun¢do continua. Se § f(z)dz = 0,
0
n
entdo mostre que existe n € (0,a) tal que {zf(z)dx = 0.
0

8. Seja f :[0,1] - R uma fungao continua satisfazendo

1

Jlf(x)dx _ fxf(x)dx.

0

Mostre que:
"
(a) existe n € (0,1) tal que n?f(n) = §xf(z)dx.
0
7
(b) existe n € (0,1) tal que {zf(x)dz = 0.
0
9. Seja f:[0,1] - R uma fungao continua satisfazendo

Jlf(a:)dx = fle(q;)dx

0

Mostre que:
n
(a) existe n € (0,1) tal que f(n) = § f(z)dz.
0

(b) existe n € (0,1) tal que nf(n) = \zf(x)dz.

Oty 3

10. Seja f :[0,1] — R uma funcao continua satisfazendo

ff(m)da: = fxf(a:)dx.

Mostre que:
(a) existe n € (0,1) tal que f(n) = h'(n) gf(x)dx
0
)

(b) existe n € (0,1) tal que nf(n) = h'(n }xf(x)dx
0




108 2.4. Exercicios

11. Seja f : [a,b] — R uma funcdo derivivel em [a,b] com f’ continua em
[a, b] tal que existe xq € (a, b] com f'(z) = 0. Mostre que existe x € (a, b)
tal que

f&) — fla)

() = B —

12. Mostre que a’® 4+ b* > 1 para todo a,b > 0.

13. Sejam a,b,ce R coma <b < ce f:[a,c] > R uma funcao derivavel.
Mostre que existem & € (a,b), n € (a,c), & < n tal que f(b) — f(a) =
(b—a)f'() e flc) = fla) = (c—a)f'(n).

14. Seja f : [a,b] — R uma funcao derivdavel com f’ continua em [a,b].
Mostre que se existe ¢ € (a, b] tal que f'(c) = 0, entdo podemos encontrar

¢ € (a,b) tal que
f() = f(a)

- (0.
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