Tépicos em Dinamica Aritmética

VI Coléquio de Matematica da Regiao Centro-Oeste
Professor: Lucas Reis (UFMG)

Sobre as notas: Estas notas de aula visam apresentar uma versao expandida e
detalhada do conteido que serd abordado ao longo das trés aulas do minicurso ” T'épicos

em Dinamica Aritmética” no VI Coléquio de Matematica da Regiao Centro-Oeste.

1 Introducao e definicoes basicas

Comegamos com uma definicao fundamental.

Defini¢ao 1.1. Um sistema dinamico finito (SDF) é um par (X, f), onde X € um

conjunto finito e f: X — X € uma funcao qualquer.

Apesar da definicdo acima ser bem ampla, estaremos interessados em SDF’s com
estruturas algébricas. Por exemplo, podemos tomar X = Z, como o anel de inteiros
modulo n e f uma funcao polinomial qualquer. A seguir, temos algumas definigoes

béasicas associadas a um SDF.

Definigao 1.2. Seja S = (X, f) um SDF e a € X. Denotamos por f'™ a m-ésima
iterada de f. Em outras palavras,
Foa) = f(- fla) ).

N——

m Vezes

Por convengio, temos f(0(a) = a.

1. O elemento (ou ponto) a € X é puramente periédico se eziste um inteiron > 1
tal que f(")(a) = a. Neste caso, o menor inteiro positivo com tal propriedade € o

periodo de a. Sen =1, diremos que a é um ponto fixo de (X, f).

2. O pré-periodo de um elemento a € X € o menor inteiro nao negativo m tal que

™) (a) é puramente periddico.



3. A érbita de a € X ¢ o conjunto Of(a) = {a, f(a), f?(a),...} C X e a érbita
inversa de a € X € o conjunto

07(a) = | Jfb e X | f9 ) = a} C X.

j>1
Observemos que, uma vez que X é finito, o pré-periodo de um elemento é sempre
bem definido. Vamos a um exemplo.

Exemplo 1.3. Considere o anel X = 715 = {0,1,...,11} e f : a — a®+1. Um cdlculo

direto nos dd o sequinte:

(i) os pontos puramente periddicos sao 2 e 5;

(11) O¢(3) = {3,10,5,2} e o pré-periodo do ponto 3 € Zo € igual a 2;

(iti) O;>(2) = O;7°(5) = Z1a.
1.1 Operagoes com SDF’s, e algumas classes importantes

Podemos definir duas operagoes bésicas entre dois SDF’s.
Definicao 1.4. Dados (X, f) e (Y,g) dois SDF’s, definimos

1. a soma (direta) como sendo o SDF f®g: X UY — X UY, onde

) fla) seac X,
(f®g)(a)_{g(a) seacy.

2. o produto (direto) como sendo o SDF fxg: X XY — X XY, onde (f xg)(a,b) =
(f(a), g(b)).
Definimos ainda quando dois SDF’s sao conjugados.
Defini¢ao 1.5. Dois SDF’s (X, f) e (Y,g) sao conjugados se existir uma bije¢ao
7:X =Y tal que f=n"togom, isto é, mof=gom.

Claramente, se dois SDF’s sdo conjugados, os conjuntos X,Y possuem a mesma

cardinalidade. Além disto, é simples de verificar que tal relacdo de conjugacdo, é uma

relacdo de equivaléncia.



Exemplo 1.6. Os SDF’s (a — a® + 1,Z13) e (a — a® + 2a + 1,Z13) sio conjugados:
tome m : Z12 — Z1a com w(x) = x £ 1 (dependendo de qual dire¢cdo a conjugagao estd

sendo considerada).

Para o objetivo deste minicurso, serd importante ainda definir duas classes de SDF’s.
Definicao 1.7. Um SDF (X, f) é:

1. bijetivo se a funcdo f: X — X € uma bijecao;

2. nilpotente se existir r € X tal que f(r) =7 (i.e., r é um ponto fizo de (X, f)) e

para todo a € X, existe m > 1 tal que f™)(a) =r, ou seja,

Neste caso, o ponto r € X é o atrator de (X, f).

Exemplo 1.8. Seja X =Zg, f:ar 5a e g:aw— 3a. Entdo (X, f) é bijetivo, e (X, g)

€ nilpotente com atrator 0 € Zg.

Exemplo 1.9. Seja ¢ € X, f : a — ¢ a funcao constante igual a c, entio (X, f) €

nilpotente com atrator c.



2 O Grafo funcional de um SDF

Para cada SDF, podemos associar um grafo (direcionado), como segue.

Definicao 2.1. O grafo funcional de um SDF (X, f), denotado por G(f/X), é o

grafo direcionado com conjunto de vértices X e arestas direcionadas a — f(a).

Importante: Ao longo do texto, ndo faremos distingdo do elemento a € X e o vértice
de G(f/X) associado a ele.

A seguir temos imagens dos grafos funcionais de alguns SDF’s (obtidas usando o

software SageMath).
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Figure 1: O grafo funcional G(a — a® + 1/Z3).
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Figure 2: O grafo funcional G(a — 3a + 1/Zy).



s
v vl —
A ;

Figure 3: O grafo funcional G(a — 2a/Zag).
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O grafo funcional G(f/X) nos dé diversas informagcoes sobre o sistema dinamico

(X, f):

1. aérbita Of(a) de um ponto a € X é descrita pelo maior caminho no grafo G(f/X)

partindo do vértice a (e seguindo as diregoes das arestas).

2. um ponto a € X é puramente periddico se, e somente se, existe um caminho que

parte do vértice a e retorna para o mesmo (seguindo as diregoes das arestas).

3. o pré-periodo de um ponto a € X é exatamente o ”comprimento” do caminho

saindo de a para chegar em um ponto puramente periédico.

4. se o ponto a € X é puramente periédico, sua 6rbita inversa O;oo(a) compreende
exatamente os elementos que aparecem na componente conexa de G(f/X) que

contém a.

Importante: A estrutura geral das componentes (conexas) de um grafo funcional é a
seguinte: temos um ”grafo ciclico” (correspondendo aos pontos puramente periédicos),
e em cada vértice de tal grafo temos uma arvore ”pendurada’.




2.1 Grafos direcionados e operagoes

Para um grafo direcionado G, escrevemos G = G(V, E), onde V é o conjunto de vértices
de G e E é o conjunto de arestas direcionadas de (G. Vamos considerar aqui somente
grafos finitos, onde de cada vértice ”sai” exatamente uma aresta direcionada. Temos

a nogao classica de isomorfismo de grafos.

Defini¢ao 2.2. Dois grafos direcionados G1 = G1(V1,E1) e Go = Go(Va, Es) sao
isomorfos se existe uma bijecdo entre seus conjuntos de vértices que preserva ad-
jacéncia, isto €, se existe bijecao w: Vi — Vo tal que, para quaisquer u,v € Vi wvale que

u— v € E; se, e somente se, m(u) — mw(v) € Es.
Temos duas classes importantes de grafos a serem definidas.

Definigao 2.3. 1. Um ciclo de comprimento n, denotato por Cyc(n), € um grafo

com vértices vy, ...,v, € arestas v; — viy1 (indices tomados mddulo n).

2. Uma drvore (direcionada) T é um grafo direcionado, conezxo contendo somente um
ciclo, cujo comprimento € exatamente 1. Neste caso, o elemento v € V pertecendo
a tal ciclo € a raiz de T. Denotamos T* o grafo obtido ao deletar tal ciclo e, por

simplicidade, também chamaremos T de drvore.

3. Dada uma drvore direcionada T e um inteiro positivo m, denotamos por Cyc(m,T')
o grafo obtido ao "pendurar” em cada vértice de Cyc(m), uma "copia” de T*. Em

outras palavras, cada vértice de Cyc(m) serd a raiz de uma drvore isomorfa a T*.
Podemos definir as seguintes operagoes em grafos direcionados.

Definicao 2.4. Dados dois grafos direcionados G = G(V,E) e H = H(U, Ey), defini-

mos:

1. A soma direta G ® H como sendo o grafo com vértices V U U e arestas dire-
cionadas E'U Ey (ou seja, sé estamos considerando a "uniao” dos grafos). Para

cada inteiro positivo n, definimos



nxG=Gd --dG.
—_————

n vezes

2. O produto tensorial G ® H como sendo o grafo com vértices V- x U e arestas

direcionadas (g, h) — (go, ho), onde g — go € E e h — hg € Ey.

O seguinte lema nos d4 algumas propriedades importantes das operagoes em grafos.

Lema 2.5. Sejam m,n inteiros positivos, G1, Ga, G3 grafos direcionados e T uma drvore

direcionada. A menos de isomorfismo, os sequintes valem:
1. G1® Gy = G2 ® Gy
2. G1® (G2 ®G3) = (G1 ® G2) ® (G1 ® G3);
3. Cyc(m) ® Cyc(n) = mdc(m,n) x Cyc(mmce(m,n));
4. Cyc(m) @ T = Cyc(m,T).
2.2 SDF’s e grafos funcionais
O seguinte teorema nos da relagoes interessantes entre SDF’s e seus grafos funcionais.
Teorema 2.6. Sejam (X, f) e (Y,g) dois SDF’s. Entao os sequintes valem:
1.G(fog/XUY)=G(f/X)dG(g/Y);
2. G(f xg/X xY)=G(f/X)®G(g/Y);

3. (X, f) e (Y,g) sao conjugados se, e somente se, os grafos funcionais G(f/X) e
G(g/Y) sao isomorfos.

Demonstragao. Os itens 1 e 2 seguem diretamente da definicao de soma e produto (de
SDF’s e grafos direcionados). Para o item 3, observemos que as arestas de X (resp.
de Y) sao a — f(a) com a € X (resp. a — g(a) com a € Y). Logo uma bijecao
m: X — Y preserva adjacéncia entre os grafos G(f/X) e G(g/Y) se, e somente se,
m(f(a)) = g(w(a)) para todo a € X. Em outras palavras, m o f = g o7, ou seja, (X, f)
e (Y, g) sdo conjugados. O



O seguinte lema nos d4 informagcao sobre o grafo funcional de certos SDF. A prova

fica como exercicio.

Lema 2.7. Seja (X, f) um SDF. Entao os sequintes valem:

1. (X, f) € bijetivo se, e somente se, toda componente conexa de G(f/X) é da forma

Cyc(m);

2. (X, f) € nilpotente se, e somente se, G(f/X) é uma drvore. Neste caso, a raiz da

drvore corresponde ao atrator de (X, f).

2.3 Uma classe especial de arvores direcionadas

Seja v = (v1,..., V) uma sequéncia nao crescente de inteiros positivos, i.e., 1 < v;41 <

v;. Para tal sequéncia v, podemos associar a seguinte arvore 7,:

1. comegamos com T,,( ) a drvore com vy vértices direcionados a um vértice (raiz);

2. para cada 2 < ¢ < k, seja T,,(i) a arvore obtida da seguinte maneira: tome v

vértices direcionados a um vértice (raiz) e, para cada j = 2,...,i — 1, "pen-
- . . i—1 .
duramos” em v; — vj 1 destes vértices, drvores isomorfas a TZE] ), além de "pen-

i [ . i—1
durar” em v; dos vértices restantes, arvores isomorfas a T,S ),

)

3. A arvore 7T, é obtida a partir da drvore T, ,5 , ao deletar um vértice direcionado

(k=1)

a raiz que tenha pendurado uma &rvore isomorfa a Ty , € adicionar um loop

(ciclo de comprimento 1) a raiz.

Na Figura |4, temos uma representacao desta construcao indutiva quando k = 4

(omitindo as diregoes das arestas e o loop na raiz).
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Figure 4: Construgao recursiva de 7, quando v = (vq,ve, V3, 1y).

Na Figura temos um exemplo numérico (omitindo as diregdes das arestas e o loop

na raiz).

Figure 5: A arvore 7306 2)-



Importante: Quando todos os termos da sequéncia sao iguais, vemos um comporta-
mento "fractal” na &rvore: se d > 1e v = (d,...,d), entdo T, é a arvore obtida pelas
——

n vezes
seguintes operagoes O(i),1 <i < n:

1. O(1) consiste em adicionar d — 1 vértices & um vértice com loop (raiz);

2. para cada 2 < i < n, O(i) consiste em adicionar d vértices direcionados a cada
um dos vértices novos criados no passo O(i — 1).

A Figura |§| exemplifica este processo para d = 2 e n = 6 (omitindo as direcoes das
arestas e o loop).

Figure 6: A arvore 7?272,272’2,2).

O lema a seguir nos dé algumas propriedades bésicas das arvores 7.

Lema 2.8. Sejav = (v1,...,v) uma sequéncia nao crescente de inteiros positivos com

v > 1. Entdo os sequintes valem:

1. A drvore T, possui vy ---vy vértices (e arestas), e possui profundidade k (i.e., o

vértice mais distante da raiz corresponde a uma distancia k).

2. Sev* é uma sequéncia qualquer obtida a partir de v, acrescentando 1’s nas ultimas

coordenadas, entdo T, = Tyx.

Demonstracdo. O item 2 se verifica diretamente pela definicao de 7,,. O item 1 se verifica

por inducdo em k (utilizando fortemente a construgao recursiva da arvore 7). O
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O item 2 do lema anterior nos diz que, a partir de uma sequéncia v, podemos definir
varias sequéncias ”equivalentes” (no sentido que elas geram as mesmas arvores). Em

particular, podemos definir o seguinte produto.

Definicao 2.9. Sejam v = (v1,...,v;) e w = (wi,...,wn) duas sequéncias nao cres-
centes de inteiros positivos tais que m > k. Definimos o produto estendido de v e w
por

]/*w:(Vl-(,U1,...,Vk'Wk;,wk+17"'7wm)'

Em outras palavras, pegamos a sequéncia de menor comprimento, completamos com

17s e fazemos o produto coordenada a coordenada (agora bem definido).

Observamos que v * w ainda define uma sequéncia nao crescente de inteiros posi-
tivos. Em particular, podemos definir a arvore 7T,.,. O seguinte teorema nos da uma

importante informagao sobre esta drvore em termos do produto tensorial.

Teorema 2.10. Sejam v,w duas sequéncias nao crescentes de inteiros positivos, entao
temos que

77/®7:J:77/*w

Em outras palavras, o produto tensorial das drvores associadas a v e w € igual a drvore

associada ao produto estendido v * w.

A prova do teorema anterior, apesar de elementar (usamos o principio de indugao
duas vezes), é um pouco técnica e evitaremos discutir aqui. Para mais detalhes, ver a

Subse¢ao 2.3 em [5].
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3 SDF'’s lineares

Nesta secao discutiremos a descricao do grafo funcional associado a SDF’s lineares, que
basicamente ¢ uma expansao do trabalho desenvolvido em [6] (com linguagem mais
moderna e provas mais detalhadas).

Naturalmente, consideramos espagos vetoriais sobre um corpo finito.

Definicao 3.1. Seja ¢ uma poténcia de primo e Fy, o corpo finito com q elementos.
Um sistema dindmico finito linear (SDFL) é um par (V,T), onde V é um espago

vetorial de dimensao finita sobre g e T : V — V' € uma transformacao linear.

A seguir, vamos resumir o procedimento para determinar os grafos G(T'/V): uti-
lizando de resultados de Algebra linear, iremos decompor (sucessivamente) o espago V'
como soma direta de subespagos T-invariantes (T(U) C U), onde a restrigao Ty = T'|y
possui propriedades "boas”, facilitando a descrigdo de G(Tp/U). No final, utilizaremos

o seguinte corolario imediato do Teorema |2.6

Corolario 3.2. Seja V=V @ --® Vy, e seja T; a restricao de T em V;. Entdo

m

G(T/V) = Q) G(T;/Vi).
i=1
Vamos comegar com uma primeira reducao nesta direcao.
Lema 3.3. Dado um SDFL (V,T), o conjunto
U= [J{ueV|T"™ () =0},
m2>0

¢ um subespago T-invariante e temos que V. = U®W para algum subespaco T-invariante

W tal que a restricio de T em W € uma bijecao. A decomposicao V. =U & W € a
T-decomposicao de V.

Demonstragao. O fato de U ser um espaco vetorial T-invariante segue diretamente da
definicdo de U. Observamos também que W é simplesmente o espaco completamento
de U para V. Em particular, W é T-invariante e W N U = {0}. Para mostrar que a
restricdo de 7' em W é uma bijecao, basta mostrar que ker(7)NW = {0}. Ora, o ultimo
decorre do fato de que kerT C U e WNU = {0}. O
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Obtemos o seguinte resultado.

Lema 3.4. Seja (V,T) um SDFL e seja V. =U @& W sua T-decomposicio. Seja Ty, Ts

as restricoes de T’ em U e W, respectivamente. Entao os sequintes valem:
(i) T=G(T1/U) é uma drvore;
(ii) G(To/W) € da forma @le Cyc(my);

(#ii) para a drvore T no item (i) e os mesmos inteiros m; no item (ii), temos que
d
G(T/V) = @ Cyc(m;, T).
i=1

Demonstragao. Pela definigao de U, temos que (U, T7) é nilpotente com atrator 0 € U
e (W, Ty) é bijetivo. Pelo Lema obtemos os itens (i) e (ii). O item (iii) segue
diretamente do Coroldrio e o Lema 2.5 O

Em particular, o lema anterior nos diz que G(T'/V') possui simetria (as arvores
"penduradas” sao todas isomorfas entre si). O objetivo agora é descrever a arvore T e

os inteiros m;. Trataremos primeiro da arvore T.

3.1 SDFL’s nilpotentes

Observamos o seguinte: se 7' : V — V ¢é nilpotente, i.e., se existe n > 0 tal que
T (v) = 0 para todos v € V, entdo existe uma base na qual a representagdo matricial
de T se decompoe em blocos de Jordan (autovalor= 0). Vamos olhar primeiramente o

caso em que tal matriz possui um tnico bloco de Jordan.

Lema 3.5. Seja F, o corpo finito com q elementos e sejaT : V — V uma transformagao
linear nilpotente sobre V', um espago vetorial de dimensdo D. Se existe uma base na

qual a representacao matricial de T compreende um unico bloco de Jordan, entdo

G(T/V) = 7-AD7
onde Ap = (q,...,q) € Ta, € dada como na Subsec. .
D
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Demonstracdo. Diretamente verificamos que a equacao Tv = 0 define um subespaco de
dimensao 1 em V', logo tal equacao possui g solucoes. Em particular, para todo u € V,
a equacao Tv = u possui 0 ou ¢ solugoes. Por hipdtese, D é o menor inteiro positivo
tal que T(P)y = 0 para todo v € V. Logo G(T/V) é uma arvore de ”profundidade” D,
onde em cada vértice é direcionado no méximo ¢ arestas. Pelo Lema 2.8 T, também
é uma arvore de profundidade D, e observamos que para cada vértice de profundidade
0 < j < D, temos q arestas direcionadas. Logo concluimos que G(T'/V') é um subgrafo
de Ta,. Entretanto, ambos os grafos possuem ¢" vértices e ¢" arestas (este fato para

Ta,, segue do Lema [2.8), e entdo devemos ter a igualdade G(T/V) = Ta,,. O
Obtemos entao o seguinte resultado.

Teorema 3.6. Seja F, o corpo finito com q elementos e seja T : V. — V uma trans-
formacdo linear nilpotente sobre V, um espago vetorial de dimensdo n. Se existe uma
base na qual a representagdo matricial de T' compreende blocos de Jordan de tamanhos
D <--- < Dy, entao

G(T/V) - 7;7«T,U7

_ (,F k k-1 k—1 7 ) 5
ondenry = (q",...,¢", ¢ ~,....¢" ", ..., q,...,q oies Gees @) €Tnp €
~ —_—— ——
D1 vezes Do—D; vezes Dy ijy1—Dy_; vezes Dy —Dy,_1 vezes

dada como na Subsec. [2.3.

Demonstracdo. Para cada 1 < i < k, seja V; o subespaco de T-invariante correspondente
ao bloco de Jordan de tamanho D;. Logo V = @le Vi e entao, se T; é a restrigao de T’

em V;, o Lema nos dd G(T;/V;) = ’7?4]32,. Por outro lado, o Coroldrio nos diz que

k

G(T/V) = Q) G(Ti/ Vi),
i=1
logo
k
G(T/V) =R Tap, = To
i=1
onde v = Ap, *x---*x Ap, e usamos o Teorema Um célculo direto nos da que

v=nru- ]
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Exemplo 3.7. Seja V = Fg e sejaT : 'V — V a transformacao linear cuja repre-

senta¢ao matricial (em alguma base) seja

000000
001000
4_|000000
000010
000001
0000 0 0

Temos D1 =1,Dy =2, D3 = 3 ¢ entao
G(T/V) = 7ﬁ(8,4,2)‘

Utilizando o software SageMath, consequimos produzir o grafo G(T/V).

b

Figure 7: A arvore (g 4.2)-

3.2 SDFL’s bijetivos

Para a descricao de SDFL’s bijetivos, precisaremos de mais algumas ferramentas de

Algebra Linear.

3.2.1 Subespagos invariantes minimais

Comegamos com a seguinte definigao.
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Definicao 3.8. Dado (V,T), ve V e f € Fy[z] com f(x) = Z?:o a;x, definimos

e Ly ={g € Fyla] [ g(T) - v = 0}.
Com a defini¢do acima, vemos que V' possui uma estrutura de F,[z]-médulo:

Lema 3.9. Dados (V,T),v eV e f,g € Fy[z], os sequintes valem:
L (f+9)(T)-v=f(T) v+g(T) v;
2. (f xg)(T)-v=f(T)-(g9(T)-v).
Em particular, I, € um ideal (nao nulo) de Fy[z].

Demonstracdo. As propriedades 1 e 2 podem ser verificadas diretamente, utilizando o
fato de que T' ¢é linear. Em particular, segue da defini¢do que I,; é um ideal. Se F(x)
é o polinomio caracteristico de T': V' — V', o Teorema de Cayley-Hamilton nos diz
que F(T)-v = 0 para todo v € V. Logo F(x) € I, para todo v € V, i.e., I, 7 é nao

nulo. O

Por um argumento de divisao euclidiana, I, 7 € o conjunto dos multiplos de um

polinémio moénico m,, (), que é simplesmente o gerador deste ideal.

Defini¢ao 3.10. O gerador (monico) de I, 7 € o polinémio minimal de T' com re-
speito a v € V. Denotaremos tal polinémio por m,r(x). Dado U C V subespaco

vetorial, definimos my(x) como sendo o gerador monico do ideal

Iy ={g € Fylz] | g(T) -u=0,Yu e U}.
Observagao 3.11. O polinémio my,r(x) € simplesmente o MMC dos polinémios my, 7(x)
comu € U. Além disto, temos que g(T) - u = 0 se, e somente se, m, r(x) divide g(x).

Exemplo 3.12. Seja V = Fg, T:V =V definida por T(a,b) = (a,a+b). O polinémio
caracteristico de T é (x — 1)%. Temos mor(z) = 1, myr(z) = 2 — 1 para v = (0,b)
com b # 0 e myr(x) = (x — 1)? para os elementos restantes de V. Em particular,

myr(z) = (x — 1)2.
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No exemplo anterior, vimos uma transformacao linear com a seguinte propriedade:
o polinémio caracteristico coincide com o minimal, e é igual a uma poténcia de um
polinémio irredutivel. O seguinte resultado de Algebra Linear nos diz que sempre pode-
mos decompor nosso espago de maneira que a restricao de T' em cada um dos subespacos

possui tal propriedade.

Teorema 3.13 (Forma racional). Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre
um corpo F e T : V. — V uma transformagdao linear. FEntao podemos escrever V. =

B, Vi, onde cada V; tem as seguintes propriedades:
1. V; € T-invariante, i.e., T(V;) C Vi,

2. my, r(x) € um polinémio da forma p(x)*, onde p(x) € Flx] € irredutivel, monico

tal que a dimensdo de V; € igual a s - deg(p(x)).

Em outras palavras, V se decompoe em subspespacos T-invariantes, onde a restrigdao
de T em cada subespaco € uma transformacdo linear cujo polinémio caracteristico e

mintmal coincidem, e sao iguats a poténcia de um polinomio irredutivel sobre F.

Observacgao 3.14. Se F ¢ algebricamente fechado, todo polinomio monico irredutivel é
da forma x — a,a € F. Logo cada espaco V; no teorema anterior corresponderia a um
"bloco de Jordan” ao representar T em forma matricial. Em particular, o teorema ante-
rior pode ser visto como uma generalizacdo do Teorema de Jordan para transformacies

lineares sobre um corpo (nao necessariamente algebricamente fechado)
3.2.2 SDFL’s bijetivos minimais

J4 vimos que o grafo funcional de um SDF bijetivo se decompde em ciclos Cyc(m) e ja
sabemos como calcular Cyc(m) ® Cyc(n) = mdc(m,n) x Cyc(mme(m,n)). Logo, pelo
Teorema [3.13], basta considerar os subespagos "legais” que aparecem no resultado de

decomposicao de tal teorema.

Teorema 3.15. Seja V' um espaco de dimensao finita sobre o corpo finito Iy de q ele-

mentos e seja T : V — V uma transformacao linear bijetiva. Suponha que o polinémio
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caracteristico e minimal de T coincidem e sao iguais a f(x)®, onde f(x) € Fylz] € um

polinéomio monico irredutivel de grau d. Entdao temos que

G(T/V) = Cyc(1 @ ( Ord_

onde ord(f(x)") é o menor inteiro positivo M tal que f(zx)" divide 2™ — 1.

d(i—1)

x Cyc(ord(f ()" ))) ;

Demonstragao. Como d = deg(f(z)), temos que V possui dimensao ds, ou seja, V
possui ¢% elementos. Lembremos que o polindmio minimal de T' é simplesmente o
MMC dos polinémios minimais m,, 7(x),v € V. Como tal polinémio é uma poténcia de
um polinémio irredutivel, devemos ter m,, r(z) = f(x)® para algum w € V.
Afirmacao 1. Seja w € V como antes. Entdo para todo v € V existe um unico

polinémio h(x) = hy(x) no conjunto

Cas = {g € Fy[z]| deg(g) < ds},

f(@)*

mde(f(z)*,ho(x)) *
Prova da Afirmagao 1. Como my, r(z) = f(x)®, um polinémio de grau ds, segue que

tal que v = h,(T) - w. Neste caso, temos que m, (z) =

os elementos TWw com 0 < i < ds — 1 sdo linearmente independentes. Logo o espaco
gerado por eles tem dimensao ds, a dimensao de V. Em particular, todo elemento de
V' é combinagao linear destes elementos, e tal combinagao é tnica. E direto de verificar
que cada combinagao corresponde a uma expressao ¢(7') - w com g(x) € Cqs.

Para a igualdade de polinémios, tome v = h(T') - w. Observe que g(T)-v =0 se, e

somente se,
(g x h)(T) -w=0.

Como my, 7(z) = f(x)®, a ltima igualdade ocorre se, e somente se, f(z)* divide g(x) -
h(z), i.e., m divide g(z). Como queremos o g(z) = my r(z) nao nulo,
monico e de menor grau possivel, concluimos que

O
mde(f (z)%, ho(z))

Observe que, para todo v € V, temos que m,, r(z) = f(z)? para algum 0 < j < s.

My, () =
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Afirmacgao 2. Para cada 1 < i < s, seja & o conjunto dos elementos v € V tais
que my () = f(x)'. Entdo & tem cardinalidade ¢ — ¢~ e T(&) = T~H(&) = &;.
Em particular, os elementos de & compreendem componentes conexas de G(T/V').

Prova da Afirmacdo 2. Pela Afirmacao 1, observamos que v € ngl &; se, e somente

’ f(z)*
mde(f (2)*, hry (@)

com i < j. Em outras palavras, mdc(h,(x), f(x)®) é divisivel por f(x)*~7. O tltimo é

= f(z)",

equivalente a h,(z) = f(z)*~/ - F(x) com
deg(F(x)) < ds—d(s—j) =dj.

Como F(z) € Fyz], temos q¥ escolhas para F(z). Logo ngl& possui ¢¥ elementos
e entdao & tem cardinalidade ¢% — ¢@(—1).

Observe que, se v = hy(T) - w, entao
Tv=T(hy(T) -w)=H(T) - w,
onde H(x) = x - hy(z). Como T é bijetiva, temos que mdc(f(z),x) =1 e entao
mdc(f(2)%, hy(x)) = mde(f (2)°, ho(2) - ).

Em conclusao, m, r(x) = mpy,r(x). Isto mostra que T'(&;) C &;. Novamente, como
T é bijetiva, temos que T'(&) = & e entdo & = T~4(&). O

Observamos que & = {0} e T'(0) = 0, gerando o ciclo Cyc(1) do teorema. Além
disto, |J;_, & = V. Logo, pela Afirmacao 2, basta mostrar o seguinte.

Afirmacgao 3. Na restri¢io de T sobre &;, cada ciclo possui tamanho ord(f(x)?).

Prova da Afirmagdo 3. Fixe v € &. Observamos que v pertence a um ciclo de
tamanho M em G(T/V) se, e somente se, M é o menor inteiro positivo tal que TM)y =
v, i.e, (M — 1)(T) - v = 0. Pela definicio de polinémio minimal, segue que o tltimo
ocorre se, e somente se, m, r(z) = f(x)" divide ™ — 1. Por defini¢do, o menor M com

tal propriedade é M = ord(f(z)?). O
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Observagao 3.16. Observamos que, firado F' € Fy[x] tal que mdc(z, F(x)) = 1, entdo
de fato existe inteiro positivo M tal que F(x) divide z™ —1. Para provar isto, note que
0s possiveis restos na divisdo por F(x) € finito (pois Fq € finito). Logo existem 0 < i < j
tais que F(x) divide ' — 2/ = 29(z*7 — 1). Em particular F(x) divide =7 — 1 pois
mdc(F(x),z) = 1.

Tal resultado nao € wvdlido em geral sobre um corpo qualquer. Por exemplo, se F

M _1 ndo possui raizes mailtiplas (em qualquer

possui caracteristica 0, o polindomio x
extensao), logo nunca pode ser divisivel por um polindmio nao constante da forma f(x)

com 1> 1.

3.2.3 Calculando ord(f(z)?)

J& vimos que ord(f(z)!) sempre existe sobre corpos finitos se mde(f(z),z) = 1, e
aqui daremos um método para calcular tal valor. O seguinte resultado é cldssico, mas

omitiremos a prova.

Lema 3.17. Se f € F,[z] € irredutivel de grau d e f(z) # x, entdo ord(f(x)) divide
d
q* — 1.

Temos ainda o seguinte resultado.

Lema 3.18. Seja ¢ = p" um poténcia de primo e f € Fqlx] um polinémio irredutivel.
Para cada inteiro positivo i, seja (i) o menor inteiro positivo j tal que p’ > i. Entdo

ord(f(x)") = p*¥ - ord(f()).

Demonstragdo. Seja M = ord(f(z)") e L = ord(f(x)). Observamos que f(z)|lzM — 1
e entdo M ¢ divisivel por L, que nao é divisivel por p. Escreva M = p’ - L - u, onde
mdc(u,p) = 1. Temos que

M 1= (aP - 1)

Lu _ 1 nao possui raizes multiplas. Ainda, tal polinémio é

Pelo teste da derivada, x
divisivel por f(z). Logo a maior poténcia de f(z) que divide 2™ —1 ¢ f(z)”’. Queremos

f(z)" dividindo 2™ — 1, logo devemos ter p’ > i. O menor inteiro positivo j com tal
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propriedade é j = ¢(i). E entdo concluimos que M = p°®) . L. u. Como nao temos

nenhuma condi¢ao em u e queremos M minimo, temos u = 1. O

Logo basta calcular ord(f(z)) onde f(x) # x é um polinémio irredutivel. Isto pode
ser feito usando programas como Singular ou SageMath, e os comandos podem ser

facilmente encontrados na web.
3.3 Alguns exemplos

Exemplo 3.19. Considere a transformacdo T : F3 — F3 dada por
T(a,b,c,d,e) = (a+b,a,c+d,d,e).

Se Vi = {(F2,F2,0,0,0)}, Vo = {(0,0,F3,F2,0)} e V3 ={(0,0,0,0,F2)}, temos que
F3=VieVho Vs emyr(z) =myr(z)=2>+x+1 emyr(r) =2 —1. Logo

3

G(T/F3) = Q) G(T/Vi).

i=1
Temos que ord(x? + x + 1) = 3 (pois 2> + x + 1 divide > — 1) e ord(z — 1) = 1. Pelo
Teorema [3.15], temos que

22 1

G(T/Vi) = G(T/Va) = Cye(1) & =

x Cyc(3) = Cyc(1) & Cyc(3),

G(T/V3) = Cyc(1) &

x Cyc(1) = 2 x Cyc(2).

Usando a distributividade e a formula Cyc(m)®Cyc(n) = mdc(m, n) x Cyc(mme(m,n)),
temos que

G(T/F3) = (2 x Cyc(1)) @ (10 x Cyc(3)).
Exemplo 3.20. Considere a transformacdo T : Fg — Fg dada por
T(a,b,c) = (a,a+ b,2c).

Se V = {(F5,F5,0)} e U ={(0,0,F5)}, temos F2 =V & U emyr(z) = (x—1)* ¢
myr(z) =2 — 2. Logo

G(T/F3) = G(T/V) ® G(T/U).
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Temos que ord(z — 2) = 4 (pois x* = 1 (mod x — 2) em F5) e ord((z — 1)?) =
ord(z —1)-5' =1-5=5. Pelo Teorema temos que

G(T/U) = Cyc(1) & Cyc(4),

e

G(T/V) = Cyc(l)@<5 I L Cyc(1)>@<255_ o Cyc(5)> = (5xCyc(1))®(4x Cyc(5)).

Usando a distributividade e a formula Cyc(m)®Cyc(n) = mdc(m, n) x Cyc(mme(m,n)),

temos que
G(T/F3) = (5 x Cyc(1)) @ (5 x Cyc(4)) @ (4 x Cyc(5)) @ (4 x Cyc(20)).
3.4 Um problema em aberto

Fixado um corpo finito [F, com ¢ elementos e n um inteiro positivo, seja A,4(n) o nimero
de grafos nao isomorfos gerados por transformagoes lineares de um espago vetorial U de
dimensao n sobre si mesmo. Observe que A4(n) conta exatamente o nimero de classes
de conjugacao de sistemas dinamicos finitos lineares sobre U.

Problema. Estime a fun¢ao Aq(n) com q fixo e n — +o0.

Bach e Bridy [3] provaram o seguinte:

Teorema 3.21. Existem constantes c1,ca > 0 (que nao dependem de n) tais que

c1-nl/2

e < Ay(n) < e Toglogn

Aparentemente, a cota inferior ainda esté longe do crescimento real da funcao A,(n).
Em particular, podemos melhorar a cota inferior para e ° para todo & > 0 (trabalho
do autor deste texto).

De qualquer forma, o problema aparenta ser bem complicado: qualquer abordagem
deve passar por estimar a quantidade de divisores dos ntiimeros ¢ — 1 com 1 < i < n,

problema amplamente aberto.
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4 Funcoes monomiais em grupos abelianos

Nesta secao consideramos o grafo funcional associado a funcées monomiais sobre um

grupo abeliano finito.

Definigao 4.1. Seja G um grupo abeliano finito e t um inteiro positivo. Definimos

o1 G — G com pi(g) = gt

O objetivo aqui é descrever o grafo G(¢;/G). Como na segao anterior, temos uma
reducao natural do problema: grupos abelianos finitos se decompoem como produto

direto de grupos ciclicos.

Teorema 4.2. Seja G um grupo abeliano finito. FEntao existem inteiros positivos

mil|---|myg, e um isomorfismo de grupos (nao necessariamente 1unico)
TG = Ly X -+ X Ly,

onde cada Zp,; € escrito aditivamente. Neste caso, se Wy € a funcao y — ty sobre

H =7, X -+ X L, temos que

m(¢i(9)) = Ve(7(9))-
Em particular, G(¢:/G) = G(V/H).

Demonstragdo. A existéncia de m decorre do Teorema da estrutura de grupos abelianos
finitamente gerados. Basta entdao provar a igualdade m o ¢, = ¥y o m, uma vez que
a mesma implica que os SDF’s (G, ;) e (H,V;) sdo conjugados. Ora, como 7 é um

homomorfismo, para g € G temos que

m(ei(9)) = w(g") =t-m(g) = Vy(n(g)).

Observe que temos o isomorfismo de grafos

k

G(Vi/H) = Q) C(Ve/Zm,)-

i=1
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SPOILER:Os grafos G(Y/Zy,) s6 possuem componentes conexas da forma
Cyc(m)® T,

onde T € uma drvore de uma sequéncia v.
Logo, uma vez que sabemos calcular o produto tensorial entre ciclos e arvores vindo
de sequéncias v’s, basta focarmos no caso de grupos ciclicos. Ainda faremos mais

uma reducao!

Definigao 4.3. Dados inteiros positivos n,t, a t-decomposicao de n € a decomposi¢do

n =ng-ni, onde ni € o maior divisor de n, relativamente primo com t.

Em outras palavras, ng colecta somente os fatores primos (e suas multiplicadades
em n), comuns a n e t. Observe que Z,, é isomorfo a Z,, X Z,, (Teorema Chinés dos

Restos). Obtemos o seguinte resultado.

Lema 4.4. Sejam n,t inteiros positivos e seja n = ng - n1 sua t-decomposi¢do. FEntao

0s sequintes valem
1. G(Wi)Tn) = G(V4/Lng) @ G(Vi /L, );
2. T=G(V/Zy,) € uma drvore;

3. G(Vy/Zy,) € da forma @?:1 Cyc(m;).

Em particular, para a drvore T no item (i) e os mesmos inteiros m; no item (ii), temos

que

d
G(¥/Zn) = @ Cyc(m;, T).
=1

Demonstragao. De maneira analoga ao que foi feito no caso de transformagoes lineares,
basta mostrar que (Zy,, V) é nilpotente e (Z,,, ¥;) é bijetivo.

Observe que os fatores primos de ng dividem ¢. Logo se « é o maior exponente que
aparece na fatoracao de ng como produto de primos, temos que ng|t®. Logo, para todo

Y € ZLp,, temos que
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\Ifga) (y)=t*-y=0 (mod ngp).

Logo (Zy,, V) é nilpotente com atrator 0 € Z,,. Para mostrar que (Z,,¥;) é
bijetivo, basta mostrar que V¥, é injetivo em Z,,. Ora, se x,y € Z,, sao tais que
Uy (x) = Wy (y), temos que

tr =ty (mod ny).

Logo t(x —y) =0 (mod ny), onde concluimos que x = y pois mdc(t,ny) = 1. O

Logo para entender o grafo funcional da fungdo monomial sobre grupos abelianos,
basta estudar a funcao ¥, sobre grupos aditivos Z,,, onde tal funcao é do tipo nilpotente

ou bijetiva.

4.1 Funcgoes V¥, bijetivas sobre grupos ciclicos

Obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.5. Sejam N,t inteiros relativamente primos e considere a fun¢do Wy :
Zn — Zn tal que i(y) =t -y (mod N). Entao vale que
d
Gz = @ 2D Cye(ordyt),

aN ordgt

onde p(d) = |2} = #{0 < r < d| mdc(r,d) = 1} € a funcdo de Euler, e ordgt € a

ordem de t mddulo d, i.e., o menor inteiro positivo e tal que t* =1 (mod d).

Demonstracao. A prova deste teorema ¢é, de certa forma, similar a prova do Teo-
rema Vamos tomar a simples representacao Zy = {0,..., N — 1}.

Afirmacao 1. Para cada divisor d de N, seja €5 o conjunto dos elementos y € Zn
tais que mde(y, N) = &. Entdo £, possui cardinalidade p(d) e U(Eq) = Eq = ¥, (E4).
Em particular, os elementos de Eg compreendem componentes conexas de G(T/V).

Prova da Afirmagao 1. Observe que mdc(y, N) = N/d se, e somente se, y = N/d -1
com 0 <r <d (pois 0 <y < N) e mde(r,d) = 1. Por definigao, existem ¢(d) escolhas

para r, onde concluimos que &; possui ¢(d) elementos. Como ¥ é bijetivo, para concluir
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basta mostrar que ¥;(&;) C &;. Paraisto, sejay € £y, logo ¥y(y) =ty (mod N) e entao
mdc(¥(y), N) = mdc(ty, N), pelo lema de Euclides. Mas, como mdc(N,t) = 1, temos
que mdc(ty, N) = mdc(y, N). Logo

mdc(¥(y), N) = mde(y, N),

ou seja, Uyi(y) € &;. O
Para concluir, basta mostrar a seguinte afirmacao.
Afirmacao 2. Se y € &4, entdo y pertence a um ciclo de comprimento ordgt no
grafo G(¥¢/Z).
Prova da Afirmacao 1. Por defini¢do, o comprimento do ciclo ao qual y € &, pertence

é igual ao menor inteiro positivo M tal que \I'EM) (y) =y, ie.,

t"-y=y (mod N).

O tltimo é equivalente a N dividir (¢t — 1), i.e., m = d dividir t™ — 1. Segue
da definicao que o menor inteiro positivo com tal propriedade é M = ordyt. O

Exemplo 4.6. Considere t =3 e G = Z3a. Pelo Teoremal[{.5, temos que

G(V3/Zs2) = of((i(j)B xCyc(ordg 3) = (2xCyc(1))®(3x Cyc(2))®(2x Cyc(4))B(2x Cyc(8)).
d|32

Exemplo 4.7. Considere t =2 e G = Za1. Pelo Teoremal[].5, temos que

G(Va/Z21) = @ old) x Cyc(ordg3) = Cyc(1) @ Cyc(2) & (2 x Cyc(3)) @ (2 x Cyc(6)).

Exemplo 4.8. Seja p um primo e r wma raiz primitiva modulo p, i.e., ord, r = p(p) =
p—1. Temos que

G(¥,/Zp) = Cyc(1) @ Cyc(p — 1).

Em geral podemos mostrar que, se mdc(t, N) =1 e N > 1, entio G(V/N) pos-
sui pelo menos duas componentes conexas. Além disto, tal grafo possui exatamente 2

componentes conexas se, e somente se, N € primo e t € uma raiz primitiva modulo N.

26



4.2 Funcgoes V¥, nilpotentes sobre grupos ciclicos

Aqui consideramos o SDF (¥4, Zy) onde todos os fatores primos de N dividem ¢. Como
ja mencionado, G(V;/Zy) serd uma arvore. O objetivo aqui é exatamente descrever tal

arvore. Comecamos com a seguinte definigao.

Definicao 4.9. Dados inteiros N,t tais que todo divisor primo de N > 1 divide t,
definimos vy (N) = (Ny,...,Ng) como sendo a sequéncia definida recursivamente por

N; = mdc(N,t) e, para i > 2, temos que

N
Ni=mde | ——— t]),
C<1V1"'1Vi—1 >

onde k € o maior inteiro positivo tal que Ny > 1.

Para fixar tal conceito, vamos dar alguns exemplos.
Exemplo 4.10. 1. v15(75) = (15,5);

2. v36(384) = (12,4,4,2);

3. 190(1000) = (20, 10,5).

k . N .
Observe que, em geral, temos que [[;_; N; = N, i.e., a sequéncia v;(N) nos da uma
decomposicao de N como produto de inteiros maiores que 1 onde cada termo divide o
anterior.

O principal resultado desta segao é o seguinte teorema.

Teorema 4.11. Sejam N,t inteiros tais que N > 1 e todo fator primo de N divide t.

Entao temos que
G(Vi/ZN) = To vy
onde T,,(n) € dada como na Subsec. [2.5,

Observamos primeiramente que se N = [[7*, p?* é a fatoracio de N em primos
=11 )
temos o isomorfismo Zy = me X oo X pr;lm e entao
1

m

G(¥i/Zn) = Q) G(V1/Zy).

i=1
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Além disto, podemos ver que v (N) é multiplicativa com respeito ao produto
estendido, i.e.,
ve(N) = v (p]") * - - % 1 (pim).
Logo, pelo Teorema basta mostrar nosso teorema para o caso em que N é uma

poténcia de um primo.
4.2.1 Prova do Teorema [4.11]
Precisamos da seguinte definigao (cldssica).

Definicao 4.12. Seja m wm inteiro positivo e p um nimero primo. Definimos §,(m)

como sendo o maior inteiro nao negativo j tal que p? divide m.

Seja p um nimero primo, N = p® e seja t tal que 6,(t) = f > 1. Quando 8 < a,

temos o seguinte resultado.

Lema 4.13. Seja N = p* com o > 1 e t um inteiro positivo tal que 1 < 6,(t) = < a.
Sejam d = L%J e E = a—df < [ (quociente e resto da divisio de o por (). Se

Zn ={0,1,...,N — 1}, entdo os sequintes valem:

1. A equagio U(y) = 0 tem p® solucoes y € Zy, uma sendo y = 0. Além disto, o
congunto das solugées nao nulas de tal equagdo € a unido (disjunta) dos conjuntos

A={yeZn\{0}|0y(y) >a—E} eB={y€cZn|a—B <5y <a-E}

2. Suponha que b € Zn € nao nulo. Entao i(y) = b tem solugoes y € Zy se, e
somente se, 6,(b) > . Neste caso, tal equagao possui pP solugdes distintas e, para

qualquer y solugdo, temos que 6,(y) = 6,(b) — 3.
Demonstragao. Vamos fazer a prova de cada item separadamente.

1. Observe que Wi(y) = 0 se, e somente se, ty = 0 (mod p®), ou seja, y é divisivel
por p* P, Logoy =0ouy #0e dp(y) > a — . A segunda condic¢do compreende
exatamente a unido dos conjuntos A e B. Além disto, d,(y) > a — 8 equivale a
y =p*Pzcom1l <z < p?—1. Adicionando a solucdo nula y = 0, temos p”

solucoes.
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2. Observe que se ¥ (y) = b tem solucdo, entdo possui p° solucdes (equacio afim -
equagao homogénea). Observe que temos solugao se e somente se existe y inteiro

tal que ty = b (mod N). Equivalentemente, a equacao diofantina
b=ty + Nz,

tem solugao. Sabemos que isto ocorre se, e somente se, b é divisivel por mde(t, N) =
PP, ie., 6,(b) > B.
Se y € Zy ¢ solugdo, temos que ty = b (mod p®) e assim b = kp® + ty. Neste

caso, como b é nao nulo, temos d,(b) < c e entdo concluimos que
5p(b) = 5p(ty) = 5p(t) + 5p(y)

Logo 3,(y) = ,(b) — 5.

Podemos agora provar o teorema para o caso N = p®.

Lema 4.14. Sejam N =p® et com = ,(t) > 1 Entdo temos que
G(Vi/ZN) = Toy(n)-

Demonstragdao. O caso em que § > « é trivial, uma vez que ¥, (y) = 0 para todoy € Zy
e obtemos a drvore com N — 1 vertices direcionados a raiz (0 € Zy), que possui um
loop. E simples de verificar que tal drvore de fato coincide com 7T, (n), uma vez que
v(N) = (N).

Suponha agora que a > f3 e sejam d, E' como no Lema[£.13] Observamos diretamente

que
Vt(N) = (pﬁ’ s 7p/87pE)
——
d vezes
Pelo item 2 do Lema cada solugao nao nula y € Zy da equagao V;(y) = 0 pode ser

vista como a raiz de T(s(y)), a arvore p®-adica completa de profundidade s(y) = [—51’ éy)J )
Se A, B sao os conjuntos definidos no item 1 do Lema vemos que s(y) =dsey € A

es(yy =d—1seye B.
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Segue entao que
d
7:/&()1\7) se y € A,
7;(:&1)) se y € B.
Logo G(¥;/Zy) é a &rvore T obtida a partir de p® — 1 vértices direcionados a raiz

(com um loop), onde em |A| = p®—1 de tais vértices ”penduramos” uma arvore isomorfa

(d) _ - , ) . (d—1)
a T, () € em |B| = p® — p© vértices "penduramos” uma &rvore isomorfa a T, (N) -
Olhando para a sequéncia v¢(N), vemos que T é exatamente a arvore Toe(N)- ]

Exemplo 4.15. Set =12 e N = 54, temos que v12(54) = (6,3,3) e entdo
G(V12/Zsa) = T6,3,3)-

Usando o software SageMath, obtemos uma imagem de G(¥12/Zs4) na Figura @

Figure 8: A arvore 73 3)-

4.3 Estendendo para grupos abelianos: alguns exemplos

Observamos que, a partir das formulas para grafos funcionais de fungbes monomiais
bijetivas e nilpotentes sobre grupos ciclicos, conseguimos obter o grafo funcional de

funcGes monomiais sobre qualquer grupo abeliano. A receita é basicamente a seguinte:

1. Pegamos G grupo finito abeliano, com G = Zy,, X -+ Zpy, .

o . 0 1 1) . ..
2. Dado t inteiro positivo, escrevemos m; = mg ) mf ), onde mg ) 6 0 maior divisor

de m;, relativamente primo com ¢.



3. Temos G =2 Gy xG,onde Go =7 @) X+ XZ oeGL=7Z @)X - X7ZT .
my my, my my
4. Em particular, G(¢/G) = G(¥:/Goy x G1) = G(V/Go) @ G(¥¢/Gq).

5. G(¥:/Gq) = ®f:1 G(¥/Z ), onde cada G(¥¢/Z 1)) é soma de grafos do tipo
Cyc(s)(e sabemos operar com eles). Além disto, tal soma de grafos é precisamente

descrita no Teorema [4.5

6. G(V¢/Go) = @i, G(Ve/Z, ) = @y T, 0, = T, onde

t(m
v=u(my’) %% Z/t(m,(co)),

é o produto estendido das sequéncias Vt(mgo)).

Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 4.16. Sejat = 3 ¢ G =2 Zg X Z1s. Na notagdo do procedimento anterior,

temos que:
1. m1 = 6,mg =18 e entao mgo) = 3,m§0) =9e mgl) =2= mgl) =2.
2. A parte bijetiva gera G(Vs/Z2) @ G(¥3/Zs) = 4 x Cyc(1).
3. Temos que v =13(3) xv3(9) = (3) * (3,3) = (9, 3).

4. Logo G(p3/G) = 4 x Cyc(1,Tg3))-

Utilizando o software SageMath, obtemos uma imagem de G(p3/G) na Figura @

(mostramos apenas uma componente, uma vez que temos 4 cépias de um mesmo grafo).
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Figure 9: O grafo G(p3/G).
Exemplo 4.17. Sejat =6 e G = Z15 X Z1g X Z35 X Zyo- Na nota¢do do procedimento
anterior, temos que:
1. my =15, mg = 18, m3 = 35, mq = 40 e entdo

m{® = 3,m” =18, m{” =1,m{" =5,

mi =5,m) =1,m{") =35, m{") = 5.
2. A parte bijetiva gera

4
®G(\D6/Zm§1)) = (125 x Cyc(1)) @ (375 x Cyc(2)).
=1

3. Temos que v = vg(3) * v5(18) * 1g(1) * 15(8) e entdo

v=(3)*(6,3)*(1)*(2,2,2) = (36,6, 2).

4. Logo
G(ps/G) = (125 x Cyc(1, Tz66,2))) © (375 x Cyc(2, T36,6,2)))-

5 Algumas observacoes e referéncias para pesquisa

Nestas notas vimos alguns conceitos basicos de iteracoes de fungoes f sobre conjuntos
finitos X, focando no grafo funcional G(f/X) associado ao par (X, f) (chamado sistema

dinamico finito, SDF).
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Discutimos em detalhes dois casos especiais: tranformagoes lineares em espagos ve-
toriais sobre corpos finitos e fun¢des monomiais sobre grupos abelianos. Em particular,

vimos como descrever o grafo funcional de tais SDF’s.

5.1 Dinamica sobre dominios de Dedekind

No caso de fungbes monomiais, vimos que era suficiente considerar grupos ciclicos, e
reduzimos o ultimo a considerar a fungao ¥; : y — ty (mod N) (multiplicacdo por
t, médulo N). E digno de menc¢ao que em [5], consideramos uma generalizacao desta
funcao para um ambiente mais geral: consideramos a fungao Wy : y — ty (mod I) onde
t € D, I C D é um ideal nao trivial e D é um dominio de Dedekind residualmente
finito, i.e., o anel quociente D/I é sempre finito e I se decompoe (unicamente) como
produto de ideais primos.

Observe que recuperamos o caso dos inteiros pois Z é um dominio com tais pro-
priedades. De fato, os resultados dados em [5] generalizam o que fizemos para o caso
dos inteiros. Os resultados e provas seguem de maneira bem semelhante, onde adapta-
mos certas fungoes para este ambiente mais geral (fungdo norma de um ideal, fungao de

Euler para ideais, etc).

5.2 Algumas referéncias

Para o leitor interessado, em [5] temos véarias referéncias de artigos que trabalham
dindmica sobre diversas estruturas algébricas finitas.

No contexto de fungoes monomiais sobre grupos finitos, pouco sabemos sobre o caso
nao abeliano. Temos alguns artigos que nos dé descri¢oes parciais do grafo [Il, 2| 4]
mas, em todos os casos, o resultado principal é bem implicito: precisamos descrever os
elementos de G e localizé-los no grafo para ter uma visao geral do préprio grafo.

Em um trabalho em finalizagdo do autor do texto com C. Qureshi (Universidad
de la Republica, Uruguai), procuramos melhorar a descri¢ao dos grafos funcionais com

respeito aos grupos que sao considerados em [1I, 2], [4].
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