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O que veremos nesse curso

e Movimento Browniano
e Cilculo de Ito

e Financas Quantitativas
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Movimento Browniano
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A evolucao do movimento Browniano

e 1765 Jan Ingenhousz - poeira de carbono no élcool
e 1828 Robert Brown - grdos de pdlen suspensos em dgua

e 1900 Louis Bachelier - modelagem do preco de um ativo usando
mov. Browniano 5 N ~ So + /Ult +o W{}
e 1905 Einstein e Smoluchovski - interpretacdo fisica do mov.

Browniano O\gj\\ % > Ve la’H { 'lAGCQé

e 1923 Norbert Wiener - descricdo precisa do objetivo matematico e
prova de sua existéncia
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O movimento Browniano

® Uma maneira de introduzir o mov. Browniano é através do passeio
aleatério

Considere uma seq. iid (Xj)jeny com P(X; =1) =P(X; = -1) =1/2
e seja -

Sabemos que-gnﬂ — 0 quando n — 400 (LGN). Logo, o tamanho de
passo (1/n) é muito pequeno

Agora, pelo TCL, temos queé«% — N(0, 1) em distribuicdo quando
n— 400

Para introduzir o tempo, consideramos, para t € [0, 1],
(d)
Xt Xy @@ g X Xy — N©Ot)
o Inf! Vn
® O mov. Browniano é o limite desse processo estocéstico (Teorema de
Donsker) (gif)

5/52



. . \’FGV EMAp
O movimento Browniano

".Pou;((\ao
e O movimento Browniano é um processo estocastico (B¢):>0

satisfazendo: 0/2(%__5)
> Bo =0;

> Incrementos indepghdentes, i.e. asv.a's {By — By, , }i=1,....n, Para
to < t; < --- < tf, sdo independentes;

» B — B; ~ N(0,t — s), para qualquer t > s; B,& N M(O,";)

» Os caminhos t — B; s3o continuos quase certamente
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Slmula 30 \orevEe
o

.l;
AN

t,=0
{; Bti:ZBtj—Btj L oi=1,...,N
ON(0, by -ty

O seguinte cédigo (em Python) gera camlnhos do movimento Browniano
Ccomo 0s que vimos acima:
Lor

import numpy as np

T = 1 #### horizonte temporal
N = int(le2) #### discretizacao temporal '(’O‘WI ( 3
M = int(le5) #### numero de simulacoes <& =,

dt = T/N

aw =E1p.sqrt(dtﬂ* np.random.normal (size=(N-1,M))

W = np.cumsum(dW, axis=0)
Choo oo
%Loa‘}aol ?3:‘2
wfo.?‘ +Qoe \ N"‘\H
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Propriedades

e Note que B; — Bs é independente de todo o caminho de B até o

tempo s 3, A /e
e, Ve ¢
o E[B; — B; | Buyyu<s| =E[B; — BJ=0
e Logo, (Bt)e>0 é um martingal E[B; | B, u §@ = t =5

W ElS, 3% B s
- - <s] + u<s) BT <

e Além disso, a covaridncia é dada por E[Bt Bs] = minJt,s}

(,ov (B+,B) = E[B.B,] - Var (3D =5
- (B3, +3)3]) - E[(5, -3 B:] +ELH) -
e (Bt)t>0 é um processo Gaussmno[ &) EBY-0

(B, .. B&D e Gavssianp }A(ﬂ = E[B:]=0

b otn O ARRs) KA =mindt,s} ..,
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Propriedades
e X; = B2 — t é um martingal
E[B2-+ \Bk,uc-ﬂ EL(Be-Bs+BY [Bo ues] -t =
Ke =ELB-BY +2B,B,-3) + B2 | Bu,ues) -t
= EL®-BY By, ues) + 2 E[B:(B.E) [Buuss] E[B; B uey)
“ELCB.-BF ] =Ver(B-B)-vs =B, Eh\zsm\w

=b-54BI-t =B -e= X

e Y: = 1B, é um movimento Browniano (gif) ~N (O ! £’3>

W, (2) e (&) :triviais 1/ 2
Vo Vo= L(Boy ~BoLNO,EL-S5)
o 7= B2 g ym martmgal

E[;m B, us | = E[e,“o"'&'m' Ba ues) e,"ﬂ/ﬂ

ea(h ) ~FeMema

2 2,
- eu.‘(%@)/z Ae 3« B.s = E[ o (3e-%:) ]'B“ M._S] ea’ﬁ; A 6“33'“’/2 :Z.S /52
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Existéncia

e As trés primeiras propriedades do mov. Browniano definem
completamente as distribuicoes finito-dimensionais do processo:

(B, -, Bt,) tem distribuicdo normal multivariada com média zero e
matriz de covaridncia min{t;, t;}

e Mostrar a existéncia de um processo com essa distribuicdo é
relativamente fécil Por exemplo

L= EBQB] 2 Z\E}Z{j n(mdm @ (Wi

L Zz /0 dn(s)ds

- Z?) gd’ (W, ytf (w)dw = <i@ﬂ [DL o '

onde (Zp)nen € uma seq. iid N(0,1) e (¢n)nen é uma base
ortonormal de L[0,1] (Teorema de Karhunen—Loéve)

L> Wavelets
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Existéncia

e A principal dificuldade é juntar essas hipdteses sobre a distribuicdo
finito-dimensional de B com a' hipdtese de continuidade de seus
caminhos

e Em 1923, o matematico aplicado Norbert Wiener demonstrou a
existéncia do movimento Browniano

e Uma forma de demonstrar a existéncia do mov. Browniano é mostrar
que a série que vimos no slide anterior converge uniformemente em

‘ (Borel- \-Covite Il 1)

Lemoc: (Z)pen b0 N(ot)

= 3 \ Q>O COMA Pcﬁéf‘%zi
bg. Q\zw <Clged \¥nz2
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Integral de It6
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Integral de Riemann-Stieltjes 7RGV EMAD

Vamos relembrar a integral de Riemann e Riemann-Stieltjes:

° /t ng(s)ds = lim Z(ﬁ(ﬁ)(t, — t,',l), com 1.'7< € [t,',l, t,']
0 i=1 - -

n——+00 4

o [ ols)dels) = tim |3 olei)e() ~ (t-0), com G Eleziied
i=1

e A teoria cldssica de integracdo de Riemann-Stieltjes supde que g é de
variacao limitada:

J\__ﬁ\ﬁ_ sup " la(t) ~ £(t5-1)| < +oc.
i=1

onder={0=ty<t;<--<ty=t} Rouv k

\MUV\% g %@ +B>A4 3l
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Integral de It

e Vamos considerar agora a definicdo de uma integral contra o mov.
Browniano

e Gostariamos de considerar a formulagdo de Riemann-Stieltjes:

t n
x;/ ¢sdBs = “T Z(bt;*(Bt,- — Bt,-,l)a
0 n——-00 ] 2
—e(n)

onde tka[t,' 1,1"] I c*sj?_ ’_5@ XV\
e O sentido de aproximacdo acima é em L2 H;Eb( X )3 t >m

e E preciso garantir que ¢; s6 dependa do mov. Browniano até o

tempo t e que seja suficientemente integravel:

; dt/ﬂ) do wmey E[/t 3ds]<+oo
Brown. at¢é ’ de 45 o, \j)
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Integral de It Sxdx ,*c 50 (Bsd'B)\/KE; \"FGY EMAp

Xa =

e Podemos escolher qualquer t ¢omo na integral de Riemann-Stieltjes?

e Vamos analisar o caso ¢; = B; para entendermos melhor a dificuldade
Xn Ya
° Considere 0s seguintes casos: tf =ti_j et =t; et —

0

2, Bﬁ.; CB*. Bt.,) = \E[X] Z [EDSﬁ-LCB&. B&.-]

Prove grue (XnY nens € Uma VMaw‘hV\%a\ tEBMJE[&A 8]0

<
s

Eal Xn-g,- X =Kot

- 2B, (B B) > ED) = 2 E[B3., -B..)

= Zli?ﬁj \t[BhB;j it b

T gt

e A teoria de Riemann-Stieltjes nao funciona para o mov. Browniano
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Integral de It

e Aintegral de Itd segue a escolha t; = ti_; )
Doeblin

® Essa teoria foi desenvolvida por Kiyoshi Ito entre 1938 e 1945

e Para entender melhor o que estd acontecendo, vamos calcular o limite

quando n — 400 de
. X -x)
Z Bt;_l(Bti - Bti—l)
i=1

Dica: \3y? — I1x? = x(y — x) +%( — x)?|(série de Taylor)

X EBB B - TLBE ) L (BB
‘-*—\/\’

1
0

tn +e\esw\>«ca
te

_L - ‘ Z.C‘bh -Bh_b
2 2 D
Zw
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Variagao Quadratica Otocctic. - 2y
n=

e lLogo, gostariamos de calcular o limite N o C.b —. ) .
N ! 1)
b

onde o limite é em L2 Zn

e Essa quantidade é chamada de variacao quadratica e vamos mostrar

ue (B); =
que (B)r =t ZNNCO,GZ)

ﬁNM(,O/D
> X, — X em L?se E[(X, — X)?] = 0quando n — +o0 G~ L%/O’)lNX?l

e Antes de seguir vamos relembrar alguns fatos:

» Se Z é uma v.a. Gaussiana com média zero, entdo Var(Z?) = 2Var(Z)?

» Para a € R constante, temos que X, — a em L? se, e somente se,
E[X,] — a e Var(X,) — 0, quando n — +o0

ELKn- o0} = E[iX B 4ED1-85 | ~Vlr () + (0o OIS
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Variacao Quadratica

e Defina -
Zn—t em Ll Zn = Z(Bt,’ - Bti—1)2
=1

e Vamos calcular E[Z,] e Var(Z,) (para facilitar, vamos tomar

ti=it/n) 4 -t -4:

E[2.] = ZIE[(Bt—Btoj Zz(t. t..) 1 ,¥neN
-B., ~MLot -1

Var (Zn\ =Voy C:ZVZ, Cbtz ‘&j) = é\/@f ((Bk;' Bt;.) )
= “Z 2 VQY‘CB - B >1=22(_{7; ‘tij

,zzt: z_ 0

<%>17 =
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Integral de It6

e Com isso, conseguimos mostrar que

t
1
/ BudB, = 5 B? - L
0 >

[ 32035 = for, ZZBM&. By LB L =18 4
Backword ITH6 Ivrtegm

b 3, (B, B,,) = 432

= 2

Nld-
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Variacao Quadratica

e O fato da variacdo quadratica do mov. Browniano ser estritamente
positiva implica que a ele ndo tem variacao finita:

V\ (3)‘- SUPZ |Bt,' T Bt,'_1| — +OO)
o=l

ondemr={0=ty<t; <---<t,=t}éuma parti¢do de [0, t]

2‘1@6“—&_ v < sup |By, By, | 2’ 1B, B,
=1 -1 J G=1 ,

v <V (®
o) S@ 5?? ‘B«; “Btﬁ\ ——— 0

—
71%& "> o por Dser onifl codl em 0.)

— \,(B) =+@ ,¥ t>0
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Outras Propriedades do mov. Browniano

Os caminhos do mov. Browniano tém propriedades muito interessantes.
As seguinte valem quase certamente:

e N3ao é diferencidvel em nenhum ponto
e N3o é mondtono em nenhum intervalo

e O conjunto {t > 0 ; B; = 0} tem medida de Lebesgue zero, é fechado

e n3o tem pontos isolados L> 'beyv\(i)o \,@Cq\

oM

H—N—1r
[V v

B~ B )< Clb-s)”
<2< /2.
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Integral de 1t6 como um Processo Estocastico

e Em toda discussdo até agora, vimos o'tempo t na integral fot PsdBs
como um parametro fixo

o E possivel variar t e olhar X; = fo ¢sdBs como um processo

estocastico Le ]:O /—[j

e Nesse caso, pode-se mostrar que X é um martingal continuo
quadrado-integravel que satisfaz a isometria de It6:

(o))l ]

LCJ&X[GG%
dﬁ ZQH G )0)(53 / y d’sd:BS .,,l@ 'BB

= ey dep. de B ate b ﬁi@m\/
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j@wwgom - [asap, &W
i<V b (4,45, <17 o,

Formula de Ito w
— /B'\:

Jo J- GlB‘S - | / hw@cd
J Y. Steele
@“WW‘} Controle  Esfocastico

woo-\\nweAY .
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Kiyoshi 1to

“If one disqualifies the Pythagorean Theorem from contention, it is hard
to think of a mathematical result which is better known and more widely
applied in the world today than ‘Ité's Lemma’. This result holds the same
position in the stochastic analysis that Newton's fundamental theorem
holds in classical analysis. That is, it is the sine qua non of the subject.”

Descricido do trabalho académico de Kiyoshi It6's pela Academia
Nacional de Ciéncia dos Estados Unidos
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Férmula de It £(q@) = #(q) - 3‘: Plasdg®) gg V2

e Seja f € C?(R) e relembre a expans3o de Taylor

1
f(y) = F) + FONy =) + Sy = %)+ -+
e Termos de ordem maior nd3o impactardo as nossas contas

e Para t fixo:

n

f(Be) = f(Bo) = Y f(By) — f(By ;)
‘ i=1 \/ X

e Quando for nos ajudar, vamos considerar t; = it/n
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Férmula de It6 f

N

L
) -

17

e Pela expansao de Taylor, 4

Z (f(Bti)_f(Bti—l)): f/(Bti—l)(Bti_Bti—l)_i_%f//(Bti—l)(Bti_Bti—1)2+' o

e Pela teoria de integracao de Ito, temos

n t
lim Z f,(Bti—l)(Bti - Bti—l) — / f/(BS)dBS
i=1 0

n—-+o00

e Se tivéssemos dentro da teoria de Riemann-Stieltjes, a conta
terminaria aqui, mas n3o é o caso

(3dBs &> PG -1x2
o ya

2652
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Férmula de It6 e

e Vamos entdo analisar o préoximo termo:
Xv\:Z f,l(Bti—l)(Bti = Btifl)z
Ef] - 2 E[F . HB, 3.5] = FF[Z'_,F (3, m Jct)]

(b -ty Zn
frea Zn = j £ (®ds 2
Xn= Zl‘ftm.)((m 3, - Ga-ty) + 21?“@ N
Y"‘ 1< n 0
: : reste

EX.]=0 i
Vag (%) =E[X2] = LZ}F[P‘LW (m (em mm—w
- A, M) 2 (15, EEE),



PEL-ELG s -w )] = £ limitd

) 24 EL-TVor ((3e3,3) 2L Zﬂ%” @@]
PNy 3). ne

UW “JD;_A
<2t e "== 0

N
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Férmula de 1to

e Logo, achamos a famosa férmula de It6:

F(Be) = £(Bo) + /tf(B)dBJr;/ot /(Bs)ds

P(RY - F(B)) - 2%@59 103,
t GDS

S £ (2)dBs +J~§fcs,>ocg

J

s gnii
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Aplicacdo :

Vamos usar a férmula de It para calcular as seguintes integrais

estocastlcas

2 1
o / B.dB, = B A_d,é'-
0

oL

X = X
2-

/Bde = "BB ZS ZBsOtS

Xt — x
3

. /0 " £(s)dB
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Extensdao e Equacao do Calor

e Uma facil extensdo para f € C12(R, x R):
t t
f(t, B) = £(0, Bo)+/ B:f (s, Bs)ds—ir/ O f(s, Bs)dBs
0 0
1 t
* 5/0 Ounf (s, Be)ps] <B%=5

e Se f satisfaz a equagdo do Calor, entdo f(t, B;) é um martingal

'Dﬂ“ec,ﬂ +12<3M{—Gc,x) =0

R o)« [ (3450 do

N S?&mt By
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Outra Extensao X%= Xo f}‘,t "l"G‘WJc

e Suponha que o processo X; satisfaz a seguinte equacgdo

t t
Xe =X+ / M(Xs)ﬁjr / a(Xs)st
0 0 i

e Essas sdo as famosas Equacoes Diferenciais Estocasticas

e Existe'vasta teoria sobre existéncia e unicidade de solucdo e como
aproxima-la ‘'numericamente

e Uma extensdo mais complexa da férmula de It6:

F(tX0) =F(0,X0) + [ Ouf(s, Xs)ds + / B F (5, Xo)(Xe)ds )
+ MSX (o)t /a#esxwm

(oY = T otids
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Notac3o Diferencial e Box Calculus A\%ebrq

e Existe uma nota¢do mais amigavel para os objetos que V|mos até
agora X{: ~Xo2 L ,h()(s) d.j
e Para EDE: dX, = u(X:)dt + o(X:)dB: S"o—@s),)s
® Box calculus: (dt)? =0, dtdB; = 0 e (dB;)? = dt (relacdo com a
variacio quadratica e covariagio s 3) ).wn Z(‘:(t) -ft, ))
+

=) ( ,-B
® Podemos ent3o reescrever a férmuld\de [td como B€ €i- o)

dF(t, Xe) = Ouf (¢, Xe)dt + O (&, XXel + a f(t Xt)(dXt)

X" (ot « R dBy” = ,&ua@%)"
AL PR IGONB, % () @B
= 0 Xodt
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Aplicagao 'Black—Sd\ore(g e éda@ [)\:L%)— |°% oo
o dS. = uSidt + 0S:dB: Sy =56 + ‘ M Sdu +S¢Su B,
R = \0‘8 St ) f(ﬂ~‘o%x
9& F —‘— ) ’axx“\‘ =
dX¢= d $050) = 9. F(Sge)«st «1 amccs{) oM
- _()L%em-;@m) el ( )&z’at

S
(’Lol& + adBy) - Lq‘zolt ¥y ut 4By
X¢= %Ko g po\s+i¢o\]33 L s szf' —Jio'*t

-10%) t 403,
\0%3;&10%3. ;a—iz—_°' )Jc coB, >5¢=5,eF E:g) -

(dst)z = C)"2 S: at



Aplicacao Orns‘l‘dn, \Mey\bed( N —A—/\/\N-»- \7FGV EMAD

o dX; = k(m — X;)dt + odB; \/J Kt
£ = Ke X

XK+t 2
Ye= e Xy, F(bX):-ex ?—){a:,u ext
oxf =0

dY ¢ = d F(§,X,) = VA G XAt + 9 b(h X d X,

087
=K e Xgdt + € (Kim XYdt «cdBy)
=Xm e d{‘: e dB,
Vo= Yo s Xm [ €ds + o (&=,

t
Xt %S b xt
e Xe=Xo +me af" e e -1
t o o ¥ Soe dBS 2%

X{;: é'ﬂtxa m 0 ’éxt)* S‘Ml (0) S ezxsd‘)
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Financas Quantitativas
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Financas Quantitativas 101

\FGV EMAp

$2

70%

30%
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Financas Quantitativas 101 b4

$2

70%

30%

Nesse mesmo cassino um bilhete é vendido que paga $100 se sair
vermelho na roleta, e ndo paga nada se sair preto
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Finangas Quantitativas 101 \“FOVENAD

$2

70%

30%

Nesse mesmo cassino um bilhete é vendido que paga $100 se sair
vermelho na roleta, e ndo paga nada se sair preto

Esse bilhete estd sendo vendido por $60. Estd barato ou caro?
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Derivativos

® Considere o seguinte exemplo com o objetivo de introduzir o conceito
de derivativo.

® |magine que uma grande empresa do agronegdcio brasileiro precise
garantir a venda de soja em um més e que essa venda deve ser
acordada hoje.

® Ent3o, para isso, basta que a empresa entre em contato com uma
contraparte interessada em comprar soja e que combinem a entrega
desejada para daqui a um més a um prego pré-acordado.

® Com isso, aparece a seguinte pergunta:

> Quanto essa empresa deve pagar (ou receber) para garantir a venda da
soja?
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Derivativos

® Vamos supor ainda que a contraparte n3o esteja interessada em
comprar hoje a soja desejada para 0 més seguinte, apesar de essa ser
uma solucdo valida para o nosso problema.

® Na verdade, o que se pretende é ter a garantia que daqui a um més a
quantidade de soja desejada esteja disponivel para compra pelo preco
acordado.

® Note que esse contrato garante que a empresa possa vender a soja no
préximo més por um preco fixado hoje e, portanto, ela esta se
protegendo do risco de o preco da soja cair absurdamente.

® Através deste caso é possivel exemplificar, com clareza, que um
contrato como esse é muito importante para toda a economia.
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Derivativos

\“FGV EMAp

O contrato descrito acima, que garante a venda da soja no préximo
més, é um derivativo.

A data em que o produto serd entregue é a maturidade, a troca de
capital realizada na maturidade para a transa¢do do produto é
chamado de payoff e o preco que devemos pagar ou receber hoje por
esse derivativo é o prémio.

Um derivativo pode ser visto em toda sua generalidade como um
instrumento financeiro cujo valor depende do valor de outro ativo,
que chamaremos de ativo subjacente ao derivativo.

Vale notar que o exemplo se encaixa nessa definicdo, pois o valor
daquele derivativo depende do valor da soja.
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Derivativos

Existem dois tipos de derivativos basicos e importantes:

® Futuros: s3o contratos para compra ou venda de um ativo em uma
data futura pré-determinada (maturidade) por um preco especificado
hoje (strike). O contrato exemplificado anteriormente é um futuro.

® Opcoes: sdo contratos que d3o ao detentor o direito, mas n3o a
obrigacdo, de comprar ou vender um ativo em uma data futura
pré-determinada (maturidade) por um prego especificado hoje
(strike). Se a opgdo der ao detentor o direito de compra,
chamaremos esse contrato de op¢do de compra (ou call) e se der o
direito de venda, chamaremos de op¢do de venda (ou put).
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Derivativos

® O payoff de um derivativos é o valor monetdrio do derivativo na
maturidade

® Se denotarmos o valor do ativo na maturidade por St e ol strike por
K, entdo os payoffs s3o dados por:

» Futuro: Ef K
—_—
» Call: St — K, se S+ > K, e 0, caso contrdrio (ST —K)
,-\-
» Put: 'K — S7, se ST < K, e 0, caso contrdrio (K —_ STB

3 3
2
2 2

} 23 24 %5 2 21 28 B i
-2

Falka
PaY

Future VWINISY- Call (St — K)* Put (K — S7)*

;31-“F;
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\7FGV EMA
Modelo de Black—Scholes :
® O/modelo de Black—Scholes para uma ativo S sup&e a seguinte
dindmica para seu preco, sob a medida histérica (ou subjetiva) P,

dSt = MStdt aF UStdBt mo\" "Br\M/V“QIHo
Geowrélrice
® ;1€ R éodrift, 0 > 0 é a volatilidade§ e B é um mov. Browniano
sob P

® Além disso, assumimos ser possivel emprestar e tomar emprestado
dinheiro a uma taxa de juros constante livre de risco, r. Vamos
descrever esse investimento através de df3; = rfB3;dt, com [y :xj_

® O modelo ainda supde tacitamente que gt - ﬁf e‘(“t

» E possivel vender o ativo a descoberto;
» O ativo pode ser transacionado continuamente;
» Todos os valores mobilidrios s3o infinitamente divisiveis;
» N3o ha custo de transacdo e nem impostos;
» O ativo n3o paga dividendos.
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Modelo de Black—Scholes \FGV EMAp

Vamos tentar usar a intuicdo que ganhamos com o exemplo do
cassino para analisar o seguinte problema: qual é o preco de um
derivativo com maturidade T e payoff h(St)?

Denote o preco desse contrato no tempo t por V;. Vamos supor
ainda que existe f € C12([0, T] x R) ainda desconhecida tal que
Vt == f(t, St)

O argumento € replicar V usando o ativo S e o ativo livre de risco 3
Ou seja, procurar processos ¢ e ) tais que
Vi = ¢+St + e

O dltimo ingrediente é a hipStese de que esse portfélio (¢, 1)) seja
auto-financiavel:
dVy = ¢td5t + 9ed Bt
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Modelo de Black—Scholes 7RGV EMAD

® | ogo, por um lado usamos as dindmicas de S e 3 e a propriedade de
ser auto-financidvel

dVy= ¢, dst +VY, dpy = ¢t()lﬁt(u7 stdBQ
+Yy 0 Pedt = (QpuS, + Yo r Bo)dt + § o5,

® Por outro, usamos a hipdtese V; = f(t,S;) e a férmula de 1t6

dV, = d £ 5.) =9, F&5dk L Ounf(£,5) @S+
2 2
3 HE S d5¢ = B£(4,59)dt + L %t RS de

4 '33(-‘ (‘E ;St) }‘-Std’c + QK‘F (%c)d'ﬁt dBt
Escolhemos o= 9, §(t,3) Delte hed

(>
W*vt rPy =9, 4450 *LZG,{F(&,Squ St
S IECESIMSE,



2 \YFGVEMAp

_ IttosapSe +V, r By = 4049 ~LOLHESRS:
EDP de Black—Scholes ok S

® Portanto, escolhemos ¢ = Oxf(t, St)

WI", Aﬁkcatf +_!_ gnx‘F 6.251>
V{—. = FC’G;SA = ‘bt Se * (\{17 bt =3xKJ°)3«) 31: +
A A B9 3ecli 595Y)

® E com isso achamos a famosa EDP de Black—Scholes

{atf(t, S) + rSosf(t,S) + 1025%0ssf(t, S) — rf(t,S) = 0,

f(T,S) = h(S).

hor V- = HT,9)
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Resolvendo a EDP de Black—-Scholes \FovERY

Para achar a solucdo, vamos transformar a EDP de Black—Scholes na
equacao do calor

o« Ury) = eTF(T —7,¢) EDP
93- Vv ngAF /
(a\, V <\/ @3 WC S :CY ~

OyyV s f’ x ~(r-S%)3
— 'L
® u(7,x) = v(r,x —(r—a2/2)7) ’6

{:83 W :,‘._7/0'2 3)0(“. X = ‘OKS +(r~5102).

wO,x) =h(er) G4
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Solucdo da Equacdo de Calor ol = Ldz

® Seja u a solucdo da equacdo do calor: 2

{Ot u(t, x) = adxu(t,x), /IAOCX) = L(ex)

u(0, x) = up(x)

® Para resolver essa equacdo, usa-se a transformada de Fourier

+oo
® A solugdo é u(t, x) = / o(t,x — z)up(z)dz, onde
—00
£
(7- 6) e_4at
- Varat
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Voltando... a formula de Black-Scholes ¢w,0- ¢t *™2
weS

® Vamos considerar o caso de uma call: h(S) = (S — K)*

w(,x) = r(e(x x-2) h(Ee)dx
= 1=t <o) <e, _K)dx = |-k
oK +Oo<p(7,x—z)dz _)ef -K x?lo?ko%

log K 0, cec.
Z~N(0,0)

K Prob de v a hormo' o me/d‘q
2 logk
x e var. 23 = lo =P(x+c3'2 °Z>

L'B F (1) = comubtiva N@?;") :'\'P(Z > ‘0%\( _xj

/\ Pl < xc—rf?K
S ] %2_; e )
= § %—) 49 /52
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Voltando...

+00 L (K -2xz +22‘) +e
o / o(r,x — z)e*dz  28*3
|

Ve \’FGV EMAp
a féormula de Black—=Scholes

= ‘%J (- 2x2+2? -20232)

= P‘—-(Xz— ZCX 1502 *?j
26%1 ) .
—_é_!?s((xm":r-z) ‘(K‘*&z:f)
200 . +x2
= (x+Q*T 2) -2xc*I ~
20* R ok o)
=21 (x Z (X &
zc‘:r( i {-( ) TI)
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Ve \FGV EMAp
A férmula de Black—Scholes

Portanto, achamos a famosa férmula de Black—Scholes
CE3(1,$, T, K.£f7) = S0(di) - KeT-6(d)

onde

dy = |0g(5/K)—|—(r:|:02/2)(T—t) q)(d):/d e_zz/2dz

«\acé +Q‘ Gz)(_ Jc)
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. \*FGV EMAp
Continuando...

O modelo de Black—=Scholes serve de um bloco fundador de varios
outros modelos que descrevem melhor a realidade do mercado de
op¢oes

® \/olatilidade estocastica, adicionar dividendos, taxa de juros
estocdsticas

e Derivativos mais complexos: exercicio antecipado (Americana),
derivativos exéticos (asidtico, com barreira, lookback...)

® dependéncia do caminho (path-dependence): Célculo Funcional de Itd

e Controle Estocéstico Otimo: outros problemas em Financas
Quantitativas
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