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Resumo

Esta dissertag@o apresenta um estudo sobre grupos finitos admitindo um grupo de Frobenius
como grupo de automorfismos. Apresentamos as demonstracdes de resultados inspirados
nos problemas 17.72 e 18.67, propostos no The Kourovka Notebook, que tratam sobre a
limitagdo da classe de nilpoténcia e do expoente de um grupo G, respectivamente. Além
disso, apresentamos resultados importantes para Teoria de anéis de Lie, por exemplo, o
Teorema de Higman-Kreknin-Krostrikin.

Palavras-Chave: Gupos de Frobenius, Anéis de Lie e Automorfismo.






Abstract

This dissertation presents a study about finite groups admitting a group of Frobenius as its
group of automorphisms with emphasis on questions about nilpotency and group exponent.
We present the solutions of results inspired by problems 17.72 and 18.67, proposed in ‘“The
Kourovka Notebook’ these problems deals with limitations for nilpotency class and the
exponent of a group G, respectively. Moreover, we study important results from Lie Ring
Theory for instance the theorem of Higman-Kreknin-Krostrikin whose proof is found in this
work.

Keywords: Frobenius groups, Lie Rings and Automorphism.
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Introducao

Sejam G um grupo e ¢ um automorfismo de G, definimos o conjunto dos pontos fixos de G
como 0 Cs(9) = {g € G| g? = g} e dizemos que @ é um automorfismo regular ou @ € livre
de pontos fixos se Cg(¢) = {1}. Os resultados sobre automorfismos livres de pontos fixos
sdo importantes na Teoria de Grupos. Um dos primeiros resultados com automorfismos livres
de pontos fixos € dado por Burnside por volta de 1902 e encontra-se em Theory of Groups
of Finite Order [2], ele demonstra que se um grupo finito G admite um automorfismo ¢ de
ordem 2 e livre de pontos fixos, entdo G é um grupo abeliano de ordem impar. Posteriormente,
Neumann [22] provou que se G € um grupo que admite um automorfismo ¢ livre de pontos
fixos de ordem 3 entdo G € necessariamente nilpotente.

Outro resultado que merece destaque € o apresentado por Higman [11] em 1957, ele
mostrou que um grupo nilpotente com um automorfismo livre de pontos fixos de ordem prima
p tem classe de nilpoténcia limitada por uma fung@o A (p), essa fun¢do depende apenas de
p. Em 1959 Thompson [9, Teorema 10.2.1] provou que um grupo finito com automorfismo
livre de pontos fixos de ordem prima € necessariamente nilpotente. Esses resultados juntos
mostram que um grupo finito com automorfismo livre de pontos fixos de ordem p € nilpotente
e sua classe € limitada em fun¢do apenas de p. Muitos resultados mostram a influéncia dos
centralizadores de automorfismos, principalmente quando a ordem do grupo de automorfismo
e a ordem do grupo sdo coprimas como o resultado provado por Khukhro e Shumyatsky
[15]: Sejam p um primo, e um inteiro positivo e A um p-grupo abeliano elementar de ordem
p2 agindo sobre um p’-grupo finito G, assuma que o expoente do Cg(a) divide e para todo
a € A\ {1}. Entdo, o expoente de G é limitado por uma funcéo dependendo somente de e
e p. Nesse contexto € natural esperar que a estrutura do grupo G esteja relacionada com a
estrutura dos Cg(a), pois se A é um grupo abeliano nio-ciclico e a ordem de A é coprima
com a ordem de G entdo G = (Cg(a) |a € A\ {1}).

Uma maneira de resolver problemas de grupos consiste em transcrever o problema para
um anel de Lie associado, essa técnica cresceu no século passado com a solugdo positiva
do Problema Restrito de Burnside dado por Efim Zelmanov em 1989. A investigacdo de

problemas de grupos com enfoque em Nilpoténcia e Solubilidade trouxeram descobertas
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de resultados importantes para teoria de anéis de Lie e desenvolveram novas técnicas para
resolver problemas de grupos. Entre os resultados mais conhecidos destaca-se o teorema de
Higman-Kreknin-Krostrikin [12] que afirma que se um anel de Lie A admite um automorfismo
regular ¢ de ordem prima p, entdo ele € nilpotente de classe que depende apenas de p.
Motivados por problemas propostos no The Kourovka Notebook [21] desejamos apresentar
a solucdo de alguns problemas que envolvem Nilpoténcia e Expoente de um grupo finito G
admitindo um grupo de Frobenius como grupo de automorfismo. Um grupo G € dito grupo
de Frobenius se G pode ser escrito como o produto semidireto dos subgrupos F' e H com
os mesmos sendo nicleo e complemento, respectivamente, tais que Cr(h) = 1 para todo
h e H\ {1} e um grupo G é chamado 2-Frobenius grupo se possui um subgrupo normal H
que € subgrupo de Frobenius com nucleo A tal que G/ ‘A € de Frobenius com nicleo H/ A
Os grupos de Frobenius e 2-Frobenius aparecem naturalmente no estudo de Grafos de
Gruenberg-Kegel (Grafos Primo): O espectro de um grupo finito G é o conjunto ®(G) das
ordens dos elementos de G. O subconjunto de numeros primos € chamado de espectro primo
de G e denotado por 7(G). O espectro @(G) define o Grafos de Gruenberg-Kegel T'(G) de
G cujos vértices sdo os elementos de 7(G) no qual dois vertices r e s sdo adjacentes se, e
somente se, rs € 0(G). O Teorema de Gruenberg-Kegel [20] diz que G ¢ soldvel com Grafos
de Gruenberg-Kegel desconexo se e somente se G € um grupo de Frobenius ou 2-Frobenius.
Destacamos a seguir dois problemas encontrados no The Kourovka Notebook [21].
Problema 17.72: Seja FH um grupo de Frobenius com nicleo F' e complemento H.
Suponha que FH age em um grupo finito G de modo que GF € um grupo de Frobenius de

nicleo G e complemento F'.

1. Serd que a classe de nilpoténcia de G é limitada em termos |H | e da classe de nilpoténcia
do Cg(H)?

2. Seré que o expoente de G ¢é limitada em termos da |H| e do expoente do Cg(H)?

Problema 18.67: Suponha que um grupo finito G admita um grupo de Frobenius auto-
morfismo de FH com nticleo F e complemento H tal que Cg(F) = 1. O expoente de G ¢é
limitado em termos da |F| e do expoente Cg(H)?

Note que no Problema 17.72 o grupo GFH € um grupo 2-Frobenius. E no Problema
18.67 o grupo GF H ndo é 2-Frobenius, mas G admite um grupo de Frobenius como grupo
de automorfismo.

O primeiro item do Problema 17.72 tem solugdo positiva, demonstrado por N. Yu.
Makarenko e P. Shumyatsky no artigo Frobenius Groups As Groups of Automorphisms [19].

O item 2 encontram-se sem resposta. Outros problemas sobre grupos 2-Frobenius e sobre
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grupos finitos com grupo de Frobenius como grupo de automorfismo podem ser encontrados
no The Kourovka Notebook.

Neste trabalho apresentamos a demonstracdo do item 1 do Problema 17.72 e solugdes
parciais do item 2 do Problema 17.72 e do Problema 18.67.

No primeiro capitulo apresentamos resultados classicos da Teoria de Grupos e Mddulos.
Alguns dos resultados apresentados sdo bem conhecidos e por isso omitiremos as demonstra-
¢coes. Apresentamos ainda, uma secao destinada a propriedades e conceitos dos p-grupos
Powerful.

O segundo capitulo € destinado ao estudo de grupos de Frobenius e 2-Frobenius. Apre-
sentando resultados bdsicos sobre tais grupos e finalizamos o capitulo apresentando alguns
resultados sobre grupos de Frobenius F'H agindo como o grupo dos automorfismos sobre um
grupo finito G.

O terceiro capitulo € destinado ao estudo de Anéis de Lie e anéis de Lie associados com
énfase na construgdo das Algebras de Lie (ou anel de Lie) e resultados classicos como o
Teorema de Higman, Kreknin e Krostrikin demonstrado no final da secdo. Apresentamos
uma segio para falar sobre Algebra de Jenning-Lazard popularizada por Enfim Zelmanov em
1989 para solucionar o Problema Restrito de Burnside.

No quarto capitulo apresentamos a demonstracao dada por N. Yu. Makarenko e P.
Shumyatsky no artigo Frobenius Groups As Groups of Automorphisms [19] para o item 1. do
Problema 17.72 e os principais resultados do artigo.

Por fim, o quinto capitulo apresenta as demonstracdes dos principais resultados dos
artigos publicados por E.I Khukhro, N. Yu. Makarenko e P Shumyatsky Frobenius groups
of automorphisms and their fixed points [14] e P. Shumyatsky [25], referentes ao item 2
do Problema 17.72 e ao Problema 18.67. Neles foram estudados os casos onde um grupo
de Frobenius com nucleo ciclico ou o grupo de Frobenius FH = A4 agem como grupo de

automorfismos. Para isso utilizamos resultados apresentados nos capitulos 2 e 3 .






Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoria de Grupos

Os resultados sobre teoria de grupos deste trabalho baseiam-se principalmente nos livros A
Course in the Theory of Groups [23] e Finite Groups [9].
Seja G um grupo e @ um elemento de G, o Cg(a) € o subconjunto dos elementos de G

que comutam com d;
Cg(a) = {x € G| ax = xa}. (1.1)

Para cada elemento a de um grupo G o centralizador de @ em G é um subgrupo de G.
Seja H um subgrupo de G o Centralizador de H em G, é o subgrupo:
Co(H)={xeG|yx=xy,VycH} (1.2)

De modo semelhante, definimos o conjuntos dos pontos fixos de um automorfismo ¢

de G por Cg(¢) = {x € G| x? =x}. O automorfismo ¢ & dito regular se C;(¢) = {x € G |
$=x}=1
X’ =x .

Defini¢do 1.1.1. O subgrupo Frattini de G, denotado por ®(G) € a interse¢do de todos

subgrupos maximais de G.

Seja 7 um conjunto ndo vazio de primos, chamamos de 7’ o conjunto P\ 7, com P sendo

o conjunto dos nimeros primos.

Defini¢do 1.1.2. Seja m € N, m é dito um 7-niimero se para todo p tal que p|m tivermos

pET.

Definicdo 1.1.3. H < G é dito n-subgrupo de G se |H| é um 7-nimero.
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Definicao 1.1.4. Um subgrupo H de G € dito w-subgrupo de Hall, se H é um 7-subgrupo tal

que [G : H] é um 7t’-niimero.

Para um grupo arbitrario G, define-se o expoente de G como o menor nimero natural m
tal que ¢g" = 1, para todo g € G.

Seja G um grupo, o comutador de dois elementos x ¢ y de G é dado por [x,y] = x~ Ly Txy,
além disso dizemos que x e y comutam se, e somente se, [x,y] = 1.

Podemos definir o comutador de s elementos do grupo G de forma indutiva da seguinte
maneira: [x] = x, o comutador de x1, - ,xs é definido por [x,...,x5] = [[x1,...,Xs—1],Xs].

Seja X um conjunto. Definimos por recorréncia o peso de um comutador em X. Definimos
comutador de peso 1 como os elementos de X, se x| € x, sdo comutadores de peso s; e
§7, respectivamente, entéo [xj,xz] € um comutador de peso s; + s, em X. E o comutador
[X1,...sXs] = [[x1,...,X5—1],%s], onde cada entrada é um comutador de peso 1, chamado de
comutador simples de peso s.

Indicamos por subgrupo comutador de A e B ou A com B e denotamos por [A, B], onde A
e B sdo subconjuntos de G, o subgrupo:

[A,B] = ([a,b] |ac Ae b€ B)

E claro que de forma andloga podemos definir o comutador de s elementos. Dados
X1, ..., Xy subconjuntos de G, definimos [X, ..., X;| como o subgrupo de G gerado por todos

comutadores da forma [x1, ..., x,], onde x; € X.

Teorema 1.1.5. Seja G um grupo e considere x, y e z elementos de G. Entdo valem as

seguintes propriedades:

Loyl =x""y oy

1

\S]

- x] =[xy

(O8]

- b = e g = [zl

4. [x,yz] = [x,2)" =[x, 2] [x, y][x,,2]

)

ey Lz L aflz,x L y[F = 1 (Identidade de Hall-Witt)
6. yx = xyly,x]
Teorema 1.1.6. Sejam G um grupo e L, K e H subgrupos de G. Entdo:

1. [H.K] = [K,H];
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2. H < Ng(K) se, e somente se, [H,K| < K;

3. H < Cg(K) se, e somente se, [H,K]| = 1;

4. Se N é normal em G, entdo [HN/N, KN/N — [H,K] N/N

5. Se H,K e L sdo subgrupos normais de G, entdo [HK,L| = [H,L|[K, L]

Um resultado bastante conhecido e ttil é o lema dos trés subgrupos, usaremos esse

resultado em algumas das demonstragdes apresentadas nesse trabalho.

Lema 1.1.7 (Lema dos Trés Subgrupos). Sejam G um grupo, H,J e K subgrupos de G e
H<Gtalque [K,H,J|,[J,K,H] <N.Entdo [H,J,K| <N.

1.2 Grupos Nilpotentes e Soluveis

Duas classes de grupos bastante importante para a teoria de grupo, bem como para este

trabalho sdo os grupos nilpotentes ou soldveis.
Definicao 1.2.1. Definimos a série central de um grupo G como:
1=Go <G < ... <G,=
onde cada quociente GVG,-, | esta contido no centro de G/Gi, | bara 0<i<n.

Definicao 1.2.2. Os membros da série central inferior de um grupo G sio definidos indutiva-

mente como segue:

n(G) =G
»(G) =[n(G),G] =[G,G] =G

%+1(6) =[%(G), Gl

Teorema 1.2.3. Seja G um grupo entdo [%(G),7j(G)] < 7:+;(G) paratodo i e j € N, onde

Y:(G) é o i-ésimo termo da série central inferior.
Se G possui uma série como na definicdo 1.2.2 tal que ¥,(G) = 1 entdo G € Nilpotente.

Teorema 1.2.4. Seja G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entdo [y(N),G] <
[N, %(G)], para todo k > 1
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Teorema 1.2.5. Seja G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entdo yk(G/N) =
Yk(G)N/N, para todo k > 1.

Teorema 1.2.6. Se G € nilpotente entdo:
1. Se N <G entdo G/ v € nilpotente.
2. Se H < G, entdo H ¢é nilpotente.
Teorema 1.2.7. Se G € um p-grupo finito entdo G € nilpotente.

Definicdo 1.2.8. Definimos classe de nilpoténcia como o menor inteiro n tal que %,(G) = 1,

denotaremos por c/(G).
Teorema 1.2.9. Seja G grupo finito. Sdo equivalentes:
1. G é nilpotente;
2. H < Ng(H), paratodo H < G;
3. Todo subgrupo maximal de G € normal;
4. Todo subgrupo de Sylow de G é normal (Portanto Unico);
5. G € o produto direto de seus subgrupos de Sylow (G =P} X P, X ... X B);
6. Dado um n divisor de |G|, existe algum H < G tal que |H| = n;
7. Dados a e b € G, com mdc(o(a),o(b)) = 1, tem-se ab = ba;
8. Paratodo N <G tem-se que Z (G/ v) ndo € trivial.
Definicao 1.2.10. Um grupo G diz-se solivel se contém uma cadeia de subgrupos:
1=Gp<G1<£..£G, =G
tal que Gj+1 > G; e GiH/Gi ¢ abeliano para 1 <i <n.

Definicao 1.2.11. Podemos definir a série derivada de G indutivamente como segue:
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Lema 1.2.12. G ¢ soluvel se, e somente se, existe m > 0 tal que Gm =1,

Definicao 1.2.13. Indicamos por dI(G) o comprimento derivado de G, ou seja, 0 menor m

tal que a série derivada é 1.
Definic¢io 1.2.14. Seja G um grupo, definimos a série d como:

O1(x1) =x13

O (x1,x2) = [x1,x2);

6n+1()61," ’ 7x2”+l) = [Sn(xlf" 7x2”)76n<x2"+17"' 7x2”+'>]‘

Teorema 1.2.15. Seja G um grupo soluivel entdo:

1. Se H < G, entdo H é soluvel;

2. Se N <G entdo G/N ¢ soldvel.
Teorema 1.2.16. Sejam N <{G e se ambos N e G/N s@o soluveis. Entao G € solavel.
Teorema 1.2.17. Se G é nilpotente entdo G € soldvel.

Teorema 1.2.18. (Burnside-1904) Seja G um grupo finito € p € ¢ nimeros primos. Se
|G| = p?q” entdo G é soluvel.

Teorema 1.2.19. (Feit-Thompson-1963) [8] Se |G| é impar entdo G ¢ solivel.

1.2.1 Grupos e Automorfismos

Sejam G um grupo e H um subconjunto de Aut(G). Dizemos que um subconjunto X de G é
H-invariante se tivermos X" C X, para todo h € H, onde X hga imagem do subconjunto X

pelo automorfismo A.

Teorema 1.2.20. [9, Teorema 10.1.4] Se p é um automorfismo livre de pontos fixos de G,
tal que |p| = 2, entdo G é abeliano e x* = x~! para todo x € G.

Proposicao 1.2.21. [9, Teorema 2.1.1] Seja A um subgrupo de Aut(G) e seja H um subgrupo
A-invariante de G. Entdo:

1. Ng(H) e Cg(H) sdo A-invariante;

2. Para cada ¢ € A, a restricdo ¢|y de ¢ a H é um automorfismo de H e a aplicagio
¢ — ¢|y é um homomorfismo de A em Aut(H);
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3. Se N énormal em G e ¢ € A a aplicacdo ¢ : G/N — G/N definida por (Hx)¢* =
H(x¢) para todo x € G é um automorfismo e a aplicacdo ¢ — @+ é um homomorfismo
de A em Aut(G/N).

Teorema 1.2.22. [9, Teorema 6.2.2] Seja A um 7’-subgrupo dos automorfismos de um
m-grupo G e suponha que G ou A sdo soluveis. Entdo para cada primo p € 7, temos:

1. A deixa invariante algum p-Sylow de G;
2. Dois p-Sylow A-invariante de G sdo conjugados por um elemento do Cg(A);

3. Qualquer p-subgrupo A-invariante de G estd contido em um p-sylow A-invariante de
G:

4. Se H é qualquer subgrupo normal A-invariante de G entdao Cg s (A) é aimagem do
Cg(A) em G/H.

Lema 1.2.23. [9, Lema 10.5.1] Seja A um 4-grupo de automorfismo livre de pontos fixos
de G, seja ¢; uma involucdo de A e o conjunto G; = Cg(¢;), 1 <i < 3. Entdo as seguintes
condicdes sao verdadeiras:

1. G; é abeliano, 1 <i <3;
2. G=(G1,G,,G3) e se G tem ordem poténcia de um primo entdo G = G;G,G3;

3. Se P € 0 §)-subgrupo de G; entdo P = P P,P; € o tnico S,-subgrupo A-invariante de
G;

4. Se H; é um subgrupo de G; entdo H; C Z(Ng(H;));

5. Se um S,-subgrupo de G; € um S,-subgrupo de G entdo G tem um p-complemento

normal;

6. Se H é um subgrupo A-invariante de G entdo A induz um grupo de automorfismos livre
de ponto fixo de G/H.

Teorema 1.2.24. [9, Teorema 5.3.16] Seja P um p-grupo abeliano elementar e seja Q um
g-grupo abeliano ndo ciclico do Aut(P) com p # ¢. Entdo

P= H Cp(X)

x e O\{1}

Em particular, P é gerado pelos subgrupos Cp(x) comx € Q\{1}.
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1.3 Grupos Powerful

Essa secdo tratard de uma familia importante de p-grupos, grupos nos quais a ordem € uma
poténcia de primo, os p-grupos finitos powerful, baseado nos livros The Structure of Groups
of Prime Power Order [18] e P-Automorphisms of Finite P-Groups [13]. Um fato importante
que também veremos nesta se¢do € como encontrar um subgrupo powerful de posto limitado
contido em um p-grupo de posto finito. No estudo sobre p-grupos encontramos algumas
familias como as de p-grupos regulares cujo seus subgrupos sao ainda regulares, porém isso

ndo ocorre em p-grupos powerful, no final da se¢cdo daremos o exemplo.

Definiciio 1.3.1. Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G é powerful se G' = [G,G] < G?,
se p é impar, ou se G < G4, se p=2.

Quando p é impar, G serd powerful se, e somente se, ®(G) = G”, lembre que em geral
em um p-grupo finito vale ®(G) = G*G'.

Definicao 1.3.2. Um subgrupo N de um p-grupo finito G € dito powerful embedded em G,
onde denotamos por Np.e.G, se [N,G] < NP, se p é impar, ou [N,G| < N*, se p=2.

Lema 1.3.3. Se N <G tal que [N,G| < N”|N,G,G]| entdo N p.e. G.

Demonstragdo. Tome o comutador [N, G] como o subgrupo de G, obtemos que [N, G,G] <
[N?.G]|N,G,G,G| de modo que [N,G| < NP|N,G,G,G] e assim por diante. Como resultado,
[N,G] < NP|N,G,--- ,G|para todo ¢ € N, como G ¢ nilpotente [N,G,---,G] = 1, entdo
———— ————
c-fatores c-fatores
[N,G] < NP. O
Teorema 1.3.4. Se M e N sao subgrupos normais de G tal que [M,N,G,G| = 1, entdo
[MP N] < [M,N]P.

Demonstragdo. Aplicando a formula [ab,c] = [a,c]’[b, c] varias vezes, nos obtemos, para
quaisquerm e M en € N.

[m? ) = [m = 0] [m,n) = ([m?=2,n)" [m,n])"[m,n]--

= (- ((lm, 2] [m, n])" [m, n])™ - - )" [m, n].

b

Como a”’ = ala,b] e [a,b,m,n] = 1 paraa,b € G,m € M e n € N. De maneira geral

(p=1)

[m,n)P = [m,n,m]% € [M,N]?

Logo [m?,n] € [M,N]’ =1, logo m” € C5(N). Como [M?,N] e o C5(N) sdo subgrupos
entdo [MP N| =1 O
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Teorema 1.3.5. Se M, N p.e. G entdo:
1. [M,N]p.e. G;
2. M? p.e. G,
3. MN p.e. G.

Demonstragdo.

1. Pelo 1.3.3 assumimos que [M,N,G,G|] = 1. O lema dos trés subgrupos garante
[M,N,G] < [M,G,N|[M,[N,G]], como por hipétese M e N sdo powerful embed-
ded obtemos [M,N,G]| < [M? ,N|[M,N?], mas pelo 1.3.4 [M? /N] < [M,N]?, assim
IM,N,G) < [M,N]”.

2. Assuma que [M?,G,G] =1, pois [M,--- ;M,G,G] = 1, devemos mostrar [M”,G] <

————

p-fatores
(MP)P. Mas, por hipétese M p.e. G, ouseja, [M,G|] <MP e [MP,G] < [M,G]P < (MP)P.
Logo, M?p.e.G.

3. Como M, N e G sdo subgrupos normais de G, temos que:

[MN,G) < [M,G][N,G] < MPN? < (MN)”.

Corolario 1.3.6. Se G é powerful, entio:

—

. [G,G] ép.e. G;
2. GPép.e. G,
3. ®(G)ép.e. G;
4. GW ¢ p.e. G;
5. %(G) ép.e. G.
Demonstragdo.

1. Como G é um p-grupo powerful entdo G p.e. G, logo pelo 1.3.5(1.) temos que
G, 6,6l < [G,G,G".

2. Como Gp.e.G entio pelo teorema 1.3.5(2.), GPp.e.G.
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3. Sabemos que em um p-grupo finito G, o0 ®(G) = G'G?, logo pelos itens anteriores:

[®(G),G] =[G'G?,G] < [G',G][G”,G] <
[G',GP[GP,G)F < ([G',G][G?,G])? <
[G'GP,G)P =[®(G),G)P

4. Faremos por indugdo, para k = 1 temos G\ = [G,G] como G é powerful entdo
[G,G] < GP. Suponha que vale para k = n— 1, ou seja, [G"V,G] < (G""~1)P.

Provaremos que vale k = n, logo:

(G, 6] =[[c" V6" V]G] < [[6" Y, 6], V)6, (6,6 V)] <
(G 1)” G V6" (G ”‘”)”]S
(G0 gD,

|
=
Q
T~
S
|
~
I
—~
Q
S~
=
~—
A

5. Por indugdo para k = 1 temos [y (G), G| = [G,G,G] < [11(G),G]?, pois por defini¢do
Y2 = [¥n—1(G), G]. Suponha que vale para k =n — 1, ou seja, [¥,—1(G),G] < (¥—1)”,
logo pelo item (2.):

[%(G),G] = [[1-1(G), G, G] < [(1:-1(G))”, G] < [1-1(G), G = (m(G))?

Seja G um p-grupo finito, vamos definir a seguinte sequéncia de Subgrupos:
P(G) = G; Pi11(G) = K(G)P[R(G),G], i > 1.

Observe que essa cadeia é decrescente de subgrupos normais em G e ainda € uma série
central, ja que [P;(G),G] < P11(G), temos também que P>(G) = ®(G). Para simplificar a
notagdo escrevemos G; = Pi(G).

Se G é um p-grupo finito powerful algumas propriedades sobre essa série podem ser
verificadas.

Lema 1.3.7. Seja G um p-grupo powerful.
1. Gip.e. Ge Giy) = G = ®(G;) para cada i;
2. A aplicagdo x — x” induz um homomorfismo de GVGH . sobre Gi+ I/Gi—i- , para cada i.

Demonstragdo.



14 Preliminares

1. Vamos provar por indugdo sobre i. Para i = 1 temos que G, = ®(G) = ®(G;) e como
[G,G] < GP, para qualquer primo p, segue que ®(G) = GP. Logo é valido o primeiro
passo de indugdo.

Suponha por hipétese de indugdo que G; p.e. G e que G| = Gf = ®(G;). Mostrare-
mos que € vélido parai+ 1. Como G| = Gf e G; p.e. G segue pelo item (2.) do co-
rolario 1.3.6 que G, p.e. G. Pela defini¢do da série temos que G4, = Gf 1[Giv1,G]
e como acabamos de mostrar G;;1 p.e. G, segue Gy < Gf’ +1- Mas ja temos que

Gll_’+1 < Gi42, dessa forma ®(Gjy1) = Gﬁl-

2. Pelo item anterior temos que G; p.e. G, lembrando que [G;, G| < [G;, G| segue que
G; é powerful. Observe que pela definicdo da série e pelo item anterior P»(G;) =
P (G;)?[P1(G;),G] = Gi11, e da mesma forma P;(G) = G, Provaremos o caso i = 1
e substituindo G por G/G3’ podemos assumir G3 = 1. Veja que [G,G] < G, =P(G) e
sabemos [G2,G] < G3, assim G, < Z(G) e entdo [G,G] < Gy < Z(G).

Com isso, temos que [[G,G],G| < [Z(G),G] = 1, ou seja, 13(G) = 1. Lembre que
dados x,y € G temos:

n(n—1

()" ="y, x] 7 (mod(13(G)))

p(p=1)

Considere p um primo impar, entdo temos (xy)” = x’y”[y,x] 2 e, nesse caso, p
—1 (p=1)
divide % Como [y,x] € Ga, temos que ([y,x]” )p T e Gh = G3 =1, pelo item

anterior. Isso significa que (xy)? = x”yP. Agora, se p =2, como G é powerful, entdo,
[G,G] < G* < (G*)? < (®(G))? =G5 =G5 = 1. Assim, (xy)? = x>y [y,x] = x*y?,
ja que [y,x] € [G,G] < G3 = 1. Dessa forma, em qualquer caso temos (xy)? = xPy”.
Como Gg = G3 =1 e G’ = Gy, temos que x — x” induz um homomorfismo sobrejetivo
de G/G 5 sobre G2/G 5 A validade para i = 1, os demais raciocinio ja que G; é powerful,
para todo i.

]
Lema 1.3.8. Se G = (ai,- - ,aq) é um p-grupo powerful, entdo G = (af,--- ,al)).

Demonstragdo. Considere o homomorfismo sobrejetivo 0 : G/G2 — G2/G3 do lema an-

terior. Por hipétese G é gerado por {aj,---,as}, entdo G/G2 ¢ gerado pelo conjunto
{a1G2,- -+ ,a4G,}. Pelo homomorfismo sobrejetivo G2/G3 serd gerado por {0(a1G3), -+, 0(aysG2)},
sendo esse homomorfismo x — x”, teremos que G = (a{ G}, - -+ ,a,GY)G3 = (af,--- ,a})) G,

pois G3 = G5. Agora temos que G, = G” e G3 = ®(G3). Como o subgrupo de Frattini é

composto pelos elementos nao-geradores do grupo, temos que G = (af yor ,ag). [l
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Denotemos por d(G) a quantidade minima de geradores para o grupo G.

Definicao 1.3.9. O posto de um grupo G é definido por:
rk(G) = sup{d(H)|H < G}.

Uma caracteristica interessantes dos p-grupos de posto finito G € a existéncia de um
subgrupo caracteristico powerful de indice limitado em fungdo do posto rk(G). Os préximos
resultados serdo sobre analisar propriedades do grupo G no grupos das matrizes em especial
as matrizes GL,(F,).

Definicio 1.3.10. Sejam G um p-grupo finito e r um inteiro positivo. Definimos V (G, r)
como sendo a interse¢do dos niicleos de todos os homomorfismos de G em GL.(F),).

A imagem de qualquer homomorfismo de um p-grupo G aplicado em GL,(IF,) é um
p-subgrupo de GL,(F,) é conjugado a um subgrupo do grupo inferior uni-triangular U,(F,),
esse grupo € formado pelas matrizes A;; que satisfazem a;; = 0,se j > 1,a;;=1,sei= j,
e sei> j, a;j pode ser qualquer elemento de [, ou seja ,matrizes de tamanho r e entradas
em [, satisfazendo as propriedades descritas. Dessa forma definiremos igualmente V (G, r)
sendo a intersegdo dos nicleos de todos os homomorfismos de G em U,(IF),). Observe que
um elemento g de G pertence a V(G,r) se, e somente se, g age trivialmente em qualquer
representagdo linear de G sobre qualquer [F-espaco vetorial de dimensdo no méaximo r. Para
r € N defina A(r) por

M) < < A1

Lema 1.3.11.

1. O grupo U,(FF,) tem uma série, de comprimento A(r), de subgrupos normais, com

quocientes abelianos elementares.
2. Se G é um p-grupo finito, entdo G/V( G,r) tem uma série com essas propriedades.
Demonstragdo.

1. A demonstra¢do seguird por induc@o sobre r. Para r = 1, temos que A(1) =1 e
U,(F,) = (Fp), assim o resultado ¢ vélido ji que (FF,,) ¢ um p-grupo abeliano elementar.
Suponha por hipétese de inducdo que o resultado seja vélido para qualquer [ < r.
Considere [ = (L%J) e observe que dado X € U,(F,,) podemos reescrevé-lo da seguinte

s

forma
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,ComA € U(F,) e C € U,_(F)). Defina a aplicagdo, que ¢ um homomorfismo, da

seguinte forma

@ :Ur(Fp) = U(Fp) x U (Fp)
X — (A,C)

Considerando K = Ker(¢) pela defini¢do temos que K = {X € U,(F,)|¢(X) = (A,C) =

(Id;,1d,_;)}, ou seja, os elementos de K sdo da forma

Id, 0
X =
B Id,_

Com isso, temos que K € um p-grupo abeliano elementar. Pelo primeiro teorema do
Isomorfismo Ur(FP)/K =Im(@) <U(F,) xU,—1(F,).

Agora, pela hipétese de inducdo U;(F,) e U,_;(IF,,) possuem tais séries, entdo Im(¢)
também possui tal série. Pelo isomorfismo temos que Ur (I )/K possuem uma série
tal que seus quocientes sdo p-grupos abelianos elementares. Vimos que K € um p-
grupo abeliano elementar, dessa forma temos que U,(F,,) possui uma série com essas

propriedades.

. Seja G um p-grupo finito e por defini¢do V(G,r) € a interse¢ao dos nicleos de todos

os homomorfismos de G em U, (FF p). Mas, sendo G finito, temos que essa intercessao é
constituida por uma quantidade de nicleos, ou seja, V (G, r) = ﬂf-‘: |Ni, sendo N; = ker;
com @; : G — U,(F,). E pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo G/Ni =Im(i(G)) =

H; < U,(FF,). Agora considere o homomorfismo

I,LI:G—>G/N1><G/N2><---><G/Nk
g — (gN1,---,8Nk)

Observe que Ker(y) = {g € G|(gN1,---,gNi) = (1,---,1)} = NE_,N; = V(G, ). E,
novamente pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo temos que G/V (G,r) = H| X
X Hy <U(Fp) x--- xUy(F,). Pelo item anterior temos que cada U,(F,) possui
uma série de comprimento A (r) com cada quociente abeliano elementar, entdo, pelo

isomorﬁsmo,G/V( G,r) também possui tal série.
)
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Proposicdo 1.3.12. Sejam G um p-grupo finito e r un inteiro positivo. Coloque V =V (G, r)
esejamW:VSep>20uW:V2 se p=2.Se N<G,d(N)<r,e N<W,entdo N p.e.
W.

Demonstragdo. Vamos mostrar por indugéo sobre a ordem de N. Se |N| = 1, o resultado é
satisfeito. Suponha por hipétese de indugdo que o resultado seja vélido para todo grupo de
ordem do que |N| e vejamos ser vélido para a ordem de N. Primeiro vamos supor p > 2 ¢
nesse caso V = W. Suponha por absurdo que [N,V] £ N”, podemos assumir que N” =1 e
[N, V]| = p. Como G é um p-grupo, entdo existe N<<G tal que [N,V] <M <Ne|N:M|=p
Sendo N/[N,V] € p-grupo abeliano elementar, segue que d (M/[N,V]> = ‘N/[N,V]‘ —-1<
r—1,jaque [N :M|=ped(N)<r. Também pelo fato de [N, V] ter ordem p, temos que
ele é ciclico, ou seja, possue aenas um gerador e isso acarreta que d(M) < r. Observe ainda
que M <N <V, ouseja, M <V. Com isso, pela hipotese de indugio aplicada a M, M p.e.
V,ouseja, [M,V] < MP = 1. Assim [M,N] < [M,V] =1 e isso significa que os elementos
de M comutam com os de N, ou seja, M < Z(N) < N. Mas sendo N/M um grupo ciclico
e M < Z(N), temos que N ¢ abeliano e assim é um [F-espago vetorial de dimensdo no
maximo r. Agora, observamos que g € V(G,r) se, e somente se, g age trivialmente em toda
representacdo linear de G sobre qualquer I ,-espago vetorial de dimensdao no maximo r. Em
particular, age trivialmente em N. Entdo [N, V] = 1, um absurdo ja que |[N, V]| = p. Portanto,
nesse caso, N p.e. V=W.

Considere p = 2 e, assim, W = V2. Suponha por absurdo que N ndo é powerful embedded
em W. Da mesma forma, podemos assumir que N* =1 e |[N,W]| = 2. Considerando
x,y €N, como N < W entio (xy)? = x>y*mod ([N, W]). Segue que (N?)? = 1, pois elevamos
ao quadrado novamente e obtemos N* e [N ,W]z, mas ambos sdo triviais. Ocorre que
%3] = beyP[lxy],5]. Mas [[x,y],y] = 1, pois [[N,W],N] <N e assim |[[N,W],N]| = L.
Entdo [x%,y] = [x,y]* € [N,N]* < [N,W] = 1. Como [x*,y] € [N? N] segue que [N>,N] =1,
ou seja, N2 < Z(N).

Agora, observe que N/ N2 ¢ abeliano pois todo elemento possui ordem 2, ou seja, N/ N2 é
um F,-espago vetorial de dimensdo no mdximo r. Assim dim(N/Nz) = dim(N/q)( N)) <r,
pela hipétese. Isso, acarreta que [N, V] < N2.

Consequentemente, paraa € N e v € N, escrevemos |a,v] = b, para algum b € N 2 ¢ assim
temos a” = ab Mas, (a")? = (ab)? = a*b*[b,a]. Temos que b> = 1, pois b € N> ¢ (N?)* =1
e também [b,a] = 1, pois N> < Z(N) e assim [N*,N] = 1. Isso acarreta que [N>,V] = 1.

Dessa forma, observe que [[N,V],V] < [N?,V] = 1. Assim pela Férmula de Compilagio
de Hall temos [N, W] = [N,V?] < [N,V]?[[N,V],V] < (N?)?[[N,V],V], pelo que foi mostrado
acima. Entdo [N,W] =1, o que é um absurdo, j4 que supomos |[N,W]| = |[N,V?]| = 2.
Portanto, N p.e. W = V2. U]
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Teorema 1.3.13. Seja G um p-grupo finito de posto r. Entdo G possui um subgrupo powerful

2r+r/'L (r)

caracteristico de indice no maximo p”l(’), se p é impar ou se p=2.

Demonstracdo. Considere V =V(G,r). Pelo Lema 1.3.11, G/V(G, r) possui uma série de
subgrupos normais com comprimento no maximo A (r), nos quais os quocientes sdo abelianos
elementares. Agora G tem uma série V <N} <--- <N, =G,com < A(r)e NVN:‘H é um
p-grupo abeliano elementar. Por hipétese G tem posto r, entdo cada um desses fatores tem
ordem no maximo p’, pois d(N;) < d(G) = r. Com isso |G : V| < p™).

Para o caso p > 2, pela defini¢do de V temos que ele é caracteristico em G, logo V <1 G.
Pela hipétese, G tem posto r, temos d(V) < r. Pela Proposi¢ao 1.3.12 temos que V p.e. V,
logo V € powerful. Portanto, se p > 2, V € um subgrupo caracteristico powerful de indice no
méximo p™*").

Para p = 2, observe que V2 ¢ caracteristico em V, de fato, por defini¢do V2= <v2 lveV)
e dado ¢ um automorfismo de V temos que ¢ (v?) = (¢(v))? e este é um gerador em V2, pois
¢(v) € V. Assim V2 é caracteristico em V e V é caracteristico em G, logo V2 é caracteristico
em G e portanto V2 4 G. Também temos que d (Vz) < r e novamente pela Proposi¢ao 1.3.12
temos que v? p.e. V2, ou seja, vZé powerful.

Assim temos que |G : V2| = |G : V[|[V?: V| < 27427 Portanto, nesse caso, o subgrupo

caracteristico powerful de indice no maximo 27+rA(1) de G que existe é V2. O]

Como mencionado no inicio dessa sec@o apresentaremos um exemplo de um p-grupo
powerful que possue um subgrupo que nao € powerful. O Dg(Diedral de ordem 8) ndo é
powerful, pois Dg = (r*) e Dg = e, assim claramente Dy ¢ Dg. A ideia € construir um grupo
que ird conter uma copia isomorfa do Dg como subgrupo préprio. Seja G = Dg x Cg, com
Cs sendo o ciclico de ordem 8 gerado por z e Dg = (r,s|r* = s> = e,r* = r~ 1), considere
o seguinte subgrupo normal em G, N = (r2Z4). Agora considere o grupo quociente K =
Dg x CEVN, temos que:

K, K] = [(Ds < Cs) 1, (DsxCs) 11— [G.GIN o — (2N = (s*N) < K*.

Assim K é powerful, mas observe que H = (rN,sN) é uma cdpia isomorfa a Dg, com o
isomorfismo ¢ : Dg — H, dado por r — rN e s — sN, como Dg ndo é powerful segue que H

nao é powerful.

1.4 Modulos

Definicao 1.4.1. Seja R um anel (ndo necessariamente comutativo e com unidade). Um

grupo abeliano (aditivo) M € dito um R-Mddulo (a esquerda ou a direita) se R age linearmente
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em M, ou seja, se existe uma aplicacao

RxM—M
(r,m) — rm
Satisfazendo as seguintes propriedades, Vm,m; e my € M,Yr,r;,r; € s € R, temos:
1. 1gm=m;
2. (ri+r)m=rim+rym,
3. r(my +mp) = rmy + rmy;
4. (rs)m = r(sm)

As propriedades descritas acima podem ser vistas como homomorfismo de grupos e aneis.

O item 3 diz que para todo r em R, f, € um homomorfismo de grupos. De fato;

friM—M

m—rm
Os itens 1,2 e 4 dizem que f : R — End(M) é um homomorfismo de aneis, ou seja:

r—frM—M

m—rm
Definicao 1.4.2. Seja M um R-moédulo. Um R-submodulo de M ¢ um H C M tal que H é
fechado com respeito a todas operacdes de M, isto é:
1. (H,+) é subgrupo de M,
2. rhe H,paratodore Rehe H.

Para dar uma breve no¢ao sobre R-Modulo daremos exemplos de estruturas que sao
R-Modulo.

Exemplo 1.4.3. Considere (A,+) um grupo abeliano, este é sempre um Z-Mddulo. De fato
basta considerar

ZxA — A

(n,a) —na=a+a---+a (n>0)
—_———

n-fatores
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Observe que os itens da defini¢do de médulo sdo todos satisfeitos.

Exemplo 1.4.4. Seja I um ideal a esquerda de A, entdo I é um A-Mddulo, bastando definir a
operacgio:

AxI—1

(x,0) — xi
Definicao 1.4.5. Seja S C M, o R-submodulo gerado por S € definido:

+(S) = (todas as R-combinagdes lineares de elementos de S)

={MSi+--+ A4S |t > 1,S;; ES,;Lj €R}

Definicao 1.4.6. Sejam M e N R-Mdodulos. Uma fungdo f: M — N é um homomorfismo
de médulos (ou R-homomorfismo) se para todo m e n € M e todo r € R se verifica:

1. f é um homomorfismo de grupos, ou seja, f(m; +my) = f(my) + f(my);

2. f é compativel com a agdo de Rem M e N, ou seja, f(rm) = rf(m) paratodor € Re
meM.



Capitulo 2
Grupos de Frobenius

O estudo de Grupos de Frobenius motivou varios avancos na Teoria de Grupos finitos, tais
como a Teoria de Caracter e o cldssico Teorema de Thompson sobre grupos com automorfismo
livre de pontos fixos.

O objetivo deste capitulo, além de mostrar propriedades bésicas de grupos de Frobenius
e grupos 2-Frobenius é demonstrar alguns resultados sobre grupo de Frobenius agindo como

Automorfismo.

2.1 Grupos de Frobenius

Definicao 2.1.1. Dado um grupo G, dizemos que um subgrupo H € disjunto de seus conju-
gados se H*NH =1 ou H*NH = H para todo x € G H é dito complemento de G.

Definicao 2.1.2. Grupo de Frobenius Seja H um subgrupo nao-trivial de um grupo finito
G. Dizemos que G é um grupo de Frobenius com complemento H se H € disjunto de seus

conjugados e € seu proprio normalizador em G.

Um grupo de Frobenius também pode ser visto como um grupo de permutagdes transitivo
sobre um conjunto finito tal que nenhum elemento nao trivial fixa mais que um ponto e algum
elemento ndo trivial fixa um ponto. Nesse contexto H € o subgrupo que fixa um ponto e F é
o subgrupo que contém a identidade e elementos que ndo fixa nenhuma ponto, chamamos
F do niucleo de G. Caracterizaremos um grupo de Frobenius através da estrutura de seu

complemento, um subgrupo H. Este resultado pode ser encontrado [9, Teorema 2.7.5].

Teorema 2.1.3. Sejam F um grupo finito e H um subgrupo de Aut(F). Suponha que para
todo elemento néo-trivial de & € H temos Cr(h) = 1. Entdo o produto semidireto G = F x H

€ um grupo de Frobenius com nucleo F e complemento H.
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Demonstragdo. Pela definicao 2.1.2 mostraremos que H € seu proprio normalizador e é
disjunto de seus conjugados. Primeiro mostraremos que H é seu préprio normalizador.
Assim, dado x € G temos que H* = H/ para algum f € F, pois G = FH. Suponha que
H/ = H para algum f € F. Entdo [f,h] € H para todo h € H. Por outro lado, como F é
normal em G, temos [f,h] € F. Assim, [f,h] = 1, pois HNF = 1. Mas isso significa que
f" = f, para todo H, ou seja, f € Crp(H) = 1.

Precisamos mostrar que H NH =1ouHNH =H para todo f € F. Suponha que
HNH/ #1efixehe HNH’. Entdo [f,h] € HNF = 1 Portanto, f € Cy(f) = 1 e temos
HNH' =H. O

A estrutura do grupo de Frobenius é definida pela seguinte proposicao.
Teorema 2.1.4. Seja G um grupo de Frobenius com nucleo F e complemento H, entdo:
1. H induz um grupo regular de automorfismo de F;
2. |H| divide |F|—1;
3. F énilpotente e abeliano se |H| é par;

4. Os §),-subgrupos de H sdo ciclicos para p impar e sdo ciclicos ou quatérnios generali-

zados para p = 2;
5. Qualquer subgrupo de H de ordem pg, com p e g primos sao ciclicos;

¢ impar entdo H é metaciclico, enquanto se |H

6. Se |H € par, H possui uma involugdo

tinica que necessariamente estd contida em Z(H ).

Demonstracdo encontrada em [9]. Um grupo G € dito grupo de Frobenius, se G pode
ser escrito como o produto semidireto dos subgrupos F' e H com os mesmos sendo nucleo e

complemento, respectivamente, tais que Cr(h) = 1 para todo h € H\ {1}.

2.2 Grupos 2-Frobenius.

Essa sec@o € destinada a conhecer conceitos bdsicos sobre grupos finitos chamados de

2-Frobenius.

Defini¢ao 2.2.1. Um grupo G é chamado 2-Frobenius se possui um subgrupo normal H que
€ subgrupo de Frobenius com nucleo A tal que G/ ‘A € de Frobenius com nicleo H/ A-

O préximo resultado tem como objetivo caracterizar os grupos 2 — Frobenius através do

produto semi-direto.
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Lema 2.2.2. Se G é um grupo 2-Frobenius, entio G = ABC, com A e AB subgrupos normais
de G e AB e BC grupos de Frobenius com nucleos A e B, respectivamente. E ainda, Be C

sdo grupos ciclicos e a ordem de B € impar.

Demonstragdo. Como G é um 2 — Frobenius entao pela deficdo, G possui um subgrupo
normal H que é um grupo de Frobenius com niicleo A. Entdo (|H|, |H : A|) = 1, pelo teorema
de Schur-Zassenhaus H contém um complemento B para A e esses sdo conjugados. Portanto,
G = ANg(B). Como A e B sdo conjugados, 0 Ns(B) = 1, temos Ng(A)NA=Ny(A)=1e

G/, =ANG(B)/, =~ NG(B)/NG(B) A = NG(B) (2.1)

Assim, Ng(B) é um grupo de Frobenius com niicleo B, pois

H~BA, ~B/, px~p (2.2)

Mais uma vez (|B|,|Ng(B) : B|) = 1, entdo novamente pelo Teorema de Schur-Zassenhaus
temos Ng(B) contém um complemento C para B, ou seja, Ng(B) = BC é um grupo de
Frobenius por 2.1. Como B € o nucleo e complemento de dois grupos de Frobenius diferentes
pelo item (6) da Teorema 2.1.4 temos que |B| é impar. Pelas afirmagdes (2) e (4) da Teorema
2.1.4 temos que B ¢ ciclico como C induz um grupo regular de automorfismo por (1) da
mesma Teorema, como o grupo de automorfismo de um grupo ciclico € abeliano, pela item
(4) da Teorema 2.1.4, C é ciclico. H

2.3 Grupos de Frobenius agindo como Automorfismo

Diferente da se¢do anterior, nessa se¢do G é um grupo finito qualquer, tal que Aut(G) contém

um grupo de Frobenius.

Lema 2.3.1. Suponha que um grupo finito G admita um grupo de automorfismo F nilpotente
tal que Cg(F) = 1. Entdo G € solivel.

Demonstragcdo. A demonstragdo € feita pela classificacdo simples dos grupos finitos e pode

ser encontrada em [1]. U]

Definicao 2.3.2. Um subgrupo H de um grupo finito G € chamado de subgrupo Carter se é

nilpotente e autonormalizante, ou seja, Ng(H) = H.

Teorema 2.3.3. Seja G um grupo finito admitindo um grupo de automorfismo F nilpotente
tal que Cg(F) = 1. Se N é um subgrupo normal F-invariante de G, entéo Cg D (F)=1.
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Demonstragdo. F € um subgrupo de Carter de GF, pois F' € nilpotente por hipotese. Para
o autonormalizante, sabemos pelas propriedades de normalizador F C Ngp(F). Por outro
lado, seja x € Ngr(F), ou seja, x € GF, tal que [x,F] C F. Logo

x_lfflel =f
fxfft=x
N——

clF

A {ltima igualdade se dé pelo fato do Aut(GF) < Aut(G) = F, e f, 'xfi € Aut(GF).

Mostraremos que o quociente NF /N € um subgrupo de Carter de GF /N- Para isso,
observe que, NF JNE F /F n N> hovamente pela hipétese F' € nilpotente € pelo item 1. da
proposi¢do 1.2.6 com F NN < F segue que NF /N € nilpotente. Por outro lado, sabemos que
o normalizador € um subgrupo de GF /N contendo NF /N Para a outra inclus@o temos que

dado x € NGF/N(NF/N) = {x € GF/N; [x,NF/N] C NF/N} temos que dado y,a € NF/N:

x ! yilxy =a
x=a ! y)QF1

Assim como anteriormente teremos que x° € Aut(GF /N) < NF /> hote que oAut(GF /N)
e bem definido pelo item 3. da Proposi¢do 1.2.21 , assim x € NF/N, ou seja, NF/N ¢ um
subgrupo de Carter de GF /- Para finalizar basta supor que C¢ /N(F ) # 1 assim contrariamos

o fato de NF /N ser um subgrupo de Carter de GF /N [

Teorema 2.3.4. Suponha que um grupo finito G admite um grupo de Frobenius de automor-
fismo FH com ntcleo F' e complemento H. Se N € um subgrupo normal F'H-invariante de
G tal que Cy(F) = 1, entdo CG/N(H) = CG(H)N/N.

Demonstracdo. Como F € o nicleo do grupo de Frobenius entdo F € nilpotente. Pelo lema
2.3.1 e pela hipétese Cy(F) = 1 temos que N € soldvel. A demonstragdo seguird por indugio

em k para encontrar um elemento de Cg(H) em qualquer gN € Cg /N(H ), logo considere

uma série maximal de subgrupos normais F H-invariantes, com fatores N, VN,~+ | abelianos
elementares
G>N=N; >Ny > >N >Ny =1.

Seja k =1 entdo N = N; € um p-grupo algum primo p. Seja F = F), X Fy, com F), € o
p-subgrupo de Sylow de F' Uma vez que CN(F;) é F,-invariante entdo CN(F,;) =1, caso
contrdrio o p-grupo F), teria pontos fixos néo-triviais no p-grupo Cy(F,). Seja B=Cy(F,) =
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{neN;y'=yneF,}eCp(F,) ={be B;x" =x,x € F,}. Dadoa € CCN(F;)(FP) mostrare-
mos que a € Cy(F). Por defini¢do a é um elemento de Cy (Flﬁ) que comuta com um elemento
y € F,, mas por a € Cy(F, 1;) temos que a € N tal que a comuta com x, logo temos as seguintes
igualdades

X'=xey=y

Assim, (xy)“ = xy, ou seja, a € Cy(F). Obtendo a seguinte inclusdo CCN(F,’,)(FP) CCn(F),
como por hipétese Cy(F) = 1 entdo CCN(F,;)(FP) = 1 contrariando a suposi¢ao Ce, (r)) (Fp)
ter pontos fixos, logo CN(F;) = 1. As hipéteses do teorema mantém G com o grupo de
frobenius de automorfismo F,yH satisfazendo a condi¢do adicional (N, Fl;) = 1, o resultado
[16, Teorema 1] pode ser aplicado para produzir um ponto fixo como queriamos, ou seja,
uma classe lateral gN fixada por H contém um ponto fixo de H. Para k > 1 considere o
quociente G/Nk e o grupo de automorfismo FH. Como Ny < N e Cy,(F) C Cy(F) =1, assim
Cn,(F) =1, e como Ny é F-invariante pelo Teorema 2.3.3 C¢ m (F) =1 entdo o resultado ¢

verdade para G/Nk, uma classe gN fixada por H contém uma classe xN; fixada por H. Pelo
caso k = 1 como Nj, € abeliano elementar, xN; possui um elemento fixado por H. Portanto,

toda classe lateral gN fixada por H contém um ponto fixo de H.
O

Para cada grupo A e um corpo k, um kA-mddulo livre de dimensdo n € uma soma direta
de n copias da dlgebra de um grupo kA, cada uma das bases pode ser considerada como
um espaco vetorial sobre k de dimensdo |A| com uma base {v,|g € A} denominados por
elementos de A em que A atua em uma representagdo regular veh = vy,

Considere a série maximal de subgrupos normais F H-invariante de G, essas série sera

usada nas demontra¢des dos proximos dois resultados.
G:G1>G2>-'->Gk>Gk+1:1 (2.3)

Lema 2.3.5. Seja S = GVG,-+ | entdo cada fator de 2.3 € um F,H-mo6dulo livre para um
primo p apropriado.

Demonstragdo. Seja S = GVG,-H um p-grupo elementar F = F, X F,y como na prova do
teorema 2.3.4, assim como na prova Cg(F,s) = 1. Refinando S por uma série normal nao-
refindvel de F,H, obtemos fatores que sao irredutiveis F,F,,H-mo6dulo. Com a condigdo
adicional que p { |F,y|. Podemos aplicar [16, Lema 2], nesse resultado é necessario que
(|N|,|F|) = 1 para obter que cada um dos quocientes ¢ um F,H-méduo livre e, portanto, S

também € um F),H-mddulo livre. ]
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O proximo resultado mostra uma maneira de apresentar o grupo G atraves do centra-
lizador. Um fato tecnico e de importancia é o Teorema de Clifford’s, ele fala que dado
uma representacao irredutivel de um grupo G sobre V, podemos saber como o espaco V' se
decompde em relacdo a acdo de um subgrupo H de G.

Teorema 2.3.6. Clifford [9, Teorema 3.4.1] Sejam V um G-mddulo irredutivel e H um
subgrupo normal de G. Entao V € a soma direta de espacos H-invariantes V;, 1 <i <r, os

quais satisfazem as seguintes condicoes:

1. Vi=X;1©Xip®--- P Xjr, com cada X;j sendo um H-submoddulo irredutivel, 1 <i <r,

= . ~ 2 . . N
t € independente de i, e X;;,Xy j sdo H -submoédulo isomorfos se e somente se i =1 ;

2. Para qualquer H-submédulo U de V , temos U = U & --- G U,, com U; =UNYV,,
1 <i<r. Em particular, qualquer H-submdédulo irredutivel de V estd contido em

algum dos V;;

3. Paracadax € G, a aplicagdo I1(x) : V; — xV;, 1 <i < r é uma permutagio do conjunto
S =V1,Va,---,V, e Il induz um representacdo transitiva de G sobre S por grupo de

permutagdes. Além disso, o subgrupo HC(H) esta contido no ntcleo de IT.

Teorema 2.3.7. Suponha que um grupo finito G admite um grupo de automorfismo de
um grupo de Frobenius FH com niicleo F e complemento H tal que Cg(F) = 1. Entdo
G = (Co(H)'|f € F).

Demonstragdo. O grupo G € soluvel pelo lema 2.3.1. Considere a série normal ndo-refinada
F H-invariante de G, descrita em 2.3. E suficiente provar que todo fator S = GVG,~+ | desta

série é coberto (Cg,(H)'|f € F), isto é,
(Ca(HYIf € PG/, =G,
Pelo teorema 2.3.4, isto é S = (Cs.(H)/|f € F). Entdo o teorema de Clifford pode ser

aplicado para mostrar que Cs(G) # 1. Pelo lema 2.3.5, S é um IF,H-médulo livre, ou seja,

S = @ Th para algum F,H-submédulo 7 Assim, Cs(H) # 0, como Z th#0 € Cs(H)
heH heH
paratodo0#t e T.

Como a série ndo € refinada, o I, FH-mddulo S € irredutivel. Portanto,

0 # (Cs(H)™F) = (Cs(H)") =
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Para o proximo lema, lembremos as definicdes de Sistema de Sylow e Normalizador de

Sistema de um grupo G.

Definicao 2.3.8. (Sistema de Sylow) Seja G um grupo finito e denote py,-- -, p; primos
distintos divisores da |G|. Seja Q; um pi-subgrupo de Hall de G, entdo {Q1,---,0x} é

chamado Sistema de Sylow de G.

Definicdo 2.3.9. (Normalizador de Sistema) Seja {Q, -, Oy} um sistema de Sylow de
um grupo finito solivel G Entdo o subgrupo

k
N =(Ns(Q))

i=1
E chamado de Normalizador de Sistema de G.

Suponha que G seja um grupo e seja K <<H < G e L < G. Entdo L cobre H/K se
HL = KL, ou equivalentemente, se H = K(H NL). Por outro lado, se HNL = KNL, isto é,
se HNL < K, entdo L evita H/K.

Lema 2.3.10. (P.Hall) [23, Teorema 9.2.6] Se N € um Normalizador de Sistema de um grupo
finito soluvel G entdo N cobre os principais fatores centrais e evita os principais fatores

ndo-centrais de G.

Lema 2.3.11. Suponha que um grupo finito G admite um grupo de Frobenius de automor-
fismos FH com nicleo F e complemento H tal que Cg(F) = 1. Entdo para cada primo p
dividindo |G| existe um p-subgrupo de Sylow F H-invariante de G.

Demonstragdo. Pelas hipéteses G e F sdo soluveis entdo GF € solivel. Pela demonstracao
do Teorema 2.3.3, F € um subgrupo de Carter de GF, ele contém um normalizador de
sistema de G. Pelo lema de P Hall 2.3.10, um Sistema Normalizador cobre todos os fatores
centrais de qualquer série principal de GF. O fato de F' ser um subgrupo de Carter de GF,
segue que F é nilpotente e F = Ngp(F), entdo F é um normalizador de sistema.

Além disso, F' normaliza um tnico p-subgrupo de Sylow. De fato, se P e P8 parag € G
sdo dois p-subgrupos de Sylow normalizados por F, isto é, fPf “Icpe AP fy lcps para
f e f1 € F. Entio temos que F& normaliza P,poisparage Ge f € F:

Pl =Pt S8 =g lfgPg f g Cg Pl =P

P também é normalizado por F. Com isso F e F ™' sdo subgrupos de Carter do Ng(P),

pois F ¢ nilpotente por hipétese e dado x € F, temos x € Ng(P), pois P é normalizado
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por F e é claro que F* = F, logo x € Nyg(p) (F). Como dois subgrupos de Carter séo
conjugados F = (Fgfl)" para algum n € Ng(F), com g~ 'n = 1. Tendo Ng(F) = Cg(F) = 1,
assim P® = P" = P Como F € normal em FH, a unicidade de P implica que também &

H-invariante.
O



Capitulo 3

Anéis de Lie

Este capitulo é dedicado ao estudo de Algebras de Lie com enfoque nas propriedades de
grupos que podem ser traduzidas para a Algebra e vice-versa. O objetivo é apresentar as
demonstracdes de resultados famosos como o Teorema Higman, Kreknin e Krostrikin e ainda
apresentar a série formada pelos subgrupos D;, chamada de série de Jennings-Zassenhaus e a
aplicacdo desta a alguns resultados. Além disso, assim como no capitulo anterior, as no¢des

e resultados aqui apresentados servirdo como ferramentas para os proximos capitulos.

3.1 Anéis de Lie

A secdo apresentada tratard de uma das teorias usada para resolver problemas de grupos.

Definicfio 3.1.1. Seja R um anel comutativo com unidade, uma R-Algebra de Lie L é um
R-mdédulo com uma nova operagao bindria definida em L, chamada de colchete de Lie .

[-]:LXL—L

(I,m) — [1,m]

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Lei anticomutativa:

2. Identidade de Jacobi.
Param,nel € L, tem-se:

[[L,m],n] + [[m,n], 1] +[[n,1],m] = 0
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3. Leis distributivas.

Para todo r,s € R e paratodo [,m e n € L, tem-se:

@ [+ sm,n] = rll,n] + s,
(b) [I,rm+ sn] = r[l,m|+ s[l,n].

Observagdo 3.1.2. Se R € um corpo entdo L € uma Algebra de Lie. Quando R = 7Z entao

Z-Algebra de Lie é dito uma anel de Lie.

Seja A um grupo abeliano aditivo. Um anel de Lie L € graduado em A se

L=ELi e [LaLy] € Lays;
acA

onde os L, sdo subgrupos do grupo aditivo de L. Os elementos dos componentes de
graduacdo La s@o denominados homogéneos.

O [, ] ndo é associativo por causa da identidade de Jacobi, pois para todo I,men € L
temos [[/,m],n] # [I,[m,n]]. E além disso ndo existe 1 € L, pois caso exista se y = 1 entdo

para todo [/ € L, o comutador [y,/] = [/,y] = [ em particular [y,y] =y # 0.

Definicfio 3.1.3. Dados duas R-Algebras de Lie L; e L, um homomorfismo de R-ilgebras
de Lie é uma aplicacdo p : L — L, tal que:

1. p é um homomorfismo de R-mddulos;
2. p é compativel com [,], ou seja, [I,n]P = [IP ,nP]

Defini¢ao 3.1.4. Dados U e V subconjuntos de L definimos o comutador de U e V, como:

U,V] =, ([uV)|u € Uev e V)

Definicao 3.1.5. Dado L um R—Algebra de Lie, M C L é uma R—Algebra de Lie se M € um
R-submddulo tal que [M,M] C M

Defini¢do 3.1.6. Um ideal / de L é um R-mdédulo tal que [I,L] C 1.

Observagdo 3.1.7. Se I} e I sdo ideaisentdo I} + I, = {a+bla€l; e b€ I} é um ideal,
além disso se /] e I, sdo subdlgebras entdo /; + I, também o é. Mas o mesmo nao ocoorre se

ambos forem ideais. Por fim se I} e I, sdo ideais entdo [I;, ] ¢ um ideal.

Definicao 3.1.8. Dado X C L, a subdlgebra gerada por X € definida pela intersecdo de todas
as subdlgebras de L que contém X.
Analogamente, definimos o ideal gerado por X, pela interse¢cao de todos os ideias de L

que contém X.
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Apresentamos até o momento uma R-Algebra definida com a operagio [,], o intuito
€ entender que o colchete nessa se¢do apresentado tem as propriedades semelhantes ao

apresentado nas preliminares , podemos definir um comutador de Lie simples de tamanho n.

Definicao 3.1.9. Um comutador de Lie simples w de peso 1 € um elemento / € [, qualquer
comurador de Lie w de peso n > 1 é da forma w = [wy,ws], com w; e wy comutadores de

peso u; e up, respectivamente com uy,uy < n, tais que u; + upy = n.

Definicao 3.1.10. O multipeso de um comutador de Lie w nas indeterminadas ay,--- ,ay é
uma lista (np,--- ,ny) de ndmeros n; € N tal que n; +ny + - - - + ng = n, onde cada n; é o peso

de w com respeito a indeterminada a;.

Exemplo 3.1.11. Sejaw = [ay, [az, [[a3,a1],a2]]], ou seja, w é um comutador de peso n =5,
onde (nl,nz,ng) = (2,2, 1).

Lema 3.1.12. Seja L uma R-Algebra de Lie, entdo:

1. Todo comutador de Lie w nas entradas ay,--- ,a; € L é uma R-combinacdo linear de
comutadores de Lie simples nas mesmas entradas de w e com os mesmos multipesos

dewemayi,- - ,a;

2. Os comutadores de Lie simples usados no item 1. também podem ser escolhidos todos

com a mesma primeira entrada a € ay,- - - , .

Denotamos _ (X) e ;,(X), a subdlgebra gerado pelo conjunto X e o ideal gerado por X,

respectivamente.
Proposicao 3.1.13. Seja X um conjunto tal que X C L, entdo:
LX) = ([x1, - s x0—1,%]|n > 0,x; € X);
2. Suponha que L = (Y) entdo: ,;(X) = ([x,y1, - ,yn] [n>0,x€X ey, €Y).

Definicao 3.1.14. Seja X = {xj,xp,--- },com X C L. Se L =< X > uma R-dlgebra de Lie,

definimos:
Ly = (Todos os comutadores de Lie de peso k nos elementos de X).

Definicao 3.1.15. Um ideal (subdlgebra ou submdédulo) H de L € dito homogéneo se

H =
k

(HﬂLk>.
1

[ee]
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Definiciio 3.1.16. Seja L uma Algebra de Lie, definamos a série central superior:

Zipl(L) ={xeL| [x,L] C Z(L)}

Z(L) CZi(L) C (L) C -

Definicao 3.1.17. Assim como em G definimos a série central inferior para L:

n(L) =L
»(L) =[n(L),L] = [L,L]

Yir1 (L) =[1(L), L]

Observe que ¥,(L) = (L,---,L) = , ([l1,l2,--- ,[y]|l; € L), ou seja, ¥%,(L) é um ideal para
———

n-fatores
todo n > 1, e assim, Y41 (L) = [%(L),L] C 1, (L). Como consequéncia temos uma cadeia de

ideais:
nL)2nL) 2 2%L) 2
Lema 3.1.18. Seja L uma R-algebra de Lie , entdo para todo k > 1, temos:
1. % (L) contém todos comutadores de Lie de peso ! > k nos elementos de L.
2. Se L = (X) entdo % (L) =  ([x1,x2, - ,x,]|x; € X,n > k) para todo k > 1.
3. [%(L),Ym(L)] € Ymtn(L), para todo m,n > 1.

Algumas propriedades de G se traduzem para L e algumas defini¢des parecem semelhan-

tes. As proximas definicoes e resultados diz respeita a nilpoténcia e solubilidade de uma

R-algebra de Lie.

Definicao 3.1.19. Seja L uma R-dlgebra de Lie, L € dita nilpotente se existe n tal que
¥2(L) = 0. O menor n inteiro com essa propriedade € dita classe de Nilpoténcia de L.

Teorema 3.1.20. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes para qualquer L R-algebra de Lie.
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L Y1 (L) =05

2. L possui uma série de ideais:
L=L DL, 2 - DL;D-- DL DLy =0

Tal que [LI,L] Q Li+1
3. Paratodos /1,05, ,l.+1 € Ltemos que [l1,l,--+ ,l.+1] =0r
4. (L) CZ_iv1(L) paracadai=1,--- k+1

Corolario 3.1.21. Seja L = (X), entdo L é nilpotente de classe no méximo ¢+ 1 se, e somente

se, [xj,, -+ ,X.,,] = 0 para todo x; € X.

Demonstracdo. Suponha que L é nilpotente de classe ¢ + 1, entdo ¥, (L) = 0;, mas pelo
lema 3.1.18 temos, 0; = Y41 (L) =  ([x1,x2, -+ , %) |x; € X,n > ¢+ 1), assim para todo x; €
X temos

[xil 3 Xipy* ’xic+1] =0.

Agora, suponha [x;,,---,x; ] =0, observe que cada x;,,--- ,x;_,, € L entdo pela implicagao
3. em 1. do teorema acima temos que Y.41(L) = 0; entdo por defini¢cdo L € nilpotente de

classe no maximo ¢+ 1. O]

Alguns conceitos de grupo e anéis sdo semelhantes como o R-médulo quociente L/] =
[ 41 paratodo/ € L, onde L € uma R-algebra de Lie e I € um ideal de L.

Definicao 3.1.22. No R-médulo I/I vale o seguinte produto de Lie [x+I,y+1] = [x,y]p +1
Assim (l/l, +, [ ]L/I) é uma R-dlgebra de Lie.
Teorema 3.1.23. Seja L uma R-algebra de Lie, entdo:

1. Seja / um ideal de L. Entao l/l € nilpotente de classe no méximo c se, € somente se,
Ye+1 (L) cr

2. Se L ¢ nilpotente de classe no miximo c, entdo qualquer subdlgebra e qualquer
quociente de L sdo nilpotentes de classe no maximo c.
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Definicao 3.1.24. Seja L uma R-dlgebra de Lie, podemos definir indutivamente a série

derivada de L, usando a operagdo [,] os seguintes ideais.

L=
LW =[L,L) = p(L)

L0 (=1 =1
L é ideal, pois L = [L,L] C L e assim para todo i, temos, L0 C L0, Assim, temos a
seguinte cadeia:

LO—ro>rMWo...oL0>...

(n—1)
Observe que L e 7 () € uma R-algebra de Lie abeliana, pois:

=1 L=y () 1)
Yz( /L<">):Y2( )+ S m="/7m=0.

Definicao 3.1.25. Seja L uma R-dlgebra de Lie. Dizemos que L € solivel se existe n > 0

inteiro tal que L") =0
Teorema 3.1.26. Seja L uma R-algebra de Lie. As seguintes relacdes sdo equivalentes:
1. LW =0,

2. L tem uma série de ideais de comprimento d com fatores abelianos
L=Ly2Li2---2L;=0

Tal que [L;,L;] < L;y paratodoi=0,---,d—1;
3. 5d(X1,XQ,-~- ,X2d> =0.

Um anel de Lie satisfazendo essas condi¢des € dito ser soluvel e 0 menor nimero d com
a propriedade indicada, é chamado comprimento derivado de L. Muitas vezes € dito que um
anel de Lie € soltivel de comprimento derivado d, significando que € soldvel de comprimento
derivado < d.
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3.2 Anéis de Lie associadas a Grupo

As definic¢des e resultados apresentados até esse momento servem como base para a constru-
¢do de um anel de Lie. Para construir o anel de Lie associado ao grupo G, consideremos a

série central descendente como em 1.2.2. Lembremos que yi(G)/%+1 (G) ¢ um Z-médulo

. Y ~ . (G
abeliano. Para simplificar a notagao usaremos 7/%. .1 para denotar Wi( )/YH—l (G)

Definicao 3.2.1. Definamos L(G)
L(G) =Py,
i=1

Definimos + ¢ [,] em cada componente de L(G), ou seja, dados X1,X; € ¥, |, temos:
L. X1 +X2 = X132 = x102%+15
2. [¥1,%2]L = [x1,%2) Vit jt1-

Veremos que L(G) estd bem definido, ou seja as operacdes definidas acima independem
da escolha de representantes da classe. Para isso, seja x] =X e X, =Y, logo x = x1z1 €

Yy = X222 para 7y € 22 € Y41, assim:

X+Yy=xyYit1
= (¥121%222) ¥it1
= (X121%2) Vi1
= (x1xz1)[z1,%2] Y1
= X1X2%i+1 3.1

=X +x2.

Observe que (3.1) surge do fato de z; € %41 € x2 € ¥, ou seja, o comutador estd em

Yi+1 pelo Teorema 3.1.18 e do fato de ;1 C %41. Para o [,], sejam x = X7 € YV%,H e
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y=Yy € Yj/yjﬂ, logo x; = xz; € y; = ywi com zj € wy € %41 € ¥j41 respectivamente, logo:

T yi]e = [Xl,)’l]}’i+j+1
= [xz1,yw1] %4 j+1
= [, ywi [ 21, ywi Vit j1
[z, YW1 %i j1
e ywilYie
]
7

= [, ym ]!
]

= [e, yw1 ] [z1, YW1 Yot 1
]
]

=[x, ywi]*

= [x,yw1]* [z1,yw1

Yitj+1
= [, ywi][[x, ywi ], z1] [z, ywi ] Vit j1 (3.2)
= [, wil e y] [y wil ¥t j (3.3)

= [X,)’]%+j+1 = [X,y]L

As equagdes (3.2) e (3.3) surgem do fato dos comutadores pertencerem a ¥4y €
Y2j+i+1.0 fato de L(G) ser uma R-dlgebra de Lie segue da operagdo [, | satisfazer as proprie-
dades da defini¢c@o 3.1.1. Para ilustrar a construcio do anel de Lie associado a o grupo G e

mostrar as diferencas entre o anel de Lie e o grupo G, considere os seguintes grupos.

Dg = (a,bla* =b*=1,a" =a!);

Og = (u,v|u* =v* = 1,u" = u?).

Sabemos que |Dg| = |Qg| = 8, porém Qg tem um elemento de ordem 2, enquanto Dg tem
5 elementos de ordem 2, ou seja, ndo ha isomorfismo entre Qg e Dg. Exibiremos a série
central inferior para ambos os grupos.

%(Ds) = Ds, 15(Dg) = (a*),13(Ds) =
71(Q0s) = 08,7(08)

I
—~
<

[\S)
~
>
—~
(-
oo
~
|
p— —

Assim,

L(Qg) =" (Qs),, @}’2 (Qs),, 04)
ZZ/zz@Z/zz@Z/zz e
L(Dg) =¥ @yz /7’3 (Dg)
_7 Z z
= /22@ /2269 27
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Entdio L(Dg) é um espago vetorial sobre o corpo de dois IF; com base {a,b,¢} e L(Qg) é um

espaco vetorial sobre o corpo de dois elementos F, com base {u,v,w = [u,v]}. As dlgebras

de Lie sdo iguais, mesmo que 0s grupos nao sejam isomorfos.
Lema 3.2.2. Seja L(G) a Z-algebra de Lie de um grupo G definida anteriormente, entio:

1. Paratodoa € 71/},2 e w € um comutador de Lie de peso k, entdo temos que:

w(ay, - ,ax) =wlay, - ,ar) Yir1-

2. Paratodo k > 1, temos:

yVYk+l = +<[Cl_1, e >a_k]|a € yl/’)/z>
3. L(G) é gerado como Z-dlgebra por 7’1/},2 eparak > 1:
W(L(G) =PV, -
i>k
Demonstragdo.

1. Provaremos por inducdo em k. Para k = 1, temos:
w(ar), = [ar] = a1,

Pois ar € 1/, e ai = [a1], assim, w(ar).L = w(a1)¥2(G). Suponha que ¢ vélido para
k — 1, mostraremos que € vélido para k. Seja w um mondmio de Lie de grau k, entdo,
w = [b1,b,], onde b e by sdo comutadores de grau n e ny respectivamente, tais que

ny +ny = k. Aplicando a hipétese de indugao, temos:

bl(a_la"' aa_n]) - [a_17 7a_l’ll] - [ala"' 7an1]Yn1+l(G)

bZ(an1+l7"' 7al’l1+n2) = [an1+17"' 7a_nz] = [anl,"' 7an1+n2]y}11+n2+1(G)

E assim, temos:

a

[by(ar--- 1), ba(Gn 41+ ,m +12)]L

:[bl (al 7an1)’yn1+l<G)7b2(an1+l T ,Clnl+n2)'}’n1+n2+l(G)]
[b1 (

=|bi(ay--- 7an1)vb2(an1+1 T ,Cln1+n2)]’)/nl+n2+1(6)
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2. Sabemos que Y, (G) é gerado por comutadores simples de peso > k. Portanto Vlyfyk +1 é
gerado por [ay, -+ ,ax] Y1, onde a; € G, mas pela definicdo de multiplicagdo em L(G)
temos:

a1y, axp] =la1, a2l
[a172,a205, 03] =la1, a2, a3]4
a1y, a1, arp] =lar,az,a3, - ak] Ve
Para todo k > 1, segue "y, | =(lai -~ 4] | ai € %(G)/%+1(G)>'
3. Observe que [a1,a2,a3, - ,ar]Yi+1 € % (L(G)). Segue do item (ii) que

PLi € n(L(G)).
i=k

A inclusdo inversa segue do fato [%(G),7;j(G)] < %+, paratodoie j € N.

Teorema 3.2.3. Seja G um grupo nilpotente. Entdo valem os seguintes resultados:

1. L(G) é nilpotente e possue a mesma classe de nilpoténcia de G. Além disso, se G é
finito entdo |G| = |L(G)

B

2. Se G é solivel de comprimento derivado d entdo L(G) possui comprimento derivado
<d;

3. Seja @ um automorfismo do grupo G. Entdo & induz um automorfismo no anel de
Lie L(G) por sua agdo sobre os grupos quocientes YV%. i Além disso, se G € finito e
(IGl,|®]) = 1 entdo P atua em L(G) e |Cp(g)(P)| = [Cc(P)|-

Demonstragdo.

1. Como a ordem de G ¢é finita entdo por 1 Lagrange e sendo G nilpotente,ou seja,
Ye+1(G) =1 e %1(G) = G, temos:

C

Gl =11 vrt] = [T, | = IL(G)]
i=1

i=1
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. Para provarmos a nilpoténcia de L(G), temos por hipé6tese que G € nilpotente, ou
seja, %.(G) # 1 e %+1(G) = 1, mas pelo lema 3.2.2 item 3., temos:

Ye+1(L(G)) = GB Y%y =0

i=c+1

Devemos mostrar que a classe de nilpoténcia é ¢ para tanto suponha ¥.(L(G)) =0,
novamente pelo lema 3.2.2 item 3 temos que L. = %(G)/YH (G) = 0, mas como
Ye+1(G) = 1 entdo ¥.(G) = 1, o que contradiz o fato de %((5) # 1, logo a classe de
nilpoténcia de L(G) é c.

2. Se G é solivel temos &;(xy,---,X,4) = 1 sobre todos os elementos de G. Essa iden-
tidade é multilinear e pelo fato de como definimos multiplicagdo em L(G) temos a
identidade ¢ satisfeita para um nimero menor ou igual a d, com elementos homogéneos
de L(G).

3. Seja @ um automorfismo de G e sejam a; = a¥;11 € L; € bj = byj;1 € Lj, como
cada %(G) é caracteristico em G, segue que ¢ induz um automorfismo em cada L;.
Assim, x; € Ly e x € %(G), se x = x115(G) + x273(G) + - - - definimos x¥ = xPp(G) +
xéb 13(G) +---. Como cada ¥%(G) é caracteristico em G, segue que ¢ induz um
automorfismo em L(G). Basta mostrar que & preserva o colchete de Lie. Assim, pela
defini¢do de [, ], temos:

lai,b;]® = [aYis1,bYj+1]
= [a,6]% %1 11 = [a®,b®) iy 1

= [a®Y41,6%yj1] = [afbab;p}

Usaremos a linearidade de [, ] para estender a a¢éo induzida @ sobre L(G). Sejam x e
yeL(G)talquex=x;+---+x,ey=y +---+y,noqualx; € L;ey € L; elementos
arbitrdrios em L(G). Temos:

[e3]
be,y]® =[in,2xj]¢ = (Z[xi,xj]>

i
=) [ x5
i7j

N r
YY) = ),
i J
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Portanto, & € de fato um automorfismo do anel de Lie L(G). Uma vez que & atua em
trivialmente em L(G) se, e somente se, centraliza todos os fatores da série central infe-

rior de G,assim, decorre pelo Teorema 1.2.22 item 4. segue que |C(P)| = |Cp ) (P)|

O

3.3 Algebras de Zassenhaus-Jennings-Lazard

Nessa secao apresentaremos um novo Anel de Lie, na verdade 4lgebra de Lie associada ao
grupo G. Tal algebra foi popularizada nos estudos para solucionar o problema restrito de
Burnside que consitiu em responder a pergunta:"serd que existe apenas um ndmero finito
de quocientes finitos ndo isomorfos de B(m,n)?", a notagdo B(m,n) é dada para o quociente
F m/n7, no qual F;, é o grupo livre com m geradores e N é gerado pelo conjunto x" : x € F, .
A pergunta pode ser reformulada, ou seja, "serd que dados inteiros m,n > 2, existe apenas um
ndmero finito de grupos m-gerados de expoente n que sdo finitos?", a resposta a essa pergunta
foi respondida em 1989 no premiado trabalho de Efim Zelmanov [26], com resposta positiva.

Nesse trabalho apresentaremos algumas das propriedades da tecnica usada por Zelmanov.

Definicao 3.3.1. Seja G um um grupo e p um nimero primo arbitrario, fixamos:

D =Di(G) = [] (r;(G))"".

jrk>i
Cada D;(G) é subgrupo caracteristico de G, assim, obtemos a seguinte série:
G=D(G)>Dy(G)>--->Di(G) > -

A série formada pelos subgrupos D; é chamada de série de Zassenhaus-Jennings-Lazard
do grupo G. Algumas propriedades dessa série permite construir uma algebra de Lie DL(G)
sobre IF,. A demonstragdo de algumas propriedades que sdo de fundamental relevancia para
a constru¢do do anel de Lie associado, serdo basedos no livro Analytic Pro-P Groups [7] e
do artigo Applications of Lie ring methods to group theory [19].

Teorema 3.3.2. Seja G um grupo e x,y € G. Entdo existem C; € %((x,y)) tal que para todo

o o)

2 .
2 3 n

n € N, temos:

n

X'y = (xy)

A demonstragdo pode ser encontrada no livro Analytic Pro-P Groups [[7], Apéndice A]. A

férmula de compilagdo estabelece uma expressdo para C como um produto de comutadores.
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Lema 3.3.3. Sejam x e y elementos do grupo G e sejam H = (x, [x,y|), p um primo fixado,

entdo para todo n > 1, temos:

n
L () ="y modp(G)" [[ 1 (G)" "
s=1

n
2. [y = b)) mody (H)P [T v ()
s=1
A demonstracdo pode ser encontrada no livro Analytic Pro-P Groups [7, Lema 11.9].

Lema 3.3.4. Sejam G um grupo e n > 0 entdo para i, j > 0, temos:
(G (6] < [TV (G
r=0

Demonstragdo. Sejam x,y € ¥; € z € ¥; temos:

1

"y 2] = 2P

Assim, pelo item 2 do Lema 3.3.3 temos:

n

[xpn,z] = [x, z]pnmodyz(H)pn H Yps (H)P

s=1

n—s

n
Denote por N = H YVisip(G)P" com N 9 G. Seja H = (x, [x,z]) entdo:
r=0

%(H) = <[m17"' 7mi]h | heH,me {x’ [x7z]}>'
Ou seja, 2(H) < pi1j(G), pois Yo = ({([m1,ma)" | h € H,m; € {x,[x,z]}), se

= ([ 2] [ h € H) < [%(G), %1+/(G)] < i+ j(G).

Assim para todo m > 2 temos ¥, (H) < ¥ni+;(G), basta aplicar indu¢do em m. Em particular
quando r =0,1,--- ,n temos que:

n— n—r

Yor (H)Y' " < i j(G)P" T <N.

E [x,2]"" € 1 ;(G)"" € N, por fim, [x"", 2] € N entdo [yi(G)?",7;(G)] <N. O
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h
Lema 3.3.5. Suponhaquei>1,j>1eh>0. SejaN = H7’i+jp’(G)ph_r. Se x € 1i(G) e
r=0
h

n > 2 entdo ¥, ((x,N)) < H%‘nﬂpf(G)p
r=0

h—r

Demonstragdo. A demonstracdo serd por indugdo sobre n. Para n = 2 temos que:
YZ(<X7N>) = [<x>N>7 <x7N>] = [Ra <x7N>]'

Como (x,N) < ¥%(G), segue que % ((x,N)) = [N, 7(G)]. Portanto para n > 2, temos

Ya((6,N)) = [Y—1((x,N)), (x,N)] < [1h—1({x,N)),%(G)]. Usando a definicdo de N para
n =2 e a hip6tese de indugio, temos que para n > 2, temos:

h—r

h
({6 N)) < [l:lo%n—wpr(G)” 1 (G)]-

Pelo item 5. do Teorema 1.1.6 temos que:

h—r

h
’}/n(<x>N>) < I!)[%n—l-l—jp’(G)p 7%(6)]

Mas, pelo Lema 3.3.4 temos:

h h—r

h—r—s
XN <HH Yitps(in—1+jp") ( )p 7%(G)]
r=0s=
h—r—s
yn(<x,N>)§ H ’yi-i—ps(in—l-i—jp’)—i-i(G)p
r+s<h
(&N < T Yinrjprs(G),
r+s<h
pois ip’in — p® > in. O

Lema3.3.6. Sei>1,j>1,h >0,k > 0, entdo:
k
[’)/I(G)p 7,)/]( ) ] <Dlpk+jp (G)

Demonstragdo. Suponha x € %(G) ey € ¥;(G). Sejam z = [x, y”h] e H = (x,z) pelo item 2.
do lema 3.1.12 temos:

w3 = [y = = [y mod s (H Hyp
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h
Paran=1,---,p" defina H, = H 7’in+jp"(G)ph_r. Pelo Lema 3.3.4 z € Hj, assim temos
r=0

H = (x, [x,yph]) < (x,H;). Pelo lema 3.3.5, temos:

Q

W(H) < %a((x,H1)) < Hp
pHE <H! <H.

n

k—m
Portanto,[xpk,y"h] € H H},’m . Faga R = Dl-pk+]'ph(G), se m+h—r > k, entdo pela
m=0 '

defini¢do de D;, }/ipmﬂpr(G)”h_r < R. Assim, s = max{m+h—k+ 1,0}, temos:

h
Hy <R[ [ Vit jpr(G)P " < RYipmsjps (G).
r=0

Logo,
pkfm
Hpn SR%pm+]pk7m(G) :R.

Pois, ipk + jp* " > ipk + jp". Logo [x”k y”h] €Re (xpk)R comuta com (y”h)R, ou seja,
k h

k h

cada elemento de v (G)R/R comuta com v G)R/R e[y (G),y] (G <R O
Proposicao 3.3.7. Seja D; a série de Jennings-Zassenhaus do grupo G, entio:

1. [Dyp, Din] < Dipin

2. Dy(G)? < Dpy(G);

3. Paran > 1, temos D, (G) = [D,—1(G),G|D;y(G)?, com m é o menor niimero natural

tal que pm > n;

4. Suponha que G=R; > R, > --- é uma série do grupo G tal que R, <G, [R,,G] < R4
e R <R,, paratodon > 1. Entdo D,(G) < R,.

Demonstragdo.

1. Basta considerar D, = H ’yi(G)pk eD, = H }/j(G)ph no Lema 3.3.6, logo:

ipk>m ip">n
k h
(D, D] < T[%(G), 75(G)P 1 <Dy y jpi < Dt

Pois, ipk >me jph > n.
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2. Peloitem 1 ¥,(Dy) < ¥pn(G), assim D'VDP,, ¢ regular, pois a classe de nilpoténcia é

no maximo p — 1. Mas, DVDM € gerado por elementos de ordem p, pois se ipk >n

p
e x € ¥, entdo (xpk)p € D, k11 < Dp,. Portanto, temos (Dn(G)/Dpn> = 1. E assin
D, (G)? < Dyp.

3. Como m é o menor nimero natural tal que pm > n temos pelo item 1.:
[D,—1(G),D1] < Dy,.
Mas, pelo item 2. e como pm > n segue que:
Dy(G)? < Dinp(G) < Da(G).

Seja k = 0 na defini¢do 3.3.1,com i > n logo:
k
%(G)" =%(G) < %(G) = [¥-1,G] < [Dp-1(G),Gl.
Se k > 0, entdo ipkil > m, pela definicao de m, temos:

p
Ip

n(G)" < (u(6)"")" < (Dyer(©))" < DulG)

Assim, %(G)?' < [Dy_1(G),G|Dp(G)P.
4. A demonstragdo segue do item 3 por indugdo em n.

]

Os itens 1. e 2. da Proposicao 3.3.7 caracterizam a série de Jennings-Zassenhaus como
uma N e N,-série, respectivamente. A partir de uma N),-série de um grupo G, podemos

construir um anel de Lie LD(G) da forma:

LD(G) =P L e L= DVDZ.+ -

A comutacdo em G induz a operagdo [, ], para elementos homogéneos xD; | € L; e yD j+1 €Lj,

a operacao ¢ definida por:

(XD 1,yDj1] = [x,y]Djyiv1 € Liy ).

Suponha que a'D;y | = aD;,; e b'Dj+1 =bDj,, com a,d ,beb € G, assuma também

que g1 € Diy1 € g2 € D41, tais que, @ = agy e b’ = bgy, mas pelo itens (3) e (4) do teorema
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1.1.5:
[d,b] = [ag,,b] = [a,b][a, b, g1][g1,b].

Mas,
[a,blagl] gDH—j—H € [g1,b] QDi+j+1.
Por outro lado:

[a,b] = [a,bgs] = [a,g][a,b,a,b,g5].

De maneira andloga:

[a,82] € Diyj+1 e [a,b,82] € Diyjs1-
Entao:
[d',b'] = [a,b'|Di j41 = [a,b]Diy 1.
O comutador [, ] estd bem definido. Basta verificar que as propriedades do [, | sdo satisfeitas
como na defini¢do 3.1.1, verificaremos os itens 1 e 2, logo sejam a € DVD,H’E € DJ'/D],+1
ece D’V Dt

1. [d,d]=0
[Cl 7al] = [aGi+17aGi+l] = [ava]GZiJrl

[aDi+1,bDj+176Dk+1] +[bDj+1,¢Dyy1,aDi1] + [¢Dyy1,aDiy1,bD 1] =
[a,b,c|Diy jrit1+ [byc,alDiy jrai1 +[¢,a,b]Diy k1 =

[(l b C][bac7a][c7avb]Di+j+k+l =
la,b

a,b™",c] b, C_1, al~“le,a” ! ,b] " Diy jras1 =
[Caa b]_a[b c 7 ] [a b_ ) ]_ DH—j-l-k—H =
([aab C] [bvci ) ] [ lvb]a) l+j+k+1-

Pelo identidade de Hall-Witt , temos:

la, b=, c)’[b,c™ !, al[c,a b =1
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Segue que:
[@,b,c] + [b,c,a] + [¢,a,b] = 0.

Portanto LD(G) é uma anel de Lie.

Na secao anterior vimos que se A age sobre G, essa a¢ao pode ser induzida sobre todo
quocientes invariantes, em particular ./} Dj. € assim estendendo para a soma @ s Djir-

Podemos ver A como um grupo agindo sobre a subdlgebra L,(G) = (L;) de LD(G), como
automorfismo de dlgebras de Lie.

Proposicio 3.3.8. Seja G um grupo gerado pelos elemento ay, - - - ,a,, € assuma que L,(G)
seja nilpotente de classe no maximo c. Sejam py,-- -, ps todos os comutadores gerados pelos
elemento ay,-- - ,a, de peso < c. Entdo para qualquer inteiro ndo negativo #, o grupo G pode

Ser escrito como:

G =(p1)--(Ps)Di+1.

Demonstragcdo. Primeiramente observe que o subgrupo D; = (D;;1,[b1,--- ,b j]pk\ it =i,
Essa igualdade pode ser demonstrada usando a identidade de Witt e pelo Lema 3.3.3. Faremos
a demonstrag@o por induc@o em i, para i = 0 temos que G = D (G) trivial. Assuma que i > 1

G=(p1)---(ps)Di.

Entdo qualquer x € G pode ser escrito como:

x=ppy% - ply. (3.4)

com y € D;. Sem perda de generalidade podemos assumir que D;, | = 1. Pela obervacao

feita inicialmente podemos escrever:

iy Ky K
y= (o] )P (al) P (o] )P (3.5)

com cada 0, € [by,---,bj| com jp* >ieby---b; € {aj---an}.
Denote a; o elemento a;D, € L,(G) com [ = 1,--- ,m. Por hipétese L,(G) é nilpotente
de classe c, logo [by,- -+, b, 1] = 0 para quaisquer by - --b.1 1 € {ay---a,}. Isso implica que

by---bet1 € Doy para quaisquer by ---by1 € {a1---am} € Yer1 < Deyz Como D; é uma
N)-série, para qualquer d > ¢+ 1 temos ¥; < Dy 1.
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Agora, se 0, é da forma [by,---,b;| com j > c+ 1 entdo

kn kn
of eyj’ <p""

i1 S D(jrnype < Dig1 = 1.

Portanto, podemos assumir que cada o, ¢ da forma [by,---,bj] com j < ¢ e nessa caso
o, pertence a lista p;ps - - - Ps.
. kn .
Novamente, pelo fato {D;} ser uma N,-série, temos 6} € Z(G). Comparando a maneira

que escrevemos x € y em 3.5 temos:

€ (p1) -+ (Ps)

como queriamos. 0

3.4 Automorfismos Livres de Pontos Fixos

O principal objetivo desta secdo € apresentar resultados conhecidos na teoria de dlgebras de

Lie. como por exemplo o resutado devido a Kreknin-Krostrikin

Teorema 3.4.1. (Kreknin,Krostrikin) Se um anel de Lie L € solivel de comprimento deri-

vado s e admite um automorfismo regular ¢ de ordem prima p, entdo L € nilpotente e sua
(p—1)°-1
p=2

Outro resultado que merece destaque € o resultado devido a Higman, Kreknin e Krostrikin

classe de nilpoténcia é no maximo

o qual afirma

Corolario 3.4.2. (Higman, Kreknin e Kostrikin) Se um anel de Lie admite um automorfismo
regular de ordem prima p, entdo ele é nilpotente e sua classe de nilpoténcia € limitada por

algum nimero Ai(p), com esse dependendo somente de p.

Para tanto precisamos de algumas propriedades basicas de produto tensorial. Dados A
e B ambos K-espacos vetoriais sobre o corpo K, com bases formadas por {aj,---,a,} é
{b1,-+ ,bp}, respectivamente. O Produto Tensorial A®yx B =A ®Qy B de A ¢ B é 0 espago
Vetorlal de base {a,®Kb |1<i<n e 1<j<m}. Dadoa€cAebecBtemos que
a= Z aa; e b= Z B;b, definimos:
=1

i=

a®b Z(X,al®2ﬁjb = Z ZalBJ a;®bj)

j=li=
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Em que o, B; € K. Os elementos a ® b, satisfazem as seguintes propriedades para a; € A,
bijeBekeKcoml1 <i,j<2:

1. (a1 +ay)®@b=(a;®@b)+ (a; ®b);

2. a® (b1 +by) = (a®@b))+ (a@by);

3. (ra)@b=r(a®b)=a®rb.

Podemos definir o conceito de produto tensorial para K-mddulo.

Definicao 3.4.3. Sejam A e B dois K-moddulos. Seu produto tensorial A ®x B € definido
como o médulo quociente de K-médulo livre com a @ b geradores livres,a € Ae b € B, do

submddulo gerado de todos os elementos de forma que:
1. k(ap® bg) = kay @ by = ag ® kby;
2. ap® (b1 4+b2) = ap® by + ag R by;
3. (a1+ay) @by =a; ®by+a; @ by.

Para todo k € K,a; € Ae b; € Bcomi=0,1,2. Se os elementos ay,---,a; geram um K-
mddulo A e os elementos by, - - - ,b, geram um K-mddulo B, entdo os sr elementos a; @ b; ,
i=1,---,sej=1,---,r,geram o K- modulo A @k B .

Sejam ¢ (n) a fungdo de Euler com soma e produto usual dos nimeros complexos e ®

uma n-ésima raiz da unidade, podemos constrir o anel:

Zlo) = ZPZo P - Pze* ™.

Sejam L e Z[w] ambos Z-médulos, com L um anel de Lie, definimos o produto tensorial

7z

L ®; Z[w] denotando por L® Z|w]. Para todo k € Z[®w] e a® b € LR, Z|0)], LR, Z[w)] é
um Z|w]-médulo, com o produto definido:

ka®b=a® kb
Podemos ainda definir o produto de Lie do anel de Lie L ® Z[®w] como
[a1 ®Rb,ar ® bz] = [al,az] ®b1by

Dado um automorfismo ¢ do anel de Lie L de ordem finita n, podemos considerar
¢ um automorfismo em L ®, Z[w] agindo trivialmente em Z[w] de tal modo que dado
a®gb € LR Z|w] entdo (a®b)? =a® @ b.
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Veremos um Lema que permite verificar algumas propriedades de L ® Z|w], estas serdo

importantes para demonstragdo de alguns resultados.

Lema 3.4.4. Sejam L = L ® Z|®] o anel de Lie como definido acima e ¢ um automorfismo

de L agindo em L da forma que descrevemos. Valem as seguintes propriedades:

1.

2.

3.

Cr(9) = CL(9) ® Z]w];

(i)

L' =19 ¢ z]o);

%(pL) = %(pL) ® Z[w].

Demonstragdo.

1.

A inclusdo Cp(¢) ® Z[w] C Cz(¢) é imediata devido o descrito acima. Para outra
inclusao, considere:

RO .
L= P LoZao'
i=0

Parai=0,---,¢(n) — 1 basta mostrarmos que Cz(¢) VL ® Z&' = Cr(¢) ® Zo'. Ob-
serve que C; (@) NL® 1 = Cr(@) ® 1, o que implica Cr(9) NLR Z = Cr(@) ® Z.
Paratodo/ € Lem € Z temos que ml ® 1 =m® [ resultando L Z =L ® 1. Assim,
LR®Z0' =L®7Z. Dadol € Cz(¢) NL® Z podemos considerar [ = [ ® @' para algum
leL

0" =121¢cC (o)

resultando que [ € Cr(¢). Portanto, [ ® @' € Cr(¢) ® Zo' e consequentemente
Cr(@)NLRZo' = Cr(¢) ® Zw' paratodoi=0,---,¢(n) — 1.

. Bastar fazermos por indugdo, lembrando L") = L[] = Lo Zo], Lo Z]|o]] = [L,L]®

Zlw] = L' ® Z[w]. Uma vez que ' = [L, L] é gerado pelo conjunto {[x,y] | x,y € L};

. A demonstragdo € imediata por indugio e lembrando que > (pL) = ( pL)V e %(pL) =

[%i-1(pL),L].
]

3.4.1 Anéis de Lie Solivel com Automorfismos Regulares

Para adentrar a teoria de automorfismos regulares apresentaremos dois resultados de dlgebra

linear. O primeiro é o Teorema da Forma Normal de Jordan e o segundo sobre certas

condi¢des garante um limite para os blocos de Jordan de uma Matriz, tais resultados podem

ser encontrados em [12] e [13].
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Teorema 3.4.5. (Teorema da Forma Normal de Jordan) Seja ¢ uma transformacio linear
de um espago vetorial V de dimensao finita sobre um corpo F'. Se todos os autovalores de ¢
pertencem a F', entdo V tem uma base na qual a matriz de ¢ est4 na forma normal de Jordan,

isto €, sua matriz pode ser escrita na forma de blocos diagonais, com cada bloco na forma J;,

A1 ... 0
Ai 0

Ji=
00 ... A

com os A; autovalores de ¢ (ndo necessariamente distintos).

Teorema 3.4.6. Sejam p um niimero primo e @ um elemento de ordem pk em um grupo de
transformacodes lineares de um espaco vetorial V sobre um corpo F de caracteristica p. Entdo
todos os autovalores de ¢ sdo iguais a 1 e V tem uma F'-base na qual a matriz de ¢ na forma
normal de Jordan possui todos seus blocos de tamanho no méximo Pk x pF, e existe pelo
menos um bloco de tamanho exatamente pk X pk .

Para os proximos resultados, definimos o conjunto dos pontos fixos de um automorfismo
¢ de G por Cs(9) = {g € G;g? = g}. O automorfismo ¢ € dito regular se C;(@) = 1.

Teorema 3.4.7. Seja p um numero primo. Se ¢ € um automorfismo de ordem pk de um

p-grupo abeliano nio trivial G, entdo Cg (@) # 1.

Demonstragdo. Considere o subgrupo nao trivial de G
V=(geG:gl =1)

que pode ser considerado como um espaco vetorial sobre o corpo [F), € cujo V restrito a ¢
¢ uma transformacao linear. Por hip6tese ¢ é um automorfismo de ordem Pk entdo pelo
teorema 3.4.6 @ possui todos seus autovalores iguais a 1. Portanto, os autovetores nao triviais

de ¢ associados ao autovalor 1 sdo elementos ndo triviais que pertencem a Cg(@). ]

Definiciio 3.4.8. Dado um automorfismo ¢. O subgrupo aditivo do anel de Lie L
L={lcLii®=w1}

é chamada uma ¢@-componente de L com relacdo a w'. Os elementos das (-componentes
sdo chamados @-homogéneo. Embora L ndo seja um espaco vetorial, "quase todo L se

decompde em uma soma quase direta"de componentes.
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Definicdo 3.4.9. Um ideal / do anel de Lie L é ¢-homogéneo, se:
n—1 ]
=Y I(\L.
i=0
Lema 3.4.10. As seguintes inclusdes sao verdadeiras:
LonLCO L+ L4 4 L

2. Selp+lLi+---+1,-1=0,com[; eiLentﬁonlj:0paraj:0,1,---,n—l.

3. Se o grupo aditivo L ndo tem n-tor¢ao, isto é, para todo [ € L a equivaléncia n/ =0

implica em / = 0, entdo a soma de ¢-componentes € direta.

Demonstragdo.
n—1
. i —is_@° i
1. Paracadaac Lecadai=0,1,--- ,n— 1 definamos ‘a = Zw a” . Temos ‘a € 'L.
s=0
n—1 E n—1 "
1 _ _ —1s —
(‘a)?=(}, wra?)? =} wa® )=
s=0 s=0
n—1 " n—1 B
WIZW (s+l)a(p )_szzr (P):w”a
s=0 r=0

com r = s+ 1, por outro lado, lembremos que w" =1 ¢ ¢" = 1, e assim:

n—1n—1 n—1 E
Z a—z Zw_’saq’ —Zw ’SZa(P =na
i=0 s= =0
pois para s = 0 temos:
0

Zw =l + - +w =nw =n
~———

n-vezes

Assim, se s # 0(modn) temos:
n—1
w Z Wi Z w (i+1)s Z W]s
i=0

Logo:
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n—1
como w* # 1, temos Z w" =0.
i=0
n—1
2. Aplicando @* parak =0,--- ,n—1 em Z li=0
i=0

lo+li+-+1,-1=0
lo+hw+-4+w" 1,1 =0
lo+hw?+--+w? D, 1 =0

lo+ LW+ w2 g w Dl —

Como demonstramos no item anterior para casa s # 0(modn), temos:

Assim para cada i, devemos multiplicar as equacdes acima por uma poténcia de w

adequada, por exemplo, para o multiplicamos por w". E assim:

nli =0.

3. Como L ndo tem n-tor¢do, se tivermos:
o+ +lh-1=a0+ - +ay1.
coml;eaqa; € 'L, entdo
(h—ay)+-+ (-1 —ay—1)=0.

Pelo item anterior n(/; —a;) = 0 paratodo j=0,1,--- ,n— 1. Portanto [; = a;.

Lema 3.4.11. Para todos i e j, temos
['L,’L) C "L

Com i + j € calculado médulo n. Em particular a soma das ¢-componentes oL +L+- +

n=17 & um subanel do anel de Lie L.
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Demonstragdo. Paraa € Lebec jL, temos:
[a,b]? = [w'a,w/b] = w'/[a,b].

E assim [a,b] € "L O

Pelo lema anterior, se ¢ € um automorfismo de ordem n de um anel de Lie L e sabendo
que a ¢-componente OL & subanel de pontos fixos de @, concluimos que o grupo aditivo
do ideal ,,(Cr(¢)) é gerado pelo comutadores simples que possuem um subcomutador
[fx izxz, -..,irx ], onde ijxj €L e ip+ - +i, = 0(modn).

1

Lema 3.4.12. Seja p um nimero primo € sejam iy, - ,i; elementos ndo nulos em [, (ndo

necessariamente distintos). Seja M o conjunto

M={) is:SC{1,-- k}}.

ses
Por defini¢do, a soma ¢ zero para S = &. Entdo, ou M =7, ou |[M| > k+ 1.

Demonstracdo. Por indugdo sobre k, chamaremos M(S) o conjunto de todas as somas

envolvendo {iy,---,is}. Para k = 1, temos:
IM(1)| = {0,i1}| =2,

Com ij #0,como M (k) CM(k+1),se M(k) =T, entdo M(k+ 1) =F,. Assim basta provar
que |M(k)| > k+ 1. Para isso seja o € M (k) e suponha que alguma soma o + iy ¢ M (k).
Entao:

IM(k)+1] > M(k)|+1> (k+1)+1.

Por outro lado, se toda soma ¢ + it € M(k), entdo por recorréncia e tomado ¢ = 0 temos
Ikt 15 20541+ (P — D)igg1 € M(k). Como 0,ij1,- -+, (p —1)ik+1 sdo distintos (pois F, nao
possui subgrupos préprios ndo triviais e i; # 0 ), temos que |M (k)| = |M(k+ 1)| = p, ou seja,
Mk+1) =7, 0

Proposicao 3.4.13. Para todo s temos:

L. [Yn(H/)aH,"' »H] C Yn+1(H/>+id<OL>, n>1;
——

(p-1)-fatores

2. 7’(p—1)n+2(H) - Yn+1(H/) +id<OL>’ n=0;

3. Ye(pus)1(H) C H® +,4(°L),
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(p—1)°—1

com f(p,s)=1+(p—1)+--+(p—1)"= -

Demonstragdo.
1. Temos que H' e ¥,(H') sdo ideais de H e sdo ¢-homogéneos, ou seja,
p—1 ) p—1 )
H=Y HnN'L ¢ p(H)=Y wH)N'L.
i=0 i=0

Assim basta mostrar que:
. . i _ O
[10C0711y17"'7 g 1yp71] GYH+1(H/)+id< L>

Para todo elemento @-homogéneo “c € Yo (H') N o[, ¢ 'ty € *L. Podemos assumir
que i, # 0 para todo r =0,1,--- , p— 1 temos [ioco, ilyl, fee 7ip71yp71] € .,(°L). Note
que toda permutacdo de elementos "'y, --- "'y, 1 ndo altera o comutador médulo
0 subgrupo ¥,+1(H'), isso ocorre pela identidade de Jacobi para [a,b,c| = [a,c,b] +
[a, [b,c]] e portanto, se a € ¥,(H') e [b,c] € H' entdo |a, [b,c]]. O objetivo € reorganizar
os elementos ‘y;,--- ,ipflyp,l de modo a obter a congruéncia, pelo lema 3.4.12

rearranjando os indices obtem-se qualquer elemento de Z,, para T € S, | temos:
i() + in‘(l) +--+ in'(s) = O(modp)

. . i 71
Podemos escrever o comutador [°cy, Ty, -+, "y pfl] como a soma de um comutador

com o segmento inicial °L e consequentemente id OL).

2. A demonstragdo serd feita por induc¢do em n. Para n =0, temos »(H) = [H,H] =
v (H') e paran > 0.

'}/(p—l)n—b—Z(H) = Yp—1)(n—1)+24p—1 (H) = [Y(p—l)(n—1)+2(H)> H,--- 7H]‘
(p-1)-fatores

Pela hipétese de indugdo e pelo item 1., temos:

[’y(l’—l)(n—l)-FZ(H)?Hv"' 7H] - [YH(H,)vH"“ 7H] +id<OL> - yn+l(H/)+id<0L>'
—— ——

(p-1)-fatores (p-1)-vezes

3. A demonstragdo serd feita por inducdo sobre s. Para s = 1, temos:

Ye(p.1)+1(H) C HWY +.°L).
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(p—1)°—1
p—2

(p—1)y'-1
p—2

v (H) = H' e para s > 1 usamos (p—1) + 1 e pelo item

anterior, temos:
Yips)+1(H) = Yo 1)(r(ps—1)42(H) S Vr(ps—1y42(H') + 4 (°L).
Usando a hipétese de inducdo no anel de Lie soltvel H', concluimos que:
Yf(p,s—1)+2(H/) c (H)e +4(°L) =HY + (L)

]

Teorema 3.4.14. Se ¢ é um automorfismo regular de ordem prima p de um anel de Lie L,

entdo para todo nimero natural s > 1 temos:

yf(m)ﬂ(pL) C {CL(9)) +L(s)7

_ (=11
com f(p.s) = P~ 2.
Demonstragdo. Observe que pLCH ="L+'L+---4+P"'LeH ©) e, A demonstragio
segue pelo item 3. da proposicao 3.4.13. U

Lema 3.4.15. Seja A um anel de Lie. Denotamos por nA o subanel gerado por todos os
elementos da formana =a-+a-+---+a, coma € A. Entao:
N————

n-fatores
1. (nA)® = n? AW
2. %(nA) =y (A).
Demonstragdo. Faremos por indugdo em k.

1. Para k = 1 temos (nA)") = [nA,nA] = n*[A,A] = n*A"). Suponha que vale para k,

entdo por nossa hipétese de inducao temos que (nA)(k) — n*A® Portanto:

(nA)*HD) = [(nA ), (nA)¥] = nzknzk[A(k),A(k)] _ 2 (k)

2. Para o primeiro passo de inducgdo, temos pela linearidade do colchete de Lie que
71(nA) = nA = ny;(A). Suponha que vale para k,logo y(nA) = n*%(A), assim pelo
primeiro passo de indugdo e pela hipotese indutiva, temos:

Yer1(nA) = [ (nA),nA] = nn* [y (A),A] = iy (A).
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]

Teorema 3.4.16. (Kreknin,Krostrikin) Se um anel de Lie L € solivel de comprimento

derivado s e admite um automorfismo regular ¢ de ordem prima p, entdo L € nilpotente e sua
(p—1) -1
p=2

Demonstragdo. Por hipotese L admite um automorfismo regular ¢ e € solivel de compri-

classe de nilpoténcia é no maximo

mento derivado s, ou seja, °L = 0 ¢ L®) = 0. Pelo teorema 3.4.14 Yf(p.s)+1(PL) = 0 por outro
lado pelo Lema 3.4.15, temos:

0= Yr(p.s)+1 (pL) = pf(p’sH_lYf(p,s)—i—l (L)

Em particular isso implica que o grupo aditivo abeliano ¥y, ) +1(L) é um p-grupo ¢-
invariante. Pelo teorema 3.4.7 aplicado a ¥y, c)+1(L), supondo que ¥y(, )+ (L) ndo seja

trivial, entdo C(¢) € C,

- y)+1(L)((p) # 1 contrariando a hipétese, 10go Y5 (¢ +1(L) =0. T

3.4.2 Anéis de Lie com Automorfismos Regulares

Nessa se¢do considere @ um automorfismo de ordem n e f(n) =2""' —1. O objetivo
é demonstrar que nessas condigdes (nL)\) C .+(°L) e com isso demonstrar o resultado
de Higman, Kreknin e Krostrikin. Assim como na se¢do anterior demonstraremos que

podemos assumir sem perda de generalidade para L = L. Logo:
L)V e1=mL)\'nLe1C Loz Zo)nLel=,L) 1.

Lema 3.4.17. Suponha que a,b e ¢ sejam nimeros naturais tais que 1 < a, b,c <n—1. Se

a+b = c(modn), entdo ou ambos a >ceb >couambosa<ceb < c.

Demonstragdo. Comoa <neb <n,temosa+b <2n. Entioa+b=coua+b=c+n.
No primeiro caso, claramente a < ¢ € b < ¢, enquanto no segundo ambos sdo maiores que ¢,
pois caso contrario se algum fosse menor que ¢, digamos a < ¢, entdo como b < n teriamos
a—+b < c+n, o que contraria o raciocinio anterior. Portanto, ou ambos a > c e b > ¢ ou
ambosa <ceb <c. ]

Proposicao 3.4.18. Suponha que @ seja uma raiz n-ésima da unidade e que o anel de Lie H
sobre Z[®w] admita um automorfismo ¢ de ordem n, com H decomposto em soma direta de

¢-componentes do seguinte modo:

H="Ho'He. .. .o" 'H.
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Entdo, paratodo k =0,1,--- ,n—1.
1 H@D kg C <k+1H7k+2H, R Jrl_d<oH>;
o g1 C <k+1H7k+2H7n_ ’n—1H> +id<OH>§
3. H® D (OH).

Demonstragdo. Os itens 1 e 2 sdo demonstrados simultaneamente por inducdo em k. Para
k =1 temos
HY9"H=Y [HYnH HV " H),
u+v=w
Logo H' N'H ¢ gerado por todos os comutadores [x,y] com x €H ye/Hei+ )=
1(modn). Se i ou j é igual 0, temos [x,y] € ,,(°H). Se ambos sdo maiores que 0, pelo Lema

3.4.17, ambos sdo maiores que 1 e assim [x,y] € (*H,>H,--- "~ H). Para o item 2, temos
n—1
H =@H N'H e do fato 'H C (*HH,--- " 'H) + ,,(°H), para i = 0,1,2,--- ,n— 1,
i=0
junto com o item 1, temos H' N'H C (*H*H,--- ""'H) +,,(°H) para todo i. Portanto,
H C(H’H,--- " 'H)+ ,H).
Para k > 1 provamos 1. usando as hipoteses de inducdo de 1. e 2.. O subanel H @ Nkg
¢ gerado por todos os comutadores [x,y], com x € H@ D N'Hy e H® ' Vnig e
i+ j = k(modn). Se algum i, j é igual a zero, entdo [x,y] € ;,("H). Se ambos sdo maiores
que zero, entdo pelo Lema 3.4.17 ou ambos sdo maiores que k ou ambos sdo menores que k.

(2=1-1)

O primeiro caso € imediato. Ja o segundo caso, aplicamos 2. ao subanel H o qual

contém x e y:
H(Zkfl_l) g <k+1H,k+2H, L. ,n_1H> +ld<0H>

(211

Assim, o elemento y € H é igual médulo ;,(H) a uma combinagdo linear da forma

. q
[ur,un, - ugl,us €% H,ig >k Z is = j(modn).
s=1
Aplicando a identidadede de Jacobi [a, [b,c|| = [a,b,c] — [a,c, D] repetidas vezes, todo
comutador [x, [ug,uz,- - ,uy)] pode ser expresso como combinagdo linear de comutadores
simples da forma

[ g1y, sug(q)], com mES,.
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Logo o comutador [x,y] é igual médulo ;,(°H) a uma combinagio linear de comutadores
simples da forma

. q
X, vi,va, e vyl vs € PH, js >k stzj(modn),

s=1

Onde ¢ satisfeito
i+ ji+ jo+-+jg = k(modn), pois i+ j = k(modn).

Se tivermos j, = k, entdo

i+ji+jo+-+jg—1 =0(modn).
Significando [x,vi,v2,- -, vg—1] €’ H. Consequentemente,

X, vi,va, -0 vy € id(0H>.
Se, no entanto, j, > k entdo temos
i+ji+jo+-+jg—1 =t # 0(modn).
E pelo Lema 3.4.17, temos ¢t > k. Assim,
e, vi,va, e vgo1,vg) € (HJ HY C (T E 2 o ),

Logo, em todos os casos, os comutadores [x,vi, V2, ,V4_1, V4] estdo contidos em

<k+1H7k+2H7“_ ) +id<OH>'

Portanto, este subanel também contém [x, y|, como desejado. Agora para o item 2. usamos

a hipétese de inducao para kK — 1 no anel de Lie H (20,

(H(qu))(zk—'fl) C <H(2’<—1) ﬂkH,H(zk_l) S any: I ,H(2k_]) Nl H) +id<0H>-

Os subgrupos aditivos H® ﬂkH,H(zk_l) N+ H,--- ,H(zk_l) N"~!' H estdo contidos no
subanel <k+1H Y | ), que pelo item 1. também contém o subgrupo aditivo H @-Dkg.
Portanto,

H(Zk—l) _ (H(Zk—l))(2k*1—1) C <k+1H, L ’n—1H> +id<OH>'
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como querfamos. Para demonstrar o item 3 basta refazer o item 2. colocando k =n—1. [l

Teorema 3.4.19. Seja n um ndmero natural e f(n) = 221,

iy i i
Se ]y1712y27"'7f<n>yf(n)
sdo alguns elementos de um anel de Lie arbitrario com indices superiores arbitrdrios

i1,iz, - ,if(n) € Z, entdo o comutador

62n—171 (ilyl 7i2 Y2, ’if(n) yf(”))

pode ser representado como uma combinacdo linear de comutadores cada qual possuindo o
mesmo conjunto de entradas "'y, y,,--- /)y #(n) © contendo um subcomutador com indices

superiores de soma igual a zero médulo n.

Demonstragdo. Seja @ uma raiz p-ésima da unidade e seja F' um anel de Lie livre sobre
Z|®] com geradores livres My 2y e ,if(n) Yfn)- Paracadai=1,2,--- ,n— 1, denotamos
por 'F o subgrupo aditivo de F gerado por todos os comutadores nos geradores livres
Ay 2y e L) Yf(n)- tais que a soma dos indices superiores de suas entradas € igual a i
médulo n. Definimos um automorfismo ¢ de F de ordem n colocando [? = @'l para todo

[€'F,i=0,1,---,n—1, e por linearidade a acio se estende para a soma F = Z 'F. Dessa
i
forma os subgrupos aditivos 'F’ sdo as ¢-componentes. Como o grupo aditivo F' ndo possui

torcao, pelo item 3 do Lema 3.4.10, temos
F=Fo'Fe...e"'F

Pela Proposicdo 3.4.18, item 3. segue que

anilil(ilyhizyz, e ) yf(n)) € id<0H>.

Teorema 3.4.20. Se ¢ ¢ um automorfismo de ordem finita n de um anel de Lie L, entdo
(L)) € 4y (°L).

Com L= {I+1?+19 +-.. 419" ":1cL}e f(n)=2""—1.

Demonstragdo. Pelo Lema 3.4.10, nL QO L+'L4-- 4" 1Le , portanto, pelo Teorema
3.4.19 temos
(nL)V) €y (OL).
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Corolario 3.4.21. Suponha o grupo aditivo de L, admita um automorfismo regular de ordem

finita n.

a Se o grupo aditivo de L ndo possui n-tor¢ao (ou seja, n/ = 0 implica / = 0), entdo L é

solivel de comprimento derivado no maximo P

b Se n é um nimero primo, entdo L é solivel de comprimento derivado no maximo
PARE |

Demonstragdo.

a Pelo Teorema 3.4.20, temos
2 2l e O e () = 0
n = (nL) C (L) € y(CL(p)) =0.

Portanto .
an—1l_p n—1
n(n® L* H=o.

22”7172L2n71 —1

e como L ndo possui n-tor¢ao, obtemos n = 0 Procedendo do mesmo

n—1__
modo, temos L? L=o.

b Se n = p € primo, suponha que ! # 0 isso diz que J p-grupo abeliano
nao trivial. Logo, pelo Teorema 3.4.7, ¢ possui um ponto fixo ndo trivial. Portanto,

. n—1_
necessariamente LZ I = 0.
U

O préximo teorema permite obter um limite superior para classe de solubilidade de L e

esse sO depende da ordem de um automorfismo regular que € n.

Teorema 3.4.22. (Kreknin) Se um anel de Lie L admite um automorfismo regular de ordem

n, entdo L € solivel e seu comprimento derivado nao é maior que 2" — 2.

Demonstracdo. Sejam L um anel de Lie, ¢ € Aut(L) com |¢| =n e Cr(¢) = 0. Defina
T ={a e L:n*a=0,paraalgum k = k(a) € N}
Claramente T é um ideal @-invariante. Pelo Teorema 3.4.20,

0= (nL)/® — pf @11

Y
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com f(n) = 221 Asim, L&D C T Logo € suficiente mostrar que yECH )

pois,
12"-2) — (L(Z"*l—l))(z"*l—l) cr@ -1 _p

Como todo elemento de 7 possui ordem finita e igual a uma poténcia de n, podemos decompor

o grupo periddico abeliano 7" em uma soma direta de seus subgrupos de Sylow.
T=Ty @Tp® T,

comn = plfl pgz e plr" a decomposicado de poténcias de primos. Note que estes subgrupos
de Sylow sdo subanéis @-invariantes e [x;,x;] # 0 com x; € Tj,, € x; € T, com i # j. Entdo
¢ suficiente provar que cada subanel 7}, € solivel de comprimento no maximo 2" — 1.
Temos n = p*s, p € {p1,p2,---,p,} € (p,s) = 1. Podemos obter a seguinte decomposi¢io
(9) = (), @ (9)y com [(@),| = [(9)] = p" & [(9)y| = [{9"")| =>s. Entio Cr, (¢”") = 0,
pois se CTp(q)Pk) — A #0, temos C4(¢°) # 0, uma vez que |(¢°)| = p* e A é @*-invariante
(veja Teorema 3.4.7). Logo,CTp((ppk) N CTP((pps) = Cr,(9) # 0, 0 que € uma contradigio.
Portanto, Cr, (q)pk) = 0. Assim 7,, admite um automorfismo regular (ppk de ordem coprima
com todos os elementos de seu grupo aditivo, logo pelo item a. do Corolario 3.4.21, T, €

solivel de comprimento derivado no maximo Pt 0

Corolario 3.4.23. (Higman, Kreknin e Kostrikin) Se um anel de Lie admite um automor-
fismo regular de ordem prima p, entdo ele € nilpotente e sua classe de nilpoténcia € limitada

por algum ntimero /(p), com esse dependendo somente de p.

Demonstra¢do. Dado um anel de Lie L que admite um automorfismo de ordem prima
p. Pelo item b. do Corolario 3.4.21 L é soluvel de comprimento derivado no maximo
27~1 _ 1 e, portanto, pelo Teorema 3.4.16, temos que L é nilpotente de classe no méximo
(p—1)*" -1

p—2 '

O

A funcdo h(p) é chamada de fungdo de Higman, e a mesma ¢ utilizada em outros
trabalhos.






Capitulo 4

Nilpoténcia de Grupos admitindo um
Grupo de Frobenius como Grupo de
Automorfismo.

Este capitulo é destinado a apresentar uma solucao positiva para o item 1 do Problema
17.72 do The Kourovka Notebook [21] dada no artigo Frobenius Groups As Groups of
Automorphisms [19] por N. Yu. Makarenko e P. Shumyatsky.

Teorema 4.0.1. Seja FH um grupo de Frobenius com nicleo F' e complemento H. Suponha
que FH age em um grupo finito G de modo que GF € um grupo com Frobenius de nucleo
G e complemento F. A classe de nilpoténcia de G € limitada em termos |H| e da classe de
nilpoténcia do Cg(H).

Para isso estudaremos primeiro condi¢des combinatdrias em Algebra de Lie graduadas.

4.1 Algebras de Lie Graduadas: Uma condi¢cao combina-
toria.
Seja ¢ um inteiro positivo arbitrdrio mas fixado. Escolha um primo p tal que r? = 1(modp).

Considere ay, - - - ,a; elementos ndo necessariamente distintos e nao nulos em Z/ D7

Definicao 4.1.1. A sequéncia (ay,--- ,ay) é dita r-dependente se e somente se existe distintos
i, ,im€9{1,2,--- k}eoy, - ,04, € {1,2,--- ,qg— 1} ndo necessariamente distintos, tais
que

. R P O .
all+.”+a1m_r all+”.+r malm'



64 Nilpoténcia de Grupos

Se a sequéncia (aj, -+ ,a;) ndo é r-dependente, chamamos de r-independente.

Denote por F; o conjunto de todas sequéncias r-independentes de comprimento k e por
Z; o conjuntos de todos dependentes de r. Para a sequéncia (dy,--- ,d;) € F; denote por
M(dy,--- ,dy) o conjunto de todos j € Z/pZ tal que (dy,--- ,di,J) € Zpy1-

Lema 4.1.2. Se (dy,--- ,dy) € Fentdo |M(dy,--- ,dy)| < g7
Demonstracdo. Suponha que (dy,--- ,d, j) € Z+1. Temos:
dy+dy+-Adp+j=rdy+ - Frkd 10

Para adequado 0 < iy < g — 1, com ndo todos os i iguais a 0. Note que iy # 0, pois caso

contrério a sequéncia seria r-independente. Vemos que

it rdg—dy —dy— - —di
- 1—rio
Como para os i; tem g possibilidades e a sequéncia (dy, - ,di, j) € Z;1 de comprimento
k+ 1, temos qu possibilidades para j. [

Lema 4.1.3. Seja K um corpo de caracteristica 0 contendo uma raiz primitiva da unidade
®. Suponha que para soma de inteiros positivos m e alguns 0 < iy,--- i, < g— 1 temos
m=o"+--+ " Entdo ij = - = i, = 0.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade podemos supor K = Q[w]. Como m = |0 | +

.-+ |@"™|, pela desigualdade triangular temos i; = - -- = i,, = 0. O

Lema 4.1.4. [19, Lema 2.3] Se a sequéncia (ay,-- - ,a;) é r-dependente e a; = - - - = a; entdo
p<ni~l(2g-2).

Os proximos resultados apresentam uma condicao suficiente para concluir que a sequéncia

(ay,--- ,ax) contém uma subsequéncia r-independente.
Lema 4.1.5. Suponha que para algum m a sequéncia (ay,- - ,a,) contém no maximo ¢" +m
valores diferentes. Entdo pode-se escolher uma subsequéncia r-independente (ay,a;,,- - - ,a;,)

de m elementos que contenha aj.

Demonstragdo. Se m = 1, o Lema estd demonstrado, mostraremos por indu¢do em m. Por
indugdo podemos escolher uma subsequéncia r-independente (ay,a;,,--- ,a;, ,) de m—1
elementos. Sem perda de generalidade podemos supor i, =2,--- ,i,,—; = m — 1. Portanto,

(ay,az,- -+ ,a,—1) é uma subsequéncia r-independente. Pelo Lema 4.1.2 existe no maximo
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q" elementos distintos M(ay,as, -+ ,a,—1). Por hipdtese temos que a sequéncia (ay,--- ,a,)
contém no maximo g™ +m valores diferentes. Assim, a sequéncia dy,, a1, ,a, contém no
maximo ¢ + 1 valores diferentes. Entdo podemos sempre escolher b entre a,,;, dpy1 1, ,an
tal que a sequéncia ay,a,--- ,a,_1,b é r-independente. [

Sejaie Z/pZ’ denotamos um elemento homogéneo na componente graduada L; com
indice indicando a componente a qual esse elemento pertence, x; € L;. Nao usaremos indices
de numeragdo para elementos de L;, de modo que diferentes elementos possam ser denotados
pelo mesmo simbolo quando sé importa a qual componente os elementos pertencem, ou
seja, x; e x; podem ser elementos diferentes de L;, de modo que [x;,x;] pode ser um elemento
diferente de zero de Ly;. Note que sob essa convenc¢ao de indice, um comutador homogéneo
pertence a componente L, onde s é a soma dos indices de todos os elementos envolvidos
neste comutador.

No que segue assumimos que existe um inteiro positivo c¢ tal que o anel L satisfaz a

condicdo que:
[xdl ) 7xdc+1] =0

sempre que (dy,- -+ ,de11) € Fey1.

Lema 4.1.6. Para cada b € Z/ [/ existem no maximo
max{q‘"!,c?" (29 —2)1}

elementos a € Z/ 7 tal que [Ly, Ly, -+, L] # 0.
p ——

C

Demonstragdo. Suponha que [L,, Ly, -+ ,Lp] # 0. Entdo a sequéncia (a, b, - - - ,b) pertence a
~—— ~—

C C

Z.41 € temos a+b—|—---—|—b:ri0a+ri1b+---—f—ri“bparaumadequadoO§ij <g—1com

pelo menos um i; # 0. Se iy # 0, vemos que:

B Fib+ -+ rich —ch
a= 1—rio

Ha ¢! possibilidades para a pelo argumento usado no Lema 4.1.2. Se iy = 0, entdo para
alguns 1 <m<cealgum1 < j,---,j, <g—1,temos m = Pl 4. 4 pim Neste caso, o
Lema4.1.4 p <n? '(2g—2)!. O
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Lema 4.1.7. Existe um nimero w (c,d)-limitado tal que para todo a,b € Z/pZ temos
[Laleﬂ T 7Lb] =0.
———
w
Demonstracdo. Sejab € Z/ 7 denotamos por N(b) o conjunto de todos a € Z/ D7 tal que
[La,Ly,- - ,Ly) # 0. De acordo com o Lema 4.1.6, N = [N (b)| < max{q‘*!,c471(2g —2)!}.
——

C
Se para todo ¢ > 1 temos Ly, Ly, -+, L] # 0, entdo todos elementos a,a+ b,a+2b,a+tb
——

c+l

pertence a N(b). Resultando que [L,, Ly, -+ ,Lp] = 0 para todo a € Z/ 7, 0u tb = 0 para todo
—_—— p

c+N
t < N. No ultimo caso concluimos que p < N. Claramente, para todo a,b existe, um inteiro
stalque 0 <s < p—1ea+sb=0.Portanto [L,, Ly, -+ ,Ly] =0 ]
——
N-1
Escolha (dy,--- ,d.) € F; e fixe um comutador U = [ug,,- - - ,uq,]

Lema 4.1.8. Todo comutador da forma
U, xi,,- %] 4.1)
pode ser escrito como combinagdo linear de comutadores da forma
U,mj,,---,mj,] 4.2)

com js € M(dy, -+ ,d.) e h <t. No caso t = h é possivel se iy € M(dy,-- ,d.) para todo
s=1,-- 1.

Demonstragdo. Parat =0 é 6bvio, pois o comutador (4.1) se resume [ug,, - ,uq,]. Seja
t=1eiy €M(d, - ,d.)entdo [U,x;| = [[ug,, - ,uq,),x;] € da forma requerida. Se i; ¢
M(dy,- - ,d.) entdo [U,x;] = 0 por 4.1.

Assuma que 7 > 1 e use indugdo em ¢. Se todos os indices i; € M(dy,--- ,d.) entdo o
comutador [U,x;,,- - ,x;] estdo na forma requerida com i = ¢. Suponha que em (4.1) exista
um elemento x;, com indice iy ¢ M(d,,--- ,d.). Escolhemos um elemento k tdo pequeno
quanto possivel e usamos k como segundo parametro de inducdo. Se k = 1, o comutador

. € zero e esta provado. Suponha que ~ 4 € escreva
4.1) 6 i provado. Suponha que k > 2
[U7 s Xig_ 19 Xigy """ inr] = [U7 s Xig s Xig_19° " ,xi;] + [U> 7[xik_17xik]7" : 7xi,]

A hipétese de inducdo diz que o comutador [U,-- -, [x;_,,X;], - ,x;] € uma combinagdo

linear de comutadores da forma (4.2) pois é menor que (4.1). Por outro lado, o comutador
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U, ,Xj,Xi_,, -+ ,X;,] ¢ uma combinacdo linear de comutadores da forma (4.2), pois o

indice nao pertence a M(dy,--- ,d.) O

Corolario 4.1.9. O ideal de L gerado por U € a subdlgebra gerada por comutadores da forma
(4.2).

A partir do coroldrio acima, desejamos obter informacdes detalhadas sobre o ideal gerado
por U. Assim, sejam M = |M(dy,--- ,d.)| e w da forma do Lema 4.1.8.

Lema 4.1.10. O ,,(U) ¢ a subalgebra gerada por todos os comutadores da forma (4.2) com
h<(w—1)M.

Demonstracdo. Se R é a subdlgebra gerada por comutadores da forma (4.2) com 7 < (w —
1)M. E suficiente mostrar que todo comutador da forma (4.2) pertence a R. Entdo escolha
um comutador W = [U,mj,,--- ,mj,| da forma (4.3). Se h < (w—1)M é claro que W € R,
assuma que & > (w— 1)M e use indug@o em h. Escreva

[U7 s X1 Xigy " ,X,‘l] - [Uv s Xig s Xig_15° " 7xl}:| + [U7 7[xik,17xik]a" : a-xi,]

Se j—1+j: € M(dy,--- ,d.), entdo a segunda soma é da forma (4.2). Como este é menor
que W, este pertence a R por hipétese indutiva. Se j,—| + j, ¢ M(d,,--- ,d.), aplicando o
Lem 4.1.8 e concluimos que a segunda soma pode ser escrita como combinacgdo linear de
comutadores da forma (4.2).

Portanto, neste caso [U, - -, [x;_,,X;,], - ,X;] € R. Segue que o comutador W nido muda
modulo R por nenhuma permutag@o mj,. Por nossa suposi¢cdo o nimero i € grande o
suficiente para garantir que entre os elementos m Jk ha pelo menos w que nao pertence a
componente L;. Como W ndo muda médulo R por nenhuma permutagdo m;, , sem perda de
generalidade podemos assumir m;,,--- ,m;, € L;. Mas agora pelo Lema 4.1.7 temos que
W =0. [

Corolario 4.1.11. O ideal ,,([Ly, ---,Ly.]) tem uma quantidade (c,g)-limitada de compo-

nentes ndo-triviais na graduacao induzida.

Demonstragdo. Como em (5.2) j; € M(dy,--- ,d.) paratodoi=1,--- ,h a soma de todos
os indices em (5.2) assumi valores no maximo M". Pelos Lemas 4.1.2 ¢ 4.1.7 o niimero / é
(¢,q)-limitado. Entdo ;,(U) tem (c,q)-limitadas componentes ndo triviais. Pelas provas dos
Lemas 4.1.8 e 4.1.10 temos que o conjunto das possibilidades das componentes nao-triviais
no ,,(U) é completamente determinada pela n-upla (dy, - - - ,d.) e ndo depende da escolha de

U =lug,, - ,uq). Comooideal ,([Ly ---,Lg]) éasoma doideais  ([ug, - ,ug]). O
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Lema 4.1.12. Suponha que um ideal homogéneo 7 de L tem apenas e componentes ndo-

triviais. Entdo L tem no maximo ¢? componentes que nao centralizam 7.
Demonstragdo. Seja T;,,---,T;, componentes homogéneas ndo-triviais de 7. Entdo para
alguns j € S temos i + j € S. Entdo hd no maximo |S| x |S| possibilidades para i. O

Proposicdo 4.1.13. O anel L ¢ solivel com classe (c,q)-limitada.

Demonstragcdo. Se ¢ =0 entdo L = 0 por 4.1 e estd provado. Assuma que ¢ > 1 e use
indugdo em c. Seja [ o ideal de L gerado por todos comutadores [L;,---,L; ] com (if,- - ,i.)
variando em de F;. A hipdtese de inducao diz que L/I € solivel com comprimento derivado
Jo-

Escolha (if,---,ic) € FoesejaT =, ([Ly, -+ ,Lq,]), pelo Coroldrio 4.1.11 o niimero de
componentes da graduagdo ndo-triviais em T € (c,q)-limitado. Pelo Lema 4.1.12 existem

2

no maximo e~ componentes que ndo centralizam 7. Como Cr(T') é um ideal homogéneo,

2

segue que o quociente I/CL(T) tem no maximo e~ componentes nao-triviais. Pelo Teorema

de Aner Shalev [24], temos que L/CL(T) € soluvel de comprimento e-limitado, digamos f.

Portanto L), corresponde ao termo da série derivada, centraliza 7. Como f] ndo depende
da escolha da n-upla (i1,--- ,ic) € F, segue que [L/1,1] = 0. Lembre-se que LU0) < I.
Assim, [Lf o ) '] = 0. Deduzimos que L é solivel de comprimento derivado limitado por
max{ fo, fi}+ 1. O

Teorema 4.1.14. O anel L é nilpotente de classe (c,g)-limitada.

Demonstragdo. Pela Proposicao anterior L € soltivel de comprimento (c, ¢)-limitado. Iremos
usar indu¢do no comprimento derivado de L. Se L € abeliano, o resultado é verdadeiro.
Suponha que L é metabeliano. Neste caso [x,y,z] = [x,z,y] para todo x € [L,L] e y,z € L.

Uma vez que [L, L] é abeliano e pela identidade de Jacobi

by, 2] = [x, [y, 2] +[x, 2, ]
el

Para cadaa € Z/pZ denotemos por L, := L' NL,. Sejaw = w(c,q) pelo Lema 4.1.7 ¢
coloque n = (w—1)(¢°*! +¢) +2. Escolha uma sequéncia de n elementos (aj,-- - ,a,) em
Z/ A considere o comutador [Lél Layy ,Lg,], assuma que esse comutador é diferente de
zero e suponha que (ay, - ,a,) contenha uma subsequéncia r-independente de comprimento
¢+ 1 comegando com a;. Usando que [x,y,z] = [x,z,y] podemos assumir que aj,--- ,dc+1 €
uma subsequéncia r-independente. Entao, por 4.1 o comutador [L;] Ly, ,Lg,] é zero, uma

contradi¢do. Segue do Lema 4.1.5 que a sequéncia ay, - - - ,a, contém no maximo ¢ +e
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valores diferentes. O nimero n € escolhido grande o suficiente para garantir que a; ocorra
emap,---,a, pelo menos w—+ 1 vezes ou mais, para outro valores diferentes de a;, ocorra
pelo menos w vezes. Usando [x,y,z] = [x,z,y] assumimos a; = --- = a,,, neste caso segue

pelo Lema 4.1.7 que [L], 1+Lays+++ ,La,] € zero. Portanto, concluimos que L € nilpotente de

29
classe no maximo n.

Agora, suponha que o comprimento derivado de L € pelo menos 3. Por hipétese indutiva
[L, L] é nilpotente de classe limitada. Juntos, isso dd nilpoténcia de L de classe limitada pelo
andlogo ao anel de Lie [5] do teorema de P. Hall [10], demonstrando o Teorema.

]

Os préximos resultados tratam sobre o centralizador Cg(H ). No primeiro, o resultado
temos uma forma de ver o Cg /N(H ) = Co(H )N/N com H sendo um grupo soluvel de

automorfismos de um grupo finito G. O segundo resultado envolve a igualdade Cg " (H) =

Co(H )%'/%. com % termo da série central inferior e a classe de nilpoténcia do subgrupo

Cr(c)(H) ndo excedendo a classe de nilpoténcia do centralizador Cg(H).

Lema4.1.15. [19, Lema 3.2] Sejam H um grupo soldvel de automorfismos de um grupo finito
G, e N um p-subgrupo abeliano elementar H-invariante de G contido no centro Z(G). Se N,
considerado como um médulo F,H, € um médulo F,H livre, entdo Cg i (H) = Co(H )N/N.

Lema 4.1.16. [19, Lema 3.3] Seja GFH um grupo 2-Frobenius , onde G é um subgrupo
normal, GF € um grupo Frobenius com kernel G e complemento F, e FH € um grupo

Frobenius com kernel F' e complemento H. Entdo:

1. Para cada termo da série central inferior ¥ = %(G) temos que Cg 2 (H)= Co(H )%/%;

2. A classe de nilpoténcia do subgrupo de ponto fixo Cy,g) (H) para o grupo de automor-
fismos H induzidos nao excede a classe de nilpoténcia do centralizador C;(H).

Até essa parte do texto utilizamos a condi¢ao 4.1 para demonstrar resultados importantes
como a limitacdo da classe de nilpoténcia e o comprimento derivado, mostraremos que a
condicao 4.1 € importante para a demonstragcdo do resultado principal. Assim, o Teorema
4.1.14 € uma ferramenta indispensdvel para lidar com situagdes em que um grupo Frobenius

age em outro grupo ou em um anel de Lie.

Teorema 4.1.17. Seja FH um grupo de Frobenius com nucleo F' de ordem prima e comple-
mento H de ordem ¢g. Assuma que FH aja por automorfismo em um anel de Lie K de tal
forma que Cg(F) = 0 e a classe de nilpoténcia de Cx (H) é c¢. Entdo K € nilpotente de classe
(¢,q)-limitada.
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Demonstracdo. Seja F de ordem p com Ck(F) = 0 entdo K é nilpotente de classe p-limitada
por ??. Seja @ a raiz primitiva da unidade e K = K ©7, Z[w] a extensdo de ® a partir do
Z-médulo K. Vemos que K é uma dlgebra de Lie sobre Z. O grupo FH age de formal natural
em K e a agdo e tal que Cx(F) =0 e Ci(H) é nilpotente de classe c. Seja ¢ um gerador de
Feparacadai=0,---,p— 1 definimos L; = {x € K | x? = 0'x} comL:ZL,-. Como K

admite automorfismo livre de pontos fixos de ordem p concluimos que K néol tem p-torcao
por ([12], Corolério 1.7.3). Como L € a soma direta dos L;, e L é naturalmente tem uma
Z/pZ-graduagﬁo tal que Ly = 0. Pelo resultado [[12], Lema 4.1.1], pK < L.

Segue que a classe de nilpoténcia de L é igual a de K e portanto a de K. Suponha que
a classe de nilpoténcia de L seja u entdo ¥, (pk) = 0 e assim, p“" 1y, (K) =0, o que
implica que 7, 1(K) = 0, pois K é livre de p-torc¢do, K é nilpotente de classe u.

Como F é ciclico de ordem prima, H € ciclico. Seja H = (h) logo ¢h71 = ¢". Entdo r tem
ordem multiplicativa ¢ médulo p. O grupo H permuta as componentes L; tal que Lf’ =L,
para todo i € Z/pZ De fato, se x; € L;, entdo (x)? = xl}.lq’hilh = (x?r)h = o'}

Dado u; € Ly, denotamos uZi por u,i;. A soma de qualquer H-6rbita pertence ao Cr(H) e
portanto

gty + -+ g1y, € CL(H).

Seja xq,,- -+, Xq,,, €lementos homogéneos em Ly, ,---,Lq,, respectivamente. Considere

os elementos

Xl :xal +xra1 + e +xr‘I*1al7

XC+] - x“chl +-xrac+1 + e +xrq—lac+l .
Ja que todos eles estdo em C(H) e Cr.(H) é nilpotente de classe ¢, segue que
(X1, Xea] =0

Depois de expandir os colchetes, o lado esquerdo envolve o termo [xg,,- - , X4, ,,]. Suponha
que o comutador [xg,,- - ,Xq,,,] ndo é zero. Em seguida, deve haver outros termos diferentes
de zero na expressdo expandida que pertencem a mesma componente Ly, 4.4, ,. Entdo
existem iy, -+ iy € {1,2,--- ;c+1}eay, -, a, € {1,2,--- ,g— 1} tal que

o Q,
ail+...+aim:r lail+...+r maim'
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Assim, mostramos que [X4,, - - ,Xq, +1] =0onde asequénciaay,---,a.+1 € r-independente.
Portanto, estamos nas condi¢des de aplicar o Teorema 4.1.14 para concluir que L € nilpotente

de classe (c,q)-limitada. O

Teorema 4.1.18. Seja F'H um grupo de Frobenius com nicleo F' e complemento H. Suponha
que FH age em um grupo finito G de modo que GF é um grupo com Frobenius de nicleo
G e complemento F. A classe de nilpoténcia de G ¢ limitada em termos |H | e da classe de
nilpoténcia do Cg(H).

Demonstracdo. Note que o subgrupo G € nilpotente de classe limitada em termos do divisor
primo da ordem de F'. Mas queremos mostrar que a classe de nilpoténcia de G € limitada em
termos da |H| e da classe de nilpoténcia do Cg(H ). Como um complemento de Frobenius em
GF, o grupo F ndo tem subgrupos ndo-ciclicos de ordem p? para qualquer p primo. Portanto,
os subgrupos de F' de Sylow sdo quaterndrios ciclicos ou generalizados. Sendo o nicleo
Frobenius de FH, o grupo F € nilpotente. Segue-se que o 2-subgrupo de Sylow de F ¢é trivial,
pois de outro modo seu centro conteria um ponto fixo ndo-trivial para H. Assim, F € ciclico.
Podemos supor que F' tem ordem prima p, caso contrdrio existe um subgrupo de F' de ordem
prima p H-invariante.

Seja L(G) o anel de Lie associado ao grupo G. Entdo temos:
n
L(G) =PV,
i=1

com n sendo a classe de nilpoténcia de G e os ¥; termos da série central inferior de G. Como
vimos no Capitulo 3 a nilpoténcia de G coincide com a nilpoténcia de L(G). A agdo do grupo
FH em G induz uma a¢fo natural do grupo FH em L(G). Como F age livres de pontos fixos
em YV%‘H [[9],.Lema 10.1.3] temos que Cy(g)(F) = 0. O item 2. do Lema 4.1.16 diz que
Cr(c)(H) € nilpotente e ndo excede a classe de nilpoténcia de Cg(H ). Entdo pelo Teorema
4.1.17, L(G) é nilpotente de classe limitada em termos da |H| e da classe de nilpoténcia do
Ci(H). Como a classe de nilpoténcia de L(G) coincide com a classe de nilpoténcia de G, o

teorema esta demonstrado. O]






Capitulo 5

Expoente de Grupos admitindo um
Grupo de Frobenius como Grupo de
Automorfismo.

A ideia deste capitulo € apresentar as demonstracdes das solucdes parciais do Problema
Problema 18.67 e do item 2 do textbfProblema Problema 17.77.

Teorema 5.0.1. Suponha que um grupo finito de Frobenius FH com ntcleo ciclico F e
complemento H age em um grupo finito G de tal maneira que Cg(F) = 1 e Cg(H) tem

expoente e. Entdo o expoente de G é limitado unicamente em termos de e e |[FH|.

Teorema 5.0.2. Suponha que o grupo de Frobenius de ordem 12 aja de forma coprima sobre
um grupo finito G de tal maneira que Cg(F) = 1 e Cg(H) tem expoente e. Entéo o expoente

de G é limitado em termos de e.

Ou seja, apresentamos uma solugdo positiva os casos onde um grupo de Frobenius com
ntcleo ciclico ou o grupo de Frobenius FH = A4 agem como grupo de automorfismos do
Problema 18.67 quando F € ciclico e FH == A4, resultados estudados nos artigos On the
exponent of a finite group with an automorphism group of order twelve [25] e Frobenius
groups of automorphisms and their fixed points [14] que utilizam de ferramentas vistas nas

secoes 1.3 e 3.3 e no Capitulo 2.
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5.1 Grupos de Frobenius Metaciclico como Automorfismos.

Um grupo E € dito metaciclico se possui em subgrupo normal ciclico K tal que E/ € ciclico.

A apresentacdo de um grupo metaciclico é dada por:
E =(a,bla"=1,b" = d",d’ = a)

com m, n,u,s inteiros positivos que satisfazem s™ = 1(modn) e u(s — 1) = 0(modn). O pri-
meiro exemplo de grupos metaciclico é o produto direto de grupo ciclicos, outra interessante
observacio é que E’ é sempre ciclico, ou seja, o grupo derivado de um grupo metaciclico é
ciclico.

O Teorema 1.2.24 pode ser usado para provar que um grupo de Frobenius com nucleo
ciclico F e complemento H deve ser necessariamente metaciclico, pois nesse caso H deve
ser abeliano e, como todo elemento do complemento age sem pontos fixos o teorema 1.2.24
implica que H deve ser ciclico.

Um elemento y € Algebra de Lie L é dito ad-nilpotente se existe um inteiro positivo 7 tal
que (ady)" =0, isto é, [x,y,---,Y], se n € o menor inteiro com essa propriedade, entdo y é

. . n-fatores
ad-nilpotente de indice n.

Teorema 5.1.1. Se K ém ideal de um anel de Lie solivel entdo a nilpoténca de L é dada nas

seguintes hipoteses:

Se ’YC+1(L) - [K,K] € Yi+1 (K) = 0, entdo yc(kérl)—(é)—i—l (L) =0

O resultado acima pode ser considerado como analogo ao anel de Lie do teorema de P.
Hall [10]. Denotamos por L,(G) a subdlgebra gerada por L| = D VD , € para um elemento
xeDiy D, denotamos por X o elemento xD; de DL(G).

Lema 5.1.2. [17](Lazard) Para todo x € G temos (adx)” = adxP. Consequentemente, se x

tem ordem finita p’, entdo X é ad-nilpotent de indice limitado por p'.

Lema 5.1.3. [6](Dade) Se G admite um automorfismo livre de pontos fixos de ordem 7 ,

entdo a altura de Fitting de G € limitado por uma fun¢do que depende apenas de n .

Lema 5.1.4. Suponha que X é um p-grupo d-gerado tal que a Algebra de Lie L,(X)é
nilpotente de classe ¢. Entdo X possui um subgrupo powerful caracteristico de indice
(p,c,d)-limitado.

Demonstragdo. Sejam py,-- -, p, todos os comutadores simples de peso < ¢ nos geradores

de X. Com r um nimero limitado por uma funcao que depende de d e c. A nilpoténcia de
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L,(X) de classe ¢ implica que para qualquer s € N, cada elemento g € (X) podemos escrever
por 3.3.8 da forma g = pfl --pF A, com A € Dy, k; € Z. Com

DS = <[a17"' 7ai]p[|ipt Z S, ay € G>

Seja X um p-grupo finito, com Dy = 1 para algum s € N. Portanto todo elemento g € P pode
ser escrito na forma g = pf‘ - -pf’, como pf e P, segue-se que, para cada m € N, todo
elemento g € P pode ser escrito na forma:

g=py' - pfrv, 0< ki< pm— 1.

para todo i e consequentemente, ]P V4 Ppm\ < p"™ para qualquer m € N. Seja V a intersec@o
dos niicleos do homomorfismo de P em GL,(FF)). SejaW =V se p#2o0u W = VZse p=2.
Os expoentes dos p-subgrupos de Sylow de GL,(IF,,) é um niimero limitado por uma fungéo
que depende de p e r. Entédo P ‘<w para algum a limitado por p e r que também € limitado
por uma fun¢do que depende p, ce d. Desde que r seja (c¢,d)-limitada. Existe um nimero

s PP r . P rm
(p.c,d)-limitadou > atal que |~ /,pe+1| < p", por outro lado a desigualdade |*/pp"| < p
u a u pu
serd violada para alguns m. Entao PP < PP <W e PP é r-gerado, desde ]P /q)( Ppu)| <

P u
]P /Ppuﬂ\ < p". Agora, pela proposi¢do 1.3.12, P”" é um subgrupo Powerful. O indice de

PP" é no maximo p* é (p,c,d)-limitada. O

Para os préximos resultados, lembremos o conceito de Anel graduado apresentado no

capitulo 3. Seja A um grupo abeliano aditivo. Um anel de Lie L € A-graduado se

L=PLa, e [La,Lp) C Lyp,

acA
com L, sendo o subgrupo do grupo aditivo L.

Lema 5.1.5. SejaL = @Li uma Z-graduada Algebra de Lie sobre um corpo tal que L = (Ly)
e assuma que toda componente homogénea L; sejam geradas por elementos que sido ad-
nilpotentes de indice no maximo r. Suponha que L seja solivel de comprimento derivado k e
que L; tenha dimensio finita d. Entdo L € nilpotente de classe (d, r, k)-limitada.

Demonstragdo. A demonstracio seguird por inducio em k > 2. Seja M, o ultimo termo ndo
nulo da série derivada 3.1.24, por inducdo assumimos que L/M ¢ nilpotente de classe (d, r,k)-
limitado. Em particular, conclui-se que a dimensao de L/M é (d,r,k)-limitada. Denote por
f afun¢do que depende de (d,r,k), pela nilpoténcia de L/ Vv segue pelo teorema 3.1.23 que
Yr+1(L) € M. Analisaremos os casos em que: M < Z(L) e M « Z(L). Para o primeiro temos
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que ¥r+1(L) €M < Z(L), pelas equivaléncias do Teorema 3.1.20 segue que L ¢ nilpotente
de indice (d, r, k)-limitado.

Para o segundo caso, considere j o maior indice tal que L; ndo estd contido em Cy(M).
Seja K = Lj+Cp(M) e um ideal de L, pois:

K,L] = [Lj—l-CL(M),L] = [Lj,L] +[CL(M),M] C Lj—l—CL(M) =K.
Além disso, K ndo € abeliano:
(K, K] = [Lj,Lj] + 2[C0(M),L;] € Loj +2[Cu(M), L.

Desde que a dimensao de L/M é (d, r,k)-limitada, existem alguns elementos ay, - ,a,, €
Ljtal que K = (aj,--- ,am,Cr(M)) e cada um dos elementos aj,-- - ,a,, sdo ad-nilpotentes
de indice no maximo r. Mais ainda, o j é (d,r,k)-limitado, podemos usar indugo reverso
em j, assim por inducio L/[ K.K] ¢ nilpotente de classe (d, r, k)-limitada.

Defina s = m(r — 1) + 1 e considere o ideal [M,K,---,K]|, com K aparecendo s vezes.
Entdo S é gerado por comutadores [m,by,--- ,bs|, com m € M e by,--- ,bs elementos de
{ai, -+ ,a,} ndo necessariamente distintos, ja que s é grande o suficiente existem alguns
indices iy,---,i, tal que b;, = --- = b; . Observe que K/CL(M) ¢ abeliano, pois:

K K _ |K,K|CL(M —
ey ey m)) = K KCL( )/CL(M) =
CL(M),K|CL(M CrL(M)

LRI, o) < F ey

pois [CL(M),K] C Cr.(M). Assim para x,y € K e m € M temos [m,y,x] = [x,y,m| +
[m,x,y], como [x,y,m] € K/CL( M) logo [m,y,x] = [m,x,y]. Assumimos sem perda de gene-
ralidade que by = --- = b,, como b é ad-nilpotente de indice no maximo r, segue que

[m’bl’...’bh...,bs]:().

Logo S = 0, conclimos que M estad contido em algum termo da série central superior de
K, sendo assim 7, (K) = 0. Portando, juntando o fato que l/[ K,K] ¢é nilpotente de classe
(d,r,k)-limitada e K é nilpotente de classe s segue pela observacao do inicio do capitulo que
'}{g(k;l)_(lzc)+l (L) =0, logo L é (d,r,k)-limitada.

[
Teorema 5.1.6. Suponha que um grupo finito de Frobenius FH com ntcleo ciclico F e

complemento H age em um grupo finito G de tal maneira que Cg(F) = 1 e Cg(H) tem

expoente e. Entdo o expoente de G é limitado unicamente em termos de e e |FH|.
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Demonstragdo. Pelo Lema 2.3.1 G € soluvel, lembremos que o Fitting de G € o produto de
M < G tais que M € o maior subgrupo normal nilpotente de G. A série de Fitting € definida
fixando Fy(G) = 1 e definimos Fit (G)/F,~ (G)= F (G/E (G)>’ além disso como G € soluvel,
o menor valor 2 = h(G) tal que G = Fj,(G) é chamado de altura de Fitting de G. Essa altura é
limitada por uma fungdo que depende apenas |F'| pelo Lema 5.1.3. Usaremos indugio sobre a
altura de Fitting de G . Note que basta demonstramos para G nilpotente pois o quociente dos
termos da série de Fitting sao nilpotentes. Consideremos G um p-grupo onde p é um primo
arbitrario, uma vez que G ¢ nilpotente ele escrito como produto direto de seus subgrupos de
Sylow.

A demonstracgdo sera feita no caso em que reduzimos G para um grupo Powerful utilizando
as propriedades mencionadas na secio 1.3.

Pelo teorema 2.3.7, p divide e, logo podemos assumir que e é uma poténcia de p. Seja
x € G e considere o subgrupo S = (x/; j € FH), S é FH-invariante com no maximo |FH|
geradores. Portanto, podemos assumir que G = (xj ;j € FH), ou seja, podemos assumir que
Gé

FH|-gerado e seu conjunto gerador é F H-invariante.

Qualquer grupo de automorfismo do grupo G atua de forma natural sobre os grupos
quocientes L; = DVDI,H formados pelos termos da série de Jennings-Zassenhaus de G.
Esta acfio induz uma agio por grupos de automorfismo sobre a Algebra de Lie L = L,(G).
Pelo teorema 2.3.3 o subgrupo F € livre ponto fixo em todos quocientes L; da série de
Jennings-Zassenhaus e 2.3.4 temos CDVD,-H (H) = Cp,(H )Di+1/DH_1. Como CL(F) =0,
temos:

CL(H) = @CDi (H)DHI/DH-I

Além disso,0 Teorema 2.3.7 garante que L; ¢ gerado pelo centralizador Cr, (H )f ,comfeFe
o Teorema 2.3.4 garante que todo elemento Cy.(H)’ é imagem de alguns elementos Ci(H)”,
cuja ordem divide e.

Pelo lema de Lazard 5.1.2, segue que o grupo aditivo de L; é gerado por elementos que
sdo ad-nilpotentes de indice no méximo e, usando o Teorema de Kreknin 3.4.22 vemos que L
¢ soliivel de comprimento |F H|-limitado, segue pelo Lema 5.1.5 que L é nilpotente de classe
(e, |FH|)-limitada. A nilpoténcia de L,(G) implica pelo Lema 5.1.4, G possui um subgrupo
powerful caracteristico. Sendo assim ¢ suficiente limitar o expoente de tal subgrupo powerful,
ou seja, podemos assumir que G € um p-grupo powerful e pelo Lema 1.3.8, o expoente de G
divide a ordem de seus geradores. Portanto, como G é gerado por elementos do Cg(H )f para

f € F, entdo G tem expoente e. [



78 Expoente de Grupos

5.2 Grupos de Frobenius de ordem 12 como Automorfismo

O objetivo desta secdo € apresentar a demonstracdo do seguinte resultado:

Teorema 5.2.1. Suponha que o grupo de Frobenius de ordem 12 aja de forma coprima sobre
um grupo finito G de tal maneira que Cg(F) = 1 e Cg(H) tem expoente e. Entéo o expoente

de G é limitado em termos de e.

Nessa se¢do trabalhamos com um grupo Frobenius FH com nuicleo F de ordem 4 e o
complemento H da ordem 3, ou seja, Ay = (C; X C) x C3, aja coprimamente sobre um grupo
finito G e a algebra de Lie L tem as subalgebras L1, L, e L3 abelianas tal que

L= P Li e [Li,Ly] <L3,[Ly,L3] <Ly, [L3,L1) < Lp. (5.1)
1<i<3

Para todo x € L, escrevemos x = x| +x» +x3, com cada x; € L;. Assumimos que L admite

um automorfismo ¢ de ordem 3, tal que:

=1, =135 L)=1L,. (5.2)
Denote Ly a subalgebra de ponto fixo ¢. E evidente que x € Ly se, e somente se, x; = x‘f
€ X3 = xg .

Lema 5.2.2. Sejam a,b € L e suponha que [a,b] = 0. Entéo:
[az + a3, by +b3] = a1 + a2, b1 + ba] = a1 +a3,b1 +b3] =0.

Demonstragcdo. Lembre-se que cada L; € abeliana. Assim podemos escrever o comutador
[a,b]| = [az + a3,by + b3] = [ay,b3] + [a3,by]. Consequentemente [ay + a3, by +b3] =0e
—— =

€L €L
similarmente temos para [a; + a3z, b + b3] = a1 + a2,b + by] = 0. O

Lema 5.2.3. Sejam a,b € L e suponhamos que [a,b] = 0. Assuma que by = 0. Entdo b; e
b3 comutam com a;. Se adicionarmos b, = 0, entdo b3 comuta com cada um dos elementos

ap,az,as.

Demonstracdo. Pelo Lema 5.2.2 e pelo fato de cada L; ser abeliano, temos 0 = [a| +a3,b3] =

[a1,b3]) e 0= [a] +aa,by| = [a1,by], ou seja, by e b3 comutam com a;.
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Se adicionarmos b, = 0 entdo:

[az —|—a3,b3] =0= [az,b3] =0
[a1 +a3,b3] =0= [al,b3] =0
Logo, b3 comuta com cada um dos elementos ay,a;,as. O

Lema 5.2.4. Seja a € L ad-nilpotente de indice m e suponha que os elementos ay,a; € a3
comutam emparelhados. Entdo cada ay,a; e az é ad-nilpotente de indice no maximo 2m — 1.

Demonstragdo. Provaremos apenas para a; € ad-nilpotente de indice no maximo 2m — 1, os
demais casos sdo andlogos. Para todo elemento x € L escreva X = x; — xo — x3. Para todo
X,y € L temos:

[J_CJ] = [x1 — X2 —X3,¥1 —yz—}’3] =

i, y1] = Persyal = [x1,v3) — 2, y1) + 2, ya] + [xo, 3] — [x3, 1] + [x3,y2] + [x3,3] =

([e2,¥3] 4 [x3,32]) = (e, y3] + [e3, 1)) — (Bea, 2] + [x1,32]) = [x, )]

(. S/ . J/
-~ -~ -~

eL €l €Ll

Nas igualdades acima usamos o fato que L; é abeliana. Considere a seguinte funcao

O:L—L

xX—X

Observe que ¥ é um automorfismo de L. Por hipétese a € L € ad-nilpotente de indice m
entdo a € ad-nilpotente de indice no mdximo m pelo automorfismo acima. Como 2a; =a+a
temos que 2a; € ad-nilpotente de indice no maximo 2m — 1. Agora, o resultado segue do fato
de que 2L = L. [

Lema 5.2.5. Suponhaquea € L;eb € Ljparatodoi je [a,b] =0. Entdo I([b,L;]) < Cr(a).

Demonstracdo. E suficiente mostrar que para qualquer conjunto c¢y,--- ¢, tal que ¢; € L; e
¢i € Ly, com cada k; € {1,2,3}, temos:

[b,cl,---,c,,a]:() (53)
Provaremos usando indu¢do em ¢, para t = 1, temos:

[b,c1,al. (5.4)
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Comoaecy € L; e L; é abeliano entdo ¢; € Cr(a), por hipdtese b também estd em Cz(a)
e assim (5.4) € igual a zero. Suponha que vale parat > 2 e valores menores que ¢ € valido
a equaco 5.3. Se ¢ € L; denotemos [b,c1]| =d e observe que d € L3 e [d,a] = 0 por 5.4.
Entao podemos reescrever o comutador dado na equagdo 5.4 por:

[b,Cl,"' actva] = [dcha"' 7Ct7a]

No dltimo comutador temos b € L, NCr(a) comd € L3NCr(a). Se ¢, € L3 entdo [b,cy, ] =
0 pois [b,c1] e ¢z € L3. Assim, podemos supor que ¢; € Ly e portanto [b,cy,cp,a] = 0, pois
[b,c1,c2] € Ly. Parat > 3 considere os casos:

1. c3 € L.

Como L, é abeliano, teriamos [b,cy,cp,c3] = 0, assim 5.4 é verdadeira.

2. c3ely
Para este item e o outro item, considere o seguinte comutador [xj,--- ,x;] = 0 sempre
existe um inteiro positivo k e alguns i € {1,2,3} tais que [x, - ,x¢] ELiexy+ 1 € L;.

Como L; é abeliano, descartamos tal comutador. Para ¢3 € L, temos:

[b,c1,¢2,¢3] =[[b,c1], [c2; c3]] + [e2, [e3, [byc1]]] =
b, [c1, |2, e3]]] + [e1, [[e2, ¢3], B]) + [e3, [[e1, D], 2] + [[e1, b], [e2, €3]]

Faca a; = [c1,¢2,¢3] € L1. Quando o comutador 5.4 pode ser escrito da forma

[baalac4a"' ;Ct7a]
por hipétese € igual a zero.
3. c3 € Ls.
O comutador [b,cy,cp,c3) = [[b,c1],¢3,¢2] + [b, c1, [c2,¢3]]. Se fizermos ap = [c2,c3] €

Ly e by = [b,c;] € C(a) entdo o comutador em 5.4 pode ser reescrito como
[b17a27c47 '7Claa]

A forma do ultimo comutador difere do comutador 5.4 apenas por b € L, NC(a) entdo
by € L3N CL(a). Podemos aplicar a hipétese de indugdo. Assim:

[b],a2,04,"‘ ,c,,a] =0
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]

Lema 5.2.6. Sejam y,z elementos do Cy(x) para todo elemento x € Ly. Entdo os elementos

.21, [y,2)2, [y, 2]3 pertencem ao Cp(x).

Demonstragdo. Mostraremos que [y, z]; € Cr(x), as demais sdo andlogas. Pela consideragio
feitas no inicio desta se¢do x = x| +x2 +x3. Por hipétese y,z € Cr(x), ou seja, Cy(x) =0e
C;(x) =0 pelo Lema 5.2.2 temos y; +y3 € z2 +z3 comutam com x3 +x3. Na demonstragao do
Lema 5.2.2 utilizamos o fato do comutador [y, z]; = [y2 + 3,22 +z3]), a igualdade vem do fato
do comutador [y,z]; € L; e representamos em termos de comutadores de L como elementos
de L;. Assim, [y,z]; € Cr(xz +x3). Como L; € abeliano [y,z]; € Cr(x;). Logo,[y,z]; €
Cr(x; +x3+x3) = Cr(x). O

Se X C L, denotamos por ID(X) o menor ideal K de L ¢-invariante contendo X e

satisfazendo as condi¢des que K = @ K;, com K; = KNL;. Dado um elemento x =
1<i<3

X1 + x2 + x3, colocamos 1) = x e denote por £

o elemento [x,x3] + [x1,x3] + [x2,x3].
Indutivamente para i > 3 temos x0) = (x(i_l))(z).

Lema 5.2.7. Seja a um elemento ad-nilpotente em L; e seja N o ideal de L gerado por a.
Entéo [L,L] < (Ly,Ls).

Demonstracdo. Denote por N = (L, L,). Asinclusdes [Ly,L3] < L e [Ly,L3] < L; mostram
que L3 normaliza N. Como L = L; + L, + L3 temos que N € um ideal de L. O quociente L/N
deve ser abeliano pois L3 € abeliano. [

Lema 5.2.8. Sejaa € Ly UL, UL3 e suponha que a é ad-nilpotente de indice m. Entdo I(a)

€ nilpotente de classe no maximo 2m — 1.

Demonstragcdo. Seja n o menor nimero tal que:

Assumimos que n > 1 e provamos a nilpoténcia de N usando inducdo em n. Seja
[LZaa7' o ,Cl] =0
1
n-

Entdo M < Cr(a)NL, se n é impar e M < Cr(a) N L, se n é par. Assuma que M < L,. Seja
L= L/CL (N) € denote X a imagem de qualquer subconjunto X C L em L. O ideal minimal T

de L contém a subdlgebra gerada por [M,L;| por comutadores da forma [b,cy,--- ,¢;], com
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cir€Lliecie LiULy ULz com i > 2. Portanto, pelo Lema 5.2.5 a centraliza 7'. Isso implica
que T < C(N) entdo obtemos [M,L;] = 0. Como M < L, e L, € abeliano, concluimos que:

M < Cr((Ly,Lo))

Pelo Lema anterior [L,L] < (L;,L,). Como M centraliza a subdlgebra R = ([L,L],a) de L
segue que M < Z(N). Como L = L/CL () concluimos que M < 7, (N). Usamos 0 mesmo
argumento substituindo L, por L;, logo:

para qualquer i = 1,2,3. Como L = Z L; obtemos
1<i<3

[L7a7 e ,(l] < ZZ(N)
——
n-1
Vamos considerar a dlgebra quociente L = I/Zz (N)- Denote X a imagem do subconjunto
X C Lem L. Entdo
IL.a,---.,a)=0
—
n-1
E assim por indugio N é nilpotente. Como N = N/22 (N) deduzimos que N é nilpotente.
Observe que a prova mostra que N € de classe de nilpoténcia méximo 2m — 1. 0

Lema 5.2.9. Sejaa € L1 ULy U L3 e suponha que a comuta com todos os elementos x € Ly.
Entdio a centraliza o ideal 1(x'*)).

Demonstracdo. Seja a = ay + ay + a3, podemos assumir que a € Ly entdo a; = a, = 0 Entdo,
pelo Lema 5.2.3 a comuta com cada um dos elementos x1,x; € x3. Pelo Lema 5.2.5 a
centraliza o ideal I([x],x2]). Seja y = x'*) da defini¢@o y,y» e y3 € I([x1,x2]), como y € Lo
entdo Id(y) = Id(y;) +1d(y2) + Id(y3). Assim como a comuta com I([xj,x2]) € y1,y2 €
y3 € I([x1,x2]) logo temos que y = x*) comuta com a. O

Lema 5.2.10. Seja L uma algebra de Lie gerada por um conjunto finito X em relagdo ao qual
todo componente homogéneo € a subdlgebra gerada por elementos que sdo ad-nilpotentes de
indice no méaximo r. Suponha que L seja solivel com o comprimento derivado k. Entdo L é

nilpotente de classe f(|X|,r,k)-limitada.

A demostragdo desse Lema é semelhante ao Lema 5.1.5.
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Para os demais resultados, suponha que a Algebra L é gerada por um conjunto finito X C
L1 UL, ULy para o qual existem inteiros positivos m € n tais que todo elemento homogéneo
contido em Ly € ad-nilpotente em L de indice no maximo m e cada par de elementos

homogéneos contidos em Ly gera uma subdlgebra que € nilpotente de classe no maximo n.

Lema 5.2.11. A componente homogénea de peso w € uma subdlgebra gerada por elementos

que sdo ad-nilpotentes de indice no maximo m.

Demonstragcdo. Denotemos L,, a componente homogénea de peso w. Considere o L,, =
@1<i<3(LiNL,), assim € suficiente mostrar que todo elemento a € L; N L,, pode ser escrito

como a soma de elementos que sdo ad-nilpotentes de indice no maximo m. Escreva a =

1 2 2 . 2 . Lo
E(a +a®+a® +a—a® —a?). Por hipétese a+a?® +a?" é ad-nilpotente em L de indice
no maximo m. Como o homomorfismo que leva x = x; +x +x3 em X = x| —x —x3 € um

2 . , . s .
automorfismo de L. Logo, a —a® —a® ¢ ad-nilpotente de indice no maximo m. [
Um elemento y € L é dito critico, se L/I D(y) é nilpotente de classe (m,n)-limitada.

Teorema 5.2.12. Suponha que exista um elemento x € Ly tal que X = {x,x2,x3}. Entdo L

é nilpotente de classe (m,n)-limitada.

Demonstragdo. Para essa demonstragdo se y € Ly € um elemento critico homogéneo, entéo €
y(i) paratodoi=1,2,3,4. De fato, suponha que y(z) =0, isso significa que os elementos y1, y»
e y3 comutam e assim pelo Lema 5.2.4 cada um dos ideais 7(y;),1(y2) e I(y3) sdo nilpotentes
de classe no maximo 4m —3. Como y € Ly temos ID(y) =1(y1) +1(y2) +1(y3) e assim ID(y)
¢ nilpotente de classe no maximo 12m — 9. Como consideramos que L/I D(y) ¢ nilpotente de
classe limitada por uma fun¢@o que depende de m e n, digamos f(m,n), concluimos que L é
soldvel de comprimento derivado f(m,n). Pelo Lema 5.2.11 as componentes homogéneas de
peso w € uma subdlgebra gerada por elementos que sdo ad-nilpotentes de indice no maximo
m. Assim, pelo Lema 5.2.10 L é nilpotente de classe no méaximo f(m,n). Isso mostra que
y(z) ¢ critico. Para y(3) e y(4) € andlogo. A demonstracao sera feita por indugdo. Seja k o

menor nimero com a propriedade:

Suponha que k < m. Se k =1, entdo o Lema 5.2.3 mostra que x; € x, comutam com x3.

Portanto x3 € Z(L) e assim L é abeliano, portanto segue também que x1,x; € Z(L). E assim

podemos supor que k > 2 e usar indugéio em k. Segue em particular que [x; —xp,x, -+ ,x] é
—

critical com i < k— 1.
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2
Seja d; = [x; —xp,x, -+ ,x]1 ed =d, +d1¢ —i—d? . Desde que [x] —xp,x,---,x]| tenha a
—— ~——

k-1 k-1
forma [ — [? para um [ € L adequado e como 3L = L, segue-se que [x; —x3,x,--- ,x] ¢ Ly
~——

k-1
enquanto d € Ly. Suponha primeiramente que [x,d] = 0. Seja g = [x; —x2,x, - ,x] —d.
——

k-1
Entdo [x,g] = 0, enquanto g € Ly e g = 0. O Lema 5.2.3 diz g» e g3 comutam com x;.

Pelo Lema 5.2.8 g5 centraliza o ideal I([x},x;]), argumentando de maneira similar ao Lema
5.2.9, concluimos que g; centraliza o ideal ID(x(4)). De fato, se y = x® ¢ imediato que os
elementos y;,y e y3 € I([x1,x2]) e portanto ID(y) < I([x},x3]) como x*) § critico, segue
que existe um r limitado por f(m,n) tal que (L) < ID(x*)). Portanto g, € Cp(7(L)).
Similarmente concluimos que g3 € Cr(7-(L)). Segue que

[xl —X2,X, ,X] € L(P +CL(,}/’”(L))
k-1

Por inducao L/CL(%( L) ¢ nilpotente de classe limitada f(m,n). Como L é soldvel com
comprimento derivado f(m,n). Como vimos acima, o Lema 5.2.11 e o Lema 5.2.10 permitem
concluir que L € nilpotente de classe f(m,n)-limitada. Portanto, podemos supor [x,d] # 0,
usaremos o nimero de comutadores distintos em x e d como segundo parametro de inducao.
Pela hipétese, este nimero € n-limitado. Portanto, todos os comutadores em x e d sao
elementos criticos. Escolha z um comutador em x e d tal que 0 # z € Z({d,x)). Ambos os
elementos x e d estdo em Cf(z). Portanto o Lema 5.2.6 diz que a = [x,d]; centraliza z. Assim
pelo Lema 5.2.9 centraliza J = ID(z*)). Em seguida, observamos que ID(a) = ID([x,d])
pois [x,d] € Ly. Como [x,d] € critico, a é critico. Seja K = ID(a) combinando os fatos que
[K,J] =0 e ambos as dlgebras de Lie L/ Te L, & sdo nilpotentes de classe f(m,n)-limitada
deduzimos que L € solivel com comprimento derivado f(m,n)-limitada. Isso implica que a

classe de nilpoténcia de L é f(m,n)-limitada. O

O préximo resultado tem as hipdteses parecidas com o Teorema 5.1.6, porém niao
precisamos que o nucleo do grupo de Frobenius seja ciclico e ainda obtemos uma melhor
limitagdo para o expoente do grupo G. Entretando pede-se que o grupo de Frobenius tenha

ordem 12 e atue de maneira coprima sobre o grupo G.

Teorema 5.2.13. Suponha que o grupo de Frobenius de ordem 12 aja de forma coprima
sobre um grupo finito G de tal maneira que Cg(F) = 1 e Cg(H) tem expoente e. Entdo o
expoente de G € limitado em termos de e.

Demonstragdo. A demonstracdo consiste em limitar os expoentes dos p-grupos de Sylow de

G, onde G é um p-grupo, utilizando o metédo de Algebras de Lie de Jennings-Zassenhaus.
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Assim, sejam vy, v, € v3 as involugdes de F e ¢ um gerador de H tal que v? =wme vg) =v3.

Denote G; = Cg(v;) parai = 1,2 e 3, como por hipétese (|G|, |FH|) = 1 pelo Teorema 1.2.22,
segue que F'H normaliza um p-subgrupo de Sylow de G para cada primo dividido a ordem
de G. Suponha que G seja um p-grupo finito (p > 5) e e uma poténca de p, no artigo [15],
foi mostrado que o expoente de um grupo finito age por um grupo abeliano nao-ciclico A
de ordem ¢ ¢ limitado em termos de ¢ e o expoente do Cg(a), onde a € A\ {1},nesse caso
F tem ordem q2, com g = 2. Sob a hipétese do Teorema temos G‘f =Gre Gg = (3. Basta
mostrarmos que G € limitado por e. Observe que v, e v3 atuam em G tomando todos os
elementos em seus inversos por Teorema 1.2.20. Portanto se x € Gy, o subgrupo (x,x¢,x¢2>
¢ F H-invariante. Assim, podemos supor que existe um x € Gy, tal que G = <x,x‘7’ ,x¢2>.

SejaL=L,(G) = <G/ D2>’ denote por x,x; e x3 as imagens de x,x” e Pl respectivamente
em G/Dz- Entdo L = (x,x2,x3), observe que a agdo do grupo FH em G pode ser traduzida
para L como uma a¢ao de automorfismo. Abusando da notagdo, denote FH o grupo de
automorfismos de G e L. Como p # 2,3 segue-se que CG/N(V) = CG(V)N/N para cada
subgrupo V de F'H e todo subgrupo normal N V-invariante de G. Como L é construido de
quocientes F H-invariantes de G, muitas propriedades sdo traduzidas do Cg(V) para Cr (V).
Pela hipétese Cg(¢) é um p-grupo de expoente e. Portanto, a solu¢do de Zelmanov para o
problema restrito de Burnside diz que dado dois elementos de C(¢) geram um subgrupo
de classe de nilpoténcia e-limitada. Em L cada dois elementos homogéneos em Cr(¢) que
geram uma subdlgebra de classe e-limitada. Além disso, pela consequéncia do Lema 5.1.2
como todo elemento Cr(¢) tem ordem e entdo qualquer elemento do Cr(¢) é ad-nilpotente
em L de indice no maximo e. Observe que x? =xye xg) = x3.

Seja L; = C(v;) parai=1,2,3, lembre-se que v, v; e v3 sdo involugdes, logo L; admite
um automorfismo de ponto fixo de ordem 2 e assim cada L; é abeliano. Além disso, temos
[L1,Ly] < Ls,[Lr,L3] <Ly e [L3,L;] < L. Logo, pelo Teorema 5.2.12 L € nilpotente de
classe e-limitada. Assim, podemos deduzir pelo Lema 5.1.4 que G possui um subgrupo
powerful de indice limitado por e. Portanto podemos supor que G € powerful. De acordo com
Teorema 2.3.7 G é gerado pelos centralizadores C(¢"), onde v € F. Portanto G é gerado
por elementos de ordem dividindo e. Os p-subgrupos powerful t€ém a propriedade de que se
um p-grupo powerful é gerado por elementos de ordem dividindo p* entiio o expoente do

grupo divide pk como mostra o Lema 1.3.8. Portanto, o expoente de G divide e. [






Capitulo 6
Consideracoes Finais

No decorrer deste trabalho vimos que se um grupo Frobenius age por automorfismos em um
grupo finito G podemos conseguir algumas propriedades importantes sobre o grupo G. As
propriedades encontradas tratam sobre nilpoténcia e expoente do grupo G. Alguns outros
resultados relacionados ao estudo de nilpoténcia, solubilidade e expoente de um grupo G
merecem ser destacados.

Um dos resultados que apresentamos neste trabalho foi a demonstragcdo do item 1 do
Problema 17.72 o qual trata de grupos 2-Frobenius. Uma generalizacdo desse resultado
foi obtida no artigo Frobenius groups of automorphisms and their fixed points [14], E. 1.
Khukhro, N. Yu. Makarenko e P. Shumyatsky onde foi provado o seguinte resultado.

Teorema 6.0.1. Suponha que um grupo finito G admita um grupo Frobenius F'H com nucleo
F e complemento H como grupo automorfismos tal que Cg(F) = 1 e Cg(H) é nilpotente de
classe c. Entdo G ¢ nilpotente de classe limitada por c e |H|.

Outros resultados foram influenciados pelos Problemas do The Kourovka Notebook como
no artigo Supersolvable Frobenius groups with nilpotent centralizers [3] onde Jhone Caldeira

e Emerson de Melo provaram o seguinte resultado.

Teorema 6.0.2. Seja F'H um grupo de Frobenius supersoliivel com nticleo F e complemento
H. Suponha que um grupo finito G admite FFH como grupo de automorfismo tal que
Cg(F) =1 e Cg(H) é nilpotente de classe c. Entdo G € nilpotente de classe (c,|FH|)-

limitada.

No contexto do Teorema acima, dizemos que um grupo G € supersoluvel se ele possui

uma série normal
1=Gp4G,4---4G, =G

em que cada fator GVG,~+ | ¢ ciclico e cada G; <G, paratodo i =0,1,--- ,n—1.
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Além dos resultados anteriores, citamos outros dois resultados que limitam a classe de
nilpoténcia de um grupo G. Os resultados sdo apresentados por Jhone Caldeira, Emerson
de Melo e Pavel Shumyatsky no artigo On groups and Lie algebras admitting a Frobenius

group of automorphisms [4] que mostram.

Teorema 6.0.3. Seja FH um grupo de Frobenius com nucleo nao-ciclico abeliano F e
complemento H de ordem . Suponha que FH age coprimamente em um grupo finito G de
tal maneira que Cg(H) € nilpotente de classe ¢ e [Cg(u),C(v), -+ ,C(v)] para qualquer

K
u,v € F\ {1}. Entdo G é nilpotente de classe (c,k,)-limitada.
Teorema 6.0.4. Seja FFH um grupo Frobenius com nucleo abeliano F de rank pelo menos
trés e com complemento H de ordem g. Suponha que F'H atue coprimamente em um grupo
finito G de tal maneira que C(H) € nilpotente de classe ¢ e C(a) seja nilpotente de classe
no maximo d para qualquer a € F \ {1}. Entdo G ¢ nilpotente de classe (c,d, g)-limitada.
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