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Resumo

Neste trabalho, estudamos, através dos resultados presentes nos artigos "Finite self-similar
p-groups with abelian first level stabilizers" e "On self-similar p-groups", o seguinte pro-
blema: quais p-grupos finitos podem ser fielmente representados por um grupo self-similar
de automorfismos da drvore p-dria, ou seja, quando um p-grupo finito € self-similar? Respon-
deremos esta pergunta para o caso dos p-grupos finitos que possuem um subgrupo maximal
abeliano e para o caso dos p-grupos de classe maximal. Também mostraremos que existem
finitos p-grupos self-similar de um dado posto e, consequentemente, finitos p-grupos self-
similar de uma dada coclasse. Além disso, determinaremos a melhor cota possivel para a
ordem de um p-grupo self-similar de classe maximal.
Palavras-Chave: p-grupos finitos; endomorfismos virtuais; grupos self-similar.






Abstract

In this work, we study, using the results presented in the articles "Finite self-similar p-groups
with abelian first level stabilizers" and "On self-similar p-groups", the following question:
which finite p-groups can be faithfully represented as a self-similar group of automorphisms
of the p-ary tree, or, in other words, when is a finite p-group self-similar? We will answer
this question for the case of finite p-groups whith an abelian maximal subgroup and for
the case of p-groups of maximal class. We will also show that there are only finitely many
self-similar p-groups of a given rank and, consequently, finitely many self-similar p-groups
of a given coclass. Moreover, we will determine the best possible bound for the order of a
self-similar p-group of maximal class.

Keywords: finite p-groups; virtual endomorphisms; self-similar groups.
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Nomenclatura

G| ordem de um grupo G.

d(G) nimero minimo de geradores do grupo G.
exp(G) expoente do grupo G.

o(x) ordem de um elemento x de um grupo.

(X) subgrupo gerado pelos elementos do conjunto X.

H<G H € subgrupo proprio do grupo G.
(G : H] indice de H em G.
G| X Gy  produto semidireto de G por G;.

x vy Ixy.

[A1, n A2] o comutador [A,A;,---,A>], onde A, aparece n vezes.
G o subgrupo comutador [G, G| de G.

7.(G) n-ésimo termo da série central inferior de G.

Qi(G) o subgrupo (x € G | X = 1), onde G é um p-grupo.
Q(G)  oconjunto {x € G | xP =1}, onde G é um p-grupo.

G" o subgrupo (x" | x € G).
IT1;(G) subgrupo definido por I1p(G) = G e I1;(G) =I1;_1(G)?, parai > 1, onde G é um p-grupo.
Z(G) centro de G.

Cg(H) centralizador de H em G.

Ng(H) normalizador de H em G.

L(G) algebra de Lie associada ao p-grupo de classe maximal G.
D(G) subgrupo de Frattini do grupo G.

Np.e. G N é&powerfully embedded em G.

N shp G N é fortemente hereditariamente powerful em G.

F, corpo com p elementos.

GL,(F,) grupo das matrizes r x r inversiveis com entradas em F,.

U.(F,) grupo das matrizes triangulares r X r com entradas em [,






Introducao

Uma acdo de um grupo G sobre uma arvore regular € dita self-similar se ela € transitiva no
primeiro nivel da arvore e se, dados g um elemento de G e v um vértice da arvore, temos
que a sec¢do g, €, também, um elemento de G. De forma andloga, dizemos que um grupo
G de automorfismos da arvore k-dria € self-similar se ele age transitivamente no primeiro
nivel e as secdes de cada elemento do grupo em cada vértice da arvore pertence a G. Nas
ultimas décadas, os grupos que admitem uma acio fiel e self-similar sobre arvores regulares
nos forneceram muitos exemplos importantes, tais como o primeiro grupo de Grigorchuk
(encontrado em [11]), os p-grupos de Gupta-Sidki (encontrados em [12] e [13]), o grupo de
Basilica (encontrado em [10] e [3]), dentre muitos outros.

Uma forma direta de mostrar que existe uma acao fiel e self-similar de um grupo G sobre
uma arvore € construindo um grupo self-similar de automorfismos da arvore que é isomorfo
a G. Esta técnica foi utilizada para criar uma acao self-similar fiel para grupos soliveis de
Baumslag-Solitar (em [2]) e para grupos livres de posto finito (em [23], [24] e [21]). Uma
abordagem mais organizada para este problema, porém, consiste no uso de endomorfismos

virtuais, assunto principal desta dissertacao.

Um z-endomorﬁsmo virtual € um homomorfismo ¢ : H — G tal que G € um grupo e
H € um subgrupo de G de indice k. O core do endomorfismo virtual ¢ € o maior subgrupo
@-invariante normal em G contido em H, se o core de ¢ € trivial, dizemos que ¢ € simples.
No quarto capitulo desta dissertacio mostraremos que um grupo admite uma acgdo fiel self-

similar transitiva no primeiro nivel sobre a drvore k-4ria se, e somente se, 0 mesmo admite

um l—endomorﬁsmo virtual simples. Endomorfismos virtuais foram usados, por exemplo,
em [20], para construir acdes de grupos abelianos livre sobre a drvore bindria, e em [4], para
construir acdes de alguns grupos nilpotentes livres de torcao.

Dados um grupo G e um primo p, a seguinte pergunta surge: G pode ser representado
fielmente como um grupo de automorfismos da drvore p-dria? Se isso ocorre, dizemos que
G ¢ self-similar para o primo p. Nekrashevych e Sidki provaram, em [20], que todo grupo
abeliano livre de posto finito € self-similar para o primo 2. Além disso, o estudo sobre grupos

nilpotentes finitamente gerados livres de tor¢do self-similar feito por Berlatto e Sidki em
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[4] e o estudo sobre grupos abelianos self-similar feito por Brunner e Sidki em [5] possuem
resultados muito importantes acerca deste problema. Nesta dissertacao, trabalharemos com
p-grupos finitos e nos basearemos, principalmente, nos artigos "Finite self-similar p-groups
with abelian first level stabilizers" ([22]), de Z. Sunié, e "On self-similar p-groups" ([1]), de
A. Babai, K. Fathalikhani, G. A. Fernandez-Alcober e M. Vannacci.

A seguir, enunciamos um dos teoremas principais dos quais trataremos neste trabalho.
Tal resultado caracteriza os p-grupos self-similar que possuem um subgrupo maximal abeli-
ano.

Teorema A. Seja G um p-grupo finito que possui um subgrupo maximal abeliano. Entdo G
€ self-similar se, e somente se, G possui um subgrupo maximal abeliano elementar do qual
G é uma extensao cindida.

O resultado acima foi demonstrado em [1] e € uma extens@o do teorema principal do artigo
[22]. Este ultimo caracteriza os p-grupos self-similar que possuem um —-endomorfismo
p

virtual simples cujo dominio é um subgrupo maximal abeliano.

O teorema que enunciaremos a seguir (demonstrado em [1]) nos d4 que existem somente
um ndmero finito de p-grupos finitos self-similar de um dado posto. E possivel mostrar que
todo p-grupo finito pode ser fielmente representado como um grupo de automorfismos (nao

necessariamente self-similar) da arvore p-dria. Levando isto em consideraco, o resultado a

que nos referimos mostra que a existéncia de um —-endomorfismo virtual simples é uma forte
p

condicdo a ser imposta.

Teorema B. Seja G um p-grupo finito self-similar de posto r. Entdo a ordem de G € limitada

superiormente por uma fungdo de p e r.

Como consequéncia, temos que a ordem de um p-grupo finito self-similar é, também,
limitada por uma fun¢do do primo p e de sua coclasse, pois, como veremos a coclasse de
um p-grupo € limitada pelo seu posto. No caso em que a coclasse do p-grupo analisado € 1,
ou seja, no caso em que 0 p-grupo possui classe maximal, podemos conseguir informacgdes
mais detalhadas sobre sua estrutura e ordem. Nosso dltimo teorema principal, enunciado
a seguir, nos d4 uma caracterizagdo completa dos p-grupos self-similar de classe maximal
e, também, a melhor cota superior possivel para a ordem destes grupos. Este resultado foi
demonstrado em [1].

Teorema C. Seja G um p-grupo de classe maximal. Entdo G ¢€ self-similar se, e somente se,
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G possui um subgrupo maximal abeliano elementar do qual G € uma extensao cindida. Se

este for o caso, entdo a ordem de G € menor ou igual a p” +

Observe que, apesar de a maior parte dos p-grupos de classe maximal ndo possuirem
subgrupos maximais abelianos, a caracterizacdo obtida para os p-grupos self-similar de classe
maximal é a mesma que obtivemos no Teorema A. Desta forma, vale, também, observar que
o Teorema C nos fornece varios exemplos de p-grupos finitos que ndo podem ser fielmente
representados por um grupo self-similar de automorfismos da arvore p-dria.

Neste trabalho, temos como objetivo principal a demonstragdo dos Teoremas A, B e C.
Apesar disso, varios dos resultados apresentados nos capitulos 1, 2 e 3 ndo serdo diretamente
utilizados nas provas destes teoremas, mas julgamos que todos sdo necessdrios para a
plena compreensdo das demonstragcdes. Vale também ressaltar que, embora boa parte dos
resultados contidos nos capitulos 4 e 5 ndo apresentem o termo "endomorfismo virtual"em
seus enunciados, este tipo de endomorfismo nos forneceu as principais ferramentas utilizadas
nas demonstracoes.

No capitulo 1, trazemos resultados preliminares da teoria de grupos e da teoria de p-
grupos. Os resultados presentes nas duas primeiras secdes sao bem conhecidos e, por isso,
tiveram suas provas omitidas. Na terceira e ultima secdo do capitulo, tratamos dos p-grupos
de classe maximal e trazemos os conceitos e resultados necessarios para a demonstragdo do
Teorema C.

O segundo capitulo destina-se ao estudo de p-grupos powerful. Ele inicia-se com a
apresentagdo dos conceitos e propriedades basicas deste tipo de grupo e finaliza-se com um
estudo mais aprofundado sobre o topico. Na tltima sec¢do do capitulo trazemos resultados
especificos que serdo utilizados na demonstragao do Teorema B.

O capitulo 3 tem como objetivo principal a demonstracao de teoremas que nos ajudardo a
mostrar, a partir do Teorema B, que existem finitos p-grupos self-similar de uma determinada
coclasse. Para isso, estudaremos ac¢des uniseriais, subgrupos hereditariamente fortemente
powerful e alguns resultados especificos sobre coclasse de p-grupos.

No quarto capitulo adentramos, de fato, nas teorias de endomorfismos virtuais e de
p-grupos self-similar. Nele, estudamos os resultados trazidos por Suni¢ em [22] e alguns
resultados de [1], incluindo o nosso primeiro teorema principal, o Teorema A.

Por fim, no quinto capitulo, trazemos mais alguns resultados encontrados em [1]. Na pri-
meira secdo, nos destinamos a demonstracao do Teorema B e algumas de suas consequéncias.
Ja na segunda secdo, passamos a estudar p-grupos self-similar de classe maximal, finalizando

este trabalho com a prova do Teorema C.






Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoria de grupos

A maior parte da teoria presente nesta se¢do pode ser encontrada em [9] e em [7]. Iniciamos
com alguns resultados e defini¢cdes bésicas a respeito de comutadores.
Dado G um grupo qualquer, definimos o comutador de dois elementos x,y € G como:

eyl =x Ty ey =x"1w.

Note, portanto, que x e y comutam se, ¢ somente se, [x,y] = 1. Definimos o comutador de

comprimento n > 2 dos elementos x1,x3,x3, - ,x, € G como:
[xl,X%... 7xn] — [ [[xl,X2],X3],--- 7xn]-
Dados dois subgrupos H e K de G, definimos, também, o comutador de H e K:
[H,K| = ([h,k] |h€ H,k € K),

e dados n > 2 subgrupos H{,H,,H3,--- ,H, < G, definimos o comutador de comprimento
n [Hy,Hy,Hs, -+ ,H,| de forma similar ao definido anteriormente para elementos de G.
Denotamos por G o subgrupo [G,G]. Dados xj,x; € G e Hj,H, < G, denotaremos 0s
comutadores de comprimento n+ 1 [x1,x2,x2, -+ ,x2] e [Hy,H2,Hy,- - ,Hp] por [x1, , x2] €
[Hy, » Hy], respectivamente.

O teorema a seguir apresenta algumas propriedades bésicas de comutadores.

Teorema 1.1.1. Sejam G um grupo, x,y,z € Ge H,K,L < G. Entao:

@ [y = ey
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(i) o([x,y]) =[o(x),0(y)], para todo homomorfismo 6 : G — G.
(i) [xy,2] = [x,2][x,z, ][, 2] e [x,yz] = [x,2] [x, 3] [x, 3, 2]
(iv) o,y L2,z A [z, 27 y]F = 1. (Identidade de Witt)

(v) K normaliza H se, e somente se, [H,K| < H. K centraliza H se, e somente se,
[H,K] = 1.

(vi) [H,K]=[K,H].
(vii) o([H,K]) =[o(H),o(K)], para todo homomorfismo ¢ : G — G.
(viii) Se N é um subgrupo normal de G, entio [HN/N,KN/N] _H 7K]N/N.
(ix) Se HK é um subgrupo de G e H normaliza L, entdo [HK,L| = [H,L][K,L].
(x) G' < H se, e somente se, H é normal e G/H ¢é abeliano.
(xi) Se N é um subgrupo normal de G tal que G/N é ciclico, entdo G’ = [G,N].
O corolério seguinte pode ser encontrado no primeiro capitulo de [17].

Corolario 1.1.2. Sejam G um grupo, x,y € G e n um inteiro positivo, entao:

n

" = [l 29O, 55]6) - [, 4y mod N,

onde N é o fecho normal em G do grupo gerado pelo conjunto de todos os comutadores
(21,22, ,zm) de {y, [x,y]} tais que z; = [x,y] para pelo menos dois valores de i.

O préximo teorema € um resultado cldssico na teoria de grupos e € chamado de Lema
dos Trés Subgrupos.

Teorema 1.1.3 (Lema dos Trés Subgrupos). Sejam G um grupo, H, K e L subgrupos de G e
N um subgrupo normal de G. Se [H,K,L|,[K,L,H] <N, entdo [L,H,K] <N.

Definimos a série central inferior de um grupo G indutivamente, da seguinte forma:
1(G) =G e ¥%+1(G) = [%(G), Gl.

Note que, pelo item (vii) do Teorema 1.1.1, temos que ¥;(G) é caracteristico em G para todo

i. A seguir temos algumas propriedades dos subgrupos ¥(G).

Teorema 1.1.4. Dado um grupo G, temos [%(G),¥;(G)] < %4+;(G).
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Corolario 1.1.5. Sejam G um grupo e xj,x2,- - - ,x; elementos de G, entdo [x1,x,- - ,x;] €

%(G).

Corolario 1.1.6. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entdo, para todoi > 1,
temos ’)/,-(G/N) = %(G)N/N.

Proposi¢ao 1.1.7. Seja G um grupo tal que G/G’ = (x|G,---x,G) e %(G)/%'H(G) _
01%+1(G), -,y %i+1(G)). Entdo:

%+1(G)/%+2(G) = <[Xj,yk]'}/i+2(G) |]: 17 »S k= 17 7t>'

Proposicao 1.1.8. Seja G um grupo. Se todo elemento de %(G>/%+1(G) possui ordem

divisivel por n, entio o mesmo vale para os elementos dos quocientes 7J <G)/yj L1(G) com
j>i

Dizemos que um grupo G é nilpotente se ¥.41(G) = 1, para algum inteiro ¢. O menor
valor de c tal que isso aconteca é chamado de classe de nilpoténcia de G.
Dado um grupo finitamente gerado G, denotamos por d(G) o menor nimero de elementos

necessario para gerar G.
Defini¢do 1.1.9. Seja G um grupo finito, o posto de G € o inteiro max{d(H) | H < G}.
O resultado a seguir pode ser encontrado em [15].

Proposicao 1.1.10. Se um grupo G é gerado por d elementos, entdo, para todo inteiro n,
YH(G>/}/,1+1 (G) ¢ gerado por no maximo d" elementos.

Corolario 1.1.11. Se um grupo nilpotente G € gerado por d elementos e tem classe de
nilpoténcia ¢, entdo o posto de G é no maximo d +d* +---d“~ ' +d°.

Uma acdo de um grupo G sobre um conjunto A é um mapeamento

f:GXA—A
(g,a) — g(a)
tal que:
(i) paratodo a € A, temos e(a) = a, onde e é a identidade de G;

(ii) paratodo h,g € Gea € A, temos g(h(a)) = (gh)(a).
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Se G e H sao grupos, para dizermos que G age sobre H, acrescentamos mais uma

condicdo:
g(hihy) = g(h1)g(hy), paratodo hy,h, e He g € G.

A seguir trazemos algumas definicdes bdsicas a respeito de acdes de grupos que serao
utilizadas nesta dissertacdo.

Definicao 1.1.12. A acdo de um grupo G sobre um conjunto A é denominada fiel se apenas

o elemento neutro de G age trivialmente sobre A.

Definicao 1.1.13. Dada uma acdo de um grupo G sobre um conjunto A, o estabilizador de
um elemento a € A € o conjunto:

Gy ={g€G|gla)=a}.

Definicao 1.1.14. Sejam G e H grupos com G agindo sobre H e sejam g € G e h € H, entdo,
definimos:

(i) [h,g] =h""g(h);
(i) [H,G] = ([h,g]|h € H,g€G).

Definicao 1.1.15. Sejam G e H grupos com G agindo sobre H e seja K um subgrupo de H.
Dizemos que K é G-invariante se [K,G] < K.

Para finalizarmos esta se¢do, trataremos do tema "extensdo de grupos". Temos o objetivo
de introduzir o conceito de extensao cindida (também conhecida como extensao split). Este
conteddo pode ser encontrado no capitulo 10 de [14].

Definicao 1.1.16. Uma extensdo de um grupo A por um grupo G é um grupo G que possui

um subgrupo normal N tal que:
AxN,On>G.

Portanto, dado um monomorfismo 1 : A — G tal que Im1 < G, temos que G é uma

extensao de A por G/Iml e, dado um epimorfismo v : G — G, temos que G é uma extensio
de ker v por G. Supondo que G é uma extensio de A por G, existem isomorfismos & : A — N

eP: G/N — G, podemos, entdo, denotar 1 e vV pelas composigoes:

inc nat

A&N—>G,G—>G/NE>G,
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respectivamente. Logo, temos t e Vv tais que kert = 1, Imi = N =kerv e Imv = G. Isto nos

motiva a criar a seguinte defini¢ao:
Definicao 1.1.17. A sequéncia

(1,1,1\

Ao 24, 2 A,

de grupos e homomorfismos € dita exata se, para todo i tal que 1 <i < n—1, temos
Imo;_ 1 = ker ¢;.

Note que, no caso em que Ag e A, sdo triviais e n = 4, a sequéncia:
o (07
1l A 5 A) A3 1
€ exata se, e somente se, kero; = 1, Imoy = ker o, e Imay = A3. Neste caso, a sequéncia
acima € chamada de sequéncia exata curta. Temos, entdo, o seguinte resultado:

Proposiciio 1.1.18. O grupo G é uma extensio de A por G se, e somente se, existe uma
sequéncia exata curta
15A5GL G 1.

Desta forma, sempre podemos ver uma extensdo como uma sequéncia exata curta, e

vice-versa. Definimos, agora, uma extensao cindida.
Definicao 1.1.19. Uma extensao
1 =~V
l1-A—>G—-G—1
é dita uma extensdo cindida se existe um homomorfismo ¢ : G — G tal que v é a fungio
identidade de G. Nesse caso, o € chamado de cisdo.

Finalizamos esta se¢do com um resultado que nos permite entender melhor o que é uma

extensao cindida.

Proposicdo 1.1.20. O grupo G é uma extensio cindida de A por G se, e somente se, G é um
produto semi-direto A 4 G.
1.2 Teoria de p-grupos

Dado um ntiimero primo p, um p-grupo € um grupo tal que cada um de seus elementos possui

como ordem uma poténcia de p. Podemos, portanto, definir um p-grupo finito como um
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grupo finito cuja ordem € uma poténcia de p. Este tipo de grupo serd o foco do restante desta

dissertacdo. Iniciamos com alguns resultados bésicos.

Teorema 1.2.1. Sejam G um p-grupo e N um subgrupo normal ndo trivial de G. Entdo

NNZ(G) # 1. Em particular, o centro de um p-grupo nio trivial é ndo trivial.

Teorema 1.2.2. Sejam G um p-grupo e M um subgrupo maximal de G, entdio M I G e
[G:M]=p.

Teorema 1.2.3. Seja G um p-grupo finito de ordem p”'. Entdo:

(i) Se N € um subgrupo normal de G de ordem pk, entdo existe uma série:
1=G<G <+ <G=N<---<Gu=G

tal que G; < G e [Gi4 : Gj| = p, para todo i. Em particular, um p-grupo possui
subgrupos normais de todas as ordens possiveis.

(i1) Seja H um subgrupo de G de ordem P, entdo existe uma série:
1=6Gp<G1 < <Gy=H<--- <Gy =G

tal que G; < Gy e [Gi11 : Gj| = p, para todo i.
Teorema 1.2.4. Seja G um p-grupo de ordem p™ > p?. Entio:
(i) G € nilpotente.
(i1) A classe de nilpoténcia de G € no maximo m — 1.
(iii) [G:G'] > p*.
Corolario 1.2.5. Sejam G um p-grupo e N um subgrupo normal de G com indice p' > p.
Entdo %;(G) < N.

O Teorema 1.2.4 nos motiva a seguinte defini¢ao:

Definicio 1.2.6. Dizemos que um p-grupo de ordem p™ > p? é de classe maximal se o

mesmo possui classe de nilpoténcia m — 1.

Este tipo de p-grupo serd o assunto da préxima sec@o deste capitulo. Seguimos com mais
uma defini¢dao de fundamental importancia e que serd frequentemente utilizada no decorrer

desta dissertagdo.
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Definicao 1.2.7. Seja G um p-grupo e i um inteiro ndo negativo qualquer. Definimos:
i) G" = (¥ | x€G).
(i) Q(G)=(xeG|x" =1).

Se G € um grupo finito, definimos o Subgrupo de Frattini de G como a interse¢do de todos
os subgrupos maximais de G e o denotamos por ®(G). Como a imagem de um subgrupo
maximal por um automorfismo é, também, um subgrupo maximal, temos que ®(G) é um
subgrupo caracteristico. O Subgrupo de Frattini terd grande importancia nesta dissertacao

devido, principalmente, aos proximos dois teoremas:

Teorema 1.2.8. Sejam G um p-grupo finito e x1,x»,--- ,x; elementos de G. Entdo G =
(x1,Xx2, -+ ,Xq) se, e somente se, G/CID(G) = (x1P(G),x2P(G),- -+ ,x4P(G)).

Teorema 1.2.9 (Teorema da Base de Burnside). Seja G um p-grupo finito. Entao:

(1) G/q)( G) ¢ um p-grupo abeliano elementar e, consequentemente, pode ser visto como
um espago vetorial sobre F,. Além disso, ®(G) = G'G”.

(ii) O conjunto {xi,---,x;} € um conjunto minimal gerador de G se, e somente se,
{x1®(G), -+ ,x4P(G)} é uma base de G/CD(G)'

(iii) A dimensdo do espago vetorial G/(ID(G) é d(G), ou seja, [G : ®(G)] = p¥9).

A férmula presente no resultado a seguir € chamada de Férmula de Compilacdo de
Hall. O préximo teorema trard, também, uma segunda versao da férmula de Hall feita para

p-grupos. Ambas as versdes serdo muito utilizadas neste trabalho.

Teorema 1.2.10 (Férmula de Compilaciao de Hall). Sejam G um grupo e x,y € G. Entdo
existem elementos ¢; = ¢;(x,y) € %((x,y)) tais que:

e D)
para todo inteiro positivo n.

Além disso, se G € um p-grupo e i € um inteiro, entdo:

i i—1

()? =y mod p(H)” v, (H)” ' -7, (H),

onde H = (x,y).
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Teorema 1.2.11. Sejam G um grupo e x,y € G. Se p € um primo, entdo os elementos

cp = ¢p(x,y) da Formula de Compilagdo de Hall satisfazem a seguinte congruéncia:
CPE [y7 p—1 x]anv?i mod YP+1(<xay>)7
i
onde a = —1 mod p, a; sdo inteiros e cada v; ¢ um comutador da forma [y, x,z3, - ,z,] tal
que z; € {x,y} para todo j e z; =y para pelo menos um valor de j.
A seguir definiremos p-grupos regulares.

Defini¢ao 1.2.12. Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G € um p-grupo regular se
xPy? = (xy)? mod ({x,y)’)? paratodo x,y € G.

Note, portanto, que, pela Formula de Compilacdo de Hall, a definicdo acima € equivalente

cp(x,y) € ({x,))?, para todo x,y € G.
Finalizamos esta secao com alguns resultados a respeito de p-grupo regulares.
Teorema 1.2.13. Seja G um p-grupo finito.

(i) Se a classe de nipoténcia de G € menor que p, entdo G é regular. Em particular,
qualquer p-grupo de ordem menor ou igual a p” é regular.

(ii) Se y,—1(G) é ciclico, entdo G é regular. Em particular, se p > 2 e G’ é ciclico, entdo G
¢ regular.

(iii)) Se G € um 2-grupo regular, entdo G € abeliano.
Teorema 1.2.14. Seja G um p-grupo regular e seja i > 0 um inteiro qualquer. Entao:
(i) Dados x,y € G quaisquer, temos X = ypi se, € somente se, (xfly)pi =1.
(i) Qi(G)={xe G| =1}
(iii) G¥' = {x"' | x € G}.
(iv) [G:Qi(G)] = |Gpi| (e, consequentemente, |G : Gpi] = |Qi(G))).

Corolario 1.2.15. Se um p-grupo regular G é gerado por elementos de ordem menor ou
igual a p°, entdo expG < p°.
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Teorema 1.2.16. Seja G um p-grupo tal que todos os seus subgrupos proprios sao regulares

e sejam M e N subgrupos normais de G. Entdo:

i+j

(M NP) = (MNP
para todo i, j > 0.

Teorema 1.2.17. Se G é um p-grupo tal que [G : G?] < pP~!, entdo G é regular.

1.3 p-Grupos de classe maximal

Esta secao final de nosso capitulo preliminar dird respeito a p-grupos de classe maximal
(definidos na Definicdo 1.2.6). A teoria aqui presente pode ser encontrada em [7]. Nesta
se¢do, definiremos os chamados centralizadores de 2-passos, i.e. 0s subgrupos maximais
C6(%(G)/%+2(G)) ={x € G| [x,7%(G)] < %42(G)}. Introduziremos, também, a notagio
Go =G, G =Cs(1(G)/14(G)) e G; = ¥;(G), para i > 2. Um dos objetivos principais desta
sec¢do € mostrar que todo grupo de classe maximal possui elementos uniformes, ou seja,
elementos de ordem menor ou igual a P’ que ndo estdo contidos em nenhum centralizador de
2-passos.
Iniciamos com o seguinte resultado:

Teorema 1.3.1. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem p™. Entéo:

() |G: G| = p2 e [%(G) : %11(G)] = p, para 2 <i < m— 1. Portanto, [G : %(G)] = pi,
para2 <i<m-—1.

(ii) A menos que G seja ciclico de ordem p?, temos ®(G) = G’ e d(G) = 2.

(iii) Os tnicos subgrupos normais de G sdo os subgrupos ¥;(G) e os subgrupos maximais.

Isto é, se N é um subgrupo normal de G de indice p' > p?, entdo N = %(G).

(iv) Se N é um subgrupo normal de G de indice maior ou igual a p?, entdo G/ ¢, também,
N

de classe maximal.

Demonstragdo.
m—1
(i) Temos p™ = |G| =[G : G] H [%(G) : %i+1(G)]. Note, porém, que [¥;(G) : %;+1(G)] >
i=2

p.para2 <i<m—1, e que, pelo Teorema 1.2.4, [G : G'| > 2.
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(ii) Sabemos que G’ < ®(G), donde, pelo item (i) deste teorema, temos [G : ®(G)] < p>.
Se [G : ®(G)] = p, entdo G/P(G) é ciclico, donde G € ciclico e, portanto, de ordem
p?. Caso contrério, [G : ®(G)] = p?, nesse caso G nio pode ser ciclico (pois sua ordem
é maior que p?), donde d(G) = d(G/®(G)) = 2.

(iii) Seja N um subgrupo normal em G e seja p', com 0 < i < m, o indice de N em G. Se
i=0,entdo N =G = 7(G), e, se i = 1, entdo N é maximal em G. Por outro lado,
se i > 2, entdo, pelo Coroldrio 1.2.5, temos %(G) < N. Como [G : %(G)] = pi, temos

N =7%(G).

(iv) Como G/¥(G) tem classe i — 1, para 2 < i < m, temos, pelos itens (i) e (iii) deste

teorema, o resultado desejado.
O

Todo grupo de ordem p2 ¢ abeliano e, portanto, isomorfo a C 2 oua Cp x Cp,. Sabemos
que se p = 2, os grupos de ordem p3 ndo abelianos sdo isomorfos a Dg ou a Qg. Além disso,
se p € impar, entdo os grupos ndo abelianos desta ordem séo isomorfos a M3 = {a,b | a” =
bP =1,a" =a'*P) ou aE,={(ab,c|la’=b"=cP a"=ab,la,b] = [b,c| =1). Portanto, os
grupos de ordem p> sdo, também, bem conhecidos. Desta forma, nesta secdo trabalharemos
somente com os p-grupos de ordem maior ou igual a p*.

No decorrer desta secdo utilizaremos a seguinte notacao:
Go=Ge G;=7%(G), parai > 2.

A préxima defini¢do nos da um subgrupo caracteristico maximal que desempenhara

funcdo fundamental na teoria de p-grupos de classe maximal:

Defini¢ao 1.3.2. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem p™. Definimos G; =
Ci(G2/Gy) (o centralizador da a¢do de G sobre G,/Gy induzida pela conjugacdo). Em

outras palavras, G| é composto pelos elementos x € G tais que [x,G3] < Gy.

Teorema 1.3.3. Seja G um p-grupo de classe maximal. Entdo G; € um subgrupo maximal

caracteristico de G.

Demonstracdo. Tome f € Aut(G). Como G, e G4 sdo subgrupos caracteristicos de G, dado

x € Gy, temos:

[f(x),Ga] = [f(x), f(G2)] = f([x,G2]) < f(G4) = Ga.

Portanto, G| € caracteristico.
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Por outro lado, G € o nicleo da acdo de G sobre G2/G " desta forma, o grupo G/G . pode
ser visto como um subgrupo de Aut(G2/G 4). Como [G; : G4] = p?, temos GZ/G4 =Cpou
G2/G4 = C, x Cp. No primeiro caso, temos |Aut(G2/G4)| = p(p—1) e, no segundo, temos
|Aut(G2/G 4)| = (p* — 1)(p* — p). De qualquer forma, a maior poténcia de p que divide
Aut(92/,)| € p, donde [G : G1] < p. Se G| = G, temos Gs = [G, Gy = [G1,G2] < Ga,
logo G3 = 1 e temos uma contradi¢do, pois G é um p-grupo de classe maximal com ordem

maior ou igual a p*. Portanto [G : G|] = p.
]

Vimos, no Teorema 1.1.4, que, dados i,j > 1, [G;,G j] < Gy . Nada impede, porém, que
[Gi,G|| esteja contido num subgrupo G j1k, para algum k > 1. Desta forma, a seguinte

definicao faz sentido:

Definicao 1.3.4. Seja G um p-grupo de classe maximal. Definimos o grau de comutatividade

de G, denotado por /(G) ou simplesmente /, como:
[(G) =max{k <m—2][G;,Gj| <Gj;jr, paratodoi,j > 1}.

O resultado a seguir € imediato.

Teorema 1.3.5. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem p” e seja N um subgrupo
normal de G de ordem p' < p™~* (donde |G/N| > p*). Entio, l(G/N) =m—t—2ou
() = 1(G).

A seguir definiremos o que € uma algebra de Lie e, entdo, construiremos uma algebra
desse tipo associada a um grupo de classe maximal qualquer. As dlgebras de Lie associadas

a um grupo podem ser poderosas ferramentas, uma vez que por vezes podemos utilizar a

algebra e suas propriedades na demonstracdo de resultados a respeito do grupo.

Definicao 1.3.6. Seja L um espago vetorial sobre o corpo F dotado da operagdo [, |: Lx L —
L. Dizemos que L € uma algebra de Lie se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

(i) [, ] é bilinear, isto é: [x+y,z] = [x,2] + [y,2], [x,y +2] = [x,y] + [x,2] e alx,y] =
[ax,y] = [x, oy, paratodo x,y,z€ Le @ € F.

(ii) [x,x] =0, para todo x € L.

(iii) A identidade de Jacobi é satisfeita, isto é: [x,y,z] + [v,z,x] + [z,x,y] = O, para todo
x, v,z € L.
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Dado um grupo G qualquer, costumamos definir uma dlgebra de Lie L(G) utilizando
o produto [xGi;1,YGjt1] = [x,¥|Giy 42, para i,j > 0. Esta dlgebra é uma ferramenta de
extrema importancia que pode nos ajudar a demonstrar inimeros resultados da teoria de
grupos. Se G € um p-grupo de classe maximal, € possivel definir uma dlgebra de Lie mais
especifica associada a ele. Para isto, construiremos um produto | , | que leva em consideragio
o grau de comutatividade do grupo. Definimos a dlgebra de Lie associada a um p-grupo G de
classe maximal e ordem p™ como o conjunto £(G) = @;>0L;, onde L; = GVG,-+ . dotado
de uma adi¢do + tal que xG;;1 + yGit1 = xyGi+1, para todo x,y € G;, e de um produto [, ]
tal que, dados x € G; ey € G;:

x,y|Gix 1o, sei=0o0uj=0
(Git1,5Gj1] = o) )Giso - /
[—xvy]Gi+j+l+17 sei,j=>1,

onde / =I(G) é o grau de comutatividade de G. Note que, se a € L(G), entdo pa = 0, donde
L(G) é uma élgebra de Lie de dimensdo m sobre [F),.
Dado um p-grupo G de classe maximal, j4 temos G| = C(G2/Gy). De forma mais geral,

definimos:

Definic¢io 1.3.7. Seja G um p-grupo de classe maximal e ordem p™, os subgrupos C¢(G;/Gi12),
com 1 <i < m—2 sdo denominados centralizadores de 2-passos.

Assim como o subgrupo Gj, os demais centralizadores de 2-passos sdo subgrupos
caracteristicos e maximais de G, pois sdo os centralizadores de uma acao de G sobre um
grupo de ordem p?. Note que C5(G1/G3) = Gy (pois [G,G1] = [G1,Ga]), desta forma,

consideraremos apenas os centralizadores de 2-passos com i > 2.

Definicao 1.3.8. Seja G um p-grupo de classe maximal e ordem p™. Dizemos que s € G é

um elemento uniforme se s ¢ U ,2Cg(Gi/Gi12).

Ao final desta secao, demonstraremos o Teorema de Blackburn, que nos diz, entre outras
coisas, que qualquer p-grupo de classe maximal possui elementos uniformes. Até provarmos
isso, porém, adicionaremos a algumas de nossas hipdteses a existéncia destes elementos.

Dado G um p-grupo de classe maximal, G/®(G) = C,, x C,,, donde G/®(G) e, portanto,
G possuem exatamente p 4 1 subgrupos maximais. Porém, um p-grupo qualquer ndo pode
ser igual a unido de menos que p + 1 subgrupos proprios, uma vez que a intersecao dos
mesmos € ndo vazia e cada um deles possui indice no minimo p. Temos, entdo, que se G € a
unido de seus centralizadores de 2-passos, entdo todos os p + 1 subgrupos maximais de G
serdo desse tipo. Portanto, se o numero de centralizadores de 2-passos de G for menor ou

igual a p, entdo G possui elementos uniformes.
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Lema 1.3.9. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem p™ e suponha que G possua

um elemento uniforme s. Se 1 <i<m—2ex € G;\Gj;1, entdo [s,x] € Gi11\Gi12.

Demonstracdo. Como x € G;, obviamente [s,x] € G;1. Suponha, por absurdo, [s,x] € G ».

Tome G = G/Gi+2’ entdo 5 e X comutam em G. Como [s,G;11] < Giyp, temos que 5

centraliza G;{, porém, G; = (x,G;y1), donde 5 centraliza G;. Portanto, [s,G;] < Gi»
e, entdo, s € Cg(GVGi+ 2), 0 que contraria a hipétese de que s é um elemento uniforme.
O

Teorema 1.3.10. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem p™ e suponha que G

possua um elemento uniforme s. Entdo temos:

(i) Co(s) = ()Z(G).
(ii) s? € Z(G), donde, consequentemente, o(s) < p* e |Cs(s)| = p*.

(i11)) Os conjugados de s sdo exatamente os elementos da classe lateral sG;.

(iv) Se 0 <t <m—4, entdo o subgrupo H = (s,G,+1) ¢ um p-grupo de classe maximal
de ordem p™ ' tal que H; = G;4,, para todo i > 1. Portanto, ou [(H) =m—t —2, ou
I(H) > I(G) +1.

Demonstragdo.

(i) Tome g € G qualquer. Como G = (s)G{, temos g = s'x, para algum i inteiro e x € Gj.
Portanto, g € Cg(s) se, e somente se, [s,x] = 1. Porém, pelo Lema 1.3.9, se x €
Gi\Gjy1,com 1 <i<m—2,entdo [s,x] € Gi+1\Gi;2, donde, em particular, [s,x] # 1.
Desta forma, se g = s'x é tal que g € Cg(s), entdo x € G,,_; = Z(G). Portanto,
Cs(s) = ()Z(G).

(ii) Sejax =s”. Note que x € G e [s,x] = 1. Como na demonstra¢do do item anterior, se
x € G\Gj;+1,com 1 <i<m—2,entdo [s,x] # 1. Desta forma, x € G, = Z(G).

(iii) A cardinalidade da classe de conjugagdo de s em G é [G : Cg(s)] = p™ % = |sG,|. Note
porém, que dado g € G qualquer, s* = s[s, g| € sG,, donde temos o resultado desejado.

(iv) Set =0, entdo H = G e ndo ha o que provar, portanto, assumiremos ¢ > 1. Pelo
item (ii) deste teorema, temos |H| = p|G;;1| = p™'. Dado x € G;11\G,2, temos,
aplicando repetidamente o Lema 1.3.9, [x, ; 5] € Gi4/\Gijr+1, para2 <i<m—r— 1.
Em particular, tomando i =m —t — 1, temos que [x, ;5| # 1 e [x, ; 5] € Y—r—1(H),
donde H tem classe maximal.
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Para provarmos que H; = G;;;, suporemos, primeiramente, i > 2. Sabemos que
[x, x 5] pertence a H; e a Gy, \Gyis11, para todo k tal que i <k <m—t—1. Mas
[Gi+t : Gksr+1) = P, donde Gy, < H; e, portanto, como os dois grupos possuem a
mesma ordem, temos G;1; = H;. Por outro lado, [G,+1,Hz] = [Gi+1,Gr+2] < Goq3 <
G;+4 = Hy, donde H) = G, . Por fim, seja I = [(G) o grau de comutatividade de G,
entdo [H;, Hj] = [Giy 6., ] <

< Gitjti142> paratodo i, j > 1,donde /(H) =m—t—2ou
I(H) > 1(G) +t.

]

Definicao 1.3.11. Sejam G um p-grupo de classe maximal, s € G um elemento uniforme e
s1 € G1\G,. Definimos recursivamente s; = [s;_1,s], para i > 2, e dizemos que a sequéncia

de elementos {s,s;,s2,... } € uma cadeia de G.

Pelo Lema 1.3.9, temos s; € G;\Gj. 1, além disso, a existéncia de cadeias de G equivale a
existéncia de elementos uniformes. Note, também, que se {s,s1,s2,...} ¢ uma cadeia de G e
G ¢é um quociente de G de ordem maior ou igual a p*, entdo {5,51,52,... } é uma cadeia de
G. Para perceber isto, basta notar que 5 é um elemento uniforme de G.

Por vezes denotaremos s por sy e a cadeia {s,s;,s2,...} por {s;}. Desta forma, s; €
Gi\Gji1,para0<i<m—1les;=1,parai > m. Sejal =1(G) o grau de comutatividade de
G. Definimos a funcao:

a:{(i,j)eN?|i+j<m—-1-1}— T,

(i, /) = a(i, )
tal que:
[Sl',Sj] = sioj»(;i)l mod Gi+j+l+1 .

Observe que, se [ > m — 2, o dominio da fungdo é vazio. Como G; = (s;,Git+1), G; =
(s/,Gjs1) € [Gi,Gj11):[Gis1,Gj]) < Gig ji41, temos, pela congruéncia acima, que o(i, j) =0
se, e somente se, [G;,G j] < Giy jti1+1. Desta forma, se [ < m— 3, temos, pela definigio de
I(G), que a func¢do o ndo é identicamente nula.

A seguir, utilizaremos a dlgebra de Lie £(G) para conseguirmos uma série de propri-
edades da funcdo . Com elas, esta fun¢do se tornard uma importante ferramenta nos
estudos de p-grupos de classe maximal. Definimos e; = 5;G; 1, em £(G). Claramente
{e1,e2, -+ ,em—1} forma uma base de L(G) e, parai > m, ¢; = 0. Desta forma, pela defini¢do

de £(G) e pela congruéncia acima, temos:

[eiaej] = a(i,j)€i+j+[,00m i,j= 17l+.] <m-—Il-1.
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Logo, uma vez que o restante dos produtos [e;,e;] ou sdo da forma [e;,eg] = e;41, ou sdo
iguais a zero, conseguimos, através da funcdo «, determinar todos os produtos de L.

Pela defini¢do do produto [, ] e pelas propriedades bésicas dos comutadores, temos
o(i,i) =0e a(i, j) = —o(j,i). Por outro lado, se i, j > 0, temos, pela identidade de Jacobi
(item (ii1) da Defini¢ao 1.3.6):

0= [607ei76j] + [eiaejae()] [ejaeoaei]
= [—eirj. el +a(i, j)eirjri,e0] +[ejr1,ei]
=—oa(i+1,j)eirj1+ (i, jleirj +a(j+ 1 i)ei jrt,
donde:
a(i,j)=a(i+1,j)+a(i,j+1),comi+j<m—1-2.
Uma consequéncia direta deste resultado é: a(i,i+ 1) = o(i,i+2). Analogamente, pela
identidade de Jacobi, para i, j,k>1lei+ j+k <m—2[/—1, temos:

o(i, a(i+ j+kk)+a(jk)a(j+k+1,i)+alki)ok+i+1,j)=0.

O seguinte teorema retine as principais propriedades da fun¢do a.

Teorema 1.3.12. Seja G um p-grupo de classe maximal, de ordem p" e de grau de comu-
tatividade [ < m — 2. Suponha que G possua uma cadeia e seja & a fungdo associada a ela.
Entdo temos as seguintes propriedades:

(P1) o ndo é identicamente nula.

(P2) ae(i,i) =0, para2i <m—1—1.

P3) a(i,j) = —a(j,i), parai+ j<m—1—1.

P a(i,j)=a(i+1,j)+a(i,j+1),parai+j<m—1-2.

(P5) au(i,i+2) = auli,i+ 1), para 2i <m—1—3.

P6) a(i, jlo(i+ j+k,k)+o(j,k)o(j+k+1,0)q(k,i)a(k+i+l,j)=0,parai+ j+k <

m—2l—1.

Note que, pelos itens P2 e P3 deste teorema, para conhecermos os valores que o assume,
basta conhecermos os valores de (i, j), para i < j. No teorema a seguir, refinamos a
propriedade P1.

Teorema 1.3.13. Seja G um p-grupo de classe maximal, de ordem p” e de grau de co-
mutatividade [ < m — 2. Suponha que G possua uma cadeia e seja & a funcdo associada
a ela. Entdo existe j € {1,--- ,m—1—2} tal que a(1,j) # 0. Ou seja, existe j tal que
[G1,Gj] =Gjpr1 # 1.
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Demonstracdo. Suponha o(1, j) = 0 para todo j. Pela propriedade P4, temos o(i, j) =
o(i—1,j)—a(i—1,j+1), donde, por indugdo, temos (i, j) = 0, para todo i e j possivel.
Portanto, pela propriedade P1, temos uma contradicio.

O

O préximo teorema nos dara o valor de qualquer (i, j) a partir dos valores o/(r,r+1).

’ .~ . . .. n
Para demonstréd-lo, estenderemos a definicdo dos coeficientes binomiais ' para todo

nk eZ:

nn—1)---(n—k+1) k> 1

n k!
k) = 1, sek=0

0, sek <0

Os coeficientes binomiais generalizados apresentados acima ainda satisfazem a identidade

1
<Z) + (ki 1) = (ZI 1). Além disso, pela definicdo acima, temos (Z) = 0, para

0<n<ke (Z) = (nik>,paran20.

Teorema 1.3.14. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem p” e grau de comutati-
vidade [ < m — 2. Suponha que G possua uma cadeia e seja & a fungdo associada a ela. Se
tomarmos x, = o (r,r + 1), entdo:
[(i+j=1)/2] ;
.o r—ifJ—F— 1
aii)= XL (7

)xr, parai < j,
r_

r=i
onde [(i+ j—1)/2] denota o maior inteiro menor ou igual (i+ j—1)/2.

Demonstragdo. Utilizando a defini¢do de bindmio estendida, note que, se r > (i+j—1)/2,

—r—1
entaio 0 < j—r—1<r—i,donde (] . ) = (. Portanto, temos:
r—i

[(i+t1)/2](_1)r_i (j —r- 1)xr _ jf(_l)""(j - 1>xr.

r=i r—i r=i e

Alguns valores x, podem nao estar definidos, mas isso € irrelevante, pois os coeficientes
correspondentes sdo iguais a 0. Provaremos o teorema por indugdo sobre j—i. Se j—i=1

ou 2, o resultado € imediato. Suponha, agora, j —i > 3 e que o resultado é vélido para valores
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menores que j — i. Temos:

Oﬂ(l,]) =a l,]—l)-(X(l—l—L]—l)

:j%(_n“' (j_rr_.2>xr— ]ZZ (=11 (j:f)xr

r=i r=i+1
j—=2 . Jj—2 ;
_i(j—r—2 _ifj—r—2
— _17‘1 _1rl
Lo (0 B e ()
, jr=
Note, porém, que | °, . =0, donde
i—i—

alif)= Y (-1 (7 j;z)xrﬁf(—l)’—" ()

r=i

@
o
=i
=}
7N
~
|
Y
~
|
[S—
N—r
|
—
~__
I
()
=
=
5
o
=
@
2]
o
Na)
=
o
»n
=t
=)
o
8
o
»n
~.
|
vV
W
b
—t
o
3
o
\E/J
g}
o
=
=
=

ali, j) = jf_(—l)f-i (f - 1)

r—i

A seguir, provamos o Teorema de Blackburn para o caso em que |G| < pP 2.
Teorema 1.3.15. Seja G um p-grupo de classe maximal e ordem p"" < pP*2. Entdo:
(i) G possui elementos uniformes.
(ii) Sel(G)=0,entio p >S5, mépare6 <m<p+1.
(iii) 1(G/Z(G)) > 1.
Demonstragdo.

(1) Como o nimero méximo de centralizadores de 2-passos distintosé m—3 < p—1 <

p+ 1, temos que existem elementos uniformes.

(ii) Primeiramente, lembre-se que se |G| = p4, entdo [(G) = 2, portanto, temos m > 5.

Provaremos por inducgdo sobre m que se m é impar, entdo /(G) > 1. Pelo item (i)
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deste teorema, G possui uma cadeia, trabalharemos sobre a funcdo « associada a
ela. Suponha m =5. Se I(G) = 0, entdo, como [G,G3] < G4, temos a(1,2) = 0.
Logo, pela propriedade P5, o (1,3) = 0 e, portanto, pelo Teorema 1.3.13, temos uma
contradi¢ao. Concluimos, assim, a prova da nossa base de indu¢do. Em particular,
temos |G| < p’*? e I(G) =0, donde p > 5.

Suponha, agora, m =2n+1 > 5 e [(G) = 0. Pela hipétese de indugdo, temos
[(G/Gp—2) > 1. Logo, se i+ j <m—3, entdo [G;,G;] < Gitj11 e, portanto, ¢(i, j) =
0. Por outro lado, pela propriedade P6, temos:

o(l,2)a(3,m—4)+a2,m—4)a(m—2,1)+a(m—4,1)a(m—3,2) =0,

donde a(2,m —4)o(m—2,1) = 0. Pelo Teorema 1.3.14 (e lembrando que se i + j <
m—3, entdo o(i, j) = 0), temos ct(1,m —2) = (=1)"*(n—1)x,_1 e a(2,m—4) =
(_1)n73xn—1 (onde m = 2n+ 1). Portanto, (n — l)x2

»_2 = 0no corpo F),. Porém, uma

vez que m < p+2, temos n —1 # 0 em F,, donde x,_1 = a(n—1,n) = 0. Com
isso, temos o (r,r+ 1) = 0 para todo r, donde, pelo Teorema 1.3.14, o é uma fungao
identicamente nula, o que € uma contradi¢do. Portanto, m € par e m > 6. Temos, assim,

o resultado desejado.

(iii) Se m é par, entdo m— 1 é impar, donde, como |G/Z(G)| = p™~ !, temos [(G/Z(G)) > 1.
Se m é impar, entdo /(G) > 1, logo, pelo Teorema 1.3.5, temos /(G/Z(G)) =m—3 ou
I(G/Z(G)) > I(G), donde [(G/Z(G)) > 1.

]

Teorema 1.3.16. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem menor ou igual a p?*!.

Entdo exp(G/Z(G)) = exp(Ga) = p.

Demonstragcdo. Sabemos que G possui p + 1 subgrupos maximais. Como o nimeros de
centralizadores de 2-passos distintos de G € no maximo m —3 e m < p+ 1, temos que G
possui pelo menos dois subgrupos maximais, M e N, que nao sdo deste tipo. Tome dois
elementos uniformes s € M e r € N. Como [G : ®(G)] = p?, temos G = (s,1)®(G), donde
G = (s,t). Por outro lado, pelo Teorema 1.3.10, temos s”,¢” € Z(G). Portanto, G/Z(G)
pode ser gerado por dois elementos de ordem p. Como |G/Z(G)| < p”, temos que G/Z(G)
¢ regular, donde exp(G/Z(G)) = p.

Em particular, temos G} < G” < Z(G). Como G| tem ordem menor ou igual a p” e ¢,
portanto, regular, temos [G1 : Q1(G1)] < |G| < |Z(G)| < p. Logo, [G : Q;(G)] < p?, donde,
como Q;(Gy) é normal em G, temos G, < Q;(Gy). Por fim, como G € regular, temos

expGy = 2.



1.3 p-Grupos de classe maximal 25

]

p+2

Lema 1.3.17. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem p”™“ e seja {s;} uma cadeia

de G. Entdo temos:
(i) s1=s," modGpyi.
(i) Q1(G1)=G,.
Demonstragdo.

(i) Pela Férmula de Compilagdo de Hall (Teorema 1.2.10), temos sis; =

(s0s1)Pecp
mod G’27 . Aplicando o Teorema 1.3.16 ao grupo G/Gp+ \» temos eXP(GZ/GpH) =p,
donde Gg < Gp41. Portanto, temos sgsf = (s051)’cp, mod G, 1. Por outro lado, s¢ é
um elemento uniforme, donde sg €Z(G)= Gp1. Além disso, pelo Teorema 1.3.15,
temos /(G) > 1 e, portanto, qualquer elemento em G\G) é um elemento uniforme. Em

particular sos; é um elemento uniforme, donde (sos1)” € G,+1. Temos, entio, s‘f =c,

mod Gg e resta mostrar que ¢, = s,

mod G, 1. Pelo Teorema 1.2.11, temos:
cp= sljl Hv?i mod Gp41,
l

onde cada v; é um comutador da forma [sy,s0,23," " ,zp], com z;j € {s0,51} € pelo

menos um z; igual a s;. Como / (G) > 1, temos v; € Gp+1, para todo i, e, consequente-
_ 1

mente, ¢p =5, mod G 1.

(i) Pelo item (i) deste teorema, temos sf ¢ Gp41 e, em particular, G’f £ Gpy1. Por outro
lado, aplicando o Teorema 1.3.16 sobre o grupo G/GH |» temos eXp(G/Gp) =pe,
portanto, Gf < G,,. Desta forma, como Gf < G, temos G{’ = Gp.

Teorema 1.3.18. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem p”™* > p? +2_ Entdo:
(i) G éregular.
(i) G =Gjyp_1, paratodoi> 1.
(iii) Se 1 <i<m—pexecGi\Gji, entdo x’ € Gi+p,1\Gl’+p.

Demonstragdo.
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(i) Aplicando o item (ii) do Lema 1.3.17 ao grupo /Gp+2’ temos ( /Gp+2) = IVGPH,
donde G{G,+2 = G,. Como G} é normal em G, temos G} = G;, para algum inteiro
i, desta forma, G‘f = G, e, portanto, Gy : Gf] = p”_l. Logo, pelo Teorema 1.2.17,

temos que G € regular.

(i1) Assim como na demonstragdo do item anterior, temos Gf = G,. Lembre-se, porém,
que G é regular, donde, pelo Teorema 1.2.16, temos [Gf:l ,G] = Gf . Portanto, através
de uma inducao simples, conseguimos que Gf’ =Gjyp1.

(iii) Tome x € G;\Gj11. Pelo item (ii) deste teorema, temos x* € G; p—1. Suponha, por
contradi¢do, que x” € G, . Como G?, | = Gjp, temos que G;/Gj, = (X, Gi1) é
um grupo regular gerado por elementos de ordem p. Portanto, pelo Corolério 1.2.15,
temos exp(G;/Gip) = p, donde G¥ < G;p, 0 que é uma contradigdo.

]

Teorema 1.3.19. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem maior ou igual a p”*2.

Entao:
(i) G possui elementos uniformes.
(i) 1(G) > 1.

Demonstragdo.

(i) Provaremos por indugéo sobre i, com i > 1, que [G1, G;| < Gi1,. Provado isto, teremos
que todos os centralizadores de 2-passos coincidem com G1, donde G possui elementos
uniformes. Pelo Teorema 1.3.15, temos {(G/Gp42) > 1, donde [G1,G;] < Gjy», para
1 <i < p, e temos nossa base de inducdo. Por outro lado, se i > p, entdo, pelos
Teoremas 1.3.18 € 1.2.16, temos:

[G1,Gi] =[G1,G] ] = [G1,Gi—p1]" <G}, 3= Gisa.

(ii) Suponha /(G) = 0. Pelo item (i) deste teorema, podemos assumir que G possui uma
cadeia, seja o a fungdo associada a ela. Como vimos na demonstrag@o do item anterior,
[G1,G;] < Gy paratodo j, donde a(1, j) = 0, para todo j, e temos uma contradic@o.
Portanto [(G) > 1.
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Desta forma, podemos, juntando os Teoremas 1.3.19 e 1.3.15, concluir o Teorema de
Blackburn.

Teorema 1.3.20. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem p”'. Entdo:
(i) G possui elementos uniformes.
(ii)) Sel(G)=0,entdo p >S5, mépare6 <m< p+1.
(iii) 1(G/Z(G)) > 1.

A seguir, provamos outros dois resultados que nos serdo uteis no capitulo final desta

dissertacdo.

Proposicao 1.3.21. Seja G um p-grupo de classe maximal e ordem p™. Entdo G possui
no maximo dois centralizadores de 2-passos distintos, G| ¢ C(G,,—2). Além disso, G| #
C6(Gu—2) se, e somente se, [(G) = 0.

Demonstracdo. Suponha, primeiramente, /(G) > 1. Seja i < m — 2 um inteiro qualquer.
Tome x € Gy ey € G; quaisquer. Temos [x,y] € Gi4|4(g), donde [x,y] € G;12. Desta forma,
como y € G; é qualquer, temos x € Cc;(GVGi+2). Portanto, G; < Cg(GVGi+2), donde,
como ambos sdo maximais, temos G| = CG(GVGi+2)' Suponha, agora, [(G) = 0. Sabemos

que G/Z(G) ¢ um p-grupo de classe maximal tal que / (G/Z(G)) > 1. Desta forma, como

Z(G) = Gy—1, temos, de forma andloga ao demonstrado acima, G| = CG(GVGH_z)’ para
i <m-—3.

Resta mostrarmos que, se [(G) = 0, entdo G| # C5(G,—2). Suponha G| = Cg(Gyy—2),
mostraremos que /(G) > 1. Pelo mostrado anteriormente, temos [G1, G;] < G2, para todo
inteiro i. Utilizaremos, agora, indugdo sobre j para mostrar que (G, G;] < Gj4 j+1, para todo
i > 1. A base de indugdo ja foi mostrada. Suponha, agora, j > 2 e [G;_1,Gi] < Gy, j, para
todo k > 1. Seja i > 1 qualquer, entdo [G;,G;] = [G_1,G,G;], mas, utilizando a hipétese de
indugdo, temos [G,G;,Gj—1| = [Gi+1,Gj71 < Gitj+1] € [Gi,Gj-1,G| < [Giyj,G] < Gigjs1.
Portanto, utilizando o Lema dos Trés Subgrupos, temos [G;, G| < G4 1, donde I(G) > 1.

0

Proposicao 1.3.22. Seja G um p-grupo tal que G/GH | tem classe maximal, entdo G também

possui classe maximal.

Demonstragdo. Para provarmos este teorema, suporemos que, para algum k > p+1, o
quociente G/G " € de classe maximal e mostraremos que G/G . também €. Fatorando G

por Gy 1, podemos assumir G = 1 e G # 1. Como G/G " tem classe maximal, temos que
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Gi— I/Gk tem ordem p, donde, pela Proposicdo 1.1.8, temos que G’VGH | tem exponente

p. Como [G/Gk : G//Gk] — p?, temos que o nimero minimo de geradores de G/G/ é no
maximo dois. Desta forma, pela Proposic¢ao 1.1.7, temos que G/VG 1 pode ser gerado por
dois elementos e, portanto, tem ordem no maximo p2.

Suponha que p é impar. Seja {5;} uma cadeia de G/Gk e seja N um subgrupo normal de
G tal que [Gy : N] = p. Note que G/N possui classe maximal e que {s;} é uma cadeia de G/N.
Além disso, como |G/N| > pP*2, temos [ (G/N) > 1 (pelo Teorema de Blackburn). Com isso,
temos [sx_1,51] € Gry1, donde [s;_1,s1] = 1. Temos, porém, kal/Gk = (sx_1Gy) e G/G' =
(s1G',xG'), para algum x € G, logo, pela Proposi¢do 1.1.7, Gy = {[s1,s5_1], [x,s%_1]) =
([x,sk_1]). Portanto, como exp Gx = p, temos Gy = 1 e G é de classe maximal.

Suponha, agora, p =2. Seja N um subgrupo normal qualquer de G tal que [Gy : N| =

2. Temos que G/N € de classe maximal e possui ordem prt

. Lembre-se que estamos
trabalhando com p-grupos de ordem maior ou igual p*, logo, podemos aplicar o Teorema
1.3.18 para concluir que (Gk—l/N)p = G’VN. Portanto Gy = GY_|N, para todo N < G tal
que [Gy : N| = 2. Sabemos que (Gk—l/N)p # 1 é normal em G, logo Gy = GY_,, pois,
caso contrario, bastaria tomar N = Gf_l e teriamos uma contradi¢do (lembre-se que |G| <
p?). Note, porém, que se \Gf71| — p?, entdo |Gr—1| = p>, donde G;_; é ciclico, mas isso
implicaria que Gy €, também, ciclico, o que € uma contradi¢do, pois exp Gy = p. Portanto
|G| = p e G é de classe maximal.

O



Capitulo 2
p-Grupos powerful

Trataremos, agora, de um tipo de p-grupos que compartilha algumas propriedades com os
grupos abelianos, os p-grupos powerful. A maior parte dos resultados deste capitulo pode ser
encontrada no capitulo 2 de [6] e no capitulo 11 de [16]. Embora toda a teoria de p-grupos
powerful aqui desenvolvida seja util no decorrer desta dissertacdo, somente alguns resultados
serdo de fato utilizados nas demonstra¢des dos teoremas principais deste trabalho.

Neste capitulo trataremos somente de p-grupos finitos.

2.1 Definicoes e propriedades basicas

Definicdo 2.1.1. Um p-grupo G é dito powerful se G' < G”, quando p é impar, e se G’ < G*,
se p=2.

Desta forma, é imediato que, se G é powerful, entio ®(G) = GP.

Definicao 2.1.2. Dados um p-grupo finito G e um subgrupo N < G, dizemos que N ¢é
powerfully embedded em G se [N,G] < N, quando p é impar, e se [N,G] < N*, quando
p=2.

Para indicar que N € powerfully embedded em G, utilizaremos a nota¢do N p.e. G. Note
que um p-grupo finito G é powerful se, e somente se, G € powerfully embedded em si mesmo.
Além disso, se N p.e. G, entao N < G e N € powerful.

A seguir mostramos alguns exemplos de p-grupos que sdo e de p-grupos que ndo sao

powerful.

Exemplo 2.1.3.

(1) Claramente, se G é um p-grupo abeliano, entdo G € powerful e todos 0s seus subgrupos

sdo powerfully embedded em G.
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(i1) Todo p-grupo metaciclico, com p impar, € um p-grupo powerful. Para observarmos
isto, tome G um p-grupo metaciclico e N = (y) um subgrupo normal de G tal que
G/N = (xN). Sabemos que G = (x,y), donde y ¢ ®(G). Porém, como G/N ¢ abeliano,
temos G' < N, donde [x,y] = y" € ®(G), para algum r. Desta forma, temos que p
divide r e, portanto, G’ < GP.

(iii) Os 2-grupos (yx |y =x> =1,y =y’) e (ax,y |a' =x* = 1,y* = d?,[x,q] =
a?,[x,y] = [a,y] = 1) sdo exemplos de 2-grupos powerful.

(iv) Todo p-grupo ndo abeliano de expoente p, sendo p impar, ndo é powerful.

(v) Analogamente, todo 2-grupo ndo abeliano de expoente 4 (como, por exemplo, o diedral
de ordem 8) ndo é powerful.

Nos préximos resultados trazemos algumas propriedades bésicas envolvendo as nogdes

introduzidas nas duas ultimas defini¢oes.
Lema 2.1.4. Sejam G um p-grupo finito e N um subgrupo de G.
(i) Se Np.e. Ge K G, entdo NK/K p.e. GK/K.
(i) Seja K < G. Entéo:
* Se p é impar e K < N?, entdao N p.e. G se, e somente se, N/K p.e. G/K
e Sep=2eK <N* entio N p.e. G se, e somente se, N/K p-e. G/K
(iii) Se N p.e. Gex € G, entdo (N,x) é powerful.

(iv) Se N e W sdo subgrupos normais de G com N < W e N nao é powerfully embedded
em W, entdo existe J < G tal que:

* se p é impar:
NP[N,W,W] <J < NP[N,W]e [NF[N,W]:J] = p:
e sep=2
N*[N,WJ?[N,W,W] <J < N*[N,W] e [N*|N,W] :J] = p.

Demonstragdo. Levando em conta que, neste lema, as provas para o caso p = 2 sdo similares
as do caso em que p é impar, demonstraremos apenas o caso em que p > 2. Os itens (i) e
(i) sdo obtidos diretamente da defini¢do. Para provar o item (iii), basta notar que (N ,x>/N é
ciclico, donde (N,x)' = [N, (N,x)] e, como N p.e. G, (N,x)’ < NP < (N,x)P.
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Como G é um p-grupo, podemos tomar J < G tal que N < J < NP[N,W]e [N’[N,W]:
J] = p (pelo Teorema 1.2.3). Logo, como NPIN, W]/J tem ordem p e € normal em G/ 7, temos
que o mesmo é central. Portanto, [N?[N,W],W] < J, donde [N,W,W] < Je N*[N. W, W] < J.

]
O lema seguinte € um resultado direto do item (iv) do Lema 2.1.4.
Lema 2.1.5. Sejam G um p-grupo finito e N < G. Se p é impar e [N,G] < N’[N,G, G|,
entdo N p.e. G. Se p=2¢ [N,G] < N*[N,GJ*[N,G,G], entio N p.e. G.
O lema anterior e a afirmacdo (iv) do Lema 2.1.4 s@o importantes ferramentas na demons-

tracdo de vdrios resultados, inclusive o préximo.

Proposic¢ao 2.1.6. Sejam G um p-grupo finito e N um subgrupo de G. Se N p.e. G, entdo
N? pe. G.

Demonstragcdo. Primeiramente, provemos o caso em que p € impar. Utilizaremos o quociente
de G por (N?)PIN?,G,G]. Para simplificar as notagdes, simplesmente consideraremos
(NP)PIN? G,G] = 1, donde, pelo Lema 2.1.5, basta mostrar [N”,G] = 1.

Como [N,G] < N?, temos [N, G,G,G| < [N?,G,G] = 1, donde [N,G,G] < Z(G). Logo,
dados x € N e g € G quaisquer, temos, para todo wi,w, € G:

[xnganWZ] = [xagawl][x;ngznxanglaWZ] = [x;ngl][xangz]'

Portanto:
p—l . p—l . plp—1)
[Txex1=]]xgx =xgx 7 .
Jj=0 Jj=0

Desta forma, utilizando o item (iii) do Teorema 1.1.1, temos:

0
p=1
P.gl= ] ellxgxl = [x,g([x,g,4] 2 )?
Jj=pr—1
Donde [x”,g] € N? e, portanto, [N,G]” = 1.
Provemos agora o resultado para o caso em que p = 2. Analogamente ao que fizemos na
demonstragdo do caso em que p é impar, consideraremos (N2)* = [N?,G]* = [N?,G,G] = 1

e nos basta provar que [N27 G| = 1. Dados x € G e g € G quaisquer, temos:

[x47g] = [xzag] [x27g7x2] [x27g] = [XZ’g]Z =1,

donde N* < Z (G). Porém, (NZ)4 =1, logo expN < 8. Portanto, N* é um grupo abeliano

gerado por elementos de ordem 2, e, com isso, temos que (N4)2 = 1. Logo, levando em
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conta que [N,G,G] < [N*,G] = 1 e que [N,G]* < (N*)? = 1, temos:

[xzag] = [x7g] [xagag] [xvg] = [xag]z =1

Entio, por fim, temos [N?,G] = 1.

A seguinte proposicdo pode ser encontrado em [18].
Proposicdo 2.1.7. Se M, N p.e. G, entdo [M,N] p.e. G.

Demonstragcdo. Para demonstrar esta proposi¢do, utilizaremos o Lema 2.1.5, analisando
o quociente do grupo G pelos subgrupos convenientes de forma a bastar provarmos que
[M,N,G] = 1 nesses quocientes. Em ambos os casos teremos que [M,N, G| é central, donde,
dados m € M e n € N, ndo é dificil provar que [n”,m] = [n,m|”[n,m,n| o (algo semelhante
foi mostrado na demonstra¢ao da Proposicdo 2.1.6).

Demonstraremos, primeiramente, o caso em que p é impar. Suponha, entdo, [N, M|’ =
[N,M,G,G] = 1. Desta forma, como p divide @, temos que [N”,M] = 1. Analoga-
mente, temos [M”,N] = 1. Portanto, [M,G,N| = [N,G,M] = 1, donde, pelo Lema dos Trés
Subgrupos (Teorema 1.1.3), temos [M,N,G] = 1.

Demonstremos, agora, o caso em que p = 2. Suponha [M,N]p2 =[M,N,G|’ =[M,N,G,G| =
1 e sejam m € M e n € N quaisquer. Note que (m, [m,n]) tem classe de nilpoténcia menor ou
igual a 2. Além disso, temos:

16 =m*.

(m*)" = (m")* = (m[m,n])* = m*{m,n]*[m,n,m

Logo, [M* N] = 1, donde [M,G,N] = 1. Analogamente, temos [N,G,M] = 1. Portanto,
novamente pelo Lema dos Trés Subgrupos, temos [M,N,G] = 1.
]

Definimos indutivamente os seguintes subgrupos: IIp(G) = G e I1+(G) = I1;(G)?.
Perceba que, embora IT; (G) = G”, ndo podemos afirmar que I1;(G) = G”, para i > 2 (note,
por exemplo, que I1,(G) = (G?)? pode ser diferente de sz). Veremos, porém, que se G é
um p-grupo powerful, de fato temos, para todo i, I1;(G) = G? "

Lema 2.1.8. Seja G um p-grupo powerful. Entdo, para todo inteiro i > 0, temos:
(1) H,(G) p-€. Ge Hi+1<G) = CD(H,(G)),

i P IT;(G) I1;11(G)
(i1) O mapeamento x — x” induz um homomorfismo de * /Hi—H (G) sobre it /HH—Z (G):
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Demonstragdo. Para provar o primeiro item, basta utilizar a Proposi¢do 2.1.6 em uma
induc@o sobre i e teremos I1;(G) p.e. G, para todo i. Com isso, temos que I1;(G) € powerful,
donde IT; 1| (G) = I1;(G)? = ®(I1;(G)), para todo i.

Provemos agora o item (ii). Consideraremos o quociente de IT;(G) por I1;;12(G), e,
como IT;(G) é powerful, podemos mudar a notagdo para IT;(G) = Ily(G) = G. Portanto,
simplesmente assumiremos II;(G) = 1. Temos [G,G,G] < [G?,G] < (GP)? =1, donde
|G, G] < Z(G). Portanto, note que [y",x] = [y,x]". Temos entdo:

(xy)? = xyxy- - xy
= xyx[x, y][y,x]y- - -xy
= x°y°xy- - xy[y, 4]
= Xy, 7]y aly - xy [y

=2y [y, b2,

p(p—1)
Recursivamente, teremos (x,y)” = xPy”y, x]l T Caso, p seja impar, teremos p|p(p—1)/2,
donde (xy)? = xPyP. Caso p = 2, temos [G,G] < G* < (G*)? = 1, donde, da mesma forma,

(xy)? = xPyP. Portanto, o mapeamento x — x” induz, de fato, um homomorfismo.

]

Lema 2.1.9. Se G = (ai, - ,aq) é um p-grupo powerful, entdo G = (af,--- ,al).

Demonstrag¢do. Como o mapeamento x — x” induz um homomorfismo de G/Gp em GP/H2 (G)

e [1,(G) = ®(G”), temos que (a,--- ,a") gera Gp/q)(Gp), donde G” = (a¥,--- ,ah)).
[

Proposicao 2.1.10. Se G é um p-grupo powerful, entdo G = {g”|g € G}.

Demonstragdo. Para demonstrarmos esse resultado, utilizaremos induc¢do sobre a ordem de
G. Obviamente, se |G| = 1, temos o resultado. Suponha agora que o resultado vale para
p-grupos com ordem menor que a de G. Seja g € G”, pelo Lema 2.1.8, existem x € G ¢
y € (GP)? tais que g = x”y. Tome H = (G?,x). Pelos Lemas 2.1.8 ¢ 2.1.4, temos que H é
powerful. Além disso, g € H?. Se H # G, temos, pela hipétese de inducéo, g € {h’|h € H}.
Se G = H, temos G = (G”,x) = ®(G)(x), entdo G/q)(G) ¢ ciclico e, portanto, G também é.
Logo, temos o resultado desejado.

[

O teorema a seguir resume as principais propriedades basicas dos subgrupos G”', com
i >0, de p-grupos powerful.



34 p-Grupos powerful

Teorema 2.1.11. Seja G = (ay, - ,a,) um p-grupo powerful, entdo:

(i) G* pe. G:

k

(i) i1 (G) =TL(G)";

i

(i) T;(G) = G* = (W' |x € G} = (- .d").

. k. i i+1 i+k i+k+1
(iv) o mapeamento x — x” induz um homomorfismo de G /G*  em G /G, para

todo i e k.

Demonstracdo. O item (i) ja foi provado e o item (iv) € um resultado direto do Lema
2.1.8. Note, também, que o item (ii) é um resultado direto do item (iii). Como IT;(G) é
powerful, temos, pela Proposi¢ao 2.1.10, que IT;(G) = {x”|x € IT;_; (G) }. Utilizando uma
simples indugdo, temos IT;(G) = {x”|x € G}. Além disso, aplicando repetidamente o Lema
2.1.9, temos IT;(G) = (afl,~-~ ,agl). Com isso, temos IT;(G) < G*', donde I1;(G) = G
Finalizamos, portanto, a demonstragao.

O

Coroléario 2.1.12. Se G = (ay,--- ,ay) é um p-grupo powerful, entdo G = {(ay) --- (ay).

Demonstragdo. Utilizaremos indugdo sobre |G|. Se G € trivial, ndo hd o que demonstrar.
Suponha que o resultado vale para p-grupos de ordens menores que a de G. Seja n o inteiro

tal que G” st =1, Entdo, temos, utilizando a hipétese de indugdo sobre G/ GP'- que
G=(a))-(ag)G"". Mas G"" = (d "

i
y*

--a5n> e G” p.e. G, donde [G"",G] < G"" =1e,
portanto, G” * ¢ central. Desta forma, temos o resultado desejado.

]

Finalizamos esta se¢do com o seguinte teorema, que € um dos principais resultados deste

capitulo.

Teorema 2.1.13. Sejam G um p-grupo powerful e H um subgrupo de G, entdo d(H) < d(G),
ou seja, o posto de G é d(G).

Demonstragdo. Para a demonstracdo deste teorema, utilizaremos induc@o sobre a ordem
de G. Se |G| =1, o resultado é trivial. Suponha agora que o resultado vale para p-grupos
powerful de ordem menor que ade G. Sejam d =d(G) e m = d(G?), e tome H < G qualquer.
Como G? é powerful, temos, por hipétese de indugdo, que d(K) < m, onde K = H N G”.
Tome o epimorfismo 6 : G/Gp — Gp/sz, definido a partir do mapeamento x — x”.
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Como [G,G| < G?, temos que G/Gp ¢ abeliano elementar, donde ker(6) também é.
Além disso, como G” = ®(G) e G = ®(GP), temos d(G/Gp) =de d(Gp/Gp2) = m. Note,
também, que:

|G/‘ d—m
k JE N N I —
‘ er9| |Gp| p )

7|6r|
donde a dimensao de ker 6 é d — m e, portanto, a dimensao de ker 6 N H Gp/Gp € menor ou

igual a d —m.
Seja e a dimensao de H Gp/Gp, entdo, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem:

dim(6(HG?/G")) = dim(HG" /G?) + dim(ker 6 ﬂHGp/Gp)
>e—(d—m)
=m—(d—e).
Sejam hy,--- ,h, € H elementos tais que HG” = (hy,--- ,h,)G?. Temos ®(K) = [K,K|K?,
logo ®(K) < [G?,GP|(GP)P = (GP)P = G”’. Note que h” € K, donde (hY,---  h?)®(K) /D (K)
¢ um subespaco vetorial de K/q)( K)- Note, também, que, pela definicédo de 6, 6 (HG? /G?) =

(HGP)PGP* = HPG?” /GP". Portanto, dim((h?, - ,h!)®(K) /®(K)) > dim(0 (HG /GP)) >
m—(d—e).
Portanto, como d(K) < d, existem d — e elementos y1,---,y;_. € K tais que:

K= <h117a ahgvyla" : ’yld’7€>q)<K>‘

Donde:
K= <h11)»"‘ oy, 7ysie>'
Portanto:
H=HnN{hy, -, h,)GP
:<h1,---,he>K
= <h1,... e, yi, e ,y576>.

Donde d(H) < d, como desejavamos.
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2.2 O subgrupo V(G,r)

Nesta se¢do mostraremos que um p-grupo finito G possui um subgrupo caracteristico cujo
indice € limitado pelo seu posto. Para tal, utilizaremos as relacdes que um p-grupo finito

qualquer possui com o grupo de matrizes GL.(F),).

Definicdo 2.2.1. O grupo uni-triangular inferior, denotado U,(F,), é o grupo formado pelas

matrizes triangulares inferiores de GL,(F),).

Defini¢do 2.2.2. Seja G um p-grupo finito e r um inteiro positivo. Definimos V (G, r) como
a interse¢do dos niicleos de todos os homomorfismos de G sobre GL.(F),).
r r=1 . r
Nio ¢ dificil provar que |GL.(F))| = p(Z) H(p”*l —1) eque |U(F,)| = p(2). Desta

i=0
forma, pode-se observar que U,(IF,) ¢ um p-subgrupo de Sylow de GL.(F,,). Logo, temos

que qualquer p-subgrupo de GL,(F,,) é um conjugado de algum subgrupo de U,(F,). Dado
um p-grupo finito G, portanto, podemos equivalentemente definir V (G, r) como a interse¢do
dos nicleos de todos os homomorfismos de G em U,(FF),).

Dado um inteiro positivo r, defina A (r) como o inteiro tal que:
21(;’)—1 <r< 22,(1').

Lema 2.2.3. Dados r um inteiro positivo € G um p-grupo finito, temos:

(i) U.(F,) possui uma série de comprimento A(r) de subgrupos normais com fatores

abelianos;

(i1) G/V(G r) possui uma série de comprimento menor ou igual a A (r) com essas mesmas
Y
propriedades.

Demonstragdo.

(i) Seja s o menor inteiro tal que s > % Tome x € U,(F p) qualquer, entdo x € da forma:

A O
x= ,
B C

onde A € Us(F,) e C € U,_s(F),). Defina o homomorfismo 6, de U,(FF),) em U(FF,) x
U,—s(F}) a partir do mapeamento x — (A,C). Entdo ker 6 é normal em G e, dados

X1,Xx2 € ker 0y, temos:
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Donde:

1 0
X1X2 =
12 Bi+B 1

e,portanto, ker 6 € abeliano elementar.

Seja, agora, s’ 0 menor inteiro tal que s’ > 2 podemos definir, de forma andloga, um
homomorfismo 6, de U,(FF,,) em Uy (F,) x Us_¢(F),) tal que ker 6, < ker 6, e ker 6,
€ subgrupo normal de G tal que ker 92/1(6r 0, ¢ abeliano elementar. Recursivamente,

conseguimos a série ker 0 < --- <ker6), ), que ¢ tal qual desejavamos.

(i) Sejam {w1,---,y,} todos os homomorfismos de G em U,(IF,,). Entdao V(G,r) serd o

ndcleo do homomorfismo:

v:G—U(F,)"
g (v1(8), -, ¥u(g))-

Logo, G/V(G,r) = Imy < U,(F,)", donde, pelo item (i) deste lema, temos que

G % (G,r) possui uma série com as propriedades desejadas.
[

Proposicdo 2.2.4. Sejam G um p-grupo finito e r um inteiro positivo. Considere V =V (G, r)
e tome W =V, se p é impar, ouW =V2, sep=2.SeN<IG,d(N)<reN<W,entdio N
pe. W.

Demonstragdo. A prova se dard por indugdo sobre |N|. Caso |N| = 1, é trivial que N p.e. G.

Primeiramente, consideremos o caso em que p € impar. Suponha, por absurdo, que
IN,V] « NP. Pelo item (iv) do lema 2.1.4, existe J <V tal que N* <J < N’[N,V] e
[N?[N,V] :J] = p. Cortando G por J, podemos, entdo, supor N’ =1 e |[N,V]| = p. Como
G é um p-grupo, existe M < G tal que [N,V] <M <N e [N : M| = p. Como N/[N,V] é
abeliano elementar (pois N” = 1), temos que d (M/[N, V]) <d (N/[N, V]) < r— 1. Portanto,
pela hipétese de indugdo, [M,V] < MP < NP =1, donde M é central em N. Note, porém,
que, como N/M é ciclico, temos que N € abeliano.

Portanto N é um F, espaco vetorial de dimensdo no maximo r. Como [N, V] # 1, temos

que existe g € V tal que g age ndo trivialmente (pela conjugagao) sobre o I, espago vetorial
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N, donde existe um homomorfismo de G em GL,(F p) tal que g ndo pertence ao nucleo, o
que é uma contradi¢éo, pela defini¢do de V (G, r). Portanto [N,V] < NP.

Consideremos, agora, o caso em que p = 2. Analogamente ao feito acima, pelo Lema
2.1.4, podemos assumir N* = 1 e |[N,W]| = 2. Suponha a,b € N quaisquer. Caso [a,b] = 1,
obviamente [a*,b] = 1; caso contrério, também temos [a>,b] = 1 pois [N, W] possui ordem
2. Temos, portanto, N? < Z(N). Como N/Nz ¢ um 2-grupo de exponente 2, temos que
N/Nz ¢ abeliano e, portanto, ¢ um [, espago vetorial de dimensdo no méaximo r, donde,
pela defini¢do de V(G,r), temos [N,V] < N2. Desta forma, dados a € N e v € V, temos
la,v] € N?, e, uma vez que N> < Z(N), temos:

(@) = (") = (ala,V])* = a”.
Portanto [N2,V] = 1, donde [N, V,V] = I e, pelo item (iii) do Teorema 1.1.1:
[N,W] =[N,V <[N,V]*[N,V,V] = 1,

o que é uma contradi¢do. Portanto [N, W] < N*.
0

Com este dltimo resultado, é simples demonstrarmos o teorema que tinhamos por objetivo
desta secdo. Perceba que, pela sua defini¢do, é ficil ver que V (G, ) e, portanto, V (G, r)* sdo

subgrupos caracteristicos de G.

Teorema 2.2.5. Seja G um p-grupo finito de posto r. Entdo G possui um subgrupo caracte-
ristico powerful de indice menor ou igual a 2*("), se p é fmpar; ou 2" se p =2.

Demonstragdo. Pelo Lema 2.2.3, G/V(G, r) possui uma série de subgrupos normais de
comprimento no maximo A (r) com fatores abelianos elementares. Como o posto de G é r,
temos que cada fator tem ordem no maximo p”. Desta forma, temos [G : V(G,r)] < p™1).
Caso p seja impar, temos, pela Proposicdo 2.2.4, que V (G, r) é um subgrupo powerful como
desejado. Caso p = 2, temos, pela mesma proposicéo, que V (G, r)2 € powerful. Além disso,
como V(G,r)/ (G,r)? é abeliano, temos [V (G,r) : V(G,r)?] <27, donde [G : V(G,r)?] <

V(G,
2r+rl(r) )

]

2.3 Os subgrupos omega de um p-grupo powerful

Nesta sec¢do, traremos alguns resultados acerca dos subgrupos Omega de um p-grupo power-

ful. A maioria dos resultados aqui trazidos, estao no artigo "Omega subgroups of powerful



2.3 Os subgrupos omega de um p-grupo powerful 39

p-groups" de Gustavo A. Ferndndez-Alcober ([8]). O lema a seguir, porém, € um exercicio

do segundo capitulo de [6].
Lema 2.3.1. Se N p.e. Ge M p.e. G, entdo [N”i,ij] = [N,M]Piﬂ, paratodoie j.

Demonstragcdo. Para demonstrar este resultado, basta aplicarmos indugdo sobre i 4 j. De-
monstremos primeiramente a nossa base de inducao, isto €, o caso em que i+ j = 1. Suponha,
sem perda de generalidade, que i = 1. E facil ver que [N,M,G,G] < [N,M]? ¢ [N.M,G,G] <
[IN? M|, por isso, analisaremos o quociente de G pelo subgrupo [N,M,G,G], no qual
[N,M,G] é central. De forma andloga ao que foi feito na demonstrag¢do da Proposicao 2.1.6,
podemos conseguir que, dados n € N e m € M quaisquer, temos [n”,m] = [n,m]”[n,m, n| e ,
donde, como [N,M,G| < [N,M]? (pela Proposi¢do 2.1.7), temos [N’ M| < [N,M|?. Por
outro lado, pelo item (iii) do Teorema 1.1.1, temos [n,m,n] = [n,m] "' [n® m][n,m] ", donde
[n,m,n] € [NP,M] e, portanto, [N,M]? < [N ,M]. Logo, [N’ ,M] = [N,M]?.

Suponha, agora, que o resultado vale para todo i’ e j' tais que i’ + j' =i+ j. Como M é

powerful e M? p.e. G, temos, aplicando a hipétese de indugio, que:

i+j—1 i+j—1

NP M) = (V) M7 = (NP M) = (N M)
Logo, como [N, M| é powerful, temos o resultado desejado.
]

No teorema a seguir, dado um grupo G, um subgrupo H e um subgrupo normal N,

diremos que H € ciclico sobre N se H N/ € ciclico.
Teorema 2.3.2. Seja G um p-grupo powerful. Entdo, para todo inteiro i > 0, temos:

(i) Sex,y € Geo(y) <p', entio o([x,y]) < p'.

(ii) Dados x,y € G com o(x) < p'™! e 0(y) < p', temos 0([xpj,ypk]) < p'=/7k, para todo

J,k>0.

(iii) Se p é impar, entdo expQ;(G) < p'.

(iv) Se p =2, entdo expQ;(T) < 2!, para todo subgrupo T de G que é ciclico sobre G.
Em particular, expQ;(G?) < 2'.

Demonstragdo. Para demonstrarmos este teorema, aplicaremos uma inducao sobre a ordem
de G em todas as afirmacdes, simultaneamente. Note que, se G € ciclico de ordem p, os
resultados sdo triviais. Suponha, agora, que as afirmagdes (i), (i), (iii) e (iv) sdo vélidas para
qualquer p-grupo powerful de ordem menor que |G|. Caso G seja abeliano, ndo hd o que

provar. Desta forma, assumiremos que G € ndo abeliano.
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(@)

(ii)

Suponha x,y € G com o(y) < p'. Pelo Lema 2.1.4, temos que T = (y,G') é powerful,
uma vez que G’ p.e. G. Note que [x,y] € Q;(T) (pois o((y " 1)*) = o(y) < p), portanto,
¢ suficiente provar que expQ;(T) < p'. Provemos, primeiramente, o caso em que p
€ impar. Note que T é um subgrupo préprio de G, pois, caso contrario, teriamos que
G/[G,G] é ciclico, o que implicaria [[G, G],G] = |G, G], donde terfamos [G,G] =1
e que G é abeliano. Entdo, |T| < |G|. Logo, aplicando, pela hipétese de inducio, a

afirmacio (iii), temos exp Q;(T) < p'.

Provemos, agora, o caso em que p = 2. Novamente pelo Lema 2.1.4, temos que
H = (y, G2) € powerful. Note que H € proprio, pois, caso contrario, teriamos que G é
ciclico. Além disso, note que 7" é um subgrupo de H e que T € ciclico sobre H 2 (pois
G < G* <H 2). Portanto, aplicando, pela hipétese de inducao, a afirmacao (iv), temos
expQi(T) < p'.

Suponha x,y € G, com o(x) < p'*! e o(y) < p’. Aplicaremos indugio inversa sobre
i. Seja p° = expG. Pelo Lema 2.3.1, temos [xpj,ypk] € [G,G]p'j+k, donde, se i > e,
nao had mais o que provar. Desta forma, estd provada a base da indugdo reversa. Seja,
portanto, i < e e suponha que o resultado é vélido para todo i’ tal que i’ > i. Tome
T = (x, [x,ypk]>, como G ndo € abeliano, temos que 7 é um subgrupo préprio de G.
Pela segunda versao dada da Férmula de Compilac¢do de Hall (Teorema 1.2.10), temos:

W 3] = [y 17 mod p(T)P 4, (T - y,i(T).

Pelo item (i) deste teorema, temos o([x, y”k]) < o(ypk) < p'*, donde Ix, ypk]pj €
Q;_;«(T). Note que T < (x,G’), donde, pelo mesmo argumento utilizado na de-
monstragdo do item anterior, temos exp Q,(7T) < p". Mas x, [x,y”k] € Q;1(T), donde
T=Qi+1(T)eexp(T) < p'"1. Note que é suficiente provar que todos os subgrupos

que aparecem no médulo da congruéncia acima estao contidos em Q;_;_¢(T).

Sabemos que 0([x,ypk]) < p"*, donde o([x,y”k,x]) <pFep(T) = ([x,ypk,x]’ |t e
T) <Q; 1(T). Como %(T) é powerful, temos ’}/Q(T)Pj < Q; ; (T). Provaremos
por indugdo sobre r que Y42(T) < Qi—k—r(T), para todo inteiro positivo r. O
caso base (r = 0) estd feito acima. Basta mostrarmos que, dados a € ¥.4(T) e
b € T, temos o([a,b]) < p"*". Pela hipétese de indugdo, Y41(T) < Qi x41(T),
donde o(a) < p"*~""!. Note, porém, que p(T) < [G, ka,G] = [ka,G, G], logo,
ac€ (7)< [G”k, r+1 G| < cP Portanto, a = g"kHH, para algum g € G, donde
0(g) < p'*2. Porém, o(b) < p't! (pois exp(T) < p'™), entdo, podemos aplicar a hi-
pétese de indugdo da indugdo reversa. Desta forma, temos o([a,b]) = 0([gpk+r+] b)) <
p = = = pi=k=r portanto, Yo (T) < Qi (T).
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(iii)

(iv)

Provaremos, agora, que os subgrupos presentes no médulo acima estdo contidos em
Q;_;_(T). Caso p seja impar, temos que p” > r+-2, para todo r > 1, donde ¥, (T') <
Yrr2(T) < Qi g (T) € Yp"(T>pF

Yr2(T) < Q;_y—(T), para r > 2. Resta mostrarmos que ]Q(T)p]_l < Qi k(T).
k42

' < Q;_j_k. Caso p =2, temos, de forma andloga
Temos, porém, que |[x, yzk] < G*", donde [x, yzk,x] < [g" ,x], para algum g € G
com o(g) < 22 (pois o(ypk) < p'~%). Portanto, pela hipétese de indugdo da inducdo
reversa, temos [x,yzk,x] < 277%=1 " donde }/Q(T)PF1 < Q;_;j(T). Logo, temos o
resultado desejado.

Suponha que p seja impar e que x,y,z € G sejam elementos de ordem p. Temos que
[x,y] € G? é um elemento de ordem no médximo p, logo, [x,y] = g? para algum g € G tal
que o(g) < p?. Portanto, pelo item (ii) deste teorema, temos [x, y,z] = [¢”,z] = 1. Logo,
a classe de nilpoténcia de Q; (G) é no maximo 2, donde Q;(G) é regular (pelo Teorema
1.2.13). Desta forma, expQ;(G) < p (pelo Teorema 1.2.14). Pela hipétese de indugao

que fizemos no inicio da demonstracao deste teorema, temos expl-fl(G/Q1 (G)> <
pP~1. Seja g um gerador de Q;(G), entio gQ;(G) € Qi,l(G/Q](G)) e, portanto,
Qi(G)/Ql(G) < Q,-,I(G/QI(G)), donde, epri(G)/Ql(G) < p'~1. Por fim, como
expQ;(G) < p, temos expQ;(G) < p'.

Suponha p = 2. Seja T < G um subgrupo ciclico sobre G? qualquer. Note que, se
provarmos o resultado para TG?, obviamente ele estard provado para T, desta forma,
como TG> é, também, ciclico sobre G2, simplesmente consideraremos G> < T. Note

que 7 é normal em G, pois [G,G] < G* < T. Mostraremos que €, (T) € abeliano.

Tome a,b € T com o(a) = o(b) = 2 quaisquer. Caso a € G> ou b € G, temos, pelo
item (ii) deste teorema, que [a,b] = 1. Suponhamos, agora, a,b € T\Gz. Como T
é ciclico sobre G* ¢ o(a) = o(b) = 2, temos aG> = bG*, donde b = av, para algum
v € G. Desta forma, temos v = ab, donde v* = [a,b] = [a,av]. Logo, v* = [a,V] e,

2 — 2. Note que,

uma vez que G? p.e. G, v? € G8. Portanto, existe u € G* tal que u
pelo item (i) deste teorema, o(v?) < 2, donde o(u) = o(v) < 4. Logo, pelo item (ii)

deste teorema, 1 € v comutam.

Sejaw = v lu (donde w € Gz). Obviamente w comuta com v e, além disso, pelo item

(i1), w comuta com a. Logo:
(au)? = (avw)? = (av)*w? = * (V) 2 =1

Aplicaremos, agora, a hipétese de indugdo feita no inicio da demonstragao deste

teorema sobre o grupo (a,G*). Note que G* < (a,G?)?, donde (a, G*) é ciclico sobre
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(a,G*)%. Portanto, exp Qi ((a,G*)) < 2 e, uma vez que a,au € Q((a,G*)), temos que

u tem ordem no maximo 2. Desta forma, [a,b] = 1> = u® = 1.

Por fim, temos que Q(7) é abeliano, donde expQ(7) < 2. De forma anédloga ao
demonstrado no item (iii), temos, de expQ;_; (T/Q1 (T)) <2i-le expQ(T) <2, que
expQ;(T) < 2°.

]

Dado G um 2-grupo powerful, em geral ndo podemos afirmar que o expoente do subgrupo
Q1 (G) é igual 2. Um exemplo que nos mostra isso é o grupo G = (a,x,y |a* =x* =1,y* =
@, [x,a) = a*,|x,y] = [a,y] = 1). Este grupo é powerful, uma vez que G' = G* = (a*), mas
temos Q(G) = (a,x), donde Q(G) tem expoente 4.

Continuamos, agora, com um corolério do dltimo teorema.
Corolario 2.3.3. Seja G um 2-grupo powerful. Entao:
(i) exp[Qi(G),G] <2'.
(i) expQ;(G) <21
Demonstragdo.

(i) Pelo item (i) do Teorema 2.3.2, temos que [Q;(G), G| pode ser gerado por elementos
de ordem menor ou igual a 2'. Como G é powerful, temos [Q;(G),G] < G. Portanto,
[Qi(G),G] < Qi(G?) e basta, entiio, aplicarmos o item (iv) do Teorema 2.3.2 e teremos

o resultado desejado.

(ii) Como observado na demonstragio do item anterior, temos [Q;(G), G] < Q;(G?), con-
sequentemente, Q;(G)/Q;(G*) é um grupo abeliano. Note, porém, que ;(G)/Q;(G?)
pode ser gerado por elementos de ordem 2, donde exp(Q;(G)/:(G?)) < 2. Podemos,
entdo, concluir a partir do item (i) deste coroldrio que expQ;(G) < 2

]

Lema 2.3.4. Seja G um p-grupo powerful de exponente p¢. Entdo, paratodo 0 <i<e—1,
dadosxe Geye G" "', temos (xy)? = xP'yP

l

Demonstracdo. Pela segunda versao dada da Férmula de Compilagcdo de Hall (Teorema
1.2.10), temos:

i—1

()? =y mod p(H)" y,(H)" - v,(H),
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onde H = (x,y). Mostraremos que todos os grupos no médulo da congruéncia acima séo
triviais. Suponhamos, primeiramente, p impar. Note que % (H) < [G” o ,G], donde, como
6" pe. G, temos »B(H) < G”'. Logo, expp(H) < p' e, portanto, 1o (H)” = 1.
Suponha, agora, p = 2. Entdo temos 15(H) < [G” ', G], o que implica 1»(H) < G?
Portanto, expp(H) < p' le }/Z(H)p.

p =2, quanto no caso em que p é impar, serdo triviais devido ao fato de que G” ! p.e. G, para

e—i+1

i—1

= 1. O restante dos grupos no médulo, tanto no caso

todo inteiro positivo n. Por fim, temos (xy)? = x”'y”".
[

Definimos Q;3(G) como o conjunto {x € G | X = 1}. Dado um conjunto qualquer A,
considere |A| a cardinalidade de A.

Teorema 2.3.5. Seja G um p-grupo powerful. Entdo [G : G”i] = |Qy;3(G)|, para todo inteiro

positivo i.

Demonstragdo. Para demonstrarmos este resultado, aplicaremos indugdo sobre a ordem de
G. O caso base para esta indugdo € trivial. Suponha que o resultado € valido para os p-grupos
powerful cujas ordens sdo menores que |G|. Seja p¢ o exponente de G. Obviamente, s6
precisamos considerar o caso em que i < e — 1. Por outro lado, pelo Lema 2.3.4, temos que
0 mapeamento x —» x” ! induz um homomorfismo sobrejetor de G em G” ! , desta forma,
pelo Teorema do Homomorfismo, temos [Q,_;| =[G : GPH].

Assumiremos, entdo, a partir de agora i < e —2. Defina G = G/Gpef1 eX={xeG| X e
G"'}. Pela hipdtese de indugdo, temos [G : G”] = [G: G| = |, (G)| = |X|/|G" |,
e—1

donde nos basta mostrar que [X| = |Q3(G)||G" |.

Note que x € X se, e somente se, existe y € G” T al que x” = yP "o que, pelo Lema
2.3.4, ocorre se, e somente se, Xy | € Q(i1(G). Desta forma, X = Q{,}(G)GPH;1 ¢ a unido
das classes laterais de elementos de €, (G) com respeito ao subgrupo G” o Portanto,
para encontrarmos |X |, encontraremos quantas classes laterais desse tipo existem.

Seja ngH;1 uma classe lateral tal que g € Q;)(G). Novamente pelo Lema 2.3.4, temos

—i—1

e . |~
que os de elementos em gG” que possuem ordem menor ou igual a p' s3o exatamente
e—i—1

os elementos de g(Q;(G)NG" ) = gQ{i}(Gpgf
e—i—1 —1

do elemento g escolhido, temos [gQ; (G )| = [Qqy (GP" " )|. Desta forma, como o

i—1

). Note, porém, que independente

ntimeros de elementos de ordem menor ou igual a p' em G € |Q;, (G)|, temos que o nimero
e—i—1

de classes laterais do tipo desejado € |Q;(G)|/|Q(G” ). Logo, temos:

e—1

24(G)|
X| = —4 G677,

QG
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—i—1 .
Porém, como i < e — 2, temos que Gr' ¢ powerful e um subgrupo proprio de G, desta

forma, pela hipétese de indugdo, temos |Q{,-}(Gp37 ) =[G" or H] e, portanto, |X| =
Q:1(G)| IG”"|, como desejédvamos.

O
Defini¢do 2.3.6. O conjunto {ay,as,--- ad} € dito uma base de um grupo G se, para cada

o
elemento g € G, temos g = a, 1a22 -ag ;' onde @; é um inteiro ndo negativo menor que a

ordem de a;, expresso de forma dnica.

Esta defini¢do é equivalente a afirmac@o: G = (ay,az, -+ ,aq) e |G| = [{a1)|[{a2)] - - - |{aq)|.
Note, entdo, que a ordem dos elementos na base nao é importante. Desta forma, sempre
assumiremos o(aj) > o(az) > -+ > o(ay).

O resultado a seguir é um exercicio de [6].

Proposicao 2.3.7. Se G é um p-grupo powerful, entdo G possui uma base de cardinalidade
d(G).

Demonstracdo. Para provarmos este resultado, utilizaremos indug@o sobre |G|. Se G tem
ordem p, o resultado € trivial. Suponha, agora, que o resultado vale para p-grupos powerful
de ordem menor que |G]. Seja n o inteiro tal que G > G""" = 1. Pela hipétese de indugio,
existe um conjunto {x; G’ ... ,xden} que € base de G/Gp", onde d = d(G/Gp").

Como G”" < ®(G), temos d =d(G) e G= (x,--- ,xg), donde G*" = <x’f e ,x§n>. Seja
s 0 menor inteiro tal que G"' = (xfi7 ”, e ,xspn). Como G”" é central, e, portanto, abeliano,
temos que {x‘l’n, .-« ,x”"} é uma base de G”". Se sx; = d, temos, entdo, que {x,--- ,x;} é
uma base de G. Suponhamos, agora, s < d.

Tome k tal que s < k < d. Seja p' a ordem de xG”" em G/Gp". Note que, uma vez que

I n
x,f € G’ , temos:

n—1 ry. -1
. . . O 1 .
para alguns o, i = 1,--- s, inteiros. Perceba que xf "e GP ,parai=1,---,s. Desta

_pnflal B

_ n—l
forma, tomando w = x;, xg P % temos, pelo Lema 2.3.4, que xﬁc = x;w tem ordem

p'. Afirmamos que {x1,---,x;, X, 1, ,x;} é uma base de G. Note que:

|G/Gp"\ = |G|/|gp”| = [ GPY |- [ (G [y 1 G |-+ | (xa GP)]

= (11 G”)|- - |G [ () -+ ()|
=[] [l )| 1) [/ .
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n
Donde, uma vez que |G” | = p°, temos:

|Gl = [{e) |- [l ) -+ [ |

Portanto, {xy," - ,Xs,Xs; 1, - ,x;} € uma base de G.
]

Note que se p € impar, entdao G’ =G, portanto, para simplificar a escrita do proximo
resultado, utilizaremos N = G*. Finalizamos esta secdo com o lema a seguir, que esta

presente no artigo [1] e nos serd util no capitulo 5 desta dissertacao.

Lema 2.3.8. Seja G um p-grupo powerful, e seja N = G*. Se {ay,a,--- ,aq} é uma base de
N,comd =d(N), e o(a;)) =m;,comi=1,2,--- d, entdo:

Q1<N) = <a;”i/p ’ = 1723"' ,d>
Demonstracdo. Perceba, primeiramente, que N é powerfule que (a;"i/ Pli=1,2,---,d) C
Qi (N). Note que, como {ay,ay, - ,a,} é uma base de N, temos que <alr."’/p li=1,2,---,d)
tem no minimo pd elementos. Mas, pelo Teorema 2.3.5, temos:

Q1 (N)| = [N:NP) =[N : ®(N)] = p“,

donde Q;(N) = (/" |i=1,2,- d).






Capitulo 3
Coclasse de p-grupos

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades de p-grupos a partir de suas coclasses,
para isso, introduziremos algumas ferramentas nas duas primeiras secoes. Os resultados aqui
presentes podem ser encontrados nos capitulos 4 e 6 de [17]. Nosso objetivo principal é
demonstrar os Teoremas 3.3.9 e 3.3.10, nos quais mostramos que, dado um p-grupo G de
coclasse r, existe uma fungdo m(p,r) tal que, para todo i > m(p,r), G age uniserialmente
sobre 1(G), %(G)? = Yira(y(6)(G) € d(¥n(G)) = (p—1)p*,onde 0 <s <r+1,se p=2,e
0<s<r—1,se péimpar. Também temos como objetivo demonstrar o Corolario 3.3.3, que
nos dé que, dado um p-grupo G de coclasse r, o subgrupo % (G) é powerful para todo i > r,
se p € impar, e para todo i > r+ 2, caso contrdrio. Para atingirmos tais objetivos, provaremos

muitos resultados que nao serdo novamente usados nos demais capitulos desta dissertacao.

3.1 Acoes uniseriais

Nesta primeira se¢do, estudaremos as a¢des uniseriais, que serdo uma importante ferramenta
para o estudo de coclasse de p-grupos. Nesta se¢do, G e N serdo p-grupos finitos, com G
agindo sobre N. Por vezes nos sera ttil trabalhar com o grupo N x G obtido através desta

acdo. Dado H < N qualquer, denotamos:
Hy =H, H;y1 = [H;,G].

Em geral, ndo podemos afirmar que H; € normal em H, mas, como [H,G| < H, temos
Hii 1 < Hj, parai> 1. Além disso, como H x G € um p-grupo e, portanto, nilpotente, temos
que H,, = 1 para algum m > 1. Desta forma, se M é um subgrupo G-invariante ([M,G] < M)
minimal, entdo [M,G| = 1.

Iniciemos com a defini¢do de acdo uniserial.
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Definicao 3.1.1. Dizemos que G age uniserialmente sobre N se, para todo H subgrupo

G-invariante e ndo trivial de N, temos que [H,G] tem indice p sobre H.

O lema a seguir nos dd uma condi¢do necessdria e suficiente para que uma acdo de grupos

seja uniserial.

Lema 3.1.2. A acdo de G em N é uniserial se, e somente se, N =N; >N, > --- > N, =1
e [N;: Nip1] = p, parai=1,--- ,n. Se G age uniserialmente em N, entdo os subgrupos N;

sdo todos os subgrupos G-invariantes de N.

Demonstracdo. Primeiramente, provaremos que se N =Ny > Ny > --- > N, 1 =1¢ [N;:
Ni+1] = p, entdo os subgrupos N; sdo todos os subgrupos G-invariantes de N. Para isso,
utilizaremos indugdo sobre n, 0 nimero de subgrupos N; ndo triviais. Note que, se n = 1,
entdo N € ciclico de ordem p, donde N; € o tnico subgrupo ndo trivial de N. Suponha, agora,
n > 2 e que o resultado € vélido para n — 1. Seja § < N um subgrupo G-invariante, entao,
aplicando a hipétese de indugdo no grupo N,, temos que N NS = N;, para algum i > 2. Se
S < N,, temos § = N; . Se S ndo estd contido em N, temos SN, = N (pois N, € um subgrupo
maximal de N), mas [S, G] < [N, G] = N,, donde [S, G| = N, para algum j > 2 e, portanto,
N, = [N,G] = [SN,,G] = [S, G][ N2, G] = [S, G]N3. Temos, entdo, [S,G] = N,, donde, como
N> é maximal, S = N.

Note que se a agdo de G sobre N € uniserial, entdo € trivial que N =Ny > Ny > --- >
Nut1=1¢[N;: Niy1) = p, parai=1,--- ,n. Supondo, agora, que N =N; >Ny > --- >
Nui1=1¢[N;: Ni11] = p, temos que os subgrupos N; sdo todos os subgrupos G-invariantes
de N, donde temos que G age uniserialmente em N.

O

Corolario 3.1.3. Se G age uniserialmente em N, entdo os subgrupos N;, com i > 1, sdo

normais em N.

Demonstragcdo. Para demonstrar este resultado, aplicaremos indu¢do sobre o nimero de
subgrupos N; nio triviais, denotaremos este nimero por n. Obviamente, se n = 1, temos que
N1 =N é normal em N. Suponha agora n > 2 e que o resultado € valido para n — 1. Note
que Z(N) é um subgrupo G-invariante, desta forma, como N, tem ordem p, temos, pelo
lema anterior, N,, < Z(N). Aplicando, portanto, a hipétese de indugdo sobre N/Nn, temos o
resultado desejado.

O

Coroléario 3.1.4. Suponha N;,; < N, com G agindo uniserialmente sobre N/N 1 © seja

H < N um subgrupo G-invariante de indice pi em N, comi<d. Entdio H = N;.
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Demonstragdo. Note que G age sobre N/H, que é um grupo de ordem p'. Desta forma,
[N/H, i G] =1, donde N;; < Nj;1 < H. Desta forma, aplicando o Lema 3.1.2 sobre
N/Nd+1’ temos H = N;, para algum j, donde, como [N/Nd+1 :H/NdH] = p', temos H =
Nit1.

O

Na secdo 3 do capitulo 1 vimos que os centralizadores de 2-passos (Defini¢do 1.3.7) tem
um papel fundamental na teoria de p-grupos de classe maximal. Neste capitulo nos sera qtil

estender este conceito num contexto mais geral de agdo de grupos.

Definicao 3.1.5. Suponha que G aja uniserialmente sobre N e sejam m e i inteiros positivos
tais que 1 <m < n—i+ 1. Definimos o m-ésimo centralizador de i-passos em G como o

centralizador em G de ™V’ m/ Nyt i

Lema 3.1.6. Suponha que G aja uniserialmente em N, seja H < G um subgrupo contido em
todo centralizador de i-passo em G e seja K < G um subgrupo contido em todo centralizador

J-passos em G. Entao:
(i) [H,K] estd contido em todo centralizador de (i + j)-passos em G.
(il) % (H) estd contido em todo centralizador de (ki)-passos em G.
(iii) [Ni,,Ni,] < Nij+i,, paratodo iy, ip > 1.
Demonstragdo.

(1) Suponha m > 1 um inteiro qualquer. Pelo Corolério 3.1.3, temos que Ny, ;4 j € normal
em N, donde N,y ; € normal em N x G. Logo, pelo Lema dos Trés Subgrupos

(Teorema 1.1.3), temos:

[Nm7 [H7K]] < [Nm,K,H] [NWZ7H7K] < [Nerj?H] [Nm+iaK] < [Nm+j+i]'

(i1) Este resultado segue de uma inducao simples utilizando o item (i) deste lema.

(iii) Note que N x G age uniserialmente sobre N e que N;, < %, (N x G), desta forma, temos
[NiysNio] < [[Niys iy N X G| = Niy iy

]

Definicao 3.1.7. Suponha que G aja uniserialmente sobre N. Dado A um subgrupo ou
um elemento de G, dizemos que A centraliza exatamente k-passos se A estd em todos os

centralizadores de k-passos e em nenhum centralizador de (k + 1)-passos.
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A seguir definimos a coclasse de um p-grupo, este € o tema principal deste capitulo e

serd mais abordado na dltima secao.

Definic¢ao 3.1.8. Dado G um grupo de ordem p" e classe de nilpoténcia ¢ = n — r, a coclasse
de Gér.

Lema 3.1.9.
(i) Se N < G, entdo a coclasse de G/N € menor ou igual a de G.

(i) Se N < G e a coclasse de G/N ¢ igual a de G, entdo N = ¥%(G), para algum i > 2,e G

age uniserialmente sobre N.

Demonstracdo. Sejam p” a ordem G, r a coclasse de G, p™ a ordem de G/N e s a coclasse de
G/N. Note que %,—,(G) # 1. Perceba, também, que ¥;,—s+1(G) < N, donde 1,—5(G) < Ny

(i) Suponha, por absurdo, s > r. Temos, entdo, ¥,_(, +1)(G) < Y—s(G) < Ny_p, donde
Yn—r(G) < Ny_my1 = 1, 0 que é uma contradigio.

(ii) Pelo item anterior, temos ¥,—,(G) < N,,—;, donde N,,_,, # 1 . Portanto, como |N| =
|G\/|G/N\ =p" " temos que N =N; >Ny > --- > N, = | € uma cadeia tal que
[N;:Nit1] = p,comi=1,--- n. Logo, pelo Lema 3.1.2, G age uniserialmente sobre
N. Além disso, sabemos que ¥,—,(G) # 1, donde |Yn—r+1](G) > p"~™ = |N|. Logo,
como Y,—r+1(G) < N, temos N = ¥+ 1(G).

]

A seguir definimos o que € um quociente uniserial e nos préximos dois lemas mostramos

algumas condig¢des suficientes para que isso aconteca.

Definicao 3.1.10. Dados A,B < G, com B < A, dizemos que A/B € uma secao uniserial de

G se a acdo de G sobre A/ g induzida pela conjugagao € uniserial.

Lema 3.1.11. Sejam G um p-grupo de coclasse r e Ky > K| > --- > K4, uma série normal

de G. Entdo pelo menos ¢ secdes desta série sao uniseriais.

Demonstracdo. Seja u; a coclasse de G/Ki, comi=0,1,---,r+t. Note que, se u; = uj1,
entdo, pelo item (ii) do Lema 3.1.9, G age uniserialmente sobre KV Ko pois G/Ki >
G
( /KiH)/(KVK ) Mas, pelo item (i) do Lema 3.1.9, temos 1 <ug <uy <--- <upyy <,
i+1

donde u; = u; para pelo menos ¢ valores de i.
O]
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Lema 3.1.12. Sejam G um grupo finito e A > C > B > D uma cadeia de subgrupos normais
de G tal que A/ B€ C/ ‘D s@0 uniseriais. Entao A/D ¢ uniserial.

Demonstracdo. Para provar este lema, aplicaremos indug@o sobre [B: D]. Se [B: D] =1,
entdo B = D, donde A/ 'p € uniserial. Suponha, agora B > D e que o resultado € valido para
subgrupos normais A > C; > By > Dj com [B; : D] < [B: D).

Caso [B: D] > pz, entdo existe N < G tal que A > C > B > N > D. Pela hipétese de
indugdo, A/N ¢é uniserial. Temos, entdo, A > C > N > D com A/N e C/D uniseriais, logo,
novamente pela hipétese de indugdo, temos que A/ D € uniserial.

Caso [B : D] = p, suponha, por absurdo, que exista M/D <4/ D tal que M n.Gl=1e

MB
M/D + B/D- Assuma que M/D ¢ o minimal. Entdo,A <MB<Be MB/B ~ /D)/(B/D) =

M. Desta forma, M B/ g € um subgrupo G-invariante de A/ B> donde, como A/ s € uniserial,
temos MB < C e, portanto, M < C. Logo, como C/D temos, pelo Lema 3.1.2, M = B, o que
¢ uma contradi¢c@o. Por fim, entdo, novamente pelo Lema 3.1.2, temos que A/ D € uniserial.

]

Como o quociente N/q)( N) € abeliano elementar, veremos que nos sera ttil ter alguns
resultados a respeito de a¢des uniseriais sobre p-grupos abelianos elementares.

Teorema 3.1.13. Se G ¢ um p-grupo finito agindo uniserialmente sobre um p-grupo abeliano
elementar A, entdo IL;(G) centraliza exatamente p'-passos.

Demonstragdo. Para demonstrarmos este resultado, utilizaremos indug@o sobre i. Para i = 0
o resultado € trivial. Assuma, agora, i > 1 e que o resultado vale parai— 1. Tome j > 0
qualquer. Dado y € IT;_;(G), entdo [A;,y’] = [A}, , y], pois A é abeliano elementar, donde
[Aj,yp] < [Aj, p Hi_l(G)] < Aj+pi*1p :Aj+pi‘ Portanto, [AJ,H,'(G)] < Aj+pi' '

Para mostrarmos que IT;(G) ndo estd contido em nenhum centralizador de (p' + 1)-

passos, assumimos A # 1 e definimos C; como o (j+ kp !+ 1)-ésimo centralizador

e
de (p"*1 + 1)-passos ej:rrfG, comk=0,1,---, p—1. Entdo, pela hipétese de inducao, C; <
IT;_1(G). Note que um p-grupo qualquer ndo pode ser igual a unido de p subgrupos préprios,
pois cada um deles terd indice no minimo p e eles possuem interse¢do nio vazia. Portanto,
existe y € IT;_1(G) talque y ¢ CoUC1 U---UCp_.

Tome a € Aj\A 1, entdo, pela hipStese de indugdo, temos [a, , y] = [a, Y] €A i \A 4 ipy-
Logo, [A},T1;(G)] <A, i contém [a,y"] e, como [A , IT;(G)] é G-invariante com [A ;, TT;(G)] £
A ity temos [A),T1;(G)] = A . Como o inteiro j escolhido foi qualquer, temos o resul-
tado desejado.

]
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Corolario 3.1.14. Seja G um p-grupo finito com IT;(G) = (1) e seja A um p-grupo abeliano

. . A ~ ) -
elementar. Se G age uniserialmente sobre %/ Ay entdo A i = 1.

Demonstragdo. Suponha A i, # 1 e tome B <A, com [Api+1 :Bl=peB> Apiyo.

Entdo G age uniserialmente sobre A/B e, pelo Teorema 3.1.13, [A/B, I;(G)] = (4 B)pit1-

Mas (A/ B)pit1 = Apit 1B, que ndo ¢ trivial, o que € um absurdo, pois IT;(G) = 1. Portanto,
Apl+1 - 1.

O

O Teorema 3.1.16 nos da uma generalizagdo do Teorema 3.1.13. Nele, o nimero f;(i),

definido a seguir, desempenhara o papel que p’ desempenhou no Teorema 3.1.13.

Definicio 3.1.15. Dados dois inteiros i > 0 e d > 1, definimos o inteiro f;(i) da seguinte

forma:

fa(0) =1e fu(i+1) =min(pfy(i), fa(i) +d), para todo i > 0.

Claramente f,;(i) > p', para todo i > 0, e é facil mostrar por indugdo que se j é o menor

inteiro tal que d < p/*! — p/, entdo f;(i) é igual a:

pi, se0<i<j
pl4(i—j)d, sei>j

Teorema 3.1.16. Suponha que G age uniserialmente sobre N. Seja d(N) = d. Suponha
que [N;,N] < N7 e que N¥ = Nj4, para todo j > 1. Entdo IT;(G) estd contido em todo
centralizador de f;(i)-passos.

Além disso, se d # (p— 1) x (uma poténcia de p), entdo I1;(G) centraliza exatamente

fa(i)-passos.

Demonstracdo. Tome x € Nj e y € G tal que y estd em todo centralizador de k-passos.
Entido, pelo Coroldrio 1.1.2 e utilizando as hipéteses sobre N, temos [x,y”] = [x,y]"[x, , ¥]
mod N 4. Em particular, temos [x,y”] € Nj,, com m = min(k +d, pk), (pois [x,y]” €
Njtkyd> % p Y] € Njypk € Njiogra < Njyiya)- Para mostrarmos que [N, IT;(G)] < Njy ¢,
com i, j > 0, utilizaremos inducdo sobre i. O caso em que i = 0 € trivial. Suponha, agora, i > 1
e que o resultado vale para i — 1. Pelo que mostramos acima, temos [N}, (IT;—1(G))?] < Njym,
com m = min(fy(i — 1) +d,pfqa(i — 1)), donde [N;,I1;(G)] < N; ), para todo i,j > 0.
Desta forma, a primeira parte do teorema estd demonstrada.

Agora, suponha d # (p — 1) x (uma poténcia de p). Para mostrarmos que, nesse caso,

[Nj,ILi(G)] = Nji,(i)> utilizaremos, novamente, indugdo sobre i. Se i = 0, ndo hd o que
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provar. Suponha, entdo, i > 1 e que o resultado vale para i — 1. Assumiremos N; 7, 7# 1.
Seja Cy o (j+kfqa(i — 1)+ 1)-ésimo centralizador de (f;(i — 1) + 1)-passos em G, para
k=0,1,---,p—1. Entdo C; NI1;_(G) é um subgrupo préprio de IT;_;(G), pela hipStese
de inducdo. Portanto, existe y € IT;_1(G) tal que y ¢ CoUC U---UC,_ (utilizamos um
argumento andlogo na demonstra¢ido do Teorema 3.1.13).

Tome x € N;\N;_;. Pela hipétese de indugdo, [x,y] € Nj,i-1)\Nj1f,(i—1)—1, donde
37 € Ni pi=1)4a \N s fyi-1)+a—1 € % p Y] € Njpryi-1) WV +pfd<z 1)-1- Pela condicdo
imposta sobre d, temos pfy(i—1) # fq(i—1)+d, donde [x,y"] € N, ¢,y \Nj £, (i)—1- Temos,
entdo, [N;,11;(G)] < Nz, € [x, "] € Njjr,(i)» donde, uma vez que G age uniserialmente
sobre N e [N}, I1;(G)] € G invariante, temos, pelo Lema 3.1.2, [N;,11;(G)] = N4, (-

0

Definimos Ej;, com 1 < j,k < r, como a matriz r X r que possui todas as suas entradas
nulas, exceto a (j,k)-ésima entrada, que é igual a 1. O seguinte resultado vale para matrizes
de entradas em qualquer anel comutativo e, nele, I denotard a matriz identidade. Note que,

como Ejzk = 0 para j # k, o lema a seguir pode ser facilmente verificado.

Lema 3.1.17. Dados dois inteiros j e k, com j # k, temos (I +E ;)" = I +aE j, para todo

inteiro a.

Suponha que V é um I, espaco vetorial de dimensao d e seja {ej,---,es} uma base
de V. Identificaremos V como Ff,, a partir do mapeamento (aje; +azer + -+ +ageq) —
(ay,az, - ,a4). Definimos V (i) = (e;, ei11,--- ,eq) e V(d+1) = (0), donde:

V=V(1)>VQ2)>--->V(d+1)=0).

Seja G = GL4(F),). Entdo G possui uma agédo sobre V induzida por (aj,az,---,aq4) —
(ay,az, -+ ,aq)A, isto é, induzida pelo produto dos vetores (ay,as,- -+ ,a,) € V pelas matrizes
A € G, pela esquerda. Definimos, dado 1 <m < d:

Upn={A€GleA—e; cV(i+m\Vi=1,---,d}.
Note que os conjuntos U, sdo subgrupos de G tais que:
Ug(Fp) =U1 20Uy > --- > Ug = {I}.

Considere Uy, = {I}, param > d.
O seguinte resultado pode, também, ser facilmente demonstrado:

Lema 3.1.18. Se 1 <, j,k <d, entao [ei,I—l—ZajkEjk] = Zaikek.
& %
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Proposicdo 3.1.19. U,(IF,) age uniserialmente sobre V (i), parai=1,--- ,d. Além disso,
o subgrupo U, ¢ a interse¢do de todos os centralizadores de m-passos em U,(F,), para
m=1,---.,d.

Demonstragdo. Do Lema 3.1.18, temos [ej,] + E12,] + E23,--- ,I—i—E(,-_l),-] = ¢;, donde
temos V(i) < [V, ; U-(F,)]. Logo, uma vez que [V : V(i)] = p', temos V(i) = [V, ; U.(F,)]
e, portanto, pelo Lema 3.1.2, temos que U,(F,) age uniserialmente sobre V (i), para i =
1,---,d. Desta forma, note que, pela sua defini¢do, o subgrupo U,, € a interse¢do de todos os

centralizadores de m-passos em U,(IF,,), param =1,--- ,d.
[

A seguinte proposicao é também verdadeira para a igualdade, porém nds sé estamos

interessados nas seguintes informacoes:
Proposicao 3.1.20.

(1) [Un,Uy] < Uptn, para todo m,n > 1.

(i) Ti(Un) <U

pim> Para todom > 1.

Demonstragdo.

(i) Como U; € a intersecao de todos os centralizadores de i-passos, entdo, pelo Lema 3.1.6,
[Un,U,| esta contido em todo centralizador de (m + n)-passos. Portanto, [U,,,U,| <

Um+n-

(ii) Peloitem (i) deste lema, temos ¥,(Uy,) < Uy, donde a classe de nilpoténcia de U"VUpm
€ menor ou igual a p e, portanto, Um/Upm € regular. Note, porém, que, pelo Lema
3.1.17, U”VUpm € gerado por elementos de ordem p, donde Um/Upm tem exponente p.
Portanto, U}, < Uy, donde I1;(Uy,) <U im:

]

No lema seguinte, conseguimos relacionar a teoria vista até entdo neste capitulo com o
subgrupo V(G,d), definido em 2.2.2.

Lema 3.1.21. Os subgrupos 7;(G) e IT;(G), com p' > d, esto contidos em V(G,d). Conse-
quentemente, se p € impar e d(¥%(G)) < k, entdo ¥%(G) é powerful.

Demonstragdo. Pelo Lema 3.1.20, ¥4 (Uy(F)p)) < Uy =1eI1;(Uy(F,)) < U, = 1. Desta
forma, como, dado um homomorfismo 6 : G — U qualquer, temos 0(Y;(G)) < Y2(Uy(Fp)) e
IT;(G) <T1;(Uy(Fp)), concluimos que ¥4(G),I1;(G) < V(G,d). A segunda parte deste lema
€ um consequéncia direta da Proposi¢ao 2.2.4.

0
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3.2 Subgrupos fortemente hereditariamente powerful

Trabalhar com os subgrupos fortemente hereditariamente powerful nos sera muito ttil, uma
vez que podemos aplicar os resultados do capitulo 2 aos subgrupos normais contidos neles.
Iniciamos esta se¢do definindo este tipo de subgrupo.

Definicao 3.2.1. Dado G um p-grupo finito e N um subgrupo normal de G, dizemos que N é
fortemente hereditariamente powerful em G, se todo subgrupo normal de G contido em N é
powerfully embedded em N.

Denotamos N shp G, se N € fortemente hereditariamente powerful em G. No decorrer
desta se¢do, consideraremos G um p-grupo finito e N um subgrupo de G tal que N shp G.
Note que, se H € um subgrupo normal em G tal que H < N, entdo:

(i) H shp G e H é um grupo powerful.
(ii) Se p é impar, entdo [H, ; N] < H”i, paratodoi > 0. Se p =2, entdo [H, ; N] < HY.
(iii) N é powerful, donde d(H) < d(N).

(iv) Se p é impar e d(V(G,d)) < d, entdo V(G,d) shp G. Se p=2¢ d(V(G,d)?) <d,
entdo V(G,d)? shp G.

Defini¢do 3.2.2. Seja G um p-grupo. Os subgrupos X; = X;(G) e ¥; = Y;(G) séo definidos
por:

Xi(G) =11i(G)7,i(G) e Yi(G) = P(Xi) %, (G),
para todo i > 0.

O lema a seguir nos da algumas propriedades a respeito dos subgrupos definidos acima.

Lema 3.2.3.

1) X;>Yi>Xi e XVY,- ¢ abeliano elementar, para todo i > 0. Além disso, X; =Y; se, e
somente se, X; = 1.

(i) Se G € um p-grupo finito agindo uniserialmente sobre um p-grupo abeliano elementar
A, entdo X; centraliza exatamente pi—passos em G e Y, esta contido em todo centraliza-
dor de (2p’)-passos em G (e, portanto, em todo centralizados de (p' 4 1)-passos em
G), paratodo i > 0.

(iii) X; <V(G,p'), paratodo i > 0.
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Demonstragdo.

(i) Este resultado € trivial.

(ii) Pelo Lema 3.1.6 e pelo Teorema 3.1.13, temos que X; centraliza exatamente p'-passos.
Note que, dados a € A e x € X, temos [a,x"] = [a, p x], donde, pelo Lema 3.1.6,
temos que Y;(G) = ®(X;)%,i(G) = X/ 12(X1)7,,i(G) estd em todo centralizador de
(2p')-passos em G.

(iii) Este é um resultado direto do Lema 3.1.21.

]

Com o préximo ja conseguimos uma condi¢do suficiente para que, dado H um subgrupo

normal em G, tenhamos H shp G.

Lema 3.2.4.
(i) Para p impare i > 0 qualquer,se H <G, H < X;ed(H) < pi , entdo H shp G.
(ii) Para p =2ei> 0 qualquer, se H <G, H < Xl-2 edH) < 2! entio H shp G.

Demonstra¢do. Em ambos os casos, uma vez que X; < V(G, pi), temos, pela Proposicao
2.2.4, que H é powerful. Desta forma, dado K < H normal em G, temos d(K) < d(H) < p',

donde, novamente pela Proposi¢do 2.2.4, temos K p.e. H. Logo, H shp G.
O

Lema 3.2.5. Se G age uniserialmente sobre XVYi ei>0,entdo d(X;) < pe Xip =Y;. Além

disso, se p é impar, temos X; shp G.

Demonstragcdo. Sejam A = XVCID(Xi) e H= G/Xi' Sabemos que A € abeliano elementar e
que H age sobre A. Além disso:

s pi G]CD(Xi)/CI)(Xi) > [}/pi(G), o G]q)(Xi)/CID(Xi) _ YV(D(XZ‘)'

Note, porém, que I1;(H) = 1 e que H age uniserialmente sobre A/ Ay = XVYi , donde,
pelo Corolario 3.1.14, A pitl ¢ trivial. Temos, portanto, que A possui dimensdo no maximo
p', donde d(X;) < p' e Y; = ®(X;). Se p é impar, entdo, pelo Lema 3.2.4, X; shp G, logo, X;
é powerful e, entdo, ®(X;) = Xl-p. Se p = 2, entdo X/Xz ¢ abeliano, donde P (X;) < Xiz e,
portanto, X? = &(X;).

[
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Os préximos resultados s@o sobre acdes uniseriais sobre secdes de subgrupo hereditaria-
mente powerful. Lembre-se que, nesta secdo, estamos assumindo N shp G.
Lema 3.2.6. Suponha G age uniserialmente sobre N/N” e que N”' # 1, com i > 0. Entdo G

. . i i+1
age uniserialmente sobre N¥ /NP .

Demonstracdo. Uma vez que G € powerful, temos, pelo Lema 2.1.8, que o mapeamento

. : J it AL 2 : -
x — x? induz um epimorfismo de N¥" /N?" sobre N¥* /NP . Desta forma, por indugio,

temos o resultado desejado.
[

Lema 3.2.7. Seja H um subgrupo normal de G.
(i) SexeNeye€ H,entdo [x7,y] = [x,y]’ mod [N,H]pz.
(ii) Para todo k > 0, temos [Npk,H] = [N,H]pk.
Demonstragdo.

(i) Seja K = ([x,y],x). Entdo, [x”,y] = [x,y]” mod (%2(K))"7,(K), pela segunda versdo
dada da Férmula de Compilagao de Hall (Teorema 1.2.10). Basta, portanto, mostrar que
(B(K))"1p(K) < [N, H)”". Note que 7,(G) < [N.H, 1 N] e ((K))? < [N, H,NJ”.
Além disso, como [N,H| <N e N shp G, temos que [N,H|, [N,H,,N] e [N,H]” sdo
powerfully embedded em N.

Se p =2, temos (1 (K))*1(K) < 1(K) < [N,H,N] < [N,H]*, como desejdvamos. Se
p é impar, temos (7(K))”y,(K) < [N,H,N|P[N,H,N,N| < [N,H,N]? < ([N,H]?)?,
donde, como [N, H| é powerful, temos (7 (K))?y,(K) < [N,H]pz.

(i) Para demonstrarmos este resultado, aplicaremos inducdo sobre k. Se k = 0, ndo
ha o que provar. Suponha, agora, k > 1 e que o resultado € vdlido para k — 1. Seja
M=N"". ComoM < G, temos M shp G. Logo, pelo primeiro item deste lema, temos
[MP,H] < [M,H]” e [M,H]" < [MP,H|[M,H)”, donde [M,H|? = [M",H|[M,H]".
Temos, porém, uma vez que [M,H|? é powerful, que [M,H]p2 = ®([M,H]?), desta
forma, temos [M?,H] = [M,H|?. Portanto, como M e [M,H| sdo powerful, temos, pela
hipétese de inducdo, o resultado desejado.

Proposicao 3.2.8.

(1) Se G age uniserialmente sobre N/N FIE onde d = d(N), entdo G também age uniseri-

almente sobre N.
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(i1) Se G age uniserialmente sobre N, entio Nj.’ =Njiq,onded =d (N), para todo j > 1.

Demonstrag¢do. Note que, como N shp G, N; € powerful e N; shp G, para todo j > 1.
Provaremos por inducdo sobre j que ]Nj+0VN j+d+ 11 <peque Nf = Nj;q. Claramente,
|N€VNd+1| = p e, como N” = ®(N), [N,N?] = p?. Portanto, pelo Coroldrio 3.1.4, temos
NP = N, . Logo, temos a nossa base de indugao.

Suponha, agora, j > 1, com N 41 ndo trivial, e que os resultados sao vélidos para j — 1.

Pelo Lema 3.2.7 e pela hipétese de indugdo, temos Nf = [N? |,G] = [Nj_144,G] = Nj4q.

J—D
Portanto, como N € powerful, temos:

[Nj : Njva] = [Nj - NP = [Nj - @(N)] = p®i) < p.

Logo, pela hipétese de inducdo, [N, 41 : Nji4] < p. Pelo Lema 3.1.2, temos, entdo, que G
age uniserialmente sobre N.
]

Corolario 3.2.9. Se G age uniserialmente sobre N e H é um subgrupo normal de G tal que
H<Nel|H|>p? onded =d(N), entdo d(H) =d.

Demonstra¢do. Como H < G e G age uniserialmente sobre N, temos H = N;, para algum
j=>1talque Nj4—1 # 1 (pois [H| > p?). Mas, entdo, pela Proposicdo 3.2.8, temos H” =
Njyq,donde [H,H?] = [H : ®(H)| = p®. Portanto, d(H) = d.

O

No coroldrio a seguir, utilizamos a fun¢do f;(i), definida em 3.1.15.

Corolario 3.2.10. Se d(N) # (p— 1) x (uma poténcia de p) e G age uniserialmente sobre
N, entdo X; centraliza exatamente f;(i)-passos.

Demonstragdo. Pela Proposicdo 3.2.8, temos Nf = Njq, para todo j > 1. Desta forma,
como N shp G, temos [Nj,N| < Nf , para todo j > 1. Portanto, pelo Teorema 3.1.16, IT;(G)
centraliza exatamente f;(i)-passos, para todo i > 0. Além disso, pelo Lema 3.1.6, temos
[Nj, Vi (G)] <N, i <Njip i) paratodo j > 1ei>0. Logo, X; =I1;(G)Y,i(G) centraliza
exatamente f(i)-passos.

O

Proposicao 3.2.11. Se G age uniserialmente sobre N/[ entdo G age uniserialmente

NP, GNP
sobre N.
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Demonstracdo. Sejam H = [N”, G]N‘l72 e d = d(N). Provaremos, por indug@o sobre j, que
N;> NP, paral < j<d-+1. Se j=1, oresultado é trivial. Suponha agora 1 < j <d+1eque
Nj_1 > NP. Temos, entdo, N; = [N;_1,G] > [N”,G]|. Além disso, como N’ > H e [N,N] =
p? (lembre-se que N shp G), temos N” = Ny 1H (uma vez que G age uniserialmente sobre
N/H). Temos, entdo, NN, = N;H = N;N ,», donde, como NP = d(N?), temos NP < N,
como desejdvamos.
Portanto, Ny > N, > [N? GIN? 2, donde, G age uniserialmente sobre N/N FIT Logo,
pela Proposi¢do 3.2.8, G age uniserialmente sobre N.
]

Corolario 3.2.12. Suponha que G aja uniserialmente sobre N/Np esejaH = ij, para algum

H,G|H?

j > 0. Se G age uniserialmente sobre [ /[ H?,G] pp° mas nao age uniserailmente

k
~ . . HP
sobre H, entao H € ciclico e G centraliza /H p<+2, para todo k > 0.

Demonstragdo. SejaB=HP,C = [H,G]H" e D= [H?,G]|H"". Temos, entdo, H > C > B >
D, por hipétese G age uniserialmente sobre C/D e, como N é powerful, G age uniserialmente
sobre A/B (pelo Lema 3.2.6). Portanto, pelo Lema 3.1.12, temos que se C > B, entio
G age uniserialmente sobre H/D. Note, porém, que, pela Proposicao 3.2.11, se G age
uniserialmente sobre H/D, entdo G age uniserialmente sobre H. Desta forma, temos C = B,
ou seja, H? = [H,G|H?.

Temos, entdo, H p.e. G, donde G centraliza H/ P Como G age uniserialmente sobre
H/Hp, temos, entdo, [H : H”], donde H € ciclico. Como H p.e. G, temos H? p.e. G, donde
[H? G| < HP e D=H"". Como H é ciclico, temos [H : hpz] — p?, donde, uma vez que
G ndo age uniserialmente sobre H/D, G centraliza H/sz. Portanto, [H,G] < H” e, pelo
segundo item do Lema 3.2.7, temos [H”k, G|=1H, G]”k < H”M, para todo k > 0.

[

3.3 Teorema sobre coclasse de p-grupos

O objetivo desta secdo € provar os Teoremas 3.3.9 e 3.3.10, que nos dirdo, entre outras coisas,
que, dado um p-grupo G de coclasse r e classe de nilpoténcia grande o suficiente, existe um
nimero m(p,r) tal que G age uniserialmente sobre };,(G) e que d(%,(G)) possui uma forma
determinada e € limitado por uma func¢do de p e r. Iniciamos esta se¢do com dois resultados
muito importantes sobre os subgrupos X; e Y;.
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Lema 3.3.1. Para p impar, se G/Yr tem coclasse no maximo r, entdo existe um i, depen-
dendo de G, com 0 <i < r, tal que X; shp G, d(X;) < pi, Xl.p =Y e XVY,- é uniserial, mas

X(Vle S ,Xifl/Xl. ndo sdo.
Além disso, X, shp Ge d(X,) < p".

Demonstragdo. Considere a série normal G =Xg > X; > --- > X, > Y,. Como G/Yr tem
coclasse no maximo r e a série tem r + 1 subgrupos, temos, pelo Lema 3.1.11, que pelo
menos uma das se¢des € uniserial. Seja i 0 menor inteiro tal que XVXH . € uniserial. Temos,
entdo, que XVY,- ¢ uniserial, donde, pelo Lema 3.2.5, d(X;) < pi, Xl.p =Y;e X; shp G. Além
disso, como X; é powerful, temos d(X,) < p' < p’, donde, pelo Lema 3.2.4, temos X, shp G.

O]

Lema 3.3.2. Seja G um 2-grupo finito. Se G/Yer , tem coclasse no méximo r, entdo existe n,
com 0 <n <r+2,tal que X, shp G, X,% =Y,,dX,) < 2 le XVYH ¢ uniserial, assim como
no maximo duas das secoes X(VXI, e ,Xn— 1/Xn'

Além disso, X2 shp G e d(X,,») <21,

Demonstragcdo. Considere a série normal = Xy > X > --- > X, 0 > Y,1». Como G/Y,+2
tem coclasse no maximo r, temos que pelo menos trés secoes da série sao unisseriais (pelo
Lema 3.1.11). Sejam i, j e kK os menores inteiros taisque 0 < i< j<k<r+2e XVX;'H’
Xj/Xj+1 e XVXkH sdo unisseriais. Entdo, pelo Lema 3.2.5, Y, = Xlz e d(XVYl) =d(X;) <2,
paral =i, j,k.

Suponha d(X,) < 2! comn igual jouk,como X, <X;, | <Y = Xl-z, temos, pelo Lema
3.2.4, X, shp G e o resultado estd provado. Suponha, agora, d(Xj) < pi . E, entdo, suficiente
provar que d(X;) < 2. Seja U = XJ'/Y], eV = XIVYk, entdo U e V s@o 2-grupos abelianos
elementares com G agindo uniserialmente sobre os mesmos.

Entdo, usando o Teorema 3.1.13, temos que I1;(G) centraliza exatamente 2'-passos para
U e para V. Além disso, pelos Lemas 3.1.6 e 3.2.3, [I1;(G), G] e Y; estdo em todos os centra-
lizadores de (2' + 1)-passos para U e para V. Note que G centraliza IT; (G)Yi/[ni (G),GYy
desta forma, como G age uniserialmente sobre XVYI,, temos [I1;(G)Y; : IL;(G),G]Y;] < 2.
Logo, IT;(G)Y: = (g)[I1;(G), G}Y;, para algum g € I1;(G). Portanto, g centraliza exatamente
2i—passos paraU e para V.

Temos, porém, que [v,g’ '] = [v, ,;-i g|, para todo v € V, e que d(V) = d(X;) > 2/,
donde V,;, # 1. Logo, existe v € V tal que [v, ng] ¢ V. Como [X;,G|Y; estd em
todo centralizador de (2’ + 1)-passos, temos g ¢ [X;,G]Y;, mas g € I1— j(G) < X;. Note

que X j/[Xj, Gly; também € centralizado por G, donde, como G age uniserialmente sobre

XJ'/Y],, temos [X; : [X;,G]Yj] < 2. Se X; = 1, obviamente d(X;) < 2'. Caso contririo, temos
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[X;: [X;,G]Yj] =2, donde X; = <g2H) X;,GlY,. Sejax = gzjfin, que ¢ um elemento de U.
Entdo U = (x)U; e g centraliza x, o que implica [u, x| € Ui, para todo u € U.
Porém, g ndo estd em nenhum centralizador de (2° + 1)-passos de U, donde U,i, | =
Ui, = 1. Desta forma, d(X;) = d(U) < 2', como desejévamos.
0

Com os dltimos dois lemas, conseguimos como resultado imediato o préximo coroldrio,

que € um dos objetivos desta secao.

Corolario 3.3.3. Dado um p-grupo G de coclasse r, o subgrupo ¥%(G) é powerful para todo
i >r,se péimpar,etodoi >r+2,se p=2.

O préximo resultado nos dd um ndmero n; tal que G possui a mesma coclasse que

(G

Teorema 3.3.4. Sejam G um p-grupo finito e n; = 2p”, se p é impar, e n; =2"13, se p = 2.

Se G/ tem coclasse r, entdo G tem coclasse r.
i (G)

Demonstragdo. Usaremos indugdo sobre r para mostrar que se G/y (G) tem coclasse no
ny

maximo r, entdo a coclasse de G € igual a de G/},n1 (G)- Casor=1, G/Ynl (G) ¢é de classe
maximal, donde, pela Proposicao 1.3.22, temos que G &, também, de classe maximal.
Suponha, agora, r > 1, que o resultado € vélido para valores menores que r e que G/%l1 (G)
tem coclasse no maximo r.

Seja N =¥, »(G) e d = d(N). Pela Proposigdo 3.2.8, se N shp G e G age uniserialmente

sobre N/N FIE entdo G age uniserialmente sobre N, donde G age uniserialmente sobre

2, (G) e temos o resultado desejado. Se G/y / (G) possui coclasse menor que r, entdo,
ni/p

pela hipétese indugdo, temos que G possui coclasse igual a de G/y / (G)’ donde G age
ny/p

uniserialmente sobre 7, \/ p(G) e, portanto, sobre N. Desta forma, neste caso, nao hi mais o

que provar.
G : s G G _
Suponha, agora, que /},nl/p (G) possui coclasse r. Entdo /?’nl/p (G)© /yn1 (G) Pos
suem a mesma coclasse, donde G age uniserialmente sobre Ynl/P(G)/},n (G) e, portanto,
1
N
sobre /Np,+ r
Se p € impar, entdo G/Yr possui coclasse no maximo r, uma vez que Y, > ¥,/ (G) = N4
e, portanto, pelo Lema 3.3.1, X, shp Ge d(X,) < p". Como N < X,,temos N shp Ged < p’,

donde G age uniserialmente sobre N/N e Logo, nesse caso, temos o resultado desejado.

Se p = 2, analogamente, temos que G age uniserialmente sobre N/ Nyria sy Desta forma,

temos que G/Yr+2 tem coclasse no maximo r, uma vez que Y12 > %5r3(G) = Nyri2 ;.
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Portanto, pelo Lema 3.3.2, X, 5 shp G e d(X,42) < 2"*+1 Como N < X,», temos N shp Ge
d< ol , donde G age uniserialmente sobre N/ Nyir: Logo, também para este caso, temos o

resultado desejado.
O]

Este teorema, porém, nao é o melhor possivel. A Proposi¢do 1.3.22 nos mostra que, se
r=1, entdo p+ 1 é uma cota melhor que a fornecida no resultado acima. A partir do teorema
anterior, conseguimos também obter os niumeros n; € n3, que serdo muito importantes nesta
secao.

Coroléario 3.3.5. Seja G um p-grupo finito de coclasse r.
(i) Sejan, =2p"!, se p é impar, e np =2'2
T (G)-

, se p =2, entdo G age uniserialmente sobre

(i) Sejans = p’, se p éimpar, e n3 =2" se p=2, e sejad = d(¥,(G)), entdo %(G)” =
Yira(G), para todo i > ns.

Demonstragdo.

(i) Se G nao age uniserialmente sobre ¥,,(G), entdo G/},n2 (G) tem coclasse menor que r,
donde, pelo Teorema 3.3.4, G também tem, o que € um absurdo.

(ii) Do item (i) deste coroldrio, temos que G age uniserialmente sobre ¥, (G) (pois na < n3).
Logo, pelos Lemas 3.3.1 e 3.3.2, temos %,,(G) shp G, donde, pela Proposigdo 3.2.8,
temos o resultado desejado.

]

Nos proximos dois resultados, voltamos a trabalhar com os subgrupos X; e ¥;. Dado um
p-grupo G de coclasse r, nosso intuito € utilizar o Coroldrio 3.2.10 para conseguirmos a
forma do valor d(X;), se p é impar, e do valor d(X,7), se p = 2, além de uma cota para os

mesmos.

Teorema 3.3.6. Seja G um p-grupo finito de coclasse r e classe de nilpoténcia c.
(i) Se p é impar e ¢ > 2p” + ¢, entdo G age uniserialmente sobre X;..
(i) Sep=2ec> 2'*+2 11, entdo G age uniserialmente sobre X, .

Demonstragdo. Sejat =r, se p € impar, et =r+2, se p = 2. Suponha, por absurdo, que a

acdo de G sobre X, ndo seja uniserial. Pelos Lemas 3.3.1 e 3.3.2, existe i, com 0 < i <7, tal
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que X; shp G, X' =Y, d(X;) < p' (para p fmpar) ou d(X;) < 271 (para p = 2), e tal que G
age uniserialmente sobre XVYi e sobre no maximo ¢ — r se¢des de X(VXI yoo ,Xi— I/X,"

Note que 0 < i < t, pois, se i =0, entdo d(Xp) =d(G) < 1,donde c = 1;esei=t,entdo a
série normal G = Xy > X; > --- > X; > 1 ndo possui t —r — 1 se¢des uniseriais, contradizendo

o Lema 3.1.11. Seja N = X; e considere a seguinte série normal de comprimento ¢ + 2:

t—i+1 t—i+2

G=Xo>X; > >Xi_1 > [N,GIN’ > [N",GIN"" > --- > [N" """ GIN”
Como no maximo ¢ — r das primeiras i se¢cdes sao uniseriais, temos, pelo Lema 3.1.11, que
existe um valor minimal j tal que 0 < j <t —ie a se¢do [N‘”j,G]NPJ'H/[NPM,G]ij+2 é
uniserial.

Temos, porém, que G age uniserialmente sobre XVY,- = N/Np e, tomando H = N”j,
também sobre [H,G|H" /[H? ,G|H P’ Portanto, pelo Corolério 3.2.12, G age uniserialmente
sobre H, ou H é ciclico e G centraliza H P /H pk+2, para todo k > 0. Como X; é powerful, temos
d(Xipk) <d(X;)<p'e CID(Xipk) = Xipk+l , para todo k > 0. Portanto, Xipk /Xl.‘DkJrl tem dimensdo
no méximo p'. Logo, pelo Lema 3.2.6, G age uniserialmente sobre Xip ' /Xip o , para todo
k > 0. Além disso, como j < ¢ —i, temos (j+ l)pi < p', donde }/p,-(G) < '}/(j+1)pi(G) < Xl.pj
(pois X; p.e. G). ' _

Claramente IT;(G) <TI,_;(X;) <TI;(X;) = X”. Mas X, = I1,(G)y, (G) < X" = H, logo,
como assumimos que G ndo age uniserialmente sobre X;, temos que G nio age uniserialmente
sobre H. Temos, entdo, que H € ciclico e que G centraliza H ”kH pkH, para todo k£ > 0. Seja

a=t—1i— j+ 1 e considere a seguinte série normal de comprimento ¢ + 2:

2a+1

Xo>X| > >Xi.1>[N,GIN°> - >[N" ' \GIH>H >HP' > .- > HP

Pelas condi¢des impostas sobre i e j, temos, pelo Lema 3.1.11, que existe k tal que 0 < k <
a—1eH”" JH? *"? ¢ uniserial. Como G centraliza H? ' H” 2k+3, temos que este grupo
tem ordem no maximo p.

Portanto, H” "~ = H”™"_ donde HP" = Xl-pHZk+2 =1le ]Xipj] < pHt=i=+2 (pois
Xipj = H é ciclico). Além disso, como d(X;) < P’ e X; é powerful, temos (X :Xl.pj] < pj”i,
donde |7,4(G)| < |X;| = [N| < p*!==I240P' . Mas %..1(G) = 1, logo, ¢ < 2(t —i— j) +
2(j—|—1)pi— 1. Porém, como 0 <i<tre0<j<t—i temos c < 2pt*1—|— 1, o que é uma
contradicdo. Temos, entdo, que G age uniserialmente sobre X;.

O
Corolario 3.3.7. Seja G um p-grupo finito de coclasse r e classe de nilpoténcia c.

(i) Para p-impar, se ¢ > 2p’, entdo d(X,) = (p — 1)p’, para algum inteiro s < r
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2r+3

(ii) Para p =2,se ¢ > , entdo d(X,) = 2°, para algum inteiro s < r+ 2.

Demonstracdo. Sejat =r,se p éimpar,et=r+2,se p=2.SejamN =X,ed =d(N),e
suponha que d ndo € da forma dada. Pelos Lemas 3.3.1 e 3.3.2 e pelo Teorema 3.3.6, G age
uniserialmente sobre N, N shp Ge d < p'. Pelo Corolario 3.2.10, temos [N j,N] =Nj, Fa(0)s
para todo J > 1, onde f,(T) < p'. Como N/N2 ¢ ciclico (pois G age uniserialmente sobre N),
temos [N, N] = [N2,N], donde Ny 1,1y = Nay () € N4 1, (1) = 1. Portanto, [N| < pld) < p¥'.
Mas 7,/ (G) < N, donde ¢ < p' + p’ — 1, 0 que é uma contradigdo.

O

Por fim, conseguimos, agora, provar os teorema propostos como objetivos da sec¢ao.

Definicao 3.3.8. Seja p um primo e r um inteiro, definimos o inteiro m(p,r) por m(p,r) =

(p—1)p"!, se p é impar, e por m(2,r) = 2"2.

Teorema 3.3.9. Seja G um 2-grupo finito de coclasse r e classe de nilpoténcia c e sejam
m=m(2,r)ed=d(yu(G)). Se c >2""3, entdo temos:

(i) G age uniserialmente sobre ¥, (G).
(i) %(G)? = ¥1a(G), para todo i > m.
(iii)) d =2, com 0 <s<r-+1.

Demonstracdo. Note que os itens (i) e (i1) deste teorema sao resultados diretos do Corolario
3.3.5. Provemos o item (iii). Seja D = d(X,+2). Pelo Coroldrio 3.3.7, temos D = 2°, com
s < r—+ 1. Desta forma, como G age uniserialmente sobre ¥,,(G) (pelo item (i) deste teorema),
temos |},(G)| =2¢717m > 22"* 5 2P Pelo Lema 3.3.2, temos X,+2 shp G e, pelo Teorema
3.3.6, temos que G age uniserialmente sobre X, ;. Portanto, pelo Coroldrio 3.2.9 (aplicando
N =X,13),temos D =d, donde d =2°, com 0 <s <r+1.

O

Se utilizarmos p” no papel do valor m, conseguimos, através de uma prova semelhante,
um resultado andlogo ao acima para p impar. O teorema a seguir, porém, ¢ melhor do que
este resultado.

Teorema 3.3.10. Seja G um p-grupo finito de coclasse r e classe de nilpoténcia c, sendo p
fmpar, e denotemos m = m(p,r) e d = d(Y,(G)). Se ¢ > 2p", entdo:

(i) G age uniserialmente sobre 7, (G).

(i) %(G)? = %44(G), paratodo i > m.
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(i) d=(p—1)p’,com0<s<r—1.

Demonstragdo. Pelo Coroldrio 3.3.5, temos que G age uniserialmente sobre ¥, -1, donde
G também age uniserialmente sobre 7, (G). Estd provado, portanto, o item (i). A seguir
provaremos simultaneamente os itens (ii) e (iii). Seja D = d(X,) e d; = d(7(G)), para
todo i > 1. Pelo Cololario 3.3.7, temos D = (p—1)p*, com 0 < s < r—1. Como G age
uniserialmente sobre ¥, (G), temos |y, (G)| = pHI=P s pP" > pP Pelo Lema 3.3.1, X, shp
G e, pelo Teorema 3.3.6, G age uniserialmente sobre X,.. Desta forma, temos, pelo Corolério
3.2.9,qued, =D.

Seja n o menor inteiro tal que n > 2p" ! e %,(G) shp G. Como X, shp G, temos
Yy (G) shp G, donde n < p" e, pelo Coroldrio 3.3.5, G age uniserialmente sobre ¥,(G).
Portanto, pela Proposi¢do 3.2.8, se i > n, entdo ¥;(G)” = ¥j44,(G), para todo j > i, donde
Yj+d4;(G) = Yj+p(G), para todo j > i. Desta forma, temos d; = d, = D, para todo i > n
tal que Y;4+p(G) # 1. Logo, se n < m, temos (ii) e (iii), poisd =d,, =D = (p—1)p’, com
0<s<r—1,e%(G)” =%14(G), paratodo i > m.

Suponha, agora, por absurdo, que m < n. Entdo G age uniserialmente sobre ¥, (G), e,
portanto, pelo Lema 3.1.2, os dnicos subgrupos de 7,—1(G) que sdo G-invariantes sdo os
subgrupos %(G), com i > n— 1. Como %(G)” = 14n(G) = Yitn-1(G) = (G, 1o1(G)].
para todo i > n, temos %;(G) p.e. %—1(G), para todo i > n. Como 7,_(G) nao é fortemente
hereditariamente powerful (pela defini¢do de n), temos que 7,—1(G) ndo é powerful. Po-
rém, como G age uniserialmente sobre ¥,—1(G), temos |yn — 1 +d,—1(G)| = |P(%-1(G))
donde:

B

yn—14dy-1(G) = P(%-1(G)) > %-1(G)" = 1(G)” = %-p(G) = Y2n-1(G).

Portanto, d,,_; < n— 1, donde, pelo Lema 3.1.21, y,—1(G) é powerful, o que € uma contradi-
cdo. Logo, m > n.
]






Capitulo 4

p-Grupos self-similar com estabilizadores
do primeiro nivel abelianos

Neste capitulo, iniciamos nossos estudos acerca de endomorfismo virtuais e de p-grupos
self-similar. Nosso objetivo principal é a demonstracdo do Teorema A, isto €, desejamos
provar que um p-grupo finito que possui um subgrupo maximal abeliano é self-similar se, e
somente se, 0 mesmo possui um subgrupo maximal abeliano elementar do qual ele € uma

extensdo cindida. Para provarmos este resultado, utilizaremos endomorfismos virtuais.

4.1 Endomorfismos virtuais e grupos de automorfismos de

arvores

Nesta secdo, temos como objetivo descrever a relagdo entre endomorfismos virtuais e agdes
self-similar sobre a arvore enraizada k-aria. Esta teoria pode ser encontrada em [19] e [22].
Iniciaremos com algumas defini¢Oes basicas.

Defini¢do 4.1.1. Dado um conjunto X = {0,1,--- ,k— 1}, X denotard o conjunto das

palavras formadas a partir do alfabeto X, incluindo a palavra vazia.

Definicao 4.1.2. Um automorfismo de um grafo (V,A) (onde V denota o conjunto de vértices
e A o de arestas) € uma permutacio g : V — V tal que, dados dois vértices x,y € V, existe

uma aresta ligando x e y se, e somente se, existe uma aresta ligando g(x) e g(y).

A seguinte defini¢do de drvore enraizada k-aria ndo € a usual, mas € a que serd utilizada
no decorrer de toda esta dissertacao.
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Definicdo 4.1.3. Seja X = {0,--- ,k— 1}. Definimos a drvore enraizada k-dria como o grafo
de vértices no conjunto X*, onde cada vértice u possui k filhos, os vértices ux, para cada

x € X. A palavra vazia é a raiz da 4rvore.

Dizemos que uma drvore € regular se ela é k-aria para algum inteiro k. Por vezes
utilizaremos apenas X* para nos referirmos a drvore enraizada k-dria.

Dado um automorfismo g da drvore k-dria X ™, existe uma permutagdo 7, : X — X tal que:

8= ng(g‘()vg‘lv"' 7g’k71)7

onde g|; é, também, um automorfismo da drvore k-dria. Portanto, dada uma palavra qualquer

xw,comx € X ew € X*, temos:

8(aw) = g (x)g|(w).

Dizemos que um grupo G age transitivamente no primeiro nivel da drvore k-dria se, dados
x,y € X, existe g € G tal que g(x) = y. Continuamos, agora, com as defini¢des de grupo de

automorfismos self-similar e de acdo self-similar.

Definicao 4.1.4. Um grupo G de automorfismos da drvore enraizada k-aria € dito self-similar
se ele age transitivamente no primeiro nivel e se, dado g € G, com g = 7, (g0, 81, ,&lk—1)s
temos g|; € G, para todo i € X.

Definicdo 4.1.5. Uma acdo de um grupo G sobre a drvore enraizada k-dria X* é denominada
self-similar se ela € transitiva no primeiro nivel e se, paratodo g € Ge x € X, existem h € G
ey € X tais que g(xw) = yh(w), para todo w € X™.

Se retirarmos das duas definicdes acima a transitividade no primeiro nivel da arvore,
teremos as defini¢des de grupo de automorfismos fechado por estado e de acao fechada por
estado. Vale ressaltar que, quando se tratando da arvore p-dria, um grupo de automorfismos
ou uma agao sdo fechados por estado se, e somente se, eles sdo self-similar.

Se G age sobre X*, podemos definir uma fungio ¢ : G — Aut(X™) tal que ¢(g)(w) =
g(w), para todo w € X™*. Ou seja, cada elemento de G pode ser visto como um automorfismo
(n2o necessariamente distinto) da arvore enraizada k-aria. Desta forma, a agao de G sobre a
arvore k-dria € self-similar se, e somente se, ¢(G) € um grupo de automorfismos self-similar.
Além disso, G serd isomorfo a um grupo de automorfismos da arvore se, € somente se, sua
acdo sobre ela for fiel.

Introduzimos, agora, o conceito de endomorfismo virtual.
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Defini¢ao 4.1.6. Dado um grupo G, um endomorfismo virtual ¢ um homomorfismo ¢ : H —

G, onde H € um subgrupo de G de indice finito k.

1
Este homomorfismo € também chamado de %—endomorﬁsmo de G e é denotado por
¢ :H —;G.

Definicao 4.1.7. O core de um endomorfismo virtual ¢ : H —; G é o maior subgrupo normal

de G contido em H que € ¢-invariante.

Definicao 4.1.8. Um endomorfismo virtual € dito simples se seu core € trivial.

. 1 . .
A seguir mostramos um exemplo de um —-endomorfismo virtual simples.

Exemplo 4.1.9. Seja G = C'), onde p é um niimero primo. Tome S = {e},---,e,} um
conjunto gerador de G e seja H = (e, ,ey,). Definimos, entdo, o endomorfismo virtual
injetivo ¢ : H — G por §(e52e5’ -+ e5r) = e2e5> -+ e | onde &, ,&, € {0, ,p—1}

Perceba que o tnico subgrupo ¢-invariante em H € o subgrupo trivial, donde ¢ é um

endomorfismo virtual simples.

Agora que definimos tudo o que era necessario, podemos apresentar a relacdo entre
agdes self-similar sobre X* e endomorfismos virtuais. Seja G um grupo self-similar de

automorfismos da arvore enraizada k-dria X agindo transitivamente sobre o primeiro nivel

da 4rvore, e seja H o estabilizador do vértice 0. Podemos, entdo, definir o %—endomorﬁsmo
virtual ¢ : H — G por @ (h) = ho.

A seguir, mostramos como ¢ definida a acdo self-similar de G sobre a arvore en-
raizada k-aria induzida por um l-endomorﬁsmo virtual qualquer ¢ : H —; G. Tome
T = {t,,t1, - ,tx_1} um transversal de H em G tal que rp = 1. Dado g € G, seja g o
elemento de T tal que gH = gH. Se G age sobre a arvore k-aria, podemos, através da fungado
¢ : G — Aut(X™), ver cada elemento g € G como um automorfismo ¢(g) de X*. Como
queremos definir uma ac¢ao self-similar, dado g € G, devemos ter:

(p(g) = ﬂg(g|(),g’],"' 7g‘k71)7

onde 7, é uma permutacdo de X e, para todo i € X, existe g; € G tal que ¢(g;) = g
Para definirmos a acdo de G sobre a drvore k-dria, definiremos, primeiramente, o grupo de
automorfismos @ (G).

Defina gl por @ (¢ (g 'gtx)) e Tg : X — X por m,(x) =y, onde gfy =t,. Desta forma,
tomando g(w) = ¢(g)(w), para todo w € X*, definimos indutivamente uma agio self-similar
de G sobre X tal que H € o estabilizador do vértice 0 e tal que G age transitivamente no

primeiro nivel.
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Note que se a acdo induzida por um endomorfismo virtual ¢ : H —; G € fiel, entdo G
pode ser visto como um grupo self-similar de automorfismos da drvore enraizada k-dria. A
seguinte proposicao ¢ de fundamental importancia para a teoria, uma vez que ela fornece

uma condi¢do suficiente e necessdria para que isso aconteca.

Proposicao 4.1.10. A acdo de G sobre a drvore enraizada k-dria induzida pelo endomorfismo
virtual ¢ : H —; G é fiel se, e somente se, o endomorfismo virtual ¢ € simples.

Demonstragdo. Suponha que a acdo induzida por ¢ : H — G ndo € fiel, entdo existe g € G,

com g # 1, tal que g(w) = w, Vw € X*. Note que g € Gy, ou seja, g € H. Seja N = ﬂ Gy
weX*
e tome g € N qualquer. Temos, dado x € X qualquer:

xw = g(aw) = m(x)glx(w),Yw € X
Donde g|.(w) = w, Yw € X" e, portanto, g|, € N. Logo:
glv =03 "gt) = 0(t; 'gty) EN,Vx € X.

Em particular, tomando x = 0, temos g|o = ¢(g) € N. Logo, como g é qualquer, temos

que N é ¢-invariante. Sejam z € G, g € N e w € X* quaisquer, entdo:

Portanto N < G. Por fim, como N € ndo trivial, temos que o endomorfismo virtual ¢ ndo
¢ simples.

Suponha, agora, que a a¢do induzida por ¢ : H — G € fiel, e tome N < H um subgrupo
normal em G que € ¢-invariante. Queremos mostrar que N =1. Sejam gc Nexc X

quaisquer. Tome g € N tal que g = g"*. Logo:

gteH =t,H
=ty gtcH = t,H
:>txg1H — txH — tyH.

Portanto #, = t,. Temos entdo, para todo x € X, gf, = t, e T,(x) = x. Provaremos agora
que g(w) = w, paratodo w € X™ e g € N. Para isso utilizaremos indugéo sobre o tamanho de

w. O caso em que w tem tamanho 1 estd demonstrado acima. Tome agora xw € X* qualquer
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e suponha que g(w') = w', para todo g € N e toda palavra w' de tamanho igual ao de w.
Tomando g € N qualquer, temos:

:x¢(gx gtx)( )
—x(t; ] g1 ()
=x¢(g™)(w).

Mas N é ¢-invariante e normal em G, donde ¢ (g"™) € N e, pela hipétese de indugio,
g(xw) = x¢ (g"*)(w) = xw. Por fim, pelo principio de indugdo finito temos que N estabiliza
toda palavra de X*, donde, uma vez que a a¢do de G sobre a drvore k-dria € fiel, temos N = 1,
como desejdvamos.

]

Finalizamos esta se¢do com um exemplo no qual construimos uma agao self-similar sobre

a drvore 3-4ria a partir de um §-end0morﬁsmo virtual.

Exemplo 4.1.11. Seja H = C; = (b,c,de | PP = =d*>=e’=1) e G=H x (a) =
(a,b,c,d,e|a®=1,b"=b,c" = bc,d* =d,e" =e).

O automorfismo ¢« : H — H induzido por a nos déd a matriz:

1 100
0100
0010
0 0 01

Definimos ¢ a partir do mapeamento b+—d+—er—aecr— 1 etomamostg =1,/ =ae

2

) = a” como o transversal de H. Por fim, a acdo de G sobre a drvore ternaria enraizada €

dada por:

a = (012) (1,1,1)
b = (1) (d,d,d)
c = (1) (1,d,d
d = (1) (e,e,e)
e = (1) (a,a,a)
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4.2 —-Endomorfismos virtuais
14

Seguiremos, agora, para 0 nosso objetivo principal, que € estudar —-endomorfismos virtuais

de p-grupos finitos. A teoria apresentada nesta se¢io pode ser encontrada em [22].

Dado um endomorfismo virtual ¢ : H —, G, temos que H € um subgrupo maximal de G
e, portanto, € normal. Por este motivo, podemos verificar que, na a¢do sobre a arvore p-dria
induzida por este endomorfismo, H € o estabilizador de todo o primeiro nivel de X*, ndo s6
do vértice 0.

1
Como nesta se¢cao comegaremos a trabalhar com —-endomorfismos, vale ressaltar que

muitos grupos ndo podem ser fielmente representados como um grupo self-similar de auto-

morfismos da arvore p-dria. Iniciamos com o seguinte exemplo:

Exemplo 4.2.1. Dizemos que um p-grupo € extra-especial se o seu subgrupo de Frattini e

seu centro sdo iguais e tétm ordem p. Todo p-grupo extra-especial tem ordem pPrHl para

algum r > 1, e € o produto central de r p-grupos ndo abelianos de ordem p> (checar secdo
5 do quinto capitulo de [9]). Desta forma, se G € um p-grupo extra-especial de ordem
maior ou igual a p° ¢ H < G é um subgrupo maximal, entdo H ndo é abeliano, donde

[H,H] = [G,G] # 1 e, portanto, ndo existem endomorfismos virtuais simples de dominio H.
A definicdo a seguir serd utilizada em nosso proximo resultado.
Definicao 4.2.2. Sejam K, G| e G| grupos.

(i) Dizemos que K é um produto subdireto de G| e G, se K < G| X G e as projecdes de
K sobre G e G; sdo sobrejetivas.

(i) K é dito subdiretamente irredutivel se toda representacdo subdireta de K possui um

grupo isomorfo a K como um dos fatores do produto.

Proposicao 4.2.3. Seja ¢ : H —, G um endomorfismo virtual simples e ndo injetivo, onde

G € um p-grupo ndo abeliano finito. Seja K o nucleo de ¢. Entao:
(i) K ndo contém nenhum subgrupo nio trivial normal em G.

(ii)) Dadot € G\H ei=0,1,---,p— 1, temos que K" é um subgrupo normal em H e
KNK'N--nk" =1,

(iii) O grupo H é um produto subdireto nao trivial de H/ K X H/ KX X H/KI,H_

Demonstragdo.
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4

@)

(ii)

(iii)

Suponha N < K com N < G, entdo ¢(N) = 1, donde N é subgrupo ¢-invariante de H
normal em G. Portanto, como ¢ € simples, temos N = 1.

Primeiramente, tome g € G\H qualquer. Como H < G, temos que K¢ < H. Além
disso, dado h € H:

(K&)' =h"1g'Kgh
=g (h*)"'Kh¥g
:g*IKg.

Logo, K¢ <H.

Temos K <HeK ﬂ G (pois K nio é trivial), donde H < Ng(K) < G, mas H é maximal,
logo H = Ng(K). Portanto [G : Ng(K)] = p € o ntimero de conjugados de K em G.
Mas se K = K, entdo K"’ = K, donde K < (H,t™ /Y <Her / €H. Porfim,i—j
¢ um miiltiplo de p, donde K, K’ - -- ,Ktp_l sdo subgrupos distintos e, portanto, sdo 0s

unicos conjugados de K.

) -1 , )

Com isso, temos que KNnK'n---nK"” < K é normal em G. Portanto, pelo item
. —1

anterior, temos KNK'N---NK" =1.

- .. - -1
Como ¢ é nio injetiva, temos K = ker ¢ # 1. Temos, entdo, que K, K’,--- K" sdo

normais em H, sdo ndo triviais e possuem interse¢ao trivial. Logo, podemos definir:

0 :H—>H/K><H/Kz X oo xH/KﬂH
his (hK,hK',--- hK"")

Que é um homomorfismo com nicleo KNK' N---N K" Portanto H = Im#, onde
Im6 € um subgrupo de H/ K X H/ KX X H/ e cujas projecdes sdo sobrejetivas.

]

Note que dado um endomorfismo virtual injetivo ¢ : H —, G, onde G € um p-grupo,

temos que H e ¢ (H) sdo subgrupos maximais isomorfos de G. A seguir, utilizamos a Propo-

sicdo 4.2.3 para mostrar um exemplo de p-grupo que ndo admite nenhum —-endomorfismo

p

virtual simples.

Exemplo 4.2.4. Considere o grupo diedral Dy = (a,x | a®
n>4.

1 _
=X = 1,xax = a 1), com

Todos os subgrupos maximais deste grupo sao subdiretamente irredutiveis, donde,

1
pela Proposicdo 4.2.3, D>» ndo admite nenhum E—endomorﬁsmo simples e ndo injetivo. Por
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outro lado, os tinicos dois subgrupos maximais isomorfos de Dy sdo (a®,x) e (a°,ax) e,
dado um isomorfismo ¢ entre eles, podemos facilmente estender ¢ para um automorfismo

2

de Dyn. Porém, o subgrupo de Frattini de G ¢é caracteristico e estd contido em (a”,x) e em

. 1 . N
<a2, ax), donde Dy» também ndo admite nenhum E—endornorﬁsmo simples e injetivo.

A seguir, apresentamos o Lema da Cisao (Splitting Lemma), que nos dd uma condi¢ao

necessdria para a existéncia de um —-endomorfismo virtual simples.
p

Lema 4.2.5 (Lema da Cisdo). Seja G um grupo tal que a seguinte sequéncia € uma sequéncia
exata curta:
l-H—=G—C,— 1.

Se ¢ : H —, G € um endomorfismo virtual simples e H contém elementos de ordem p,
entdo ¢ (H)\H também contém elementos de ordem p.
Além disso, G € uma extensio cindida de H.

Demonstragdo. Lembre-se que Qyyy(H) = {x € H | o(x) = p}. Sabemos que (Q}(H)) =
Qi (H) é normal em G, portanto, como ¢ € simples, temos que Q(H) ndo é ¢-invariante.
Logo, existe x € Qg1 (H) tal que ¢ (x) ¢ Q(H). Mas o(¢(x)) | p, donde temos o(¢(x)) = p.
Além disso, temos @ (x) ¢ Q;(H), logo, ¢(x) ¢ H. Temos, portanto, que ¢ (H)\H possui
elementos de ordem p.

Como H € maximal temos G = (¢(x))H com (¢ (x)) N"H = 1. Portanto, (¢(x)) é um
transversal de H e v((¢(x))) = C,. Podemos, entdo, definir a cisdo ¢ : C, — G de tal forma
que o(v(¢9(x)")) = ¢(x)", para todo inteiro n. Portanto, G é um extensdo cindida de H.

0

Para simplificar a nossa terminologia, finalizamos esta se¢cdo com a defini¢ao a seguir.

Definicao 4.2.6. Dado um grupo G e um primo p, dizemos que G € self-similar para o primo
p se o mesmo pode ser fielmente representado como um grupo self-similar de automorfismos

da arvore enraizada p-dria.

4.3 —-Endomorfismo virtuais de p-grupos finitos com do-
minio abeliano

Uma pergunta que surge naturalmente no estudo de p-grupos self-similar é: quando um
p-grupo possui um —-endomorfismo virtual simples? Nesta secao, trabalharemos com p-

grupos que possuem um subgrupo maximal abeliano, e conseguiremos, no Teorema A, uma
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resposta satisfatoria para o problema neste caso. A teoria aqui presente pode ser encontrada

em [22] e [1]. Iniciamos com a seguinte proposicao:

Proposicao 4.3.1. Seja G um grupo tal que a seguinte sequéncia ¢ uma sequéncia exata
curta:
l-H—->G—=C,—1,

onde H é um p-grupo finito ndo-trivial.
Se existe um endomorfismo virtual simples ¢ : H —, G tal que ¢(H) é um p-grupo
regular, entdo G é um extensao cindida de H e o expoente de H € p.

Demonstragdo. Como H € um p-grupo ndo trivial e ¢ € simples, temos, pelo Lema 4.2.5,
que G € um extensao cindida de H.

Seja a € ¢(H)\H um elemento de ordem p (a existéncia de a é garantida, novamente,
pelo Lema 4.2.5), entdo G = (a)H. Além disso, como H é maximal em G e ¢(H) € H,
temos [¢(H) : ¢(H)NH| = p,donde ¢(H)NH < ¢p(H) e ¢p(H) = (a)(¢(H)NH).

Logo, dado h € H, existem h; € (H)NH en € {0,---,p— 1} tais que ¢(h) = a"hy.
Note que (a,h1)’ = ([a,h1]) = ((h;")*h"), donde (a,h)’ < ¢ (H) NH. Por outro lado, temos,
por hipétese, que ¢ (H) é regular, donde:

0 (h") = ¢(h)" = (a")Phic” = hic”,

comc € (a,h;)’. Logo ¢ (h”) € H? e, como o elemento h escolhido foi qualquer, ¢ (H?) < HP.
Mas H? < G, pois H < G. Portanto, temos que H” é um subgrupo ¢-invariante normal em

G e ¢ é um endomorfismo virtual simples, donde H” =1 e exp(H) = p.
O

Com o préximo teorema, conseguimos dizer quando, dado um p-grupo G com um

subgrupo maximal abeliano H, existe um endomorfismo virtual simples ¢ : H —, G.

Teorema 4.3.2. Seja G um grupo tal que a seguinte sequéncia é uma sequéncia exata curta:
l-H—->G—C,—1,

onde H é p-grupo finito abeliano ndo trivial. Entdo existe um endomorfismo virtual simples
¢ : H—, G se, e somente se, G € uma extensdo cindida de H e H € p-grupo abeliano
elementar.

Demonstragdo.
(=)
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Note que, como H ¢ abeliano, temos ¢ (H) é abeliano e, portanto, regular. Com isso,
estamos nas hipdteses da Proposicao 4.3.1, donde G é uma extenséo cindida de H e exp(H) =
.

(<)

Por hipétese, temos que G € uma extensdo cindida de H, portanto, H possui um comple-

mento de ordem p. Seja a € G\H um elemento de ordem p. Defina o automorfismo:

o:H—H
h— h?

Seja d = d(H). Como H ¢ abeliano elementar, podemos enxerga-lo como um espago
vetorial V' de dimensdo d sobre o corpo [F),. Podemos, também, ver ot como um elemento de
ordem p de GL(d, p). Como o tem ordem p, temos que o polindmio minimal de ¢ divide
xP —1 = (x—1)?. Logo, o tnico autovalor de o é 1, donde cada bloco da matriz na forma

canodnica de Jordan tem tamanho menor ou igual a p X p e tem a forma:

110 --00
011 --00
001 --00
000 --11

000 --- 01
Sejam s1 > 53 > -+ > 5, 0s tamanhos dos blocos de Jordan e seja:
B={b11,b12, - ,b15,b21,b22,- b2, ;b 1,62, b, }

a base correspondente a matriz o na forma de Jordan, de modo que E| = (bm boy,- - ,bm71>
é o espago vetorial gerado pelos autovetores da matriz. Denotemos K = ({b; j |i=1,--- ,m;j=
2,---,5i}),donde V =E|; & K.

Definimos o endomorfismo virtual ¢ : H —, G a partir do mapeamento:

bi1— by b3 by 11> by bai,
para elementos da base de E, e do mapeamento:

bw‘l—)l,
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para elementos da base de K. Lembremos que a(b; ) = 1b; 1, donde bffl = b; 1, para todo
i=1,2,---,m. Portanto, {b2 1,031, -+ ,by—1.1,bpm1,a} comutam e o endomorfismo virtual
¢ estd bem definido, de modo que K = ker(¢).

Resta mostrar que ¢ € simples. Para isso, suponha N < H ¢-invariante e normal em G.
Tome x € N qualquer, entdo, como H € abeliano, temos x = vk para algum v € E; e algum
ke K. Sejav= bffl . -b,‘;;’”l. Suponha por absurdo que v # 1 e seja e; o expoente diferente
de 0 tal que i € o maior possivel. Entdo:

0" (vk) = byl iy by A,
donde ¢ (x) ¢ H. Portanto, ¢ *(x) ¢ N, o que é um contradicdo, pois N é ¢-invariante.
Logo, v =1.

Suponha agora k # 1, entdo k = z b j» para algum z € K, com j # 1 o menor possivel tal
que e # 0. Note, porém, que bﬁj =b;_1,j b; j, donde K ¢ K, e, portanto, K ¢ N, o que
€ uma contradicdo, pois N < G. Logo, v =k = 1.

Por fim, concluimos que N € trivial, donde ¢ é um endomorfismo virtual simples.

Observagdo 4.3.3. Podemos estender a forma de enxergar a "volta"do Teorema 4.3.2.

Seja G um grupo tal que a seguinte sequéncia € uma sequéncia exata curta:
l-H—=G—C,—1,

onde H € p grupo finito ndo-trivial.

Defina E; como a intersec¢ao de H com o maior p-grupo abeliano elementar contido
em Z(G). Uma vez que H € normal em G temos, pelo Teorema 1.2.1, que o grupo E; é ndo
trivial. Todo subgrupo de H que € normal em G contém um elemento de E (nesta observacio

E| realizard o mesmo papel que o auto-espago E; realizou na prova do Teorema 4.3.2). Seja

{b1,by,--- by} uma base de E| e seja a € G\H um elemento de ordem p. Como a comuta
com by,by,- - ,by e tem ordem p, podemos definir o homomorfismo ¢g : E; — G a partir do
mapeamento

by —=b,— - —=b,—a.

Se pudermos estender @y para um homomorfismo ¢ : H — G, entdo ¢ : H —, G serd um
endomorfismo virtual simples. Um dos casos em que podemos fazer isso é quando existe um
subgrupo K normal em H tal que H = K X E|.

Podemos reescrever o Teorema 4.3.2 de uma outra forma utilizando a Proposicao 4.1.10.
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Teorema 4.3.4. Um p-grupo finito admite uma acdo fiel e self-similar sobre a arvore enrai-
zada p-dria tal que o estabilizador do primeiro nivel € abeliano se, e somente se, ele ¢ uma

extensdo cindida de um p-grupo abeliano elementar pelo grupo ciclico de ordem p.

O lema a seguir serd utilizado na demonstragdo do Teorema 4.3.6, que responde a questdo
proposta no inicio desta se¢do.

Lema 4.3.5. Seja G um p-grupo finito que possui um subgrupo maximal abeliano A. Entéo:
(i) Paratodo g € G\A, temos G’ = {[g,a] | a € A}. Consequentemente |G| = [A : Ca(g)].
(ii) Se G nido € abeliano, entdo [G : Z(G)] = p|G/|.

Demonstragdo.

(i) Tome g € G\A qualquer. Sabemos que G = (g,A), donde G’ = ([x,y] | x,y € {g} UA).
Mas, se x,y € A, ento [x,y] = 1, uma vez que A é abeliano, e [x,y] = [y,x] "!. Portanto,
G = {[g,a] | a € A).

Porém, dados a,b € A, temos [g,al, [g,b] € A (pois A < G). Logo, [g,a,b] = 1, donde:
(8, allg;b] = [g;al[g,b][g,a,b] = [g,ab].

Note também que [g,a°? '] = [g,a]". Portanto, [g,d][g,b],[g,a] " € {[g,a] | a € A}

e G ={[g,a] | a € A}. Podemos, entdo, definir o homomorfismo:

0:A—G

a— [g,d]

Note que a € ker(0) se, e somente se, [g,a] = 1, donde ker(6) = C4(g). Logo,
A/CA(g) ~Imb =G e |G| =[A:Ca(g)].

(ii) Como G ndo € abeliano e A é um subgrupo maximal abeliano, temos g ¢ Z(G), para
todo g € G\A. Logo, Z(G) < A. Tome a € A e g € G\A quaisquer, entdo a € Z(G)
se, e somente se, [g,a] = 1. Portanto, Z(G) = Cs(g), donde, pelo item anterior,
[G:Z(G)] =[G : A][A: Ca(g)] = pIG].

]

Por fim, a seguir temos o Teorema A, com o qual conseguimos caracterizar os p-grupos

self-similar que possuem um subgrupo maximal abeliano.
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Teorema 4.3.6. Seja G um p-grupo finito que possui um subgrupo maximal abeliano. Entdo
G € self-similar se, e somente se, G possui um subgrupo maximal abeliano elementar do qual

G € uma extensio cindida.

Demonstragdo.

(<)

Esta parte da demonstragdo € um resultado direto do Teorema 4.3.2.

(=)

Suponha G um grupo self-similar, ¢ : H —, G um endomorfismo virtual simplese A < G
um subgrupo maximal abeliano. Note que, se mostrarmos que H € abeliano, poderemos
aplicar novamente o Teorema 4.3.2.

Suponha, por contradi¢do, que H ndo ¢ abeliano. Entdo temos H # A, donde AN H € um
subgrupo maximal abeliano de H. Provaremos, agora, que ¢ € injetivo. Suponha que exista
x € ker(¢)\A. Pelo Lema 4.3.5, temos H' = [x,AN H], donde ¢ (H") = 1. Porém, como H’
€ um subgrupo caracteristico de H, temos H "4 G. Mas, como ¢ € simples, H =10 que
contradiz a suposic¢do de H ndo ser abeliano. Logo, ker(¢) < A, donde H < Ng(ker(¢)) e
A < Ng(ker(¢)). Mas G = HA e, portanto, ker(¢) < G e ker(¢) = 1.

Seja g € H\A. Entdo, pelo Lema 4.3.5, temos G’ = [g,A] = [¢,G] e H = [g,ANH] =
[g,H]. Suponha que exista a € C4(g)\H. Desta forma, G = (a)H = (a)({g)ANH), logo,
G =g, (a)H]) = [g,H] =H'. Mas ¢(H') < G, donde H' = 1, 0 que contradiz a suposigio
de que H é nio abeliano. Portanto, ndo existe a € C4(g)\H e, portanto, Z(G) < H.

Temos, entdo, pelo Lema 4.3.5:

IG'| =[G : Ca(g)]
=[A:ANH][ANH : Cs(g)]

= p[ANH : Canp(g)]
=plH'|.

Porém, novamente pelo Lema 4.3.5, [G : Z(G)] = p|G'| e [H : Z(H)] = p|H'|, donde [G :

Z(G)|=p[H:Z(H))=[G:Z(H)] e, entdo, Z(G) = Z(H). Como ¢ ¢ injetiva, podemos

definir um endomorfismo virtual injetivo 6 : ¢ (H) —, G, tal que 6(¢ (1)) = h. Como ¢ (H)
(

ndo é abeliano, também temos que Z(¢ (H)) = Z(G). Logo:

o que € uma contradicdo, pois @ é simples. Temos, entdo, por fim, que H € abeliano.
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Para o caso em que p € um primo impar, conseguimos um resultado ainda mais forte.

Finalizamos este capitulo com o coroldrio a seguir.

Corolario 4.3.7. Seja G um p-grupo finito, sendo p um primo impar. Se G possui um
subgrupo maximal abeliano A, entdo G € self-similar se, e somente se, A € abeliano elementar

e G € uma extensao cindida de A.

Demonstragdo.

(<)

Esta parte da demonstracdo € um resultado direto do Teorema 4.3.2.

(=)

Pelo Teorema 4.3.6, existe H < G, um subgrupo maximal abeliano elementar, do qual G
¢ uma extensdo cindida. Caso A = H, ndo hd mais o que provar. Tomemos, entdo, H # A.
Temos G = HA, donde H NA < Z(G) (uma vez que ambos sdo grupos abelianos) e, entio,
[G : Z(G)] < p*. Note que G’ < Z(G), portanto, G tem classe de nilpoténcia menor ou igual
a2. Como p > 3, temos que G € regular (pelo Teorema 1.2.13).

Seja (g) um complemento de H em G, entdo g = ah, para algum a € A\H e algum h € H.
Como a = gh™ !, temos o(a) = p (pelo Teorema 1.2.14), uma vez que o(h) < o(g) =pe G é
regular. Mas A = (a)A N H é abeliano, portanto, A € abeliano elementar.

]

O resultado acima, porém, ndo € valido se p = 2. Um contra-exemplo para este caso € o

grupo Dg, que € self-similar e possui um subgrupo maximal abeliano nao-elementar.



Capitulo 5

p-Grupos self-similar de determinada
coclasse

Provaremos, agora, alguns resultados de p-grupos self-similar utilizando seus postos ou suas
coclasses. Mostraremos os resultados do artigo "On self-similar p-groups" ([1]), de A. Babali,
K. Fathalikhani, G. A. Ferndndez-Alcober e M. Vannacci. O objetivo principal deste capitulo
€ a demonstracio dos Teoremas B e C, presentes na introdugdo desta dissertagdo. Para isso,
utilizaremos endomorfismos virtuais.

5.1 p-Grupos self-similar de determinado posto

O primeiro resultado desta secio €, também, o mais importante, uma vez que todos os demais
sdo consequéncias dele. O teorema ao qual nos referimos € o Teorema B, que nos diz que
existe somente uma quantidade finita de p-grupos finitos self-similar de um determinado
posto (definimos posto na Defini¢do 1.1.9). Com este resultado, conseguiremos provar que
existem apenas finitos p-grupos self-similar de uma determinada coclasse (Corolério 5.1.2)
e apenas finitos p-grupos self-similar de determinada classe de nilpoténcia e nimero de
geradores minimo fixado (Corolério 5.1.3).

Dados ny,ny,- - - ,ny, varidveis inteiras, dizemos que uma outra varidvel inteira é (ny,- -+ ,ny)-
limitada se a mesma € limitada superiormente por uma fungao de ny,ny,--- ,n,. Lembre-se
que, ao tratarmos de uma base {ay,--- ,a,} de um grupo, sempre assumiremos o(aj) > --- >

o(ag). A demonstragdo do resultado a seguir se baseia na teoria de p-grupos powerful.

Teorema 5.1.1. Seja G um p-grupo finito self-similar de posto r. Entdo a ordem de G é
(p,r)-limitada.
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Demonstracdo. Seja ¢ : H —, G um endomorfismo virtual simples de G, sendo H um
subgrupo maximal de G. Pelo Teorema 2.2.5, existe W < G (com W =V (G, r), se p é impar,
eW=V(G, r)z, se p =2) tal que, pela Proposi¢ao 2.2.4, todo subgrupo normal de G contido
em W é powerfully embedded em W. Temos também que [G : W] é (p,r)-limitado. Tome
N = (WNH)? entio [WNH :N] <2, donde [G:N] <2'[G:WNH|<2'[G:W][G:H] =
2"p[G : W] e, portanto, o indice de N é (p, r)-limitado. Mostraremos que a ordem de N é,
também, (p,r)-limitada.

Seja {ay,--- ,as} uma base do p-grupo powerful N (pela Proposi¢do 2.3.7 garante a sua
existéncia), onde d = d(N) < r. Defina m; = o(a;), parai=1,--- ,d, e my. 1 = 1, e seja
e o0 exponente de G/N. Afirmamos que m; < em; 1, paratodoi=1,---,d. Suponha, por

contradi¢do, que m;_| > em; para algum j com 2 < j < d + 1. Entdo:
¢(Q(N)) < Qi (G™) < Qi ((G°)™) < Q1 (N™).
Temos, porém, pelo Teorema 2.1.11:

N — <ar1n,><a211> — <a’1n/>...<amj >

j—1
sendo {a}”,--- ,a;’lfl} uma base de N". Como o(a;) > o(aj_1) > emj, parai > j— 1, temos,
analogamente, que {a;"’,-- ,aj'f’l} ¢ uma base de N°""/. Pelo Lema 2.3.8 , temos:

Q™) = (a"?, ) = Qi)
Mas ¢ (Q(N“")) < Q1 (N™), donde, como ¢ é simples, temos Q1 (N“") = 1, o que é uma
contradi¢do, pois m;_j > em;.
Temos, entdo, m; < em;_, paratodoi=1,---,d. Logo:

m; < emj_1 < e*mp_g < - < e

Portanto:
d(d+1)
IN| = an)|---aa)| =m1---mq < e
Comod<ree< ]G/N| =[G : N], temos que a ordem de N é (p,r)-limitada. Portanto, a
ordem de G é, também, (p,r)-limitada.

]

Corolario 5.1.2. Seja G um p-grupo finito self-similar de coclasse s. Entdo a ordem de G é
(p,s)-limitada.
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Demonstragdo. Seja ¢ a classe de nilpoténcia de G e sejam = (p—1)p°~!, se p é impar,

2S+2 s+2

em= ,se p="2. Os grupos G tais que ¢ < 2p°"“, obviamente, tem a ordem limitada

s+2
por ps+2p s+2

temos que G age uniserialmente sobre o subgrupo ¥, (G), donde |¥,(G)| = p*1™™. Desta

. Se G é um grupo tal que ¢ > 2p°"~, entado, pelos Teoremas 3.3.9 e 3.3.10,
forma, [G : ¥%,(G)] = pts/pcTi=m = p*™=1 Além disso, por esses mesmos teoremas,
temos d(%,(G)) < m e, pelo Coroldrio 3.3.3, temos que Y,(G) é powerful. Portanto, o
posto de ¥, (G) é (p,s)-limitado e o indice [G : ¥,(G)] é (p,s)-limitado, donde o posto de
G é, também, (p,s)-limitado. Portanto, pelo Teorema 5.1.1, temos que a ordem de G ¢
(p,s)-limitada.

0

Corolario 5.1.3. Seja G um p-grupo self-similar d-gerado de classe de nilpoténcia c. Entdo

aordem de G € (p,d,c)-limitada.

Demonstracdo. Pelo Corolério 1.1.11, temos que o posto de G é (d, ¢)-limitado, donde, pelo
Teorema 5.1.1, temos que a ordem de G € (p,d, ¢)-limitada.
O

Finalizaremos esta secdo com o Corolario 5.1.6, que tem sua demonstracdo em grande
parte contida na prova do Teorema 5.1.1 e que julgamos poder ser de interesse independente
dos demais resultados. A definicdo a seguir nos servird para formular a hipétese deste
coroldrio.

Definicao 5.1.4. Um p-grupo finito € dito uniformemente powerful se:

(1) G ¢é powerful,

i+1
]

(ii) Para todo i tal que G" # 1, temos [Gpi :GP ] =[G:GP).

Diremos que um p-grupo € uniforme se ele € uniformemente powerful. O lema a seguir

nos fornece uma ferramenta que nos serd ttil para provarmos o ultimo resultado desta secao.

Lema 5.1.5. Se G ¢ um p-grupo uniforme, entdo, para todo i tal que G” # 1, temos
d(G"') =d(G).

Demonstragdo. Suponha i qualquer tal que G” # 1. Temos 6Pt = CID(Gpi), donde, como
G ¢ uniforme, temos |G”' /®(G"")| =|G/®(G)|. Desta forma, como ambos os grupos sdo
abelianos elementares, temos d(G?' /®(G”')) = d(G/®(G)) e, portanto, d(G” ) = d(G).

O



84 p-Grupos self-similar de determinada coclasse

Corolario 5.1.6. Seja G um p-grupo finito self-similar e ¢ : H —, G um endomorfismo
virtual simples. Se U C H é um subgrupo normal uniforme de G, entdo exp(U) < exp(G/U)
se p é impar, e exp(U) < 4exp(G/U) se p=2.

Demonstragdo. Tome N =U 2. Utilizaremos as mesmas notagdes da prova do Teorema 5.1.1.
Pelo Lema 5.1.5, temos m; = my, paratodo i = 1,--- ,d, donde, como NP = (a’fl, e ,a{j),
temos exp(N) = my. Pela demonstragdo do Teorema 5.1.1, porém, sabemos que exp(G/N) >
my, logo, exp(G/N) > exp(N). Caso p seja impar, ja temos o resultado desejado. Caso
p =2, temos exp(U) = 2exp(U?) < Zexp(G/Uz) < 4exp(G/U).

[

5.2 p-Grupos self-similar de classe maximal

Trabalharemos, agora, com p-grupos self-similar de classe maximal, isto €, de coclasse
igual a 1. Nesta se¢c@o, demonstraremos o Teorema C, ou seja, daremos uma caracteriza¢ao
completa destes p-grupos (Teorema 5.2.5), além de darmos a melhor cota possivel para a
ordem dos mesmos (Corolario 5.2.4).

Resgataremos, agora, as notacdes utilizadas na terceira secao do nosso primeiro capitulo
e, assim como nela, trabalharemos somente com p-grupos de ordem maior ou igual a
p4. Relembrando, dado um p-grupo de classe maximal G, consideramos Gog = G, G| =
Cc(G2/Gy) e Gi = %(G), parai > 2.

Iniciamos com dois resultados a respeito de p-grupos de classe maximal.

Lema 5.2.1. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem p" > p?, e seja K um subgrupo
de G que contém um elemento uniforme. Se existe um elemento x em K tal que x € G;\ G, 1,
entdo G; < K.

Demonstragdo. Seja s € K um elemento uniforme de G, entdo [x,s] € G;+1\G+2, [x,s,s] €
G142\ Gy 3, € assim por diante, até temos [x, ,—1—; 5| € G,—1\G,. Como G, é um subgrupo
central de ordem p, temos G,_; < K, donde, uma vez que [G,_1,G,_2| = p, temos G,,_| =
[X, n—2-r 5]Gp—2 < K. Utilizando este argumento recursivamente, concluimos que G, < K.

[

Proposi¢io 5.2.2. Seja G um p-grupo de classe maximal e ordem p" > Pt e seja K um
subgrupo de G que contém um elemento uniforme s. Se |[K| = p" ™/, entdo K = (5,G,+).

Demonstragdo. Como G = (s)G e s € K, temos K = (s)(KNG), donde [KNG,| = p" '~
Set=n—1, temos G, = 1 e |K| = p, donde temos o resultado. Suponha, agora, t < n— 2,
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ou seja, KNGy # 1. Considere j =min{i | 1 <i<n—1,KN(G;\Git+1) # 0}. Portanto,
pelo Lema 5.2.1, KNGy = G, pois G; < KNGy e, se x € KNGy, entdo x € G;\Gj,1, para
algum i, donde, pela definicdo de j, x € G;. Como |G| = "/, temos j =t +1. Logo,
K = (5,Gs11).

0

Com estes dois resultados, conseguimos provar a proxima proposi¢ao, que ja nos diz

bastante sobre os endomorfismos virtuais simples de um p-grupo de classe maximal.

Proposicio 5.2.3. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem maior ou igual a p*, e
seja H um subgrupo maximal de G diferente de G. Entdo ndo existe endomorfismo virtual

simples de H em G.

Demonstragdo. Como G/H ¢ abeliano, temos G, < H. Além disso, temos [G : G3] = pz,
donde [H,Gy]=pe H/G2 é ciclico. Portanto, H' = [H,G5]. Como [H,G,] <G e [H,G;] é
um subgrupo préprio de G, temos [H,G;] = G, para algum i > 3. Temos, também, que
[H,G3] £ Ga, pois H # G. Logo, [H,G>] = Gs.

Suponha, por absurdo, que ¢ : H —, G € um endomorfismo virtual simples. Sabemos
que ¢ (H) é um subgrupo préprio de G, donde podemos considerar M um subgrupo maximal
de G contendo ¢ (H). Logo, temos:

O(H') = 9(H) <M' = [M,Gs] < Gs = H'.

O que é um absurdo, pois ¢ ¢ simples e H' = G3 # 1.
]

Com este resultado, provamos o seguinte corolario, que nos da uma cota para a ordem

dos p-grupos self-similar de classe maximal.

Corolario 5.2.4. Seja G um p-grupo de classe maximal. Se G € self-similar, entdo |G| <
1
pr.

Demonstragdo. Suponha que G € um p-grupo de classe maximal cuja ordem € maior que
pP*1. Pelo Teorema 1.3.18, temos Gf = G,. Como s” < Z(G) (Teorema 1.3.10) e (uma vez
que G, # 1) Z(G) < G, temos G” = G. Suponha, agora, por absurdo, que ¢ : H —, G
¢ um endomorfismo virtual simples de G. Pela Proposi¢dao 5.2.3, temos H = Gy, donde,
¢ (H?) < GP = H?, o que é uma contradi¢do. Portanto, G ndo é self-similar e temos o
resultado desejado.

[
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O resultado acima € o melhor possivel, uma vez que o produto entrelagado C,C), =
Cl % Cp tem ordem p” 1 E fécil ver que este grupo é self-similar, pois Cl) € um subgrupo
maximal abeliano elementar do qual C), 1 C), € uma extensdo cindida.

Caracterizamos, a seguir, 0s p-grupos self-similar de classe maximal.

Teorema 5.2.5. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem maior ou igual a p4. Entdo

G ¢ self-similar se, e somente se, G| € abeliano elementar e G € uma extensao cindida de Gj.

Demonstragcdo. Se G € abeliano elementar e G é uma extensao cindida de Gy, entdo, pelo
Teorema 4.3.2, G € self-similar.

Suponha que G € self-similar e seja ¢ : H —, G um endomorfismo virtual simples.
Pela Proposicdo 5.2.3, H = G|. Seja |G| = p". Primeiramente, provaremos o caso em que
[(G) > 1. Como ¢ é simples, temos ¢(G;) € G;. Seja s € ¢(G1)\G;. Como [(G) > 1,
G1 € o unico centralizador de 2-passos em G (Proposi¢do 1.3.21), donde s € um elemento
uniforme. Portanto, pela Proposicdo 5.2.2, temos ¢(G1) = (s,G;1), para algum inteiro ¢.

Mostraremos que |¢(G)| = p ou p?, para isso, suponha por absurdo |¢(G1)| > p>. Pelo
Teorema 1.3.10, temos que ¢ (G1) € de classe maximal, donde |Z(¢(G}))| = p e, portanto,
Z(0(Gy)) = Z(G). Por outro lado, Z(G) < G, donde Z(G) < Z(G). Consequentemente:

¢(Z(G1)) <Z(9(G1)) =Z(G) < Z(Gy),

o que é um absurdo, pois ¢ é simples. Portanto, |¢(G;)| = p ou p?. Temos, entdo, que
0(G)) = ¢(G1) = 1. Com isso, temos ¢(G}) < G}, donde, como ¢ € simples, temos que
G € abeliano. Logo, pelo Teorema 4.3.2, temos que G € abeliano elementar e que G € uma
extensdo cindida de Gj.

Tratemos, agora, do cado em que /(G) = 0. Como Z(G;) é normal em G, temos que
Z(G1) = G;, para algum inteiro i. Temos [G,G,_2] # 1, pois, pela Proposi¢do 1.3.21,
G| # C5(Gp—2), portanto, G,_» ¢ Z(Gy). Com isso, temos Z(G1) = G,—1 e |Z(Gy)| = p.
Se ¢ € ndo injetivo, entdo temos Z(G1) < ker @ (pois ker ¢ < G1), o que é uma contradigio,
pois ¢ é simples. Portanto, ¢ € injetivo e, consequentemente, ¢ (G ) é um subgrupo maximal

de G. Podemos, entdo, definir o seguinte —-endomorfismo virtual:

¢:0(G))—>G
x = (x)

Este endomorfismo virtual é simples, pois, se ¢(N) < N, entdo ¢(¢@(N)) < N. Portanto, pela
Proposicédo 5.2.3, temos ¢(G1) = Gy, o que é uma contradi¢do, uma vez que ¢ é simples.

Desta forma, temos /(G) # 0, o que conclui a prova.
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O

Se G é um p-grupo de classe maximal no qual G € abeliano elementar, ndo podemos ga-
rantir que G € self-similar. Isto acontece pois ndo necessariamente G terd um complemento
em G (todos os elementos uniformes de G podem ter ordem p?). Porém, nestas hipéteses,

apresentamos o coroldrio a seguir, que finaliza esta secao.

Corolario 5.2.6. Seja G um p-grupo de classe maximal de ordem menor ou igual a p” 1 tal
que G é abeliano. Entdo G/Z(G) é um p-grupo self-similar.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.3.1, temos que G/Z(G) € de classe maximal e, pelo Teo-
rema 1.3.16, temos exp(G/Z(G)) = p. Logo, temos que (G/Z(G))l = GI/Z(G) ¢ abeliano
elementar. Além disso, como todo elemento uniforme de G/Z( G) tem ordem p, temos que

G/Z(G) ¢ uma extensdo cindida de (G/Z(G)) 1. Portanto, pelo Teorema 5.2.5, G/Z( G) é um
p-grupo self-similar.
]
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