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Nao é preciso sofrer para desfrutar das coisas.

E normal ndo estar pronte, é normal ndo saber!
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Resumo

Esta dissertagdo apresenta um estudo sobre grupos p-saturdveis mostrando em especial
que um grupo pro-p finitamente gerado livre de torcao é p-saturdvel se, e somente se, é
um PF-grupo. Adicionalmente, estudamos os subgrupos normais de tais grupos, provando
que um subgrupo normal de um grupo p-saturdvel € também p-saturdvel quando contido no
subgrupo de Frattini do grupo. Além disso, mostramos que grupos p-adicos analiticos livres
de tor¢c@o de dimensdo menor que p sdo p-saturdveis.

Palavras-Chave: Grupos pro-p; grupos p-saturdveis; PF-grupos; grupos p-adicos anali-

ticos; grupos powerful; grupos uniformemente powerful.



Abstract

This dissertation presents a study on p-saturable groups showing especially that a torsion
free finitely generated pro-p group is p-saturable if, and only if, it is a PF-group. Moreover,
we study the normal subgroups of these groups, proving that a normal subgroup of a p-
saturable group is again p-saturable when contained in the Frattini subgroup of the group.
Furthermore, we show that every torsion-free p-adic analytic pro-p group of dimension less
than p is p-saturable.

Keywords: Pro-p groups; p-saturable groups; PF-groups; p-adic analytic groups; power-

ful groups; uniformely powerful groups.
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Introducao

Um grupo pro-p € o limite inverso de p-grupos finitos ou, equivalentemente, um grupo
compacto, totalmente desconexo e Hausdorff no qual o indice de todo subgrupo aberto é uma
poténcia de p. Note que em um grupo pro-p todo subgrupo aberto € fechado e um subgrupo
fechado € aberto se, e somente se, tem indice finito.

Sejam G um grupo pro-p finitamente gerado e @ : G — R U {e} uma funcéo que
satisfaz as seguintes propriedades, para todos x,y € G:

1. ox)>(p-1)"L

2. 0(x) =0 x=1.

3. @ (7)) > min{o(x), o)}
4 o)) > o) +o©).

5 0() =) +1.

Nesse caso, chamamos @ de valoragao de G. Dizemos que G € um grupo p-saturdvel
se para todo x € G com @(x) > p(p—1)~!, existe y € G tal que x = y”. Esse trabalho tem
como objetivo o estudo dos grupos p-saturdveis, explorando sua relagdo com outras familias
de grupos.

Um grupo pro-p € chamado p-adico analitico se tem a estrutura de uma variedade sobre
Z,, os inteiros p-adicos, e as operagdes de grupo sdo analiticas com respeito a essa estrutura.
Dizemos que um grupo pro-p é powerful se para p impar, G/GP é abeliano ou para p =2,
G/ G* ¢ abeliano (o fecho H de um subgrupo é o menor subgrupo fechado que o contém). E
definimos um grupo uniformemente powerful como um grupo pro-p powerful finitamente
gerado livre de tor¢ao.

Michel Lazard, em seu artigo Groupes analytiques p-adiques [11] de 1965, provou que
um grupo topoldgico é p-adico analitico se, e somente se, ele tem um subgrupo aberto
p-saturdvel. Na década de 80, Lubotzky e Mann conseguiram substituir nesse resultado de

Lazard a hipétese do subgrupo aberto p-saturavel pela existéncia de um subgrupo aberto
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uniformemente powerful. As duas defini¢des, grupos p-saturdveis e grupos uniformemente
powerful, estdo fortemente relacionadas, mas ndo sdo equivalentes. De fato, os grupos
uniformemente powerful formam uma subfamilia dos grupos p-saturdveis. Lazard provou
que os Sylow pro-p de GL,(Z,,) e SL,(Z,) paran < p —2 sio p-saturdveis e Klopsch notou
que tais grupos ndo sao uniformemente powerful (veja [11] e [10]).

Como mencionamos, 0s conceitos ndo coincidem, mas existem ligacOes entre eles.
Grupos uniformemente powerful sao p-saturaveis e por outro lado, se um grupo G € p-
saturdvel, entdo G” é powerful e portanto, uniformemente powerful.

Em 2008 (veja [3]), Fernandez-Alcober, Gonzdlez-Sanchez e Jaikin-Zapirain definiram
uma nova familia de grupos pro-p, a familia dos PF-grupos. Dado um grupo pro-p G,
um subgrupo fechado normal N de G € dito PF-imerso em G caso exista uma familia de
subgrupos fechados normais {N;},.y comecando em N tal que N; < N; parai > j, iQNNi =1
e [Ni,p—1G] < N.|. Nessas condigdes, {N;};cy € chamada de potent filtration de N e se
N = G, G é dito um PF-grupo.

Com essa nova defini¢cdo, Gonzdlez-Sanchez ([4]) provou o seguinte resultado que € uma

caracterizacao de grupos p-saturaveis.

Teorema A. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado livre de torcdo. Entdo as seguintes

condicoes sdo equivalentes:
1. G é um grupo p-saturdvel.
2. G é um PF-grupo.
3. G/®(G)? é um PF-grupo, onde ®(G) é o subgrupo de Frattini de G.

Com o intuito de estudar os subgrupos dos grupos p-saturdveis, Gonzalez-Sanchez provou

o seguinte resultado em [4].

Teorema B. Sejam G um grupo p-saturdvel e N um subgrupo fechado normal de G contido
em ®(G). Entdo N é p-saturdvel. Por outro lado, existe um grupo p-saturdvel G com um

subgrupo normal que ndo estd contido em ®(G) e que ndo é p-saturdvel.

Definimos o posto de um grupo pro-p G como rk(G) = sup{d(H)|H <, G} e a dimensdo
de um grupo pro-p de posto finito G como dim(G) = d(H ), onde H é um subgrupo aberto
uniformemente powerful de G e d(H) é o nimero de geradores de H ([1]).

Sabemos que grupos p-adicos analiticos tem posto finito. Como vimos acima, grupos
p-saturaveis sao p-adicos analiticos, mas a reciproca ndo € verdadeira. Em [6], Gonzdlez-

Séanchez e Klopsch provaram o seguinte resultado.
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Teorema C. Todo grupo pro-p p-ddico analitico livre de tor¢cdo de dimensdo menor que p
é p-saturdvel. Por outro lado, existe um grupo pro-p p-ddico analitico livre de tor¢do de

dimensdo p que ndo é p-saturdvel.

Nesse trabalho, apresentamos as demonstragdes dos Teoremas A, B e C.

No primeiro capitulo, relembramos algumas defini¢des e resultados cldssicos acerca da
teoria de grupos. Colocamos aqui se¢des especificas para a teoria de grupos profinitos e para
a férmula de Philip Hall e algumas de suas aplicacoes.

No segundo capitulo, falamos sobre grupos p-adicos analiticos e grupos uniformemente
powerful, apresentando defini¢des e alguns resultados e no fim citamos um teorema rela-
cionando as duas teorias que tem seu desenvolvimento e demonstracdo no capitulo 8 de
[1].

O terceiro capitulo é destinado ao assunto principal desse trabalho. Nele apresentamos a
defini¢cdo de grupos p-saturdveis, além de outras definicdes importantes e resultados auxiliares
para enfim apresentarmos a demonstra¢do dos Teoremas A e B.

No quarto e dltimo capitulo, abordamos a relagdo entre grupos p-adicos analiticos e

p-saturdveis, apresentando a demonstra¢ao do Teorema C.



Lista de Simbolos

|G : H] Indice de H em G

Z(G) Centro de G

CcH Centralizador de H em G

NcH Normalizador de H em G

[x, ] xlylxy

[L,M] (I,m] |1 €L, meM)
lar,az,...,ap) [[ar,az,...,an—1],an]

[A1,A2, ... A, [[A1,A2,...,An—1],A,]

la,, D] la,b, ... D] onde b aparece n vezes
[A,, B] [A,B,...,B] onde B aparece n vezes
HCG Subconjunto de G

HC,G Subconjunto aberto de G

HCrG Subconjunto fechado de G

H<G Subgrupo de G

H<,G Subgrupo aberto de G

H<;G Subgrupo fechado de G

H<G Subgrupo normal de G

H<, G Subgrupo aberto normal de G



Lista de Simbolos

viii

H<]fG

G\

Subgrupo fechado normal de G

n-ésimo termo da série derivada de G

%(G) = [%-1(G), G]

n-€simo termo da série central inferior de G

Pi1(G) = P(G)P[R(G),C)

n-ésimo termo da p-série inferior de G

Ordem de G

Subgrupo de Frattini de G

Fecho de H

Subgrupo gerado pelos elementos do conjunto X
Numero de geradores do grupo G

Corpo dos numeros p-adicos

Inteiros p-adicos

Corpo com p elementos

Grupo das matrizes d X d com entradas em [,
Grupo das matrizes d x d inversiveis com entradas em [,
Valoragao p-adica de x
Valor absoluto p-adico de x
Maior inteiro menor que

Menor inteiro maior que o



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoria de Grupos

Os resultados de Teoria de Grupos se baseiam principalmente no livro Fundamentals of
the Theory of Groups [7].

Como usualmente, definimos um grupo como livre de tor¢do se apenas a identidade tem
ordem finita e chamamos de centro do grupo G o conjunto Z(G) = {x € G | x* = x,Vg € G}.

Dados um grupo G e elementos x,y € G, definimos o comutador de x e y em G: [x,y| =
x Iy ly=x"2. 0 subgrupo de G gerado pelos comutadores de elementos de L e M,

subconjuntos de G é
LM =([l,m]|l€L, meM).

Podemos também definir comutadores de comprimentos arbitrdrios indutivamente. Para

n>2edados aj,ap,...,a, € GeAy,Ay,... A, <G, temos:

[alaaza"'7an] — [[017027---7an71]aan]a

[A17A27 e 7An] = [[A17A27 e 7An—1]7An]'

Algumas identidades muito tteis ao trabalhar com comutadores sao apresentadas a seguir.

Proposicao 1.1.1. Sejam G um grupo, a,b,c € G, H,K,L < G e 6 : G — G* um homomor-

fismo. Entdo:
1. [a,b]"' = [b,d].
2. [ab,c] = [a,c]’[b,c].

1

3 [a ', =[b,a]" .
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4. o([a,b]) =[o(a),o(b)].

6. [a,b=",c)’[b,c™ !, al[c,a”!,b]* = 1. (Identidade de Witt.)
7. [H,K] = [K,H].

8. K normaliza H se, e somente se, [H,K| < H e K centraliza H se, e somente se
[H,K]=1.

9. o([H,K]) =[0(H),0(K)]. Em particular, o subgrupo comutador de dois subgrupos

caracteristicos (normais) € ainda caracteristico (normal).
10. Se N é um subgrupo normal de G, entdo [HN/N,KN/N| = [H,K|N/N.
11. Se HK é um subgrupo de G e H normaliza L, entdo [HK,L] = [H,L|[K,L].

Demonstragdo. Os itens 1 a 6 sdo consequéncia direta da defini¢do e podem ser facilmente
checados abrindo cada comutador. Para o item 7, note que

[K,H] = ([k.h]|lk € K,he H) = ([h,k] 'k € K,h € H)
= ([h,k]|h € H,k € K) = [H,K].

O item 8 € 6bvio e 9 é consequéncia de 4. Além disso, 10 € imediato de 9 quando considera-
mos 6 como sendo o epimorfismo natural de G em G/N.

Resta entdo mostrar o item 11. E claro que [H,L][K,L] < [HK, L]. Para a inclusio inversa,
vejamos primeiro que [H,L][K,L] é um subgrupo. Note que para quaisquer k € K e [,I' € L,

[k, 0" = [k, 0|[k,1,1') = [k,1') [k, 1I'] € [K, L],

pelo item 5. Entdo L normaliza [K,L|. Como H normaliza L, [H,L] também normaliza
[K,L] e, em particular, [H,L|[K,L] é um subgrupo. Agora, para provar que [HK,L] estd
contido nesse subgrupo, é suficiente notar que qualquer gerador [hk, ] estd nele. Como
[hk,l) = [h,1][h,1,k][k,1] e [h,1,k] € [H,L,K] < [L,K] = [K,L], o resultado segue. O

Um resultado importante com relacdo a comutadores € o lema dos trés subgrupos:

Lema 1.1.2. (Lema dos Trés Subgrupos) Sejam A, B,C subgrupos e N um subgrupo normal
de G. Se [[A,B],C] <N e [[B,C],A] <N, entdo [[C,A],B] <N.
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O seguinte lema € consequéncia do Lema dos Trés Subgrupos e precisaremos dele mais

adiante.

Lema 1.1.3. Dados quaisquer dois subgrupos normais A, B de um grupo arbitrdrio, [A, Y;(B)]
< [AsB], paras € N.

Demonstragdo. Provaremos por indugdo em s. O caso s = 1 € 6bvio. Suponha entdo s > 1.

Aplicando a hipétese de indugéo a [B,A], ao invés de A, temos:
[[B,A], ¥s—1(B)] < [[B,A],s—1 B] = [[A, B,s—1 B] = [A,; B].
Por hipétese de indugdo, também temos
[A,%-1(B), B] < [[A,s—1B], B] = [A,s B.
E pelo Lema 1.1.2,

[A7YS<B)] = [%(B>7A] = [[’}/Sfl(B)JgLA] < [AasB]'
OJ

O subgrupo de G gerado pelos comutadores de elementos de G € o subgrupo comutador
ou subgrupo derivado de G.
Como
[a,b]" = [a",b"],

para N,M <G, [N,M] é normal em G. Em particular, [G,G]<G.
Tomando o subgrupo comutador do subgrupo comutador e assim por diante, temos uma

cadeia decrescente de subgrupos normais
G>G >G">...,

chamada série derivada de G.

Um grupo G € nilpotente se possui uma série central normal:

Git G
1<Gy«---9G, =G <Z|—].
1 n , com Gl’ S (G,’)

Podemos considerar a série central inferior:

% (G) =G, %(G) = [¥-1(G),G]
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e dizemos que G ¢ nilpotente se existe n tal que ¥;,+1(G) = 1. Nesse caso, G € dito nilpotente
de classe n.

Um grupo G é um p-grupo finito se |G| = Pk para algum k.

Elencamos a seguir duas propriedades importantes de p-grupos finitos.

Teorema 1.1.4. Seja G um p-grupo finito. Entdo G é nilpotente.

Demonstra¢do. Vamos mostrar primeiro que um grupo finito H é nilpotente se Z(H/N) > 1
para todo subgrupo préprio normal N de H, dai, serd suficiente mostrar que Z(G) # 1.
Mostraremos por indu¢@o na ordem de G. Por hipétese, 1 < Z(G) = Z. Indutivamente,
Yn(G/Z) = 1 para algum m. Entdo ¥,,4+1(G) = 1.
Mostraremos entdo que para G p-grupo finito, Z(G) # 1. Sejam hy, ..., h, representantes

das classes de conjugagdes de G que ndo estdo em Z(G). Dai, |Cg(h;)| = p® > 1. Logo

2(G)| = |G| - Zl G Colh)| =0 (mod p).

E como Z(G) > 1, segue que Z(G) > p. O

Proposicao 1.1.5. Seja G um p-grupo finito. Entdo todo subgrupo préprio maximal de G é

normal e tem indice p em G.

Demonstracdo. Seja M um subgrupo préprio maximal de G. Pelo Teorema 1.1.4, Z(G)
contém um elemento z de ordem p. Se z € M, M/ (z) é um subgrupo préprio maximal
de G/ (z) e argumentamos por inducdo. Se z ¢ M, entdo M (z) = G. Nesse caso, M <G e
|G : M| = p. O

Chamamos de coclasse de um p-grupo finito G de ordem p" > p2 o nimero n — ¢, onde
¢ é a classe de nilpoténcia de G. E um grupo G de ordem p", é um grupo de classe maximal
se sua classe de nilpoténca é n — 1.

O subgrupo de Frattini ®(G) de um p-grupo finito G ¢ a interse¢@o de todos os subgrupos
maximais de G ou o proprio G se nao ha subgrupo maximal.

Podemos descrever o subgrupo de Frattini de um p-grupo da seguinte maneira:
Teorema 1.1.6. Seja G um p-grupo finito. Entdo ®(G) = G”[G,G|.

Demonstracdo. G/GP|G,G| é um p-grupo abeliano elementar, entdo seus subgrupos maxi-
mais proprios intersectam na identidade. Entdo ®(G) < G”[G, G]. A inclusdo inversa segue
da proposi¢do anterior. O
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1.2 Grupos Profinitos

Os resultados de Grupos Profinitos se baseiam principalmente nos livros Analytic Pro-p
Groups [1] e Profinite Groups [13].

Um conjunto I € um conjunto ordenado com respeito a relacdo < se < € reflexiva,
transitiva e dados i, j € I, existet € [ talque i <te j <t.

Um espago topologico X é um conjunto associado a uma fopologia, uma cole¢io 7T de
subconjuntos de X tais que a unifio e a intersecéo finita de elementos de 7 pertencem a 7.
Tais elementos sao chamados de abertos.

Um sistema inverso de espagos topolégicos X; sobre o conjunto ordenado 1, (X;, @i, 1),
ou apenas X;, € tal que para todos i < j, @j; : X; — X; € um morfismo, ¢; € a identidade em
Xieparai < j <k, Q@ ji = @. Seu limite inverso €

X = éi_mX,‘ = {(X,‘) € HX,‘ ‘ (pj,-(xj) =x;parai < ]}

com as proje¢des @; : X — X;. Se os morfismos @;; forem sobrejetivos, entdo X € dito limite

projetivo.
Definicao 1.2.1. Um grupo profinito G é um limite inverso de grupos finitos. No caso em

que G é um limite inverso de p-grupos finitos, G é dito grupo pro-p.

Um exemplo natural de grupo profinito € o completamento profinito de um grupo G, o
grupo G = limG /N, onde G/N percorre todos os grupos quocientes finitos de G.
<_

Exemplo 1.2.2. Considere o grupo dos inteiros 7Z.. Seu completamento profinito é

7. = limZ/nZ.
<—

neN

E seu completamento pro-p é
Zp= lzl’lZ /P"7Z.

neN

Exemplo 1.2.3. O grupo das matrizes unitriangulares superiores com entradas em 7, de

ordem n
1 alip aiz ... din )
0 1 ary ... dpp
UTII(Z]?) — O O 1 ... aAzy aij GZP
L \0 0 o0 1 )

é um grupo pro-p.
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Um outro modo de definir Grupos Profinitos € o que mais usaremos no decorrer desse
trabalho € topologicamente.

Para isso, elencamos algumas defini¢cdes necessarias.

Dado um ponto x € X, uma vizinhanca de x € um subconjunto aberto de X que contém x.
Um sistema fundamental de vizinhangas de um ponto x € um conjunto S de vizinhancas V
de x tais que para cada V, existe W em S tal que W C V. O complemento de um subconjunto
aberto em X é um subconjunto fechado. Chamamos de fecho de um subconjunto o menor
subconjunto fechado que o contém e escrevemos H para H C X. Um subconjunto de X cujo
fecho é X € dito denso.

Seja X um espago topoldgico. A fopologia discreta em X é definida colocando todos
os subconjuntos de X como abertos. A fopologia subespaco em um subconjunto ¥ C X
€ definida colocando todas as interse¢des ¥ NA com A C, X como abertos. A topologia
quociente em Y := X/ ~ com respeito a relacdo de equivaléncia ~ é definida colocando
um subconjunto B C Y aberto se sua pré-imagem em X pela projecao natural € aberta.
Se {Xi};c; ¢ uma familia de espagos topoldgicos, entdo a topologia produto no produto

cartesiano X := HXi ¢ definida colocando um subconjunto de X como aberto se € a unido
icl
de subconjuntos abertos da forma HU,-, onde U; = X; para a maioriados i € [ e U; C, X;
icl
paratodoi € 1.

Um espaco topoldgico X € dito:

* Hausdorff, se quaisquer dois pontos distintos de X possuem vizinhangas disjuntas.

* Compacto, se para toda familia infinita de abertos cobrindo X existe uma subfamilia
finita que cobre X.

* Conexo, se ndo € a unido de dois subconjuntos abertos disjuntos nao-vazios. Chamamos

de componentes conexas os subconjuntos conexos maximais de X.
 Totalmente desconexo, se toda componente conexa contém apenas um ponto.
Um grupo topoldgico é um grupo G com uma topologia que satisfaz os seguintes axiomas:
1. afungdo (x,y) — xy de G x G em G é continua.
2. afuncdo x — x ! de G em G é continua.

Um subconjunto X de um grupo topolédgico G gera G topologicamente se G = m O
grupo topoldgico G € finitamente gerado se é gerado topologicamente por X C G, onde X é

finito e denominamos o nimero de geradores de G por d(G).
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Podemos agora definir topologicamente um grupo profinito usando o seguinte resultado

cuja demonstragdo pode ser encontrada no Teorema 2.1.3 de [13]:
Teorema 1.2.4. Para um grupo topologico G, sdo equivalentes:
1. G é um grupo profinito.
2. G é Hausdorff, compacto e totalmente desconexo.

3. G é compacto e a identidade 1 admite um sistema fundamental U de vizinhangas

abertas U com interse¢do trivial e cada U é normal em G.

4. Aidentidade 1 de G admite um sistema fundamental U de vizinhangas abertas U tais
que cada U é normal em G e G = éy_n G/U.
veu
Para definir grupos pro-p topologicamente, basta adicionar aos itens 2, 3 e 4 do teorema
anterior a hipdtese de que para cada subgrupo aberto normal U de G, G/U ¢é p-grupo.

Assim,

Definicao 1.2.5. Um grupo profinito no qual todo subgrupo aberto normal tem indice igual

a alguma poténcia de p, p primo, é chamado grupo pro-p.

Usaremos as notacdes H <, G, H<,G e H C, G (respectivamente, H <; G, H4;G e
H C ¢ G) para indicar que H € um subgrupo aberto de G, um subgrupo aberto normal de G e
um subconjunto aberto de G (respectivamente, subgrupo fechado de G, subgrupo fechado
normal de G e subconjunto fechado de G).

Elencamos algumas propriedades de grupos profinitos na proposicdes abaixo (Proposicoes
1.2de[l]e2.1.4e2.1.5de[13]):

Proposicao 1.2.6. Seja G um grupo profinito.

1. Todo subgrupo aberto de G é fechado, tem indice finito em G e contém um subgrupo
aberto normal de G. Um subgrupo fechado de G é aberto se, e somente se, tem indice

finito. A familia de todos os subgrupos abertos de G intersecta em {1}.

2. Um subconjunto de G é aberto se, e somente se, é a unido de classes laterais de

subgrupos abertos normais.
3. Para qualquer subconjunto X de G,

X = XN.

N
N<,G
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Se X é um subgrupo de G, entdo

X =n{K|X <K <,G}.

4. Se X e Y sdo subconjuntos fechados de G, entdo o conjunto XY = {xy|lx € X,y €Y}

também é. Se X € fechado e n é um inteiro, entdo o conjunto {x"|x € X} é fechado.

5. Seja H um subgrupo fechado de G. Entdo H é um grupo profinito. Todo subgrupo
aberto de H é da forma HNK com K <, G.

6. Seja N um subgrupo fechado normal de G. Entdo G/N é um grupo profinito e o

homomorfismo natural G — G /N é uma fungdo continua fechada e aberta.

7. A sequéncia (g;) em G converge se, e somente se, é uma sequéncia de Cauchy: isto é,

para cada N <, G, existe n =n(N) tal que g;lgj € N para todosi>ne j > n.

Dizemos que uma cole¢ido S de subconjuntos de um grupo G é filtrada por baixo se para

todo par de subconjuntos Sy, S, € S, existe algum S3 € S tal que S3 < 51N Ss.
Proposicao 1.2.7. Seja H um subgrupo fechado de um grupo profinito G.

1. Se {U;|i € I} é uma familia de subconjuntos fechados de G filtrada por baixo, entdo

(HU: = H(\U)).

icl icl

2. Seja @ : G — R um epimorfismo de grupos profinitos. Suponha que {U;|i € I} seja

uma familia de subconjuntos fechados de G filtrada por baixo. Entdo

() =)

i€l icl

3. Todo subgrupo aberto de G que contenha H, contém um subgrupo aberto da forma

HU para algum subgrupo aberto normal U de G.

4. H é aintersecdo de todos os subgrupos abertos de G que contém H. Se H é normal em

G, entdo H é a intersegdo de todos os subgrupos abertos normais de G que contém H.

Demonstragao. 1. Pela suposicao de filtration, o resultado € claramente verdade se o

conjunto / for finito. Para o caso geral, é certo que ﬂHU,- > HﬂU,-. Seja x €
iel icl

ﬂH U; e seja {J;|t € T} a colegdo de todos os subconjuntos finitos J; de I tais que

icl
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{Uj|j € J,} € filtrada por baixo. Entlo, paracadar € T, x € m HU;=H ﬂ U; e entéo,
JEJ JEJ:
HxN( ﬂ U;) # 0. Logo, pela propriedade de intersecdo finita do espaco compacto G,
S
temos

HxN((Ui) = ((HxN((U;)) #0.

icl €T jed;

Assim, x € H (ﬂUi), como querfamos.
iel

2. Seja H = Ker(¢) e identifique R com G/H. Entdo, usando a parte 1,

o) =(UH/H) = (U:H)/H = ((\U:)H/H = o(( \U)).

i€l i€l i€l i€l i€l

3. Seja V um subgrupo aberto de G que contém H. Entdo seu core

Vo= [V*
geG

¢é aberto e normal; além disso, HV; <V.

4. Segue das partes 1 e 3 tomando {U;|i € I} em 1 como sendo a colegdo de todos os
subgrupos abertos normais de G.
[

Proposicio 1.2.8. 1. Seja {H;|i € I} uma cole¢cdo de subgrupos fechados de um grupo

profinito G e seja ﬂHi < U <, G. Entdo existe um subconjunto finito J de I tal que
iel
(H,; <U.
jeJ
2. Seja {Ujl|i € I} uma colecdo de subgrupos abertos de um grupo profinito G tal que
U; = 1. Seja
iel

V= { ﬂUj|J € um subconjunto finito de I} .
jeJ

Entdo V é um sistema fundamental de vizinhangas de 1 em G.
Demonstragcdo. A parte 2 segue imediatamente de 1. Para provar 1, considere a cobertura
aberta {G — H;|i € I} do espago compacto G — U. Escolha uma subcobertura finita, digamos

{G—HMGJ}EM%G—UQL%G—HﬂL@Q(V@QU. O
Jj€E .
jeJ



1.2 Grupos Profinitos 10

Como o subgrupo de Frattini € um subgrupo muito importante, elencamos alguns resulta-

dos sobre esse subgrupo para grupos profinitos.

Definicao 1.2.9. Seja G um grupo profinito. O subgrupo de Frattini de G é
d(G) = m {M |M é um subgrupo aberto maximal proprio de G} .

Proposicao 1.2.10. Para G um grupo profinito, temos:
1. ®(G)<G.
2. Se K<y G e K < ®(G), entdo P(G/K) = P(G)/K.
3. Dado X C G, sdo equivalentes:

(a) X gera G topologicamente.
(b) X U®P(G) gera G topologicamente.
(c) XP(G)/P(G) gera G/P(G) topologicamente.

Demonstracdo. Os itens 1 e 2 seguem da defini¢do de @(G). Em 3, é facil ver que (a) = (b)
= (c). Resta mostrar (¢) = (a). Suponha entdo que (c) valha e seja K <, G com X C K. Se
K # G, entdo K < M para algum subgrupo préprio maximal aberto de M de G e entao

(X)@(G)/®(G) <M/D(G) # G/P(G),

o que contradiz (c). Logo, K = G e o resultado segue pelo fato de que para qualquer
subconjunto X de G, X =N{K | X <K <, G}. O

Proposicio 1.2.11. Dado G um grupo pro-p, temos ®(G) = GP[G,G), onde [G,G] é o
subgrupo derivado de G e G = (gP | g € G).

Demonstragdo. Em um p-grupo finito, todo subgrupo proprio maximal é normal e tem
indice p. Assim, se M € um subgrupo aberto proprio maximal de G, conseguimos N <, G com
N < M. Observe que M /N é um subgrupo maximal do p-grupo finito G/N e concluimos
que MG e |G : M| = p. Segue dai que G”[G,G] < M. O que nos dé

®(G) =(\M > G’[G,G]

e como ®(G) é fechado, ®(G) > G?[G,G|.
Consideremos entdo o grupo Q = G/G?[G, G]. Esse é um grupo pro-p, entdo a interse¢ao

de seus subgrupos abertos normais é a identidade. Se N <, Q entdo Q/N é um p-grupo finito
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abeliano elementar e entdo ®(Q/N) = 1. Logo ®(Q) < ﬂ N =1 e segue pela Proposicao

N<,Q
1.2.10, item 2, que

®(G)/GP[G,G] = d(Q) = 1.
N

Teorema 1.2.12. Seja G um grupo pro-p. Entdo G é finitamente gerado se, e somente se,
®(G) é aberto em G.

Demonstracdo. Se ®(G) é aberto, entdo G/P(G) é finito. Entdo existe X C G finito tal que
G = XP(G) e entdo X gera G topologicamente pela Proposi¢go 1.2.10.

Para a implicacio contraria, suponha G = (X), com |X| = d finito. Se ®(G) < N<, G
entdo G/N é um p-grupo abeliano elementar pela Proposi¢éo 1.2.11 e pode ser gerado por d
elementos. Dai, |G : N| = p?. Dentre esses subgrupos, escolha Ny de modo que seu indice
em G seja o maior possivel. Entdo Ny < N sempre que ®(G) < N <, G. Como ®(G)<r G,
segue que

(G) = {V | (G) <N, G} =Ny

Logo ®(G) é aberto em G. O

Agora introduzimos uma importante série de subgrupos (topologicamente) caracteristicos
(um subgrupo de G ¢ topologicamente caracteristico se € invariante por automorfismos

continuos de G), a p-série inferior:

Definicio 1.2.13. Seja G um grupo pro-p. Definimos P(G) =G e parai > 1,

Fi11(G) = B(G)P[R(G), G.

Para simplificar a notacdo, em alguns momentos usaremos

Pela Proposicdo 1.2.11, ,(G) = ®(G). Note que P1(G) > ®(P(G)) para cada i.
Proposicao 1.2.14. Seja G um grupo pro-p.

1. P(G/K) = P/(G)K/K para todo K <y G e todo i.

2. [P(G),Pi(G)] < P.4j(G) para todos i e j.

3. Se G ¢ finitamente gerado, entdo P;(G) é aberto em G para cada i e o conjunto

{P:(G) | i > 1} é uma base para as vizinhangas de 1 em G.
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Demonstragdo. Escreva G; = Pi(G) para cada i.

1. Seja K<y G. Entdo (P,(G/K)) é a série decrescente de subgrupos fechados normais
de G/K mais rapida tal que cada fator é central e de expoente divisor de p. Como
(GiK/K) é uma série com essas propriedades, segue que P;(G/K) < G;K /K para todo
i. Agora suponha que para algum n, P,(G/K) = G,K /K. Escreva M /K = P, 1(G/K).
Entdo M é fechadoem G e M > G?[G,,,G|K, dai M > G, 1K. LogoM = G, 1K eo

resultado segue por indugio.

2. Certamente [G;, G| < G;;| para todo i. Seja n > 2 e suponha indutivamente que
[Gi,Gy—1] < Giyy—1 para todo i. Agora fixamos m > 1 e queremos mostrar que
(G, Gyl < Ggn- Como Gy € fechado, € suficiente mostrar que (G, G, < N
sempre que G+, < N<,G. Entdo, pelo item 1, podemos substituir G pelo p-grupo
G/N e supor mais ainda que G+, = 1. Entdo [G,,G,—1] < Gj1n—1 € central e tem

expoente divisor de p. Se g € G, e x € G;,—1, temos

[g.x"] = [g,x]P =1
entdo [G,,,G"_|] = 1. Além disso,

[Gma [Gn—lvGH < [Ga [Gm7 Gn—l]] [Gn_la [Ga Gm]]
< [Ga Gm-i—n—l] [Gn—l 5 Gm-‘rl]
< Gm+n =1

pelo Lema dos Trés Subgrupos e pela hipétese de indugdo. Segue que
(G, G?_{[Gy—1,G]) =1

Como G é finito, isso € o mesmo que [G,,, G,| = 1, que € o que querfamos demonstrar.

3. Agora suponha que G seja finitamente gerado. Obviamente, G| = G € finitamente
gerado e aberto em G. Seja n > 1 e suponha indutivamente que G, € finitamente
gerado e aberto em G. Entdo a Proposi¢do 1.2.12 diz que ®(G,) é aberto em G,,.
Como ®(G,) < Gu11 < Gy, segue que G, é abeto em Gy, portanto, também é aberto

em G e entdo G, € finitamente gerado. A primeira afirmagdo segue por indugdo.

Para mostrar que {G;|i > 1} é uma base de vizinhangas de 1 em G, € suficiente mostrar
que todo subgrupo aberto normal de G contém G; para algum i. Isso segue do item
1, ja que se N<, G, entdo G/N é um p-grupo finito e entdo P;(G/N) = 1 para todos i

suficientemente grande.
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1.3 Formula de P. Hall e Aplica¢oes

Aqui elencamos algumas férmulas que relacionam comutadores com poténcias de sub-
grupos normais de p-grupos finitos (ou, equivalentemente, de subgrupos fechados normais de
grupos pro-p, como usaremos no terceiro capitulo). Todas essas férmulas sdo consequéncia
da férmula de Philip Hall, enunciada abaixo. Se F € um grupo livre livremente gerado por

dois simbolos x e y, a formula de Hall afirma que existem palavras c;(x,y) € ¥;(F) tais que

n n

(xy)" =x"y"cr(x,y) (2)03 (x,y) O Cn—1(x,Y) (nﬁl)cn(x,y) (1.1)

para todo n € N. Segue que essa férmula vale em geral para todos os elementos x,y de

e
qualquer grupo G, com todo ¢;(x,y) em %({x,y)). Como o coeficiente binomial (p ) é
i

divisivel por pki para p/ <i<p/ *1 temos o seguinte resultado.

Teorema 1.3.1. Sejam G um grupo e x,y elementos de G. Entdo:

n—1 n—2 n—3

="y (mod p(L)" (L) 1 (L) Ty (L) (L) (12)

u

(xy)?

onde L= (x,y), e

n—1 n—2

)7 = 0] (mod (M) pp (M) pp (M) (M) (1.3)

onde M = (x,[x,y]).

Demonstragdo. Basta notar que 1.3 é consequéncia de 1.2, pois [x,y] =x ¥, O

Corolario 1.3.2. Sejam G um grupo e xi,x»,...,x; elementos de G. Entdo

n—2

e y(L)

71

(x1-. .xk)pn =x{ ...xfzn (mod }/Z(L)pn}/p(L)p

onde L = (x1,...,x). Em particular, temos

n—2

(@) (),

7

QY < Qi i p(Q1) 1 ()7

onde Q= Q;(G)paral >1eQ;={1} paral <0e Q;(G) = <g €eG| gpi = 1>.

Demonstragdo. A demonstragdo € por inducdo em k. O caso k = 2 € dado pelo teorema

anterior. Suponha que o resultado valha para k > 2 e vamos provar que entdo vale também
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Uy

n
para k+ 1. Note que podemos reescrever o produto (x...xgxgr1)? como (xx3...x11)7

onde x = x1x,. Dai, pela hipétese de inducgao,

n n n—2

(o3 1)? = ()Pl (mod (L) (L) y (L) (L))

onde L' = (x,x3,...,Xk11) = (X1X2,X3, ..., Xks1)-
Como L' < L= (x1,x3,...,X) €

(xlxz)pn = xpnxgn (mod yz(M)”n}/p(M)p

7

onde M = (x,x,), temos 0 que querfamos. O

Lema 1.3.3. Sejam G um p-grupo finito e N e M subgrupos normais de G. Se N < M [N, G],
entdo N < M.

Demonstracdo. Aplicando a inclusdo vdrias vezes, obtemos N < M[N ; G|. E como p-grupos
finitos s@o nilpotentes, temos que [N, G] < [G,x G] = | para algum k, eentio N <M. [

Teorema 1.3.4. Seja G um grupo pro-p. Se G = (X), entdo, para todo k > 0,

k k—1

G = <xp" Ixe x> (mod (G)” 1, (G ... 1 (G)).

k k ko
Demonstracdo. Se xy,...,x, € X, basta mostrar que (xj...x,)” e xf ...xP" sdo congruentes
com respeito a0 modulo do teorema. E isso segue imediatamente por inducio em r usando a
férmula 1.2. 0

Usaremos o simbolo [H ,; K] para indicar o subgrupo comutador [H,K, ... K], onde K

aparece k vezes.

Teorema 1.3.5. Sejam G um grupo pro-p e N e M subgrupos fechados normais de G. Entdo

k—1 2

NP M] = [N, M (mod [M.,N)"" ' [M, NP~ ... [M, i N)).

Demonstragdo. Pela féormula 1.3, paratodon € N e m € M, temos

k—1 2

' m] € [N, M)P' [M,,N)"" ' [M, 2, NI”" .. [M, 4 N],

. k . . . ~
ou seja, [N”' | M] estd contido nesse produto de subgrupos. Para provar a outra inclusdo,

usaremos indug@o na ordem de N. Como [N,M] é gerado pelos comutadores [n,m] com
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n € N em e M, combinando o Teorema 1.3.4 e a equacao 1.3, temos

k—1

[V, M)P" < NP, M)[M,N NP (ML, NP LM N
Pela hipdtese de indugdo,

k k k k—r
[MvN’N]p < [[M7N]p 7N]I:[1[N7Pr [M’N]]p
< [[M.N}”" N] k [M,pr NP

r=1

k—r

Consequentemente,

=

IN,M]P* <[NP, M][[N,M]” N[ M.r N)P o

r=1
e o resultado segue do Lema 1.3.3. [

Para comutadores de comprimento arbitrario, as férmulas ficam cada vez mais complica-
das e € mais facil tomar um dos subgrupos como sendo o grupo todo. Para isso, temos as

duas congruéncias do teorema a seguir.

Teorema 1.3.6. Sejam G um grupo pro-p e N um subgrupo fechado normal de G. Entdo as

congruéncias seguintes valem para todo k,l > 0:

k—r

k
1. IN" 1G] = N, G (mod T][N.pri-1GIP' ).

r=1

k
2. [Npk7l G] = [N7l G]pk (mOd H[Npkirv(p—l)—kl G])

r=1
Demonstragdo. 1. Provaremos por inducdo em /. O caso [ = 0 é trivial. Suponhamos

entdo [ > 1. Seja T = [ [[N,pri11 G)""". Pela hipétese de inducdo, [N ;_; G] =

r=1

k
N1 G (mod U), onde U = [TV, pri—2 G)”"" e consequentemente [N”',; G] =

r=1
[[N,-1 G]pk,G] (mod [U,G]). Por outro lado, aplicando o Teorema 1.3.5, obtemos
que [[N,;_ G]pk,G] =[N, G]pk (mod T). Entao € suficiente mostrar que [U,G] < T.

Para isso, considere um fator geral [N, G]” ',G] em [U,G]. Novamente pelo
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Teorema 1.3.5, temos

k—r
k=r k—r—s
[IN.pr41-2G)” G| <J[IG.ps [N, p +1—2G))?

s=0
k—r

=[TIN.p" +1=1G] 1 [N.p +1-2G])"
s=0
™ k—r—s
H Np +l ]7P‘Y*1’}/p’+l—l(G)]p

Como [K,Yi(G)][K,; G] para K <G, segue que

k—r—s

[N, p" +1—=1G|,ps—1 Ypr+1-1(G)|* <N, p*(p"+1-1)G] < [N, p" ™ +1-1G].

k—r
Logo, [[N,,r+1-2G|" ,G] < T, como querfamos demonstrar.

k
2. Usaremos indugdo em k. Seja V = H[Npkfr,r(p_l)ﬂ G|. Por 1., basta mostrar que
r=1
T <V.Paral <r <k, ahipétese de indugdo nos da que

k—r
N, pr41-1GJ? E[NP pr+1-10] (mod H s(p-D)+pr+1-1G))-

Comos(p—1)+p"+1—-12>(r+s)(p—1)+1, segue que [N,,r ;- G]pkfr < V. Dai,
T <V, como desejado.
O



Capitulo 2

Grupos Pro-p p-Adicos Analiticos e
Grupos Uniformemente Powerful

Em 1965, Lazard provou que um grupo topoldgico é p-adico analitico se, e somente se,
ele tiver um subgrupo aberto p-saturdvel. Alguns anos mais tarde, Lubotzky e Mann provam
que é possivel mudar a hipétese de Lazard, mostrando que podemos substituir a existéncia
de um subgrupo aberto p-saturdvel pela existéncia de um subgrupo aberto uniformemente
powerful. Essas duas defini¢gdes, grupos p-saturdveis e grupo uniformemente powerful, ndo
sdo equivalentes. O que encontramos € que os grupos uniformemente powerful formam uma
subfamilia dos grupos p-saturéveis.

Dadas essas relacdes, apresentamos as definicdes e alguns resultados acerca dos grupos

citados.

2.1 Grupos Pro-p p-Adicos Analiticos

Primeiramente daremos uma ideia da construgio dos grupos Q, € Z,,.
A maneira tradicional de descrever o tamanho de um nimero racional € usando valores
absolutos. Um valor absoluto em um corpo K é uma fungio com valores reais | - | : K — [0,)

que satisfaz:
1. |x| =0 se, e somente se, x = 0.
2. oyl = x| - [yl
3. eyl < [+ Dyl

Um valor absoluto pode ser ndo-arquimediano ou arquimediano se satisfizer ou nao a

seguinte condi¢cdo, chamada de desigualdade triangular forte:
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3. |x+y| < max{|x],|y[}.

Podemos restringir o valor absoluto usual em R, dado por |x|. = max{x, —x}, a um valor
absoluto arquimediano em Q.
Adicionalmente, existem infinitos valores absolutos ndo-arquimedianos em (Q, um para

cada p primo. Podemos escrever unicamente cada nimero racional x # 0 como

a
—ph. =
x=p"
comn,a,b € Z, b >0, mdc(a,b)=1e ptab.
Definimos:
vp(x) :=mn, |x],:=p".

Colocando v,(0) := e e |0, := 0, obtemos o valor absoluto p-ddico | - |, em Q e a fungao
vp 1 Q = Z U {eo}, chamada de valoragdo p-ddica em Q.

O corpo R dos nimeros reais pode ser entendido como o completamento de (Q com res-
peito & métrica d = |x — y|« induzida pelo valor absoluto arquimediano usual. Formalmente,
podemos construir R adicionando a QQ todos os limites de sequéncias de Cauchy com respeito
a d. nao pertencentes a Q. Todo elemento ¢ € R € o limite de uma sequéncia de Cauchy
o= lfgnzoxn com x, € Q e o valor absoluto estende para R por || = nlinzo|xn|m.

Usando a notacdo decimal usual, podemos pensar em um numero real & como o limite

de uma sequéncia de Cauchy particular da forma
- k
Oc:nlz_)nzoxn, Xp = Laj+]§1ak-10 )

onde | o¢| denota a parte inteira de ¢ e i € {0, 1,...,9}.

Similarmente, podemos formar, para cada primo p, o completamento QQ, de Q com
respeito a métrica d,(x,y) = |x —y|, induzida pelo valor absoluto p-adico. Nesse caso, deve-
se adicionar todos os limites de sequéncias de Cauchy com respeito a d),. Todo elemento
o € Q) € o limite de uma sequéncia de Cauchy o = nl z_>n;l° X, com x, € Q e o valor absoluto é
estendido para QQ,, colocando |¢t|, = F{ano |Xx|p. Da mesma maneira estendemos para Q, a
funcdo valoragdo v, e as operacdes de anel, adi¢do e multiplicagdo. Q,, € entdo um corpo
com valor absoluto |- |,. Os elementos de Q, sdo chamados de niimeros p-ddicos.

Uma notagdo conveniente para cdlculos com niimeros p-ddicos € a seguinte. Todo o € Q,,

pode ser escrito como a série

(o)

k k
o= Z agp- = akp-,
keZ k=vp(ax)
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onde os coeficientes a; sdo tomados do conjunto R, :={0,1,...,p—1}, ay =0 para k <
vp(a) e ay,(a) # 0 se o # 0. Note que ao invés de R, poderiamos usar qualquer conjunto
de representantes de Z mdédulo pZ.

O valor absoluto p-ddico induz assim uma métrica e portanto uma topologia em Q,,. E
uma caracteristica inerente do processo de completamento que as operacdes de corpo siao
continuas. Enquanto espaco topolégico, Q, é Hausdorff, localmente compacto e totalmente
desconexo.

A desigualdade triangular forte implica que o conjunto aberto compacto

Zp={oeQyllal, <1} = Zakpk|ak €ER,
k=0

forma um subanel de Q,,. Este € o fecho topolégico dos inteiros Z em QQ,, e seus elementos
sdo chamados inteiros p-ddicos.
Quanto a estrutura do anel dos inteiros p-adicos, temos que seu grupo de unidades é dado

por

Z; = {OC cQpllal, = 1} = Zakpk|ak €ERp, ap#0
k=0

Além disso, os ideais de Z, sdo principais e da forma p"Z,; eles formam uma cadeia
decrescente
Zp, 2> pZy, > p*Z, D ---DO0.

Os anéis quocientes préprios de Z, sdo os anéis finitos Z,/p"Z, = 7/ p" Z.

Assim, uma defini¢do alternativa de Z, € tomando o limite inverso do sistema de anéis

(Z/an)nEN-

Para definirmos grupos pro-p p-adicos analiticos, precisaremos de mais algumas defini-
¢des, que apresentamos a Segulir.
O conjunto de séries de poténcia formais sobre Q, em n varidveis que comutam xi, ... X,

¢ denotado por Q,[[x]]. Seus elementos sdo os somatérios formais F(x) = Z byx™ com
meN"
bm € Qp, onde X" =x|"...x)"". Em Q)[[x]] definimos a adi¢do, multiplicagdo por escalar e

uma multiplica¢do dada por

Z amx" Z by X" = Z cmX”

meN" meN" meN"
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onde

Cm = Z agb;.

s+t=m
Tendo em mente essas defini¢des, definiremos agora fun¢des analiticas.
Consideremos inicialmente fungdes em Z;. Escrevemos x = (x,...,%,), X € Z;, e para
y € Zj, e h € N, definimos:

B(yvp_h> = {ZEZ; | lzi—y—1| <p " parai= 1,...,r}
Z{y+phx|x€Z;}.

Definigo 2.1.1. Seja V um subconjunto ndo-vazio de Z, e seja f = (fi,..., fs) uma fungdo
deV em Z,,

1. Sejay e V. f é dita analitica em y se existe h € N com B(y,p_h) CV e séries de
poténcia formais Fi(x) € Qp[[x]] (i=1,...,s) tais que

fily+ p'x) = Fi(x) para todo x € Z,

2. A fungdo f é analitica em'V se é analitica em todo ponto de V.
Definicao 2.1.2. Seja X um espaco topologico.

1. Seja U um subconjunto aberto ndo-vazio de X. (U, ,n) é uma carta em X se ¢ é um
homeomorfismo de U em um subconjunto aberto de ZZ para algum n € N. A dimensdo

da carta é n. E é dita uma carta global se U = X.

2. Duas cartas (U, ¢,n) e (V,w,m) em X sdo compativeis se as funcdes yo lounv)
epoy ! lw(unv) sdo fungdes analiticas em ¢(U NV) e y(U NV) respectivamente.

3. Um atlas em X é um conjunto de cartas duas a duas compativeis que cobre X, ou seja,

é um conjunto

A={(U,¢i,m) i€}
com as seguintes propriedades:

 para cada i € I, (U;, ¢;,n;) é uma carta em A;
* para todos i,j € I, (U;, ¢;,n;) e (Uj, ¢j,n;) sdo compativeis;

e X =UU,.
iel

A é um atlas global se para algum i € I, a carta (U;, §;,n;) for global.
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4. Sejam A e B atlas em X. Entdo A e B sdo compativeis se as cartas de A forem

compativeis com as cartas de B, em outras palavras, se AUB for um atlas em X.

Denotando por X4 um espaco topoldgico X munido de um atlas A, dizemos que uma

fungdo f: X4 — Yp € analitica se para cada par de cartas (U,¢,n) € Ae (V,y,m) € B, valem:
1. f7Y(V) é aberto em X, e

2. a composicao
~1
Voo |swnsv))

é uma funcdo analitica do conjunto aberto ¢ (U N f~1(V)) C Zy, em 7.

Definicao 2.1.3. Seja X um espaco topolégico. Uma estrutura de variedade p-ddica analitica
€ uma classe de equivaléncia de atlas compativeis em X. Se tal estrutura existe, X é uma
variedade p-ddica analitica. Qualquer atlas nessa classe de equivaléncia é dito um atlas da

variedade X e qualquer carta em um desses atlas é dita uma carta da variedade X.
Podemos entdo definir um grupo pro-p p-adico analitico.

Definicao 2.1.4. Um grupo topolégico G é p-ddico analitico se tem a estrutura de uma

variedade p-ddica analitica com a seguinte propriedade:
1. afuncio g: G x G — G definida por (x,y) — xy~' é analitica.

E em particular, um grupo pro-p é p-ddico analitico se tem a estrutura de uma variedade
sobre Z, e as operag¢des de grupo sdo analiticas com respeito a essa estrutura.

Podemos ainda caracterizar um grupo pro-p p-adico analitico em termos do grupo
GL4(Zp) das matrizes inversiveis d x d sobre o anel dos inteiros p-adicos Z,,.

Seja d € N e considere o grupo GL;(Z,). O conjunto Mat;(Z,) das matrizes d x d tem
uma topologia p-ddica natural, a topologia produto induzida da topologia p-ddica de Z,.
Como multiplicacao de matrizes é uma operagdo continua, também o € o processo de tomar
a inversa de matrizes inversiveis. Daif, GL;(Z,) equipado com a topologia subespago é um

grupo topoldgico. Assim, enunciamos o seguinte resultado de Lazard ([11]).

Teorema 2.1.5. Um grupo topologico compacto admite uma estrutura p-ddica analitica se,

e somente se, for isomorfo a um subgrupo fechado de GL4(Z,) para algum d.

Restringimos ainda o Teorema 2.1.5 para grupos pro-p. Existe um homomorfismo de
anel natural de Z, no corpo finito F,. Como Z; = Zp\PZp, isso induz um homomorfismo
de grupo sobrejetivo 1 : GLy(Z,) — GL4(F)). O nicleo de n é o grupo GL,},(ZP) =
{g € GLy(Zp)|g =1 (mod p)} A pré-imagem por 7 de qualquer p-subgrupo de Sylow do
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grupo finito GL;(IF),) ¢ um subgrupo pro-p de Sylow de GL;(Z,). Um p-subgrupo de Sylow
particular de GL;(IF,,) é o grupo das matrizes uni-triangulares superiores. E pelos Teoremas

de Sylow, todos os outros p-subgrupos de Sylow de GL;([F),) sdo conjugados a este.

Corolario 2.1.6. Um grupo pro-p p-ddico analitico é um grupo topologico que é isomorfo a

um subgrupo fechado de um subgrupo pro-p de Sylow de GL4(Z,) para algum d.

2.2  Grupos Powerful

Antes da defini¢ao de grupos uniformemente powerful, precisamos definir grupos power-
ful.
Aqui elencamos alguns resultados no intuito de complementar a teoria preliminar mas

que ndo serdo necessdrios ao entendimento desse trabalho.

Definicdo 2.2.1. 1. Um p-grupo finito G é dito powerful se p é impar e G/G? é abeliano
ou p=2eG/G* é abeliano.

2. Um subgrupo N de um p-grupo finito G é powerfully imerso em G e escrevemos N p.e.
G (do inglés powerfully embedded), se p é impar e [N,G] < NP ou p=2e [N,G] < N*.

Assim, um p-grupo finito G € powerful se, e somente se, G p.e G e se N p.e G, entdo

N<G e N é powerful. Quando p é impar, G é powerful se, e somente se, G' = ®(G).

Exemplo 2.2.2. Todo p-grupo finito abeliano G é powerful e seus subgrupos sdo powerfully

imersos em G.

Exemplo 2.2.3. Sejam G um p-grupo com p impar e ay,...,a, elementos de G tais que
G = (ay){a)...{aq), onde d = d(G). Entdo G é powerful.

Nosso foco aqui sdo os grupos pro-p. Mas como muitos resultados que valem para os
grupos pro-p podem ser herdados, de uma certa maneira, dos resultados que valem para
p-grupos finitos, elencamos abaixo alguns resultados para p-grupos finitos que podem ser

encontrados no Capitulo 2 de [1].

Lema 2.2.4. Seja G um p-grupo finito e sejam N,K e W subgrupos normais de G com
N<W.

1. Se N p.e. G, entdo NK /K p.e. G/K.

2. Sepéimpare K< NPousep=2eK< N?, entdo N p.e. G se, e somente se, N/K
p.e. G/K.
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3. Se N p.e. G ex € G, entdo (N,x) é powerful.
4. Se N ndo é powerfully imerso em W, entdo existe um subgrupo normal J de G tal que

* se p é impar,
NP[N,W,W] <J < NP[N,W] e |N’IN,W]:J| =
* se p=2,
N*[N,WJ*IN,W,W] <J < N*[N,W] e [IN*IN,W] : J| = 2.

Demonstragcdo. Os itens 1 e 2 sdo diretos da defini¢do. Para provarmos o item 3, seja
H = (N,x). Dai [H,H| = [N,H| jaque N<H,entdo se N p.e. G, temos que [H,H| < N’ < H?
(respectivamente, [H,H] < H* se p = 2). Para a parte 4, suponha p impar e que [N, W] ] £ NP.
Entdo N? < NP[N,W] = M, digamos. Como G é um p-grupo e M e N sdo normais em G,
existe J<G tal que N» <J <M e |M:J| = p. Entdo M/J é central em G/J e o resultado

segue. Um argumento parecido nos da o caso p = 2. 0
Proposicio 2.2.5. Sejam G um p-grupo finito e N < G. Se N p.e. G, entdo N? p.e. G.

Demonstracdo. Vamos dividir a prova em dois casos. Primeiramente, suponha p impar.
Temos que [N, G| < N? e podemos supor que (N”)? =1 = [N? G, G]. Entdo [N, G,G] < Z(G)
e segue que para quaisquer x € N e g € G, a fun¢éo ® — [x, g, ®| é um homomorfismo de G
em Z(G). Entao

p—1

H[x g.x/] = [l g,x) = [x,g,x]PP~ /2,
j=0

Dai,
7,g] =[x gl gl xg]
0
= ] kellxegx
Jj=p—1

p—1 , .
= [x.g)? [ Ix.8.+’] j4 que [x,g,x'] € Z(G) para cada
i=0

j_
= [x,g]"[x,g,xPP" V2 =1

uma vez que [N, G]? = 1. Entdo [N”,G] = 1, como queriamos demonstrar.
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Agora vamos ao caso em que p = 2. Podemos supor agora que [N, G| < N*e que
[N2,G, G] — [N27G]2 — (N2)4 —1.
Parax € N e g € G, temos

et ] = [, g, g, 7| [ 8] = [, 8] = 1
entio N* < Z (G). Como o expoente de N divide 8, N* ¢ gerado por elementos de ordem 2,

donde (N*)? = 1. Entdo com x e g como acima, temos

[, 8] = [x, g]x, g, x][x, 8] =[x, g]* = 1

pois [x,g,x] € [N,G,G] < [N*,G] = 1 ¢ [x,g] € [N,G] < N*. Entio [N*,G] = 1 e o resultado
segue. 0

Lema 2.2.6. Seja G um p-grupo powerful.
1. Paracadai, Gip.e. Ge Gii 1= Gf =d(G)).
2. Para cada i, a fun¢do x — xP induz um homomorfismo de G;/Giy1 em Giy1/Giy.

Demonstragdo. 1. Como G = G; € powerful, Gi pe. G. Suponha G; p.e. G para algum
i > 1. Entdo G| = GY[G;,G] = G? e a Proposi¢do 2.2.5 mostra que Giy p.e. G. Ja que
G? < ®(G;) = GY[G;,Gi] < Gj e isso implica também que G = P(G;). O resultado
segue por inducao.

2. A parte 1. mostra que G; é powerful, Gy = P»(G;) e Gi;» = P3(G;). Entdo, fazendo
uma mudancga de notag¢do, podemos supor que i = 1, dai, substituindo G por G/G3, podemos
supor que G3 = 1. Entdo [G,G]| < G, < Z(G) e para x,y € G temos

(xy)? = xPyP [y, x]PP~ 12,

Se p é impar entdo p|p(p—1)/2, ¢
[y, x]PP=1/2 ¢ Gl=G3=1.

Se p =2 entdo [G,G] < G* < G3 = 1. Logo, em ambos 0s casos, temos (xy)? = x"y”.
Como Gg = G3 =1 e G = Gy, isso mostra que x — x” induz um homomorfismo de G/G,

em G, /Gj3 e isso completa a prova. [

Lema 2.2.7. Se G = (ai,...,aq) é um p-grupo powerful, entdo G* = (af,...,al}).
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Demonstracdo. Seja 0 : G/Gy — G3/G3 o homomorfismo dado no lema anterior. Entdo
G»/G3 é gerado por {(a1G)0, ... (a4G»)0}, dai G, = (af,...,al}) G3. Como G3 = ®(G»)
e G, = G?, pelo Lema 2.2.6, temos o resultado. U]

Proposicio 2.2.8. Se G um p-grupo powerful, entdo todo elemento de GP é uma p-ésima

poténcia em G.

Demonstracdo. Argumentamos por indugdo em |G|. Seja g € GP. Pelo Lema 2.2.6, existe
x € G ey € Gj tais que g = x”y. Defina H = (G”,x). Como G” = G, p.e. G pelo Lema
2.2.6,0Lema 2.2.4 (3.) nos dd que H é powerful. Além disso, g € H?, jaquey € G3 = Gg.
Se H # G, entdo a hipétese de indugio diz que g € uma p-ésima poténciaem H. Se H = G,
entdo G = (x) € ciclico, pois nesse caso G = (G”,x) = ®(G) (x) e nesse caso, o resultado é

trivial. O]

Teorema 2.2.9. Seja G = (ay,...,ay) um p-grupo powerful e escreva G; = P;(G) para cada

I.
1. Gip.eG.

2. Giipy=P1(Gy) = Gfk para cada k > 0.

i—1

i i i-1
3. G =GP lz{xp 1|xEG}=<alf ,.--,aZ >

k . .
4. afungdo x — xP" induz um homomorfismo de Gi/Giy1 em Giyy/Giyr+1 para cada i e
k.

Demonstragcdo. Ja provamos o item 1 e observamos que G| = Gl’-’ = P»(G;) para cada i.
Segue entdo da Proposigdo 2.2.8 que G| = {x”|x € G;} e por indugdo, G| = P lx € G.

i-1 . o
Como G é um subgrupo, isso implica que G; = G” . Repetidas aplica¢des do Lema 2.2.7
i—1 i—1
mostram entdo que G; = <a‘;7 oo ah > E assim provamos 3.

A parte 4 segue do Lema 2.2.6, item 2. E finalmente, tomando G; no lugarde G e k+ 1
no lugar de i, em 3, obtemos

Pe1(G)) =G" = {xpk xe G,}

i—1+k
(" vec) =G,

provando 2. [

Para grupos pro-p, tomamos, na Defini¢do 2.2.1, os fechos dos subgrupos G”, G* NP e
N*e N aberto.
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Como NP = ﬂ {K | N°* <K<, G} (respectivamente, ]W), obtemos o seguinte critério

para um subgrupo aberto ser powerfully imerso:

Proposicao 2.2.10. Sejam G um grupo pro-p e N <, G. Entdo N p.e. G se, e somente se,
NK/K p.e. G/K para todo K <, G.

Corolario 2.2.11. Um grupo topologico G é um grupo pro-p powerful se, e somente se, G é
o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos finitos powerful no qual todas as fungoes

sdo sobrejetivas.

Demonstragdo. Seja G um grupo pro-p powerful. Entdo G = {i_mG/N onde N percorre 0s
subgrupos abertos normais de G e cada G/N é um p-grupo powerful finito.

Suponha agora que G = éiLnG;L, onde cada G, € um p-grupo finito powerful e G, — Gy,
¢ sobrejetivo para > A. Entdo G é um grupo pro-p e se K <, G, entdo G/K é um quociente
de algum G, e portanto, é powerful. Pela Proposicdo 2.2.10, G € entdo, powerful. [

A partir desse resultado, podemos entdo pegar os resultados que valem para p-grupos
finitos e leva-los para grupos pro-p. No entanto, temos que nos restringir aos grupos pro-p
finitamente gerados, nos quais a p-série inferior consiste de subgrupos abertos, como mostra
a Proposic¢ado 1.2.14.

Lema 2.2.12. Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado. Entdo todo elemento de
GP é uma p-ésima poténcia em G e GP = ®(G) é aberto em G. Se p =2, entdo G* é aberto

em G.

Demonstragdo. Seja g € GP. Entdo gN € (G/N)P para cada N <, G. Entio, pela Proposigio
2.2.8, temos que gN é uma p-ésima poténcia em G/N para cada N. Segue que g é uma
p-ésima poténcia em G. Entdo G? < G” e entdo G” = GP consiste de p-ésimas poténcias.
Como [G,G] < GP, temos que G” = ®(G) = P5(G), que é aberto, pela Proposi¢io 1.2.14. E
finalmente, se p = 2, um argumento parecido mostra que G'=G*> P (G), nos dando que
G* ¢ aberto. 0

Corolario 2.2.13. Seja G como no Lema 2.2.12. Entdo, para cada i, temos

1

G = (6" "y = {xpi |xe G} pe. GP . @.1)
Demonstragdo. Segue das Proposigdes 2.2.5 e 2.2.10 que G” p.e G. Logo, o caso i = 1 de
(2.1) reduz ao Lema 2.2.12. O caso geral segue por indugio, substituindo G por G” o

Teorema 2.2.14. Seja G = (ay,...,a,) um grupo pro-p powerful finitamente gerado e es-
creva G; = Pi(G) para cada i.
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1. Gip.eG.

k
2. Gisx = Piy1(Gi) = GY para cada k > 0 e, em particular, Giy.1 = ®(G;).

3. G = Gl = {xpi_l | x € G} = <afi71,...,asi71>.

k-, .
4. afungdo x — xP" induz um homomorfismo de G;/Giy1 em Giyi/Giypv1 para cada i e
k.

Demonstragdo. A segunda igualdade em 3 segue do Coroldrio 2.2.13. Todo o resto segue
do Teorema 2.2.9, aplicado aos p-grupos finitos G/G” ’ para n suficientemente grande, uma
vez que 0s subgrupos G"" sdo abertos pelo Corolario 2.2.13 (pela Proposi¢do 1.2.14, item 4,
tais subgrupos formam uma base para as vizinhangas de 1 em G, ja que G < P,+1(G) para
cada n). ]

2.3 Grupos Uniformemente Powerful

Tendo em vista a defini¢cao de grupo powerful e alguns resultados com respeito a tais
grupos, damos agora uma defini¢do mais forte que essa, a de grupos uniformemente powerful,

que sdo um caso particular dos grupos powerful.
Definicao 2.3.1. Um grupo pro-p G é uniformemente powerful se
1. G é finitamente gerado;

2. G é powerful;

3. para todo i, |Pi(G) : P+1(G)| = |G : P,(G)|.

Em geral, usaremos o termo "uniforme"para abreviar esta definicao.

Se um grupo pro-p G satisfaz as condi¢Oes 1 e 2 dessa defini¢cdo, entdo, pelo Teo-
rema 2.2.14, sabemos que a fun¢do x — x” induz um epimorfismo f; : P,(G)/P+1(G) —
P+1(G)/P+2(G) para cada i. Assim, a condi¢@o 3 da Definigdo 2.3.1 é equivalente a:

3./ para cadai > 1, a fungio f; é um isomorfismo.

Temos entdo o seguinte teorema:

Teorema 2.3.2. Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado. Entdo Pi(G) é uniforme

para todo k suficientemente grande.
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Demonstracdo. Escreva G; = P;(G) e suponha |G;/Gi1| = pd". Pelo Teorema 2.2.14, item
4,temosdy >dr, > --->d; > diy1 > ..., entdo existe m tal que dy = d,, para todo k > m.
Pelo Teorema 2.2.14, item 2, P;(Gy) = Gy.1;—1 para todos i e k e entdo, pelo item 1 do mesmo

teorema, Gy, € powerful. O
Uma outra maneira de caracterizar grupos uniformes € dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2.3.3. Um grupo pro-p powerful finitamente gerado é uniforme se, e somente se, é

livre de torcdo.

Demonstracdo. Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado e escreva G; = P;(G)
para cada i. Primeiros suponhamos que G nao seja livre de tor¢ao. Entdao G possui um
elemento x de ordem p, pois se ele tivesse ordem finita coprima com p, tal elemento deveria
estar em G; para todo i, mas entdo ele seria 1. Digamos entdo x € G;\G;+;. Entao 1 #
xGiy1 € Gi/Git1 e 1 =xPGiyp € Giy1/Giyp, mas entdo a fungdo f; : Gi/Giy1 — Git1/Git2
nao ¢ injetiva. Dai, G ndo é uniforme. Para a implicac@o contraria, suponhamos que G nao
seja uniforme. Entdo, para algum i, o epimorfismo f; : G;/G;+1 — Git1/Gis2 ndo é injetivo e
entdo existe x € G;\ G4 tal que x¥ € G;;». Coloque x, = x e suponha que para algum n > 2,
encontramos Xy, . .., X, tais que xf €Girjexj=xj (mod G,-ﬂ-,z) para 2 < j < n. Existe
7 € Gy tal que z¥ = x¥; entdo escrevemos x,, 1| = z X Assim, X, 1 = X, (mod Gijp—1).
Além disso, x5+1 € Gitn+1: Se p € impar, temos

xﬁl)—i-l = (Zilxﬂ)p = Z*Px’[;[xmzfl]p(pfl)/Z = 1 (mod Gi+n+l)

jaque [Gitn11,G,G[Gitnt1,G)” < Gippyr; € se p =2, temos

P _ 2 -1 —17.2_ _-22_
X =2 (2%, X, =2 x, = 1 (mod Giyny1),
. 4 .
po1s [Gi+n+1>G] < Gi+n+1 = Gi+n+1 Jaque Gi+n+l p-¢. G.
Entdo a sequéncia xy,...,x,,... pode ser construida recursivamente, ¢ uma sequéncia
de Cauchy e entdo converge para algum elemento x. € G. Entdo xe = x Z 1 (mod G 1) e

Xeo =xP =1 (mod Gi1p,—1) para todo n. Logo x£, = 1 e entdo G ndo é livre de tor¢do. [

Um exemplo simples de grupo uniforme € o grupo dos inteiros p-ddicos, Z,, para p
impar.

As duas teorias vistas nesse capitulo se unem no seguinte resultado.

Teorema 2.3.4. Seja G um grupo topologico. Entdo G tem a estrutura de um grupo p-ddico

analitico se, e somente se, G contém um subgrupo aberto que é um grupo pro-p uniforme.
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Um estudo sobre esse assunto e a prova desse resultado estao contidos no capitulo 8 de

[1].



Capitulo 3

Grupos p-Saturaveis e PF-Filtrations

Acerca do assunto principal dessa dissertacdo, trazemos entdo um estudo sobre grupos
p-saturdveis, onde veremos a relacio desses grupos com os PF-grupos, chegando no Teorema
A apresentado na introdu¢do; um pouco sobre subgrupos normais de grupos p-saturaveis,
chegando no Teorema B; e entraremos um pouco mais na relacio entre os grupos p-saturdveis

e os grupos p-adicos analiticos, culminando na demonstracio do Teorema C.

3.1 Grupos p-Saturaveis

Vejamos entdo algumas defini¢des e alguns resultados para embasar nosso estudo de

grupos p-saturdveis e para provarmos o Teorema A, que relembramos a seguir.

Teorema A. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado livre de tor¢do. Entdo as seguintes

condigoes sdo equivalentes:
1. G é um grupo p-saturdvel.
2. G éum PF-grupo.
3. G/®(G)? é um PF-grupo, onde ® (G) é o subgrupo de Frattini de G.
A primeira defini¢do que precisaremos € a de valoragdo.

Definicao 3.1.1. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado. Dizemos que G é p-valorado
se existe uma fun¢do @ : G — R U{e}, a qual chamamos de valoracdo, que satisfaz as

seguintes propriedades, para todos x,y € G:

1L ox)>p-1)"".
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2. 0(x) =0 x=1.
3. w(xy_l) > min{o (x),o(y)}.
4. o([xy]) Z 0 (x) +o(y).

5 0(x) = (x)+ 1.

Definicao 3.1.2. Um grupo pro-p G com uma valora¢do ® é chamado p-saturdvel se para

todo x € G com (x) > p(p—1)71, existe y € G tal que x = y.

Exemplo 3.1.3. Fazendo uma pequena alteracdo na valoragcdo p-ddica apresentada no
capitulo anterior, temos que o grupo 7, com a valoragdo v,(x) é um grupo p-saturdvel.
Assim, para p =2, 7 é 2-saturdvel com a valoragcdo dada por va(x) :=n+2, sex#0 e
Vv2(x) :=ocose x =0 e para p impar, Z, é p-saturdvel com a valoragdo dada por v, (x) :=n+1,

sex#0evy(x) :=cosex=0.

Podemos usar a valoracao @ para definir em G uma topologia escolhendo como um
sistema fundamental de vizinhangas da identidade os subgrupos G, = {g € G|w(g) > v}

comv € R..

Lema 3.1.4. Seja G um grupo p-valorado. Entdo a topologia de G vinda da valoracdo

coincide com a topologia de G enquanto grupo pro-p.

Demonstragcdo. Sabemos que os subgrupos abertos de G na topologia pro-p sao os subgrupos
de indice finito. Pelas propriedades 4 e 5 da Defini¢do 3.1.1, se n = [v], entdo ¥,(,—1)(G)G” !
estd contido em G,. Dai, G, tem indice finito em G e € aberto na topologia pro-p. Segue
entdo da Proposicdo 1.2.8, item 2, que os subgrupos G, formam um sistema fundamental de
vizinhangas da identidade na topologia pro-p. Dai, a topologia dada pela valoragao coincide

com a topologia pro-p. 0

Definicdo 3.1.5. Sejam G um grupo pro-p e {N;};.y uma familia de subgrupos fechados

normais. Dizemos que {N;};.y € uma potent filtration de G se valem as seguintes condigdes:

1. N; < Nj para todo i > j.

2. NN;=1.
ieN
3. []VlaG] SNH—I-

4. [Ni,p—1G] < N/,.
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Se existe uma potent filtration de G que comega no subgrupo N, dizemos que N é PF-imerso

em G. Um grupo pro-p G é um PF-grupo se G é PF-imerso em G.

As principais propriedades com respeito a potent filtrations e subgrupos PF-imersos estdo

listadas nas proposi¢des a seguir.

Proposicdo 3.1.6. Sejam G um grupo pro-p, N um subgrupo PF-imerso em G e {N;};cn

uma potent filtration que comeca no subgrupo N. Entdo:

1.

2.

5.

N/K é PF-imerso em G/K para todo subgrupo fechado normal K em G.
Se g € G e x € N, entdo (xg)" = xPg?” (mod N!.,).

{Nip}ieN e {[Ni,Gl},cn sdo potent filtrations, portanto N¥ e [N,G] sdo subgrupos

PF-imersos em G.
NP = {xl’" Ixe N}.

i+j

Para todos i, j > 0, [Np pr] =[N,G]? .

Demonstracdo. 1. E suficiente ver que ﬂNN iK = (N N;)K = K, onde a primeira igual-
ic

dade segue da Proposi¢do 1.2.7, item 1.

. E consequéncia direta da férmula de P. Hall e da definicdo de potent filtration.

. Vamos primeiro mostrar que [N”,G] = [N;, G]? para todo i. Pra isso, podemos supor

G um p-grupo finito e argumentar por indugdo reversa em i. Como G € finito, existe
iop tal que N; = 1 para todo i > ip. Tomemos i = iy e a igualdade € vélida. De

= [N,,G] (mod [Nj,, G]). Como {N;}
é uma potent filtration, temos que [N;,, G| < [N’ |, G|. E pela hipétese de indugio,
[N? [Ni+1,G]?. Dai, por um lado,

acordo com o Teorema 1.3.5, temos [N, G]

115Gl =

[NipaG] < [Ni,G]p[NiapG] < [NiaG] [Nzle? ]

= []Vla G]p[Nl'-H?G]p = [Nia G]p
E por outro lado,

[Ni, G” < [N7', G[Ni,p G] < [N}, G [N

i1,Gl = IN?.G).

Logo, [N”,G] = [N;, G)? para todo i.
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Para {[N;, G|}, as trés primeiras condi¢des da defini¢do de potent filtration sio diretas
e a quarta condi¢do segue do que acabamos de provar:

[[NHG] yp—1 G] S []vll_)H ; G] = [M-F]?G]p'
E para {N/'}, note que, pelo que mostramos, temos que [N/, G] = [N;,G]” <N/ | e
IN? 1G] = [Niyp 1 GIP < (NF,, ).

. Novamente, € suficiente pensarmos no caso em que G € um p-grupo finito. Note que

pelo item 3, s6 precisamos mostrar que N” = {x” | x € N}.

Seja {N;} uma potent filtration com N = Nj. E suficiente provar, por inducéo re-
versa em i que xy” é uma p-ésima poténcia para todos x € N e y € N;. Isso segue

imediatamente do item 2 aplicando duas vezes a hipétese de indugdo.

. Pelos itens 3 e 4, ja temos que [Npi,G] = [N, G]Pi. Entdo nos resta mostrar que

[N ,Gpj] = [N,G]”’. Mostraremos para o caso em que G é um p-grupo finito, por

inducdo na ordem de N. Pelo Teorema 1.3.5,

Jj—1

N.G"] = N, G)?’ (mod [N, G .. [N, 1)1 G) G.1)
Temos entdo que esse médulo estd contido em [Ny, G]”f. Pela hipétese de indugio,
[N2,G]P’ = [N2,G”'] e entdo, por 3.1, [N,G?'] = [N,G]"’.

0

Proposicao 3.1.7. Seja G um grupo pro-p. Entdo, para cada subgrupo fechado normal K

de G, existe um subgrupo fechado T de G, que contém K e satisfaz as propriedades:

1.

Se N é PF-imerso em G, entdo NNT é PF-imerso em T. Mais precisamente, se {N;}

é uma potent filtration de G, entdo {N; T} é uma potent filtration de T.

Para todo subgrupo PF-imerso M de T, temos [Mpi, ij]pk = [MP" KP')”', sempre que
i+j+k=r+s+t>1

Demonstragcdo. Seja T a familia de todos os subgrupos fechados de G contendo K e que

satisfaz a propriedade 1. 7 é nao vazio, pois G € 7. Afirmamos que 7 tem subgrupos

minimais. Pelo Lema de Zorn, apenas precisamos considerar uma cadeia {Tj} de subgrupos

de 7 e provar que 7' = N7} também pertence a 7. Escolha entdo uma potent filtration {N;} de
j

G e mostremos que {N; N T} é uma potent filtration de T. Para isso, tome x € [N;NT,,_1 T|

e provaremos que x =t para algum t € Nz 1NT. Como x € [N;NT},,—1Tj] < (Nig1 N
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T;)’, podemos escrever x = tf com t; € Niy1 NTj (recordando a Proposi¢do 3.1.6, item 4).

Definimos entdo F; = {tj EN 1 NT;: tj-’ = x}. Como N; 1 e T} sdo fechados em G e tomar
poténcias € continuo em G, segue que F; € um subconjunto fechado ndo-vazio de G. Note
que a familia {F j} de subconjuntos fechados tem a propriedade da intersecdo finita. De
fato, como {T,-} ¢ uma cadeia, para qualquer colecio finita de indices ji, jo,..., j, existe um
indice ji tal que T;, N---NT;, = T}, e consequentemente F; N---NF;, = Fj, € ndo-vazio.
Com G € compacto, existe a0 menos um elemento ¢ na interse¢ao de todos os Fj. Segue que
t € Niy1 NT e t? = x, como desejado.

Agora, seja T um subgrupo minimal da familia 7. Precisamos mostrar que 7 satisfaz
2. Primeiro provamos que [M?",T] = [M"", K] para todos M PF-imerso em T e todo r > 1.
Como MI’F1 € também PF-imerso em 7 e K estd contido em 7', € suficiente notar que
[MP T] < [MP K]. Suponha por contradi¢do que esta inclusdo ndo valha para algum M.
Entdo ela deve falhar em algum quociente G/V, onde V é um subgrupo aberto normal de G.
Seja {M;} uma potent filtration que comega no subgrupo M. Como G/V é finito, deve existir
um indice j tal que [Mf,T] y [M?K]V mas [M;:L],T] < [Mj.’H,K]V. Defina entao
T = {r €T: M) < [M;’,K]V},

em outras palavras, T™ é o centralizador em 7 de Mj.’ v/ [Mj7 ,K|V. Entdo T* é um subgrupo
fechado normal préprio de T contendo K. Dada uma potent filtration {N;} de G, provamos
a seguir que {N;NT"} é uma potent filtration de T, o que é uma contradicdo com a
definicdo de 7. Escolha x € [N;NT*,,_1T"] e vejamos que x € (Niy1 NT*)P. Como
INONT*, 1 T < [NiNT,p—1 T) < (Niy1 NT)P, podemos escrever x =t comr € Nip1NT
e é suficiente ver que 7 € T*. Agora, pela congruéncia 1.3 do Teorema 1.3.1,

7] < (MM, K]V

(M7 ,1] < [M;,t")[M;, T, T)P[M;,, T] < [M;,x][M7 1

J+D

e por outro lado, como x € ¥,(7T),

(M}, x] < M, y,(T)] < [M},, T] < [M?,

LT < (M KV

J+

Entdo [M7,1] < [M?, |, K]V et € T*, como desejado.
Mostramos entdo que [M” K] = [M,K]"" = [M,K"'] para todo r > 0. Obviamente,

podemos assumir que r > 1 e que G é um p-grupo finito. Agora

M?' K] = [M,K]?" = [M,K"] (mod [M,, TV ... [M.yp—1)41 T)),
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e esse modulo estd contido em [M5 | T, que coincide com [M} | K] como visto acima.
Ento o resultado segue por inducdo na ordem de M.

Agora podemos concluir a provade 2. Como i+ j+k=r-+s-+t > 1, temos

r+s+t r4s+t

[MP’7KPS]Pt _ [[MP 7[{] — MP ,T] _ [1\/[11"77“111']1%7

pelos resultados nos dois ultimos pardgrafos e pelo item 5 da Proposi¢do 3.1.6. U

Na préxima proposicdo mostramos que em um PF-grupo livre de tor¢ao, raizes de

elementos sdo tomadas de maneira Unica.

Proposicao 3.1.8. Sejam G um grupo pro-p e N um subgrupo PF-imerso em G livre de

k k o k k 5
torcdo. Se x¥" € NP, entdo x € N. Mais ainda, se x,y € N e x*" =y’ | entdo x = y.

Demonstracdo. E suficiente mostrarmos o resultado para o caso k = 1. Considere N PF-
imerso em G e a respectiva potent filtration {N;}. Facamos x; = x. Pela hipétese, existe

aj € N tal que x} = a!. Pondo x, = xja; ', pelo item 2 da Proposigdo 3.1.6, temos x} =

(xlal_l)p = x{a;? =1 (mod NY), ou seja, xi € Ny. Generalizando, temos que se x € N7,

P 4

existe aj € N; tal que x! = a’ e entdo x;;| = x;a; ' satisfaz xl € NPy e xip1 = x; (mod N;).

Construimos entdo uma sequéncia de Cauchy {x;}, tal que x/ € N”. Entéo, (llglflo xi)P =

limx! =1. N é livre de tor¢o, entdo limx; = 1. E hj = xx; ! também ¢é uma sequéncia
[—>o0 [—ro0
de Cauchy, ja que multiplicar por x e pegar inversos sdo operacdes continuas. Como
l-jrll = xx;l mod N, h; estd contido em N. Logo limh; € N e
—ro0

x = limhix; = (lim h;)(lim x;) € N.

[—poo [—oo [—$oo

Considere agora x, y € N tal que x” = y”. E suficiente mostrar que xy leN, para todo

hy :xxfl =1leh =xx

i. Provaremos por indu¢do. Como N; = N, o caso i =1 € 6bvio. Agora suponha que a
afirmacdo valha para todo i e mostraremos que vale para i + 1. Novamente pelo item 2
da proposicio anterior, temos (xy !)? = x”y~? (mod Nf.|). Logo (xy 1P e N’ | e entdo
xy L e N [

Lema 3.1.9. Sejam G um grupo pro-p e N um subgrupo fechado normal de G. Entdo:
1. Se M é um subgrupo fechado normal de G tal que N < M|N,G], entdo N < M.
2. Paratodo 1> 0, [N, G| < [N, G|’[N,p_1)+: Gl

Demonstragdo. 1. Como um grupo pro-p € o limite inverso de p-grupos finitos, podemos
reduzir a prova a um p-grupo finito e esse caso foi provado no Capitulo 1, no Lema
1.3.3.



3.1 Grupos p-Saturaveis 36

2. O resultado segue como caso particular do Teorema 1.3.6.
O]

O lema a seguir mostra que nio hd necessidade de checar a hipétese da intersecao trivial
dos subgrupos para conseguirmos uma potent filtration que comega no subgrupo fechado
normal N, pois mostramos que basta algum dos subgrupos estar em [N, G|N”.

Lema 3.1.10. Sejam G um grupo pro-p e N um subgrupo fechado normal para o qual existe
um série de subgrupos N =Ny > N, > --- > N;11 = [N, G|N? que satisfaz [N;,G] < Ni;1 e
[Ni,p—1 Gl < NP | para 1 <i<t. Defina:

N;,iGINP, sei= ji+s<t(p—1)com1<s<t,
M — [N;,; Gl J (p—1) (3.2)

Mip—t(p—l)’ sei>t(p—1).

Entdo {M;} é uma potent filtration de G. Em particular, N é PF-imerso em G.

Demonstracdo. E claro que {M;} é uma série decrescente de subgrupos fechados normais

de G com intersecdo trivial. Vamos provar que [M;, G| < Miy, e [M;,,—1 GIM?,

i1 por indug@o

em i.

Suponhamos que i < #(p —1). Escrevendo i = jt +s com 1 < s <¢, temos M; =
[Ns,; GIN?. Entdo [M;, G] = [[Ns,; GIN?, G| < [Ns+1,; GIN? = M. Por outro lado, temos
[Mi,p—1 G| = [[Ns,; GIN? ., 1 G| < [N], |, G|IN" 1 G].

Vamos mostrar primeiramente que [N/ ,; G] < [N, G]? para 1 <k < 1. Pela parte (2) do
Lema 3.1.9,

IN?,; G) < [Nk,; G) [N, j+p—1G] < [Ni,; GIPINY ., G,

e repetindo esse argumento,

[N?,;G] < [Nk, GIPINP, ., G. (3.3)
Aplicando novamente o Lema 3.1.9, dessa vez para [th 1) G|, teremos
[N/ 15 G) < [Ni41,; GIP [Nt p—1 G (3.4)

< Nev1o GPIN 1 p1 GIIN.jp G < Nes j GPINY 11 G (3.5)
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Consequentemente,

[N]fvj G] < [Nkvj G]p[Np;j—H G] < [Nkij]p[N?j-H G]p[th—i—l’j‘H G]
< [NkajG]p[N]fajJrl G]a

onde a segunda inclusdo segue de 3.3 para k = 1. Concluimos entdo, do Lema 3.1.9 que
[Ny,;G) < [Nk, G]P. Aplicando esse resultado para [N’ |,; G][N”,,_| G] (e para 3.4 para
s =1), segue que [M;,,_1 G| < M?, .
Agora suponhamos que i > ¢(p — 1). Entdo M; = Ml‘.”_ (p—1) € pela hipétese de indugao,

M?

it(p—1y Ol < Mizi(p—1), GI IMi—s(p—1),p C]
= [Mi_f(P—l)’G]p[sz—t(p—l)-i-l’G] < Mit 1.
Usando um argumento similar obtemos [M;,,_1 G| <M?, ,. O

Como consequéncia direta do lema acima obtemos um critério para que um subgrupo

fechado normal finitamente gerado N seja PF-imerso em G.

Corolario 3.1.11. Sejam G um grupo pro-p e N um subgrupo fechado normal finitamente
gerado de G. Entdo N é PF-imerso em G se, e somente se, N/ ([N,G|NP)’ é PF-imerso em
G/ (IN,G]N")".

Demonstracdo. Se N é PF-imerso em G, pelo item 1 da Proposi¢do 3.1.6, N/([N,GIN?)? é
PF-imerso em G/ ([N, G|N")?. Por outro lado, considere a potent filtration {N;/ ([N, GIN? )P}
que comega no subgrupo N/([N,G]N?)P. Por N ser finitamente gerado, o subgrupo [N, G|N”
¢ aberto e entdo N; < [N,G|NP para algum 7. Entdo é suficiente considerar a série de
subgrupos N = Ni[N,G|N? > N>[N,GIN? > --- > N;[N,G|N? = [N, G]N? e aplicar o lema

anterior. O]

Com os dois tltimos resultados provamos entio o teorema mais importante desse trabalho,

o Teorema A apresentado na introdugao.

Teorema A. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado livre de torcdo. Entdo as seguintes

condigoes sdo equivalentes:
1. G é um grupo p-saturdvel.
2. G é um PF-grupo.

3. G/®(G)? é um PF-grupo, onde ® (G) é o subgrupo de Frattini de G.
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Demonstragdo. Como G é pro-p, a equivaléncia entre 2 e 3 segue do Corolario 3.1.11.
Vamos provar entio a equivaléncia entre 1 e 2.

Seja G um PF-grupo. Precisamos de uma valoracdo que satisfaca as defini¢cdes 3.1.1
e 3.1.2. Considere a familia de subgrupos G =Ny > N, > --- > N1 = @ (G) tal que
[Ni,G] <Nit1 € [Ni,p—1 G] <NP., parai <t. Paratodo i € Z, escrevai = rt(p—1)+ ji +s,
onde 0 < j<p—2el<s<tedefinaM; = ([N;,;G] G")”". Pelo Lema 3.1.10, {M;} é
uma potent filtration de G.

Definimos entdo, para cada x € M;\M;, |, uma valoragdo @ da seguinte maneira:

1 Zsp—i-j-i-l ‘
o) = 1 (2(r+1)p +J+1) tr

onde r, j e s sdo dados como acima e @(1) = c. As propriedades 1-3 da defini¢do de valoracao

dadas em 3.1.1 sdo obviamente satisfeitas. Se x” € ([Ny,; G| G”)? ', entdo, pela Proposi¢do
3.1.8, x € ([Ny,;G| GP )P Logo, (v) também é satisfeita. Vamos entdo verificar 4. Para
isso, considere x| e x, € G e suponha x; € M;, \M; . Escrevendo M;, = ([Nswjk G} Gp)prk,
temos, pela Proposi¢do 3.1.6,

[x1,x2] € [( [NSUjl G} Gp)prl i ( [Nswjz G} Gp)prZ]

p"l +ry

- HNS‘ i G] G, [stvjz G] Gp] < ([Nsl "itj2+1 G] Gp)prﬁrz.

Supondo sem perda de generalidade que s1p+ j; > sop + Jjo, temos:
Se j1 + j» < p—2, entdo

1 2s1p+j1+ja+2
o ([r1,32]) > (

P XY +j1+j2+2>+r1+rz-

Como

1 2slp+j1+1 +2s2p+j2+2
O (x))+ o) = (

b1 S Dp +]1+]2+2)+r1+r2

sip+j1+j2+2 s p+j1+2 sip+j1+1 sop+ja+1
2S1PTJ1TJ2 ZZIP J1 22117 J1 +22P J2 ,

temos que @ ([x1,x2]) > @ (x1) + @ (x2).
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E se j1 + j» > p—2, entdo

b1, x2] € HNSI 2J1 G] G”, [stu'z G] Gp}]?"*”

prl +rp

IN

<[N51 ’j1+j2+lG] [N5171'1+1G}p [N527j2+1G]pGp2>
ry+rp
< <[N81+17J'1+j2*17+2 G]p [Nsl 1+l G]p [stu'z“ G]pGp2>p
r1+r+1
< ([No41514i2-pr2G) GP) 7

Dai,

o ([x1,x2]) >

1 2s1p+ji+i2+3
p—1 < 2(t+1)p
Logo, o ([x1,x2]) > @ (x1) + @ (x2).

Agora precisamos provar que G satisfaz a propriedade da Defini¢do 3.1.2. Seja x €
([Ns,; G] GP)'. Se w(x) > p(p—1)"", pela defini¢do de @, r > 1, entdo x € G”. Pela
Proposi¢do 3.1.6, x = y” para algum y € G. E entdo temos que G é p-saturdvel.

+j1+j2+2> +r + .

Por outro lado, suponha G p-saturavel para uma p-valoracdo . Defina uma topologia
em ((p— 1)1, +o0], cujos abertos sio os conjuntos da forma (v, 40| comv > (p—1)"'e
o conjunto vazio. Considere os subgrupos G, = {g € G | w(g) > v}, com v € Ryy. As-
sim, como os G, sdo abertos, ® é continua. E ®(G) é compacto uma vez que G ¢
compacto. Entdo existe § > 0 tal que ®(G) C [(p —1)"' 4§, +o0]. Vamos mostrar que
Ni={xeG|ox) > (p— )1+ 8i} define uma potent filtration de G. {N;};cy é uma
série decrescente de subgrupos fechados com intersec¢ao trivial. E dados x € N;ey € G,

o([x)]) > 0@+ o) > (p—1) " +id+(p—1)"'+8> (p— 1) +(i+1)8.

Entdo esta € uma filtration central de subgrupos fechados normais.

Finalmente, se x € N; € y1,...,y,-1 € G, entdo

o([yi,--yp1]) = (p= 1) +i8+1468(p—1)
>plp—1)""+(i+1)6 > p(p—1)"".

Dai, [x,y1,...,yp-1] = a’ com @(a) = @([x,y1,...,yp-1]) =1 > (p— 1)+ (i+1)8.
Assim, a € Niy1 e [N;,,—1 G] < N7 |, 0 que nos dé a condi¢do que faltava para {N;}; ser

uma potent filtration. Logo, G € um PF-grupo. [l

Corolario 3.1.12. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado livre de tor¢do tal que ¥,(G) <
®(G)P. Entdo G é um PF-grupo.
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Demonstragcdo. Basta encontrarmos uma PF-filtration que come¢a em G. Para isso, considere

a p-série inferior de G
G :=GeG;:= Gf_] (Gi—1,G] parai>?2.

Note que [G1,,—1 G) = ¥,(G) € ®(G)” = G5 e usando indugdo e a Proposi¢do 3.1.6, temos
parai > 2:

(Girp—1G] = [[Gi-1,G|G! | .p-1G] C [Gi—1,p-1 G, G][G_|,p-1 G]
C [G],G[Gi-1,p-1 G € [G,G]P(G))" C G,
O

Corolario 3.1.13. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado. Entdo G é p-ddico analitico

se, e somente se, G tem um subgrupo aberto PF-imerso em G.

Demonstragdo. A parte do "somente se"é imediata do Teorema A. Por outro lado, se N é
um subgrupo aberto PF-imerso de G, entdo N” é um subgrupo aberto powerful de G: pelo
item 5 da Proposi¢do 3.1.6, [N? NP] < [N,N]"72 e [N,N]’72 estd contido em (N?)? se p >3 e

em (N?)* se p = 2. Consequentemente, G é p-adico analitico. O

3.2 Subgrupos Normais de Grupos p-Saturaveis

Buscando entender os grupos p-saturdveis, passamos a olhar para os seus subgrupos
normais com o objetivo de identificar quando tais subgrupos sao ainda p-saturdveis. Genera-
lizaremos as defini¢des de potent filtrations e PE-grupos e com alguns resultados auxiliares

provaremos o Teorema B.

Teorema B. Sejam G um grupo p-saturdvel e N um subgrupo fechado normal de G contido

em ®(G). Entdo N é p-saturdvel.

Para iniciar esse estudo, relembramos o seguinte resultado, que é um caso particular da

Proposicao 3.1.7.

Teorema 3.2.1. Sejam G um PF-grupo e N um subgrupo fechado normal de G. Entdo existe
um PF-subgrupo fechado T de G que contém N tal que para todo subgrupo PF-imerso M de
T, temos [MP', TP )P = [MP" NP7, sempre que i+ j+k=r+s+1> 1.

Provaremos inicialmente que subgrupos normais contidos em G” sdo p-saturaveis.
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Proposicao 3.2.2. Sejam G um PF-grupo e N um subgrupo fechado normal de G contido

em GP. Entdo existe uma filtration
N=N{>N,>Ns...
tal que ‘F%lNl =1¢[N;,N] <N!_|. Em particular, N é um PF-grupo.
=

Demonstracdo. Considere M = (x € G | x¥ € N). Como N < G?, entdo N < M?. Por outro
lado, M /N, (M) é um grupo regular gerado por elementos de ordem p. Dai, (M /N7v,(M))?
= 1. E entdo M? < Ny,(M).

Pelo teorema anterior, existe um subgrupo normal 7' de G que contém M e uma potent
filtration {T;} de T que comega em T tal que [T}, T] = [M?,T;]. Vamos comegar provando
que [M?,T;] < [N,T;]. Pelo Lema 1.1.3,

[MP.T] < [N, T|[v,(M), T}) < [N, Ti][T;,, M]
<IN, BTE,, T) < [N, TH][MP, Ty ]
Repetindo esse argumento vérias vezes, obtemos que para todo k, [M? | T;] < [N, T;|[M?, T;1«].

Logo, [M?,T;| < [N, Tj]. Entao concluimos que

[N, N] < [MP,MP) < [TP,TP] < [MP,T|" <N, T]P

e
HN7Tk]aN] < [MpaTkvMp] < [[Tvak]’Tp]
<[TF TP < [MP, Ti1])? < [N, Tiya]P.
Assim, N > [N, T}] > [N, T] > [N, T3] > ... satisfaz as conclusdes do enunciado. O

Para estender a proposi¢do anterior para outros subgrupos normais, precisamos gene-
ralizar as defini¢cOes de potent filtrations e PF-grupos. Para isso, sejam G um grupo pro-p,
1 <k<p—1em> 1. Dizemos que um subgrupo normal N é PF-imerso em G de tipo (k,m)
se existe uma série decrescente de subgrupos fechados normais com intersegao trivial {N;}
tal que [N;,; G] < Ni’fl. Assim, {N;} é uma potent filtration de tipo (k,m). E dizemos que
um grupo pro-p G é um PF-grupo de tipo (k,m) se G é PF-imerso em G de tipo (k,m).

Teorema 3.2.3. Sejam G um PF-grupo de tipo (k,m) e N um subgrupo fechado normal de
G. Entdo existe um PF-subgrupo fechado de tipo (k,m) T de G que contém N tal que para
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todo subgrupo PF-imerso de tipo (k,m) M de T, temos [Mpi, ij]pk = [[M?",NP"|"'], sempre
quei+j+k=r+s+t >k

Demonstragdo. A demonstracdo € a mesma do Teorema 3.2.1. [

Lema 3.2.4. Sejam G um PF-grupo de tipo (k,m) com k+1 < p—1 e N um subgrupo
fechado normal de G. Entdo N é um PF-grupo de tipo (k+ 1,m).

Demonstragcdo. Seja N um subgrupo normal de G. Pelo teorema anterior, existe um subgrupo
T de G que contém N e uma potent filtration {T;} de tipo (k,m) que comega em T tal que
k k B k k k
TP T = [N.T;)”". Entdo [N, N] < [T} ,T] =[N, )" e [[N, Tl N| < [T}, T] =
[T;+1,N]” . Entdo
N > [N7T2] > [N7T3] > [NaT4] > ...

satisfaz as conclusdes de uma potent filtration de tipo (k,m). O

Corolario 3.2.5. Sejam G um PF-grupo e N um subgrupo fechado normal de G contido em
®(G). Entdo N é um PF-grupo.

Demonstragcdo. O caso em que p = 2 segue da Proposi¢ao 3.2.2. Para p > 3, considere
uma potent filtration {T;} que come¢a em G e H; = [T;,G|T". Entdo [H;,,—»P(G)] =
(7, GITY 2 @(G)] < [[T;, G, p—2 2(G)][T),p—2 P(G)]. Como

1 4

[T, G,p—2@(G)] < [Ti,p—1 GIP T3, G] < (T,)P[Ti41, Gl < H!4,

segue que [H;,, 2 ®(G)] < H/ . Logo, ®(G) é um PF-grupo de tipo (p —2,1) e pelo lema
anterior, N € um PF-grupo. [

Agora podemos provar o resultado principal dessa secdo com respeito a subgrupos

normais de grupos p-saturaveis.

Teorema B. Sejam G um grupo p-saturdvel e N um subgrupo fechado normal de G contido

em ®(G). Entdo N é p-saturdvel.

Demonstragdo. Pelo corolario anterior, N € um PF-grupo. Como G ¢€ livre de tor¢ao e de
posto finito, N € também livre de torcdo e finitamente gerado. Logo, pelo Teorema A, N é

um grupo p-saturdvel. [

Podemos ver a necessidade da hipétese de inclusdo no exemplo a seguir.
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Exemplo 3.2.6. Sejam A = (x|,x2,x3) o produto direto de 3 cdpias de 73 e B= (a) = Zs.

Considere agora o produto semidireto entre A e B dado pela acdo

o
X1 = X1X2,
a 9
x2 :x2X3,
.X'gx = X3.

Temos que 73(G) < G’ Logo, G é um PF-grupo, pelo Coroldrio 3.1.12. Tome N =

<(x,x1,xz,x§>. N é um subgrupo normal de G, mas note que Oc3x? ndo é uma 3-ésima

n

—1
poténcia em N, apenas em G, pois com a identidade (xy)" = x"y* ...y"y, mostramos que

O£3x? = (axlxglxg)3 e pela Proposicdo 3.1.8, essa escrita é tinica. Dai, como axlxglxg ¢ N,
3.3

o x7] ndo é uma 3-ésima poténcia em N. Logo, N ndo é um PF-grupo.



Capitulo 4

Grupos Analiticos Pro-p de Dimensoes
Pequenas

Entramos agora na relagdo entre grupos p-adicos analiticos e p-saturdveis, resumida no

Teorema C, que relembramos abaixo.

Teorema C. Todo grupo pro-p p-ddico analitico livre de torcdo de dimensdo menor que p
é p-saturdvel. Por outro lado, existe um grupo pro-p p-ddico analitico livre de torcdo de

dimensdo p que ndo é p-saturdvel.

4.1 Grupos Analiticos Pro-p de Dimensoes Pequenas

Definimos o posto de um grupo pro-p G como rk(G) = sup{d(H)|H <, G} e a dimensdo
de um grupo pro-p de posto finito G como dim(G) = d(H), onde H é um subgrupo aberto
uniformemente powerful de G e d(H) é o nimero de geradores de H ([1]). E dizemos que um
grupo pro-p G tem coclasse r se existe u > 2 tal que G/¥,(G) tem coclasse r e %(G)/¥i+1(G)
tem ordem p para todo i > u; ou, equivalentemente, G/%(G) tem coclasse r para todo i > u.
Assim, G é um grupo pro-p de coclasse r se for o limite inverso de p-grupos finitos de
coclasse r.

Demonstraremos a primeira parte do Teorema C na forma do teorema abaixo.

Teorema 4.1. Seja G um grupo pro-p livre de tor¢do p-ddico analitico de dimensdo menor
que p. Entdo v,(G) C ®(G)’. Em particular, G é um PF-grupo.

Demonstragcdo. Se p = 2, Z, € o Unico grupo pro-p livre de tor¢cao 1-dimensional e a
proposigdo ¢ valida. Suponha p > 3. Pelo Corolério 3.1.12, a afirmagdo y,(G) C ®(G)?,

que vamos provar, implica que G € um PF-grupo. Suponha que G nio seja trivial. Como
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G é p-adico analitico, existe um subgrupo préprio aberto normal N de G que € uniforme
e portanto PF-grupo. Como G/N é um p-grupo finito, existe uma série finita cujos fatores
sdo ciclicos de ordem p e argumentando por indu¢do no comprimento dessa série, podemos
supor |G : N| = p.

dim(N) _ pdim(G) < pp=1 que mostra que

Como N ¢ uniforme, temos [N : N?| = p
|G : NP| < p” e consequentemente, ¥,(G) C N”.

Caso 1: Suponha que Y,—1(G) C N”. Entdo ¥,—1(G) C G” e a férmula de Hall mostra
que

1(G) = [1p-1(G),G] € [G”, G] € ¥p+1(G) (mod [G,G]").

Entdo, pelo Lema 3.1.9, tomando N = ¥,(G) e M = [G, G]”, temos ¥,(G) C [G,G]” C ®(G)?,
como desejado.

Caso 2: Suponha que ¥,—1(G) € N”. Entdo G/N? é um p-grupo finito de classe maximal:
G/NP tem ordem p” e classe de nilpoténcia p — 1. Defina N; := N e N; := ¥;(G)N? para
i=2,...,p—1. Entdo

GON=N;DN,D---DN,_1 DNF

€ uma série decrescente de subgrupos fechados normais tal que cada termo tem indice p no
termo anterior. Mais ainda, todo subgrupo normal de G que esta contido estritamente em N
deve estar contido em N, = 1»(G)NP.

Primeiro suponha que 7,(G) & N”. O conjunto de elementos de ordem p no p-grupo
regular N /¥, (G) forma um subgrupo. Dai, M := {x € N|x” € ¥,(G) } forma um subgrupo de
G que, por suposi¢do, esta estritamente contido em N. Pela observagdo, M esta entdo contido
em N,. Além disso, de acordo com a Proposicédo 3.1.6, item 4, temos N” = {x’|x € N} e
entdo M” = 7,(G). O que nos dé

1p(G) = M” C Ny C ®(G)”,

como desejado.

Afirmamos que o caso restante Y,(G) = N” ndo ocorre. Por contradi¢do, suponha
Y»(G) = NP. Definimos recursivamente N; := Nlp_ pi1 Paraic N com i > p. Note que
N;=%(G) parai € {2,...,p}.

Afirmagdo 1. N; é PF-imerso em N para todo i € N.

Prova da afirmacgdo 1. Isso é verdade para i = 1 pois N = N; é um PF-grupo e pela

Proposicédo 3.1.6, item 3, é suficiente provar a afirmagdo para i € {2,...,p—1}. Tome i
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nesse conjunto. Segue da Proposicdo 3.1.6, itens 2 e 5, que [N”,;_; N] C %(N)?. Isso dd

[Nisp-1 N| = [%:(G),p-1 N] € [1p(G),i1 N] = [N?,;i -1 N € %(N)P.

Temos que %;(N) é PF-imerso em N, entdo podemos completar a inclusdo N; = %(G) 2
7:(N) para uma potent filtration de N; em N. Isso prova a afirmagdo.

Afirmagdo 2. |N; : Niy1| = p paratodo i € N.

Prova da afirmacgdo 2. 1sso estd claro parai € Ncom i < p—1. Agorasejai>pe
argumentaremos por indugdo. Pela afirmacg@o 1, N; ¢ um PF-grupo para todo j € N; entio
a Proposi¢do 3.1.6, item 4, mostra que Nj;, | = N;’ = {xp\x € Nj}. E conseguimos por
indugdo que |N; : Niy1| = [Ni—pt1: Niepi2| = p-

Afirmacdo 3. N; = %(G) parai € N com i > 2.

Prova da afirmacdo 3. Sejai € N com i > 2 e argumentemos por inducdo. Parai < p, a
afirmacdo vale como mostrado acima. Suponha agora que i > p. Por inducao, temos

Ni=N{ .1 =%p+1(G) =[%i-p(G),G) = [Ni-p, G’

e similarmente ¥%(G) = [Y;—1, G| = [Ni—1,G] = [Nf_p,G]. A férmula de Hall nos da [N;_,, G]”
= [Nﬂp,G] (mod [G,,Ni—p]) (cf. [1.3.5]), entdo

N; = %(G) (mod [G,,Ni—p)).

Por indugdo, [G,, N;—p] = [G,, Yi—p(G)] C %(G). Novamente por indugdo e uma vez que

N;_p+1 € PF-imerso em N, também obtemos

(G,pNi—p] =[G, %—p(G),p—1 Ni—p] C [Vi—p+1(G),p—1 N|
C [Nip+1,p-1 NS N/ ) = Nip1 CNi.

Entdo segue que N; = ¥;(G), como afirmamos.

As dltimas duas afirmagdes mostram que G € um grupo pro-p de coclasse 1, pois G/ (G)
tem coclasse 1 e %(G)/%+1(G) tem ordem p para todo i > 2. Mas nesse caso, pelo Teorema
de Blackburn, existe, nos grupos G/¥%(G), um elemento s, dito uniforme, tal que, pelo
Teorema 3.15 de [2], s” € Z(G/7%(G)), para todo i > 2 e entdo G teria elementos de ordem

p, uma contradicao. 0

Para mostrar que a hipétese do enunciado acima nao pode ser expandida, trazemos um
exemplo de um grupo pro-p p-adico analitico livre de tor¢do de dimensdo p e que nao € um

PF-grupo.
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Exemplo 4.2. Sejam M = <x1, . ,xp_1> = Zgil um grupo pro-p abeliano livre de posto
p—1leA=(a) =7, Considere o produto semidireto G :== A x M com respeito a agdo de
A em M definida por

o {xix,~+1 sel <i<p-2,

p P
Xp_1x; sei=p—1.

G é um grupo pro-p p-ddico analitico livre de tor¢do. Além disso, temos que [M,,_1 G| =
MP. Para uma contradigdo, suponha que G seja um PF-grupo e {G;},cy uma potent
filtration de G. Entdo M = [M.,,_1 G] C [G,,—1 G) = [G1,p—1 G) < GY implica que M C G,.
Indutivamente, suponha que M C G;. Entdo MP = [M,, 1G] C [G;,,-1G] < GY, |, 0 que
implica que M C Gj;1. Dai, M C G; para todo i € N. O que contradiz a propriedade de
potent filtration de que NG; = 1.

Do Teorema 4.1 e do Exemplo 4.2, segue diretamente o Teorema C.

Consideracoes Finais

No capitulo anterior vimos que um subgrupo fechado normal de um grupo p-saturavel
€ também p-saturavel se contido no subgrupo de Frattini do grupo. E ainda mostramos
através de um contra-exemplo que sem a hipétese da inclusao, ndo € certo que o subgrupo
serd p-saturdvel. Nesse exemplo temos um grupo G pro-p de dimensdao p + 1 tal que
Y»(G) € ®(G), mas ndo existem tais exemplos para dimensdes menores ou iguais a p. De
fato, o Teorema 4.1 implica que todo grupo G pro-p p-saturavel de dimensdo menor que p

satisfaz ¥,(G) C ®(G)?. Resta agora provar o caso em que dim(G) = p.
Proposicio 4.3. Todo grupo pro-p p-saturdvel de dimensdo p satisfaz y,(G) C ®(G).

Demonstragdo. Considere o p-grupo finito H := G/®(G)”7,+1(G). Por definigdo, esse é
um PF-grupo de classe de nilpoténcia no maximo p e nosso objetivo & provar que y,(H) = 1.

Note que |H : H?| < |G : G?| = p@mG) = pP O que mostra que Yp(H) € HP. Supo-
nhamos primeiramente que |H : ®(H)| > p*. Como ®(H) = % (H)H?, deduzimos que
Yp—1(H) € H”, e a Proposi¢do 3.1.6 implica que

Yo(H) = [vp-1(H),H] C [H”,H| = [H,H]" C ®(H)" =1,

como queriamos.
Agora suponhamos que |[H : ®(H)| = p?, ou seja, que H seja 2-gerado. Por contradicio,
assumimos que ¥,(H) # 1. Escolha z € y,(H)\ {1}. Como ¥,(H) C H”, a Proposigdo 3.1.6
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mostra que
Y={yeH|y’ =z} #0.

Como YN®(H) =0, todo y € Y é parte de um par de geradores de H. A Proposicdo
3.1.6 mostra que [H?,,_1H| C [H,H])’ C ®(H)? =1, logo

[@(H),p-1H] C [H",p-1 H][[H, H],p-1 h] = Ypr1(H) = 1.

Isso implica que y,(H) = [y,,—1 H] paratodoy € Y.

Seja (H;);en uma potent filtration de H. Para obter a contradi¢do desejada, mostramos
que Y NH; # 0 para todo i € N. Obviamente, isso vale para i = 1. Agora considere i > 2. Por
inducdo, temos y € Y N H,_ e entdo

2€Yp(H) = [y,p—1H] C [Hi—1,p—1 H] :Hip'
Dai, a Proposic¢do 3.1.6 implica que Y N H; # 0. [
A respeito de grupos de dimensdo p, temos ainda:

Proposicao 4.4. Todo subgrupo pro-p p-ddico analitico de dimensdo p fechado de um grupo

pro-p p-saturdvel é por sua vez p-saturdvel.

Demonstragcdo. Seja G um subgrupo de um grupo pro-p p-saturdvel S e suponha que
dim(G) < p. Pela Proposi¢do 3.2 de [6], podemos assumir que G tenha indice finito em S e
por inducdo podemos ainda assumir que |S : G| = p. Pelo que vimos, 7,(S) € ®(5)”. Como

vimos no Coroldrio 3.1.12, a p-série inferior
S =SeS;:= Sfll[Si,l,S] parai>?2.

¢ uma potent filtration de S. Note que |S : G| = p implica que S, = ®(S) C G. Logo,
G D S D83 D ... éuma potent filtration de G e G é p-saturdvel. [
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