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Não é preciso sofrer para desfrutar das coisas.
É normal não estar pronte, é normal não saber!
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Resumo

Esta dissertação apresenta um estudo sobre grupos p-saturáveis mostrando em especial
que um grupo pro-p finitamente gerado livre de torção é p-saturável se, e somente se, é
um PF-grupo. Adicionalmente, estudamos os subgrupos normais de tais grupos, provando
que um subgrupo normal de um grupo p-saturável é também p-saturável quando contido no
subgrupo de Frattini do grupo. Além disso, mostramos que grupos p-ádicos analíticos livres
de torção de dimensão menor que p são p-saturáveis.

Palavras-Chave: Grupos pro-p; grupos p-saturáveis; PF-grupos; grupos p-ádicos analí-
ticos; grupos powerful; grupos uniformemente powerful.



Abstract

This dissertation presents a study on p-saturable groups showing especially that a torsion
free finitely generated pro-p group is p-saturable if, and only if, it is a PF-group. Moreover,
we study the normal subgroups of these groups, proving that a normal subgroup of a p-
saturable group is again p-saturable when contained in the Frattini subgroup of the group.
Furthermore, we show that every torsion-free p-adic analytic pro-p group of dimension less
than p is p-saturable.

Keywords: Pro-p groups; p-saturable groups; PF-groups; p-adic analytic groups; power-
ful groups; uniformely powerful groups.



Sumário

Introdução iv

Lista de Símbolos vii

1 Preliminares 1
1.1 Teoria de Grupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Grupos Profinitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Fórmula de P. Hall e Aplicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Grupos Pro-p p-Ádicos Analíticos e Grupos Uniformemente Powerful 17
2.1 Grupos Pro-p p-Ádicos Analíticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 Grupos Powerful . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3 Grupos Uniformemente Powerful . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3 Grupos p-Saturáveis e PF-Filtrations 30
3.1 Grupos p-Saturáveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.2 Subgrupos Normais de Grupos p-Saturáveis . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4 Grupos Analíticos Pro-p de Dimensões Pequenas 44
4.1 Grupos Analíticos Pro-p de Dimensões Pequenas . . . . . . . . . . . . . . 44

Bibliografia 49



Introdução

Um grupo pro-p é o limite inverso de p-grupos finitos ou, equivalentemente, um grupo
compacto, totalmente desconexo e Hausdorff no qual o índice de todo subgrupo aberto é uma
potência de p. Note que em um grupo pro-p todo subgrupo aberto é fechado e um subgrupo
fechado é aberto se, e somente se, tem índice finito.

Sejam G um grupo pro-p finitamente gerado e ω : G→ R>0 ∪{∞} uma função que
satisfaz as seguintes propriedades, para todos x,y ∈ G:

1. ω (x)> (p−1)−1.

2. ω(x) = ∞⇔ x = 1.

3. ω
(
xy−1)≥ min{ω (x) ,ω (y)}.

4. ω ([x,y])≥ ω (x)+ω (y).

5. ω (xp) = ω (x)+1.

Nesse caso, chamamos ω de valoração de G. Dizemos que G é um grupo p-saturável
se para todo x ∈ G com ω(x)> p(p−1)−1, existe y ∈ G tal que x = yp. Esse trabalho tem
como objetivo o estudo dos grupos p-saturáveis, explorando sua relação com outras famílias
de grupos.

Um grupo pro-p é chamado p-ádico analítico se tem a estrutura de uma variedade sobre
Zp, os inteiros p-ádicos, e as operações de grupo são analíticas com respeito a essa estrutura.
Dizemos que um grupo pro-p é powerful se para p ímpar, G/Gp é abeliano ou para p = 2,
G/G4 é abeliano (o fecho H de um subgrupo é o menor subgrupo fechado que o contém). E
definimos um grupo uniformemente powerful como um grupo pro-p powerful finitamente
gerado livre de torção.

Michel Lazard, em seu artigo Groupes analytiques p-adiques [11] de 1965, provou que
um grupo topológico é p-ádico analítico se, e somente se, ele tem um subgrupo aberto
p-saturável. Na década de 80, Lubotzky e Mann conseguiram substituir nesse resultado de
Lazard a hipótese do subgrupo aberto p-saturável pela existência de um subgrupo aberto
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uniformemente powerful. As duas definições, grupos p-saturáveis e grupos uniformemente
powerful, estão fortemente relacionadas, mas não são equivalentes. De fato, os grupos
uniformemente powerful formam uma subfamília dos grupos p-saturáveis. Lazard provou
que os Sylow pro-p de GLn(Zp) e SLn(Zp) para n≤ p−2 são p-saturáveis e Klopsch notou
que tais grupos não são uniformemente powerful (veja [11] e [10]).

Como mencionamos, os conceitos não coincidem, mas existem ligações entre eles.
Grupos uniformemente powerful são p-saturáveis e por outro lado, se um grupo G é p-
saturável, então Gp é powerful e portanto, uniformemente powerful.

Em 2008 (veja [3]), Fernández-Alcober, González-Sánchez e Jaikin-Zapirain definiram
uma nova família de grupos pro-p, a família dos PF-grupos. Dado um grupo pro-p G,
um subgrupo fechado normal N de G é dito PF-imerso em G caso exista uma família de
subgrupos fechados normais {Ni}i∈N começando em N tal que Ni ≤ N j para i≥ j, ∩

i∈N
Ni = 1

e [Ni,p−1 G] ≤ N p
i+1. Nessas condições, {Ni}i∈N é chamada de potent filtration de N e se

N = G, G é dito um PF-grupo.
Com essa nova definição, González-Sánchez ([4]) provou o seguinte resultado que é uma

caracterização de grupos p-saturáveis.

Teorema A. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado livre de torção. Então as seguintes
condições são equivalentes:

1. G é um grupo p-saturável.

2. G é um PF-grupo.

3. G/Φ(G)p é um PF-grupo, onde Φ(G) é o subgrupo de Frattini de G.

Com o intuito de estudar os subgrupos dos grupos p-saturáveis, González-Sánchez provou
o seguinte resultado em [4].

Teorema B. Sejam G um grupo p-saturável e N um subgrupo fechado normal de G contido
em Φ(G). Então N é p-saturável. Por outro lado, existe um grupo p-saturável G com um
subgrupo normal que não está contido em Φ(G) e que não é p-saturável.

Definimos o posto de um grupo pro-p G como rk(G) = sup{d(H)|H ≤a G} e a dimensão
de um grupo pro-p de posto finito G como dim(G) = d(H), onde H é um subgrupo aberto
uniformemente powerful de G e d(H) é o número de geradores de H ([1]).

Sabemos que grupos p-ádicos analíticos tem posto finito. Como vimos acima, grupos
p-saturáveis são p-ádicos analíticos, mas a recíproca não é verdadeira. Em [6], González-
Sánchez e Klopsch provaram o seguinte resultado.
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Teorema C. Todo grupo pro-p p-ádico analítico livre de torção de dimensão menor que p
é p-saturável. Por outro lado, existe um grupo pro-p p-ádico analítico livre de torção de
dimensão p que não é p-saturável.

Nesse trabalho, apresentamos as demonstrações dos Teoremas A, B e C.
No primeiro capítulo, relembramos algumas definições e resultados clássicos acerca da

teoria de grupos. Colocamos aqui seções específicas para a teoria de grupos profinitos e para
a fórmula de Philip Hall e algumas de suas aplicações.

No segundo capítulo, falamos sobre grupos p-ádicos analíticos e grupos uniformemente
powerful, apresentando definições e alguns resultados e no fim citamos um teorema rela-
cionando as duas teorias que tem seu desenvolvimento e demonstração no capítulo 8 de
[1].

O terceiro capítulo é destinado ao assunto principal desse trabalho. Nele apresentamos a
definição de grupos p-saturáveis, além de outras definições importantes e resultados auxiliares
para enfim apresentarmos a demonstração dos Teoremas A e B.

No quarto e último capítulo, abordamos a relação entre grupos p-ádicos analíticos e
p-saturáveis, apresentando a demonstração do Teorema C.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Teoria de Grupos

Os resultados de Teoria de Grupos se baseiam principalmente no livro Fundamentals of
the Theory of Groups [7].

Como usualmente, definimos um grupo como livre de torção se apenas a identidade tem
ordem finita e chamamos de centro do grupo G o conjunto Z(G) = {x ∈ G | xg = x,∀g ∈ G}.

Dados um grupo G e elementos x,y ∈ G, definimos o comutador de x e y em G: [x,y] =
x−1y−1xy = x−1xy. O subgrupo de G gerado pelos comutadores de elementos de L e M,
subconjuntos de G é

[L,M] = ⟨[l,m] | l ∈ L, m ∈M⟩ .

Podemos também definir comutadores de comprimentos arbitrários indutivamente. Para
n≥ 2 e dados a1,a2, . . . ,an ∈ G e A1,A2, . . . ,An ≤ G, temos:

[a1,a2, . . . ,an] = [[a1,a2, . . . ,an−1],an],

[A1,A2, . . . ,An] = [[A1,A2, . . . ,An−1],An].

Algumas identidades muito úteis ao trabalhar com comutadores são apresentadas a seguir.

Proposição 1.1.1. Sejam G um grupo, a,b,c ∈ G, H,K,L≤ G e σ : G→ G∗ um homomor-
fismo. Então:

1. [a,b]−1 = [b,a].

2. [ab,c] = [a,c]b[b,c].

3. [a−1,b] = [b,a]a
−1

.
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4. σ([a,b]) = [σ(a),σ(b)].

5. [ab,c] = [a,c][a,c,b][b,c] e [a,bc] = [a,c][a,b][a,b,c].

6. [a,b−1,c]b[b,c−1,a]c[c,a−1,b]a = 1. (Identidade de Witt.)

7. [H,K] = [K,H].

8. K normaliza H se, e somente se, [H,K] ≤ H e K centraliza H se, e somente se
[H,K] = 1.

9. σ([H,K]) = [σ(H),σ(K)]. Em particular, o subgrupo comutador de dois subgrupos
característicos (normais) é ainda característico (normal).

10. Se N é um subgrupo normal de G, então [HN/N,KN/N] = [H,K]N/N.

11. Se HK é um subgrupo de G e H normaliza L, então [HK,L] = [H,L][K,L].

Demonstração. Os itens 1 a 6 são consequência direta da definição e podem ser facilmente
checados abrindo cada comutador. Para o item 7, note que

[K,H] = ⟨[k,h]|k ∈ K,h ∈ H⟩=
〈
[h,k]−1|k ∈ K,h ∈ H

〉
= ⟨[h,k]|h ∈ H,k ∈ K⟩= [H,K].

O item 8 é óbvio e 9 é consequência de 4. Além disso, 10 é imediato de 9 quando considera-
mos σ como sendo o epimorfismo natural de G em G/N.

Resta então mostrar o item 11. É claro que [H,L][K,L]≤ [HK,L]. Para a inclusão inversa,
vejamos primeiro que [H,L][K,L] é um subgrupo. Note que para quaisquer k ∈ K e l, l′ ∈ L,

[k, l]l
′
= [k, l][k, l, l′] = [k, l′]−1[k, ll′] ∈ [K,L],

pelo item 5. Então L normaliza [K,L]. Como H normaliza L, [H,L] também normaliza
[K,L] e, em particular, [H,L][K,L] é um subgrupo. Agora, para provar que [HK,L] está
contido nesse subgrupo, é suficiente notar que qualquer gerador [hk, l] está nele. Como
[hk, l] = [h, l][h, l,k][k, l] e [h, l,k] ∈ [H,L,K]≤ [L,K] = [K,L], o resultado segue.

Um resultado importante com relação a comutadores é o lema dos três subgrupos:

Lema 1.1.2. (Lema dos Três Subgrupos) Sejam A,B,C subgrupos e N um subgrupo normal
de G. Se [[A,B],C]≤ N e [[B,C],A]≤ N, então [[C,A],B]≤ N.
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O seguinte lema é consequência do Lema dos Três Subgrupos e precisaremos dele mais
adiante.

Lema 1.1.3. Dados quaisquer dois subgrupos normais A,B de um grupo arbitrário, [A,γs(B)]
≤ [A,s B], para s ∈ N.

Demonstração. Provaremos por indução em s. O caso s = 1 é óbvio. Suponha então s > 1.
Aplicando a hipótese de indução a [B,A], ao invés de A, temos:

[[B,A],γs−1(B)]≤ [[B,A],s−1 B] = [[A,B],s−1 B] = [A,s B].

Por hipótese de indução, também temos

[A,γs−1(B),B]≤ [[A,s−1 B],B] = [A,s B].

E pelo Lema 1.1.2,

[A,γs(B)] = [γs(B),A] = [[γs−1(B),B],A]≤ [A,s B].

O subgrupo de G gerado pelos comutadores de elementos de G é o subgrupo comutador
ou subgrupo derivado de G.

Como
[a,b]x = [ax,bx],

para N,M ▹G, [N,M] é normal em G. Em particular, [G,G]▹G.
Tomando o subgrupo comutador do subgrupo comutador e assim por diante, temos uma

cadeia decrescente de subgrupos normais

G≥ G′ ≥ G′′ ≥ . . . ,

chamada série derivada de G.
Um grupo G é nilpotente se possui uma série central normal:

1▹G1 ▹ · · ·▹Gn = G, com
Gi+1

Gi
≤ Z

(
G
Gi

)
.

Podemos considerar a série central inferior:

γ1(G) = G, γi(G) = [γi−1(G),G]
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e dizemos que G é nilpotente se existe n tal que γn+1(G) = 1. Nesse caso, G é dito nilpotente
de classe n.

Um grupo G é um p-grupo finito se |G|= pk para algum k.
Elencamos a seguir duas propriedades importantes de p-grupos finitos.

Teorema 1.1.4. Seja G um p-grupo finito. Então G é nilpotente.

Demonstração. Vamos mostrar primeiro que um grupo finito H é nilpotente se Z(H/N)> 1
para todo subgrupo próprio normal N de H, daí, será suficiente mostrar que Z(G) ̸= 1.

Mostraremos por indução na ordem de G. Por hipótese, 1 < Z(G) = Z. Indutivamente,
γm(G/Z) = 1 para algum m. Então γm+1(G) = 1.

Mostraremos então que para G p-grupo finito, Z(G) ̸= 1. Sejam h1, . . . ,hr representantes
das classes de conjugações de G que não estão em Z(G). Daí, |CG(hi)|= pei > 1. Logo

|Z(G)|= |G|−
r

∑
i=1
|G : CG(hi)| ≡ 0 (mod p).

E como Z(G)≥ 1, segue que Z(G)≥ p.

Proposição 1.1.5. Seja G um p-grupo finito. Então todo subgrupo próprio maximal de G é
normal e tem índice p em G.

Demonstração. Seja M um subgrupo próprio maximal de G. Pelo Teorema 1.1.4, Z(G)

contém um elemento z de ordem p. Se z ∈ M, M/⟨z⟩ é um subgrupo próprio maximal
de G/⟨z⟩ e argumentamos por indução. Se z /∈M, então M ⟨z⟩ = G. Nesse caso, M ▹G e
|G : M|= p.

Chamamos de coclasse de um p-grupo finito G de ordem pn ≥ p2 o número n− c, onde
c é a classe de nilpotência de G. E um grupo G de ordem pn, é um grupo de classe maximal
se sua classe de nilpotênca é n−1.

O subgrupo de Frattini Φ(G) de um p-grupo finito G é a interseção de todos os subgrupos
maximais de G ou o próprio G se não há subgrupo maximal.

Podemos descrever o subgrupo de Frattini de um p-grupo da seguinte maneira:

Teorema 1.1.6. Seja G um p-grupo finito. Então Φ(G) = Gp[G,G].

Demonstração. G/Gp[G,G] é um p-grupo abeliano elementar, então seus subgrupos maxi-
mais próprios intersectam na identidade. Então Φ(G)≤ Gp[G,G]. A inclusão inversa segue
da proposição anterior.
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1.2 Grupos Profinitos

Os resultados de Grupos Profinitos se baseiam principalmente nos livros Analytic Pro-p
Groups [1] e Profinite Groups [13].

Um conjunto I é um conjunto ordenado com respeito à relação ≤ se ≤ é reflexiva,
transitiva e dados i, j ∈ I, existe t ∈ I tal que i≤ t e j ≤ t.

Um espaço topológico X é um conjunto associado a uma topologia, uma coleção T de
subconjuntos de X tais que a união e a interseção finita de elementos de T pertencem a T .
Tais elementos são chamados de abertos.

Um sistema inverso de espaços topológicos Xi sobre o conjunto ordenado I, (Xi,ϕ ji, I),
ou apenas Xi, é tal que para todos i≤ j,ϕ ji : X j→ Xi é um morfismo, ϕii é a identidade em
Xi e para i≤ j ≤ k, ϕk jϕ ji = ϕki. Seu limite inverso é

X = lim←−Xi =
{
(xi) ∈∏Xi | ϕ ji(x j) = xi para i≤ j

}
.

com as projeções ϕi : X → Xi. Se os morfismos ϕ ji forem sobrejetivos, então X é dito limite
projetivo.

Definição 1.2.1. Um grupo profinito G é um limite inverso de grupos finitos. No caso em
que G é um limite inverso de p-grupos finitos, G é dito grupo pro-p.

Um exemplo natural de grupo profinito é o completamento profinito de um grupo G, o
grupo Ĝ = lim

←
G/N, onde G/N percorre todos os grupos quocientes finitos de G.

Exemplo 1.2.2. Considere o grupo dos inteiros Z. Seu completamento profinito é

Ẑ= lim
←−
n∈N

Z/nZ.

E seu completamento pro-p é
Zp = lim

←−
n∈N

Z/pnZ.

Exemplo 1.2.3. O grupo das matrizes unitriangulares superiores com entradas em Zp de
ordem n

UTn(Zp) =




1 a12 a13 . . . a1n

0 1 a23 . . . a2n

0 0 1 . . . a3n
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai j ∈ Zp


é um grupo pro-p.
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Um outro modo de definir Grupos Profinitos e o que mais usaremos no decorrer desse
trabalho é topologicamente.

Para isso, elencamos algumas definições necessárias.
Dado um ponto x ∈ X , uma vizinhança de x é um subconjunto aberto de X que contém x.

Um sistema fundamental de vizinhanças de um ponto x é um conjunto S de vizinhanças V
de x tais que para cada V , existe W em S tal que W ⊆V . O complemento de um subconjunto
aberto em X é um subconjunto fechado. Chamamos de fecho de um subconjunto o menor
subconjunto fechado que o contém e escrevemos H para H ⊆ X . Um subconjunto de X cujo
fecho é X é dito denso.

Seja X um espaço topológico. A topologia discreta em X é definida colocando todos
os subconjuntos de X como abertos. A topologia subespaço em um subconjunto Y ⊆ X
é definida colocando todas as interseções Y ∩A com A ⊆a X como abertos. A topologia
quociente em Y := X/ ∼ com respeito à relação de equivalência ∼ é definida colocando
um subconjunto B ⊆ Y aberto se sua pré-imagem em X pela projeção natural é aberta.
Se {Xi}i∈I é uma família de espaços topológicos, então a topologia produto no produto
cartesiano X := ∏

i∈I
Xi é definida colocando um subconjunto de X como aberto se é a união

de subconjuntos abertos da forma ∏
i∈I

Ui, onde Ui = Xi para a maioria dos i ∈ I e Ui ⊆a Xi

para todo i ∈ I.
Um espaço topológico X é dito:

• Hausdorff, se quaisquer dois pontos distintos de X possuem vizinhanças disjuntas.

• Compacto, se para toda família infinita de abertos cobrindo X existe uma subfamília
finita que cobre X .

• Conexo, se não é a união de dois subconjuntos abertos disjuntos não-vazios. Chamamos
de componentes conexas os subconjuntos conexos maximais de X .

• Totalmente desconexo, se toda componente conexa contém apenas um ponto.

Um grupo topológico é um grupo G com uma topologia que satisfaz os seguintes axiomas:

1. a função (x,y) 7→ xy de G×G em G é contínua.

2. a função x 7→ x−1 de G em G é contínua.

Um subconjunto X de um grupo topológico G gera G topologicamente se G = ⟨X⟩. O
grupo topológico G é finitamente gerado se é gerado topologicamente por X ⊆ G, onde X é
finito e denominamos o número de geradores de G por d(G).
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Podemos agora definir topologicamente um grupo profinito usando o seguinte resultado
cuja demonstração pode ser encontrada no Teorema 2.1.3 de [13]:

Teorema 1.2.4. Para um grupo topológico G, são equivalentes:

1. G é um grupo profinito.

2. G é Hausdorff, compacto e totalmente desconexo.

3. G é compacto e a identidade 1 admite um sistema fundamental U de vizinhanças
abertas U com interseção trivial e cada U é normal em G.

4. A identidade 1 de G admite um sistema fundamental U de vizinhanças abertas U tais
que cada U é normal em G e G = lim←−

U∈U
G/U.

Para definir grupos pro-p topologicamente, basta adicionar aos itens 2, 3 e 4 do teorema
anterior a hipótese de que para cada subgrupo aberto normal U de G, G/U é p-grupo.

Assim,

Definição 1.2.5. Um grupo profinito no qual todo subgrupo aberto normal tem índice igual
a alguma potência de p, p primo, é chamado grupo pro-p.

Usaremos as notações H ≤a G, H ▹a G e H ⊆a G (respectivamente, H ≤ f G, H ▹ f G e
H ⊆ f G) para indicar que H é um subgrupo aberto de G, um subgrupo aberto normal de G e
um subconjunto aberto de G (respectivamente, subgrupo fechado de G, subgrupo fechado
normal de G e subconjunto fechado de G).

Elencamos algumas propriedades de grupos profinitos na proposições abaixo (Proposições
1.2 de [1] e 2.1.4 e 2.1.5 de [13]):

Proposição 1.2.6. Seja G um grupo profinito.

1. Todo subgrupo aberto de G é fechado, tem índice finito em G e contém um subgrupo
aberto normal de G. Um subgrupo fechado de G é aberto se, e somente se, tem índice
finito. A família de todos os subgrupos abertos de G intersecta em {1}.

2. Um subconjunto de G é aberto se, e somente se, é a união de classes laterais de
subgrupos abertos normais.

3. Para qualquer subconjunto X de G,

X = ∩
N▹aG

XN.
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Se X é um subgrupo de G, então

X = ∩{K|X ≤ K ≤a G} .

4. Se X e Y são subconjuntos fechados de G, então o conjunto XY = {xy|x ∈ X ,y ∈ Y}
também é. Se X é fechado e n é um inteiro, então o conjunto {xn|x ∈ X} é fechado.

5. Seja H um subgrupo fechado de G. Então H é um grupo profinito. Todo subgrupo
aberto de H é da forma H ∩K com K ≤a G.

6. Seja N um subgrupo fechado normal de G. Então G/N é um grupo profinito e o
homomorfismo natural G→ G/N é uma função contínua fechada e aberta.

7. A sequência (gi) em G converge se, e somente se, é uma sequência de Cauchy: isto é,
para cada N ▹a G, existe n = n(N) tal que g−1

i g j ∈ N para todos i≥ n e j ≥ n.

Dizemos que uma coleção S de subconjuntos de um grupo G é filtrada por baixo se para
todo par de subconjuntos S1,S2 ∈ S , existe algum S3 ∈ S tal que S3 ≤ S1∩S2.

Proposição 1.2.7. Seja H um subgrupo fechado de um grupo profinito G.

1. Se {Ui|i ∈ I} é uma família de subconjuntos fechados de G filtrada por baixo, então

⋂
i∈I

HUi = H(
⋂
i∈I

Ui).

2. Seja ϕ : G→ R um epimorfismo de grupos profinitos. Suponha que {Ui|i ∈ I} seja
uma família de subconjuntos fechados de G filtrada por baixo. Então

ϕ(
⋂
i∈I

Ui) =
⋂
i∈I

ϕ(Ui).

3. Todo subgrupo aberto de G que contenha H, contém um subgrupo aberto da forma
HU para algum subgrupo aberto normal U de G.

4. H é a interseção de todos os subgrupos abertos de G que contêm H. Se H é normal em
G, então H é a interseção de todos os subgrupos abertos normais de G que contêm H.

Demonstração. 1. Pela suposição de filtration, o resultado é claramente verdade se o
conjunto I for finito. Para o caso geral, é certo que

⋂
i∈I

HUi ≥ H
⋂
i∈I

Ui. Seja x ∈⋂
i∈I

HUi e seja {Jt |t ∈ T} a coleção de todos os subconjuntos finitos Jt de I tais que
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{
U j| j ∈ Jt

}
é filtrada por baixo. Então, para cada t ∈ T , x∈

⋂
j∈Jt

HU j =H
⋂
j∈Jt

U j e então,

Hx∩ (
⋂
j∈Jt

U j) ̸= /0. Logo, pela propriedade de interseção finita do espaço compacto G,

temos
Hx∩ (

⋂
i∈I

Ui) =
⋂
t∈T

(Hx∩ (
⋂
j∈Jt

U j)) ̸= /0.

Assim, x ∈ H(
⋂
i∈I

Ui), como queríamos.

2. Seja H = Ker(ϕ) e identifique R com G/H. Então, usando a parte 1,

⋂
i∈I

ϕ(Ui) =
⋂
i∈I

(UiH/H) = (
⋂
i∈I

UiH)/H = (
⋂
i∈I

Ui)H/H = ϕ(
⋂
i∈I

Ui).

3. Seja V um subgrupo aberto de G que contém H. Então seu core

VG =
⋂

g∈G

V g

é aberto e normal; além disso, HVG ≤V.

4. Segue das partes 1 e 3 tomando {Ui|i ∈ I} em 1 como sendo a coleção de todos os
subgrupos abertos normais de G.

Proposição 1.2.8. 1. Seja {Hi|i ∈ I} uma coleção de subgrupos fechados de um grupo
profinito G e seja

⋂
i∈I

Hi ≤U ≤a G. Então existe um subconjunto finito J de I tal que⋂
j∈J

H j ≤U.

2. Seja {Ui|i ∈ I} uma coleção de subgrupos abertos de um grupo profinito G tal que
Ui
i∈I

= 1. Seja

V =

{⋂
j∈J

U j|J é um subconjunto finito de I

}
.

Então V é um sistema fundamental de vizinhanças de 1 em G.

Demonstração. A parte 2 segue imediatamente de 1. Para provar 1, considere a cobertura
aberta {G−Hi|i ∈ I} do espaço compacto G−U . Escolha uma subcobertura finita, digamos{

G−H j| j ∈ J
}

. Então G−U ⊆ ∪
j∈J

(G−H j). Logo,
⋂
j∈J

H j ⊆U .
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Como o subgrupo de Frattini é um subgrupo muito importante, elencamos alguns resulta-
dos sobre esse subgrupo para grupos profinitos.

Definição 1.2.9. Seja G um grupo profinito. O subgrupo de Frattini de G é

Φ(G) =
⋂
{M |M é um subgrupo aberto maximal próprio de G} .

Proposição 1.2.10. Para G um grupo profinito, temos:

1. Φ(G)▹ f G.

2. Se K ▹ f G e K ≤Φ(G), então Φ(G/K) = Φ(G)/K.

3. Dado X ⊆ G, são equivalentes:

(a) X gera G topologicamente.

(b) X ∪Φ(G) gera G topologicamente.

(c) XΦ(G)/Φ(G) gera G/Φ(G) topologicamente.

Demonstração. Os itens 1 e 2 seguem da definição de Φ(G). Em 3, é fácil ver que (a)⇒ (b)
⇒ (c). Resta mostrar (c)⇒ (a). Suponha então que (c) valha e seja K ≤a G com X ⊆ K. Se
K ̸= G, então K ≤M para algum subgrupo próprio maximal aberto de M de G e então

⟨X⟩Φ(G)/Φ(G)≤M/Φ(G) ̸= G/Φ(G),

o que contradiz (c). Logo, K = G e o resultado segue pelo fato de que para qualquer
subconjunto X de G, X = ∩{K | X ≤ K ≤a G}.

Proposição 1.2.11. Dado G um grupo pro-p, temos Φ(G) = Gp[G,G], onde [G,G] é o
subgrupo derivado de G e Gp = ⟨gp | g ∈ G⟩.

Demonstração. Em um p-grupo finito, todo subgrupo próprio maximal é normal e tem
índice p. Assim, se M é um subgrupo aberto próprio maximal de G, conseguimos N ▹a G com
N ≤M. Observe que M/N é um subgrupo maximal do p-grupo finito G/N e concluímos
que M ▹G e |G : M|= p. Segue daí que Gp[G,G]≤M. O que nos dá

Φ(G) =
⋂

M ≥ Gp[G,G]

e como Φ(G) é fechado, Φ(G)≥ Gp[G,G].
Consideremos então o grupo Q = G/Gp[G,G]. Esse é um grupo pro-p, então a interseção

de seus subgrupos abertos normais é a identidade. Se N ▹a Q então Q/N é um p-grupo finito
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abeliano elementar e então Φ(Q/N) = 1. Logo Φ(Q)≤
⋂

N▹aQ

N = 1 e segue pela Proposição

1.2.10, item 2, que
Φ(G)/Gp[G,G] = Φ(Q) = 1.

Teorema 1.2.12. Seja G um grupo pro-p. Então G é finitamente gerado se, e somente se,
Φ(G) é aberto em G.

Demonstração. Se Φ(G) é aberto, então G/Φ(G) é finito. Então existe X ⊆ G finito tal que
G = XΦ(G) e então X gera G topologicamente pela Proposição 1.2.10.

Para a implicação contrária, suponha G = ⟨X⟩, com |X | = d finito. Se Φ(G) ≤ N ▹a G
então G/N é um p-grupo abeliano elementar pela Proposição 1.2.11 e pode ser gerado por d
elementos. Daí, |G : N|= pd . Dentre esses subgrupos, escolha N0 de modo que seu índice
em G seja o maior possível. Então N0 ≤ N sempre que Φ(G)≤ N ▹a G. Como Φ(G)▹ f G,
segue que

Φ(G) =
⋂
{N | Φ(G)≤ N ▹a G}= N0

Logo Φ(G) é aberto em G.

Agora introduzimos uma importante série de subgrupos (topologicamente) característicos
(um subgrupo de G é topologicamente característico se é invariante por automorfismos
contínuos de G), a p-série inferior:

Definição 1.2.13. Seja G um grupo pro-p. Definimos P1(G) = G e para i≥ 1,

Pi+1(G) = Pi(G)p[Pi(G),G].

Para simplificar a notação, em alguns momentos usaremos

Gi = Pi(G).

Pela Proposição 1.2.11, P2(G) = Φ(G). Note que Pi+1(G)≥Φ(Pi(G)) para cada i.

Proposição 1.2.14. Seja G um grupo pro-p.

1. Pi(G/K) = Pi(G)K/K para todo K ▹ f G e todo i.

2. [Pi(G),Pj(G)]≤ Pi+ j(G) para todos i e j.

3. Se G é finitamente gerado, então Pi(G) é aberto em G para cada i e o conjunto
{Pi(G) | i≥ 1} é uma base para as vizinhanças de 1 em G.
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Demonstração. Escreva Gi = Pi(G) para cada i.

1. Seja K ▹ f G. Então (Pi(G/K)) é a série decrescente de subgrupos fechados normais
de G/K mais rápida tal que cada fator é central e de expoente divisor de p. Como
(GiK/K) é uma série com essas propriedades, segue que Pi(G/K)≤ GiK/K para todo
i. Agora suponha que para algum n, Pn(G/K) = GnK/K. Escreva M/K = Pn+1(G/K).
Então M é fechado em G e M ≥ Gp

n [Gn,G]K, daí M ≥ Gn+1K. Logo M = Gn+1K e o
resultado segue por indução.

2. Certamente [Gi,G1] ≤ Gi+1 para todo i. Seja n ≥ 2 e suponha indutivamente que
[Gi,Gn−1] ≤ Gi+n−1 para todo i. Agora fixamos m ≥ 1 e queremos mostrar que
[Gm,Gn] ≤ Gm+n. Como Gm+n é fechado, é suficiente mostrar que [Gm,Gn] ≤ N
sempre que Gm+n ≤ N ▹a G. Então, pelo item 1, podemos substituir G pelo p-grupo
G/N e supor mais ainda que Gm+n = 1. Então [Gm,Gn−1]≤ Gm+n−1 é central e tem
expoente divisor de p. Se g ∈ Gm e x ∈ Gn−1, temos

[g,xp] = [g,x]p = 1

então [Gm,G
p
n−1] = 1. Além disso,

[Gm, [Gn−1,G]]≤ [G, [Gm,Gn−1]][Gn−1, [G,Gm]]

≤ [G,Gm+n−1][Gn−1,Gm+1]

≤ Gm+n = 1

pelo Lema dos Três Subgrupos e pela hipótese de indução. Segue que

[Gm,G
p
n−1[Gn−1,G]] = 1

Como G é finito, isso é o mesmo que [Gm,Gn] = 1, que é o que queríamos demonstrar.

3. Agora suponha que G seja finitamente gerado. Obviamente, G1 = G é finitamente
gerado e aberto em G. Seja n ≥ 1 e suponha indutivamente que Gn é finitamente
gerado e aberto em G. Então a Proposição 1.2.12 diz que Φ(Gn) é aberto em Gn.
Como Φ(Gn)≤Gn+1 ≤Gn, segue que Gn+1 é abeto em Gn, portanto, também é aberto
em G e então Gn+1 é finitamente gerado. A primeira afirmação segue por indução.

Para mostrar que {Gi|i≥ 1} é uma base de vizinhanças de 1 em G, é suficiente mostrar
que todo subgrupo aberto normal de G contém Gi para algum i. Isso segue do item
1, já que se N ▹a G, então G/N é um p-grupo finito e então Pi(G/N) = 1 para todos i
suficientemente grande.
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1.3 Fórmula de P. Hall e Aplicações

Aqui elencamos algumas fórmulas que relacionam comutadores com potências de sub-
grupos normais de p-grupos finitos (ou, equivalentemente, de subgrupos fechados normais de
grupos pro-p, como usaremos no terceiro capítulo). Todas essas fórmulas são consequência
da fórmula de Philip Hall, enunciada abaixo. Se F é um grupo livre livremente gerado por
dois símbolos x e y, a fórmula de Hall afirma que existem palavras ci(x,y) ∈ γi(F) tais que

(xy)n = xnync2(x,y)(
n
2)c3(x,y)(

n
3) . . .cn−1(x,y)(

n
n−1)cn(x,y) (1.1)

para todo n ∈ N. Segue que essa fórmula vale em geral para todos os elementos x,y de

qualquer grupo G, com todo ci(x,y) em γi(⟨x,y⟩). Como o coeficiente binomial
(

pk

i

)
é

divisível por pk− j para p j ≤ i≤ p j+1, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.3.1. Sejam G um grupo e x,y elementos de G. Então:

(xy)pn
≡ xpn

ypn
(mod γ2(L)pn

γp(L)pn−1
γp2(L)pn−2

γp3(L)pn−3
. . .γpn(L)) (1.2)

onde L = ⟨x,y⟩, e

[x,y]p
n
≡ [xpn

,y] (mod γ2(M)pn
γp(M)pn−1

γp2(M)pn−2
. . .γpn(M)) (1.3)

onde M = ⟨x, [x,y]⟩.

Demonstração. Basta notar que 1.3 é consequência de 1.2, pois [x,y] = x−1xy.

Corolário 1.3.2. Sejam G um grupo e x1,x2, . . . ,xk elementos de G. Então

(x1 . . .xk)
pn
≡ xpn

1 . . .xpn

k (mod γ2(L)pn
γp(L)pn−1

γp2(L)pn−2
. . .γpn(L))

onde L = ⟨x1, . . . ,xk⟩. Em particular, temos

Ω
pn

i ≤Ωi−kγ2(Ω1)
pn

γp(Ωi)
pn−1

γp2(Ωi)
pn−2

. . .γpn(Ωi),

onde Ωl = Ωl(G) para l ≥ 1 e Ωl = {1} para l ≤ 0 e Ωi(G) =
〈

g ∈ G | gpi
= 1

〉
.

Demonstração. A demonstração é por indução em k. O caso k = 2 é dado pelo teorema
anterior. Suponha que o resultado valha para k > 2 e vamos provar que então vale também
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para k+1. Note que podemos reescrever o produto (x1 . . .xkxk+1)
pn

como (xx3 . . .xk+1)
pn

,
onde x = x1x2. Daí, pela hipótese de indução,

(xx3 . . .xk+1)
pn
≡ (x1x2)

pn
xpn

3 . . .xpn

k+1 (mod γ2(L′)pn
γp(L′)pn−1

γp2(L′)pn−2
. . .γpn(L′))

onde L′ = ⟨x,x3, . . . ,xk+1⟩= ⟨x1x2,x3, . . . ,xk+1⟩.
Como L′ ≤ L = ⟨x1,x2, . . . ,xk⟩ e

(x1x2)
pn
≡ xpn

1 xpn

2 (mod γ2(M)pn
γp(M)pn−1

γp2(M)pn−2
γp3(M)pn−3

. . .γpn(M)),

onde M = ⟨x1,x2⟩, temos o que queríamos.

Lema 1.3.3. Sejam G um p-grupo finito e N e M subgrupos normais de G. Se N ≤M [N,G],
então N ≤M.

Demonstração. Aplicando a inclusão várias vezes, obtemos N ≤M[N,k G]. E como p-grupos
finitos são nilpotentes, temos que [N,k G]≤ [G,k G] = 1 para algum k, e então N ≤M.

Teorema 1.3.4. Seja G um grupo pro-p. Se G = ⟨X⟩, então, para todo k ≥ 0,

Gpk
≡
〈

xpk
| x ∈ X

〉
(mod γ2(G)pk

γp(G)pk−1
. . .γpk(G)).

Demonstração. Se x1, . . . ,xr ∈ X , basta mostrar que (x1 . . .xr)
pk

e xpk

1 . . .xpk

r são congruentes
com respeito ao módulo do teorema. E isso segue imediatamente por indução em r usando a
fórmula 1.2.

Usaremos o símbolo [H,k K] para indicar o subgrupo comutador [H,K, . . . ,K], onde K
aparece k vezes.

Teorema 1.3.5. Sejam G um grupo pro-p e N e M subgrupos fechados normais de G. Então

[N pk
,M]≡ [N,M]p

k
(mod [M,p N]p

k−1
[M,p2 N]p

k−2
. . . [M,pk N]).

Demonstração. Pela fórmula 1.3, para todo n ∈ N e m ∈M, temos

[npk
,m] ∈ [N,M]p

k
[M,p N]p

k−1
[M,p2 N]p

k−2
. . . [M,pk N],

ou seja, [N pk
,M] está contido nesse produto de subgrupos. Para provar a outra inclusão,

usaremos indução na ordem de N. Como [N,M] é gerado pelos comutadores [n,m] com
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n ∈ N e m ∈M, combinando o Teorema 1.3.4 e a equação 1.3, temos

[N,M]p
k
≤ [N pk

,M][M,N,N]p
k
[M,p N]p

k−1
. . . [M,pk N].

Pela hipótese de indução,

[M,N,N]p
k
≤ [[M,N]p

k
,N]

k

∏
r=1

[N,pr [M,N]]p
k−r

≤ [[M,N]p
k
,N]

k

∏
r=1

[M,pr N]p
k−r

.

Consequentemente,

[N,M]p
k
≤ [N pk

,M][[N,M]p
k
,N]

k

∏
r=1

[M,pr N]p
k−r

.

e o resultado segue do Lema 1.3.3.

Para comutadores de comprimento arbitrário, as fórmulas ficam cada vez mais complica-
das e é mais fácil tomar um dos subgrupos como sendo o grupo todo. Para isso, temos as
duas congruências do teorema a seguir.

Teorema 1.3.6. Sejam G um grupo pro-p e N um subgrupo fechado normal de G. Então as
congruências seguintes valem para todo k, l ≥ 0:

1. [N pk
,l G]≡ [N,l G]p

k
(mod

k

∏
r=1

[N,pr+l−1 G]p
k−r

).

2. [N pk
,l G]≡ [N,l G]p

k
(mod

k

∏
r=1

[N pk−r,r(p−1)+l G]).

Demonstração. 1. Provaremos por indução em l. O caso l = 0 é trivial. Suponhamos

então l ≥ 1. Seja T =
k

∏
r=1

[N,pr+l−1 G]p
k−r

. Pela hipótese de indução, [N pk
,l−1 G] ≡

[N,l−1 G]p
k
(mod U), onde U =

k

∏
r=1

[N,pr+l−2 G]p
k−r

e consequentemente [N pk
,l G]≡

[[N,l−1 G]p
k
,G] (mod [U,G]). Por outro lado, aplicando o Teorema 1.3.5, obtemos

que [[N,l−1 G]p
k
,G]≡ [N,l G]p

k
(mod T ). Então é suficiente mostrar que [U,G]≤ T .

Para isso, considere um fator geral [[N,pr+l−2 G]p
k−r

,G] em [U,G]. Novamente pelo
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Teorema 1.3.5, temos

[[N,pr+l−2 G]p
k−r

,G]≤
k−r

∏
s=0

[G,ps [N, pr + l−2G]]p
k−r−s

=
k−r

∏
s=0

[[N, pr + l−1G],ps−1 [N, pr + l−2G]]p
k−r−s

≤
k−r

∏
s=0

[[N, pr + l−1G],ps−1 γpr+l−1(G)]p
k−r−s

.

Como [K,γi(G)][K,i G] para K ▹G, segue que

[[N, pr + l−1G],ps−1 γpr+l−1(G)]p
k−r−s
≤ [N, ps(pr + l−1)G]≤ [N, pr+s + l−1G].

Logo, [[N,pr+l−2 G]p
k−r

,G]≤ T , como queríamos demonstrar.

2. Usaremos indução em k. Seja V =
k

∏
r=1

[N pk−r
,r(p−1)+l G]. Por 1., basta mostrar que

T ≤V . Para 1≤ r ≤ k, a hipótese de indução nos dá que

[N,pr+l−1 G]p
k−r
≡ [N pk−r,pr+l−1G] (mod

k−r

∏
s=1

[N pk−r−s
,s(p−1)+pr+l−1 G]).

Como s(p−1)+ pr + l−1≥ (r+ s)(p−1)+ l, segue que [N,pr+l−1 G]p
k−r
≤V . Daí,

T ≤V , como desejado.



Capítulo 2

Grupos Pro-p p-Ádicos Analíticos e
Grupos Uniformemente Powerful

Em 1965, Lazard provou que um grupo topológico é p-ádico analítico se, e somente se,
ele tiver um subgrupo aberto p-saturável. Alguns anos mais tarde, Lubotzky e Mann provam
que é possível mudar a hipótese de Lazard, mostrando que podemos substituir a existência
de um subgrupo aberto p-saturável pela existência de um subgrupo aberto uniformemente
powerful. Essas duas definições, grupos p-saturáveis e grupo uniformemente powerful, não
são equivalentes. O que encontramos é que os grupos uniformemente powerful formam uma
subfamília dos grupos p-saturáveis.

Dadas essas relações, apresentamos as definições e alguns resultados acerca dos grupos
citados.

2.1 Grupos Pro-p p-Ádicos Analíticos

Primeiramente daremos uma ideia da construção dos grupos Qp e Zp.
A maneira tradicional de descrever o tamanho de um número racional é usando valores

absolutos. Um valor absoluto em um corpo K é uma função com valores reais | · | : K→ [0,∞)

que satisfaz:

1. |x|= 0 se, e somente se, x = 0.

2. |xy|= |x| · |y|.

3. |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

Um valor absoluto pode ser não-arquimediano ou arquimediano se satisfizer ou não a
seguinte condição, chamada de desigualdade triangular forte:
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3’. |x+ y| ≤ max{|x|, |y|}.

Podemos restringir o valor absoluto usual em R, dado por |x|∞ = max{x,−x}, a um valor
absoluto arquimediano em Q.

Adicionalmente, existem infinitos valores absolutos não-arquimedianos em Q, um para
cada p primo. Podemos escrever unicamente cada número racional x ̸= 0 como

x = pn · a
b

com n,a,b ∈ Z, b > 0, mdc(a,b) = 1 e p - ab.
Definimos:

vp(x) := n, |x|p := p−n.

Colocando vp(0) := ∞ e |0|p := 0, obtemos o valor absoluto p-ádico | · |p em Q e a função
vp : Q→ Z∪{∞}, chamada de valoração p-ádica em Q.

O corpo R dos números reais pode ser entendido como o completamento de Q com res-
peito à métrica d∞ = |x−y|∞ induzida pelo valor absoluto arquimediano usual. Formalmente,
podemos construir R adicionando a Q todos os limites de sequências de Cauchy com respeito
a d∞ não pertencentes a Q. Todo elemento α ∈ R é o limite de uma sequência de Cauchy
α = lim

n→∞
xn com xn ∈Q e o valor absoluto estende para R por |α|∞ = lim

n→∞
|xn|∞.

Usando a notação decimal usual, podemos pensar em um número real α como o limite
de uma sequência de Cauchy particular da forma

α = lim
n→∞

xn, xn = ⌊α⌋+
n

∑
k=1

ak ·10−k,

onde ⌊α⌋ denota a parte inteira de α e ak ∈ {0,1, . . . ,9}.
Similarmente, podemos formar, para cada primo p, o completamento Qp de Q com

respeito à métrica dp(x,y) = |x− y|p induzida pelo valor absoluto p-ádico. Nesse caso, deve-
se adicionar todos os limites de sequências de Cauchy com respeito a dp. Todo elemento
α ∈Qp é o limite de uma sequência de Cauchy α = lim

n→∞
xn com xn ∈Q e o valor absoluto é

estendido para Qp colocando |α|p = lim
n→∞
|xn|p. Da mesma maneira estendemos para Qp a

função valoração vp e as operações de anel, adição e multiplicação. Qp é então um corpo
com valor absoluto | · |p. Os elementos de Qp são chamados de números p-ádicos.

Uma notação conveniente para cálculos com números p-ádicos é a seguinte. Todo α ∈Qp

pode ser escrito como a série

α = ∑
k∈Z

ak pk =
∞

∑
k=vp(α)

ak pk,
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onde os coeficientes ak são tomados do conjunto Rp := {0,1, . . . , p−1}, ak = 0 para k <

vp(α) e avp(α) ̸= 0 se α ̸= 0. Note que ao invés de Rp, poderíamos usar qualquer conjunto
de representantes de Z módulo pZ.

O valor absoluto p-ádico induz assim uma métrica e portanto uma topologia em Qp. É
uma característica inerente do processo de completamento que as operações de corpo são
contínuas. Enquanto espaço topológico, Qp é Hausdorff, localmente compacto e totalmente
desconexo.

A desigualdade triangular forte implica que o conjunto aberto compacto

Zp :=
{

α ∈Qp||α|p ≤ 1
}
=

{
∞

∑
k=0

ak pk|ak ∈ Rp

}

forma um subanel de Qp. Este é o fecho topológico dos inteiros Z em Qp e seus elementos
são chamados inteiros p-ádicos.

Quanto à estrutura do anel dos inteiros p-ádicos, temos que seu grupo de unidades é dado
por

Z∗p =
{

α ∈Qp||α|p = 1
}
=

{
∞

∑
k=0

ak pk|ak ∈ Rp, a0 ̸= 0

}
.

Além disso, os ideais de Zp são principais e da forma pnZp; eles formam uma cadeia
decrescente

Zp ⊃ pZp ⊃ p2Zp ⊃ ·· · ⊃ 0.

Os anéis quocientes próprios de Zp são os anéis finitos Zp/pnZp ∼= Z/pnZ.
Assim, uma definição alternativa de Zp é tomando o limite inverso do sistema de anéis

(Z/pnZ)n∈N.

Para definirmos grupos pro-p p-ádicos analíticos, precisaremos de mais algumas defini-
ções, que apresentamos a seguir.

O conjunto de séries de potência formais sobre Qp em n variáveis que comutam x1, . . .xn

é denotado por Qp[[x]]. Seus elementos são os somatórios formais F(x) = ∑
m∈Nn

bmxm com

bm ∈Qp, onde xm = xm1
1 . . .xmn

n . Em Qp[[x]] definimos a adição, multiplicação por escalar e
uma multiplicação dada por

∑
m∈Nn

amxm
∑

m∈Nn
bmxm = ∑

m∈Nn
cmxm
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onde
cm = ∑

s+t=m
asbt .

Tendo em mente essas definições, definiremos agora funções analíticas.
Consideremos inicialmente funções em Zr

p. Escrevemos x = (x1, . . . ,xr), x ∈ Zr
p, e para

y ∈ Zr
p e h ∈ N, definimos:

B(y, p−h) =
{

z ∈ Zr
p | |zi− y−1| ≤ p−h para i = 1, . . . ,r

}
=
{

y+ phx | x ∈ Zr
p

}
.

Definição 2.1.1. Seja V um subconjunto não-vazio de Zr
p e seja f = ( f1, . . . , fs) uma função

de V em Zs
p.

1. Seja y ∈ V . f é dita analítica em y se existe h ∈ N com B(y, p−h) ⊆ V e séries de
potência formais Fi(x) ∈Qp[[x]] (i = 1, . . . ,s) tais que

fi(y+ phx) = Fi(x) para todo x ∈ Zr
p.

2. A função f é analítica em V se é analítica em todo ponto de V .

Definição 2.1.2. Seja X um espaço topológico.

1. Seja U um subconjunto aberto não-vazio de X. (U,φ ,n) é uma carta em X se φ é um
homeomorfismo de U em um subconjunto aberto de Zn

p para algum n ∈N. A dimensão
da carta é n. E é dita uma carta global se U = X.

2. Duas cartas (U,φ ,n) e (V,ψ,m) em X são compatíveis se as funções ψ ◦φ
−1|φ(U∩V )

e φ ◦ψ
−1|ψ(U∩V ) são funções analíticas em φ(U ∩V ) e ψ(U ∩V ) respectivamente.

3. Um atlas em X é um conjunto de cartas duas a duas compatíveis que cobre X, ou seja,
é um conjunto

A = {(Ui,φi,ni) | i ∈ I}

com as seguintes propriedades:

• para cada i ∈ I, (Ui,φi,ni) é uma carta em A;

• para todos i, j ∈ I, (Ui,φi,ni) e (U j,φ j,n j) são compatíveis;

• X = ∪
i∈I

Ui.

A é um atlas global se para algum i ∈ I, a carta (Ui,φi,ni) for global.
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4. Sejam A e B atlas em X. Então A e B são compatíveis se as cartas de A forem
compatíveis com as cartas de B, em outras palavras, se A∪B for um atlas em X.

Denotando por XA um espaço topológico X munido de um atlas A, dizemos que uma
função f : XA→YB é analítica se para cada par de cartas (U,φ ,n) ∈ A e (V,ψ,m) ∈ B, valem:

1. f−1(V ) é aberto em X , e

2. a composição
ψ ◦φ

−1|φ(U∩ f−1(V ))

é uma função analítica do conjunto aberto φ(U ∩ f−1(V ))⊆ Zn
p em Zm

p .

Definição 2.1.3. Seja X um espaço topológico. Uma estrutura de variedade p-ádica analítica
é uma classe de equivalência de atlas compatíveis em X. Se tal estrutura existe, X é uma
variedade p-ádica analítica. Qualquer atlas nessa classe de equivalência é dito um atlas da
variedade X e qualquer carta em um desses atlas é dita uma carta da variedade X.

Podemos então definir um grupo pro-p p-ádico analítico.

Definição 2.1.4. Um grupo topológico G é p-ádico analítico se tem a estrutura de uma
variedade p-ádica analítica com a seguinte propriedade:

1. a função g : G×G→ G definida por (x,y) 7→ xy−1 é analítica.

E em particular, um grupo pro-p é p-ádico analítico se tem a estrutura de uma variedade
sobre Zp e as operações de grupo são analíticas com respeito a essa estrutura.

Podemos ainda caracterizar um grupo pro-p p-ádico analítico em termos do grupo
GLd(Zp) das matrizes inversíveis d×d sobre o anel dos inteiros p-ádicos Zp.

Seja d ∈ N e considere o grupo GLd(Zp). O conjunto Matd(Zp) das matrizes d×d tem
uma topologia p-ádica natural, a topologia produto induzida da topologia p-ádica de Zp.
Como multiplicação de matrizes é uma operação contínua, também o é o processo de tomar
a inversa de matrizes inversíveis. Daí, GLd(Zp) equipado com a topologia subespaço é um
grupo topológico. Assim, enunciamos o seguinte resultado de Lazard ([11]).

Teorema 2.1.5. Um grupo topológico compacto admite uma estrutura p-ádica analítica se,
e somente se, for isomorfo a um subgrupo fechado de GLd(Zp) para algum d.

Restringimos ainda o Teorema 2.1.5 para grupos pro-p. Existe um homomorfismo de
anel natural de Zp no corpo finito Fp. Como Z∗p = Zp\pZp, isso induz um homomorfismo
de grupo sobrejetivo η : GLd(Zp) → GLd(Fp). O núcleo de η é o grupo GL1

d(Zp) ={
g ∈ GLd(Zp)|g≡ 1 (mod p)

}
. A pré-imagem por η de qualquer p-subgrupo de Sylow do
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grupo finito GLd(Fp) é um subgrupo pro-p de Sylow de GLd(Zp). Um p-subgrupo de Sylow
particular de GLd(Fp) é o grupo das matrizes uni-triangulares superiores. E pelos Teoremas
de Sylow, todos os outros p-subgrupos de Sylow de GLd(Fp) são conjugados a este.

Corolário 2.1.6. Um grupo pro-p p-ádico analítico é um grupo topológico que é isomorfo a
um subgrupo fechado de um subgrupo pro-p de Sylow de GLd(Zp) para algum d.

2.2 Grupos Powerful

Antes da definição de grupos uniformemente powerful, precisamos definir grupos power-
ful.

Aqui elencamos alguns resultados no intuito de complementar a teoria preliminar mas
que não serão necessários ao entendimento desse trabalho.

Definição 2.2.1. 1. Um p-grupo finito G é dito powerful se p é ímpar e G/Gp é abeliano
ou p = 2 e G/G4 é abeliano.

2. Um subgrupo N de um p-grupo finito G é powerfully imerso em G e escrevemos N p.e.
G (do inglês powerfully embedded), se p é ímpar e [N,G]≤N p ou p = 2 e [N,G]≤N4.

Assim, um p-grupo finito G é powerful se, e somente se, G p.e G e se N p.e G, então
N ▹G e N é powerful. Quando p é ímpar, G é powerful se, e somente se, Gp = Φ(G).

Exemplo 2.2.2. Todo p-grupo finito abeliano G é powerful e seus subgrupos são powerfully
imersos em G.

Exemplo 2.2.3. Sejam G um p-grupo com p ímpar e a1, . . . ,ad elementos de G tais que
G = ⟨a1⟩⟨a2⟩ . . .⟨ad⟩, onde d = d(G). Então G é powerful.

Nosso foco aqui são os grupos pro-p. Mas como muitos resultados que valem para os
grupos pro-p podem ser herdados, de uma certa maneira, dos resultados que valem para
p-grupos finitos, elencamos abaixo alguns resultados para p-grupos finitos que podem ser
encontrados no Capítulo 2 de [1].

Lema 2.2.4. Seja G um p-grupo finito e sejam N,K e W subgrupos normais de G com
N ≤W.

1. Se N p.e. G, então NK/K p.e. G/K.

2. Se p é ímpar e K ≤ N p ou se p = 2 e K ≤ N2, então N p.e. G se, e somente se, N/K
p.e. G/K.
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3. Se N p.e. G e x ∈ G, então ⟨N,x⟩ é powerful.

4. Se N não é powerfully imerso em W, então existe um subgrupo normal J de G tal que

• se p é ímpar,

N p[N,W,W ]≤ J < N p[N,W ] e |N p[N,W ] : J|= p;

• se p=2,

N4[N,W ]2[N,W,W ]≤ J < N4[N,W ] e |N4[N,W ] : J|= 2.

Demonstração. Os itens 1 e 2 são diretos da definição. Para provarmos o item 3, seja
H = ⟨N,x⟩. Daí [H,H] = [N,H] já que N ▹H, então se N p.e. G, temos que [H,H]≤N p <H p

(respectivamente, [H,H]≤H4 se p = 2). Para a parte 4, suponha p ímpar e que [N,W ]� N p.
Então N p < N p[N,W ] = M, digamos. Como G é um p-grupo e M e N são normais em G,
existe J ▹G tal que N p ≤ J < M e |M : J| = p. Então M/J é central em G/J e o resultado
segue. Um argumento parecido nos dá o caso p = 2.

Proposição 2.2.5. Sejam G um p-grupo finito e N ≤ G. Se N p.e. G, então N p p.e. G.

Demonstração. Vamos dividir a prova em dois casos. Primeiramente, suponha p ímpar.
Temos que [N,G]≤N p e podemos supor que (N p)p = 1= [N p,G,G]. Então [N,G,G]≤ Z(G)

e segue que para quaisquer x ∈ N e g ∈ G, a função ω 7→ [x,g,ω] é um homomorfismo de G
em Z(G). Então

p−1

∏
j=0

[x,g,x j] =
p−1

∏
j=0

[x,g,x] j = [x,g,x]p(p−1)/2.

Daí,

[xp,g] = [x,g]x
p−1

[x,g]x
p−2

. . . [x,g]

=
0

∏
j=p−1

[x,g][x,g,x j]

= [x,g]p
p−1

∏
j=0

[x,g,x j] já que [x,g,x j] ∈ Z(G) para cada j

= [x,g]p[x,g,x]p(p−1)/2 = 1

uma vez que [N,G]p = 1. Então [N p,G] = 1, como queríamos demonstrar.



2.2 Grupos Powerful 24

Agora vamos ao caso em que p = 2. Podemos supor agora que [N,G]≤ N4 e que

[N2,G,G] = [N2,G]2 = (N2)4 = 1.

Para x ∈ N e g ∈ G, temos

[x4,g] = [x2,g][x2,g,x2][x2,g] = [x2,g]2 = 1

então N4 ≤ Z(G). Como o expoente de N divide 8, N4 é gerado por elementos de ordem 2,
donde (N4)2 = 1. Então com x e g como acima, temos

[x2,g] = [x,g][x,g,x][x,g] = [x,g]2 = 1

pois [x,g,x] ∈ [N,G,G]≤ [N4,G] = 1 e [x,g] ∈ [N,G]≤ N4. Então [N2,G] = 1 e o resultado
segue.

Lema 2.2.6. Seja G um p-grupo powerful.

1. Para cada i, Gi p.e. G e Gi+1 = Gp
i = Φ(Gi).

2. Para cada i, a função x 7→ xp induz um homomorfismo de Gi/Gi+1 em Gi+1/Gi+2.

Demonstração. 1. Como G = G1 é powerful, G1 pe. G. Suponha Gi p.e. G para algum
i ≥ 1. Então Gi+1 = Gp

i [Gi,G] = Gp
i e a Proposição 2.2.5 mostra que Gi+1 p.e. G. Já que

Gp
i ≤ Φ(Gi) = Gp

i [Gi,Gi] ≤ Gi+1 e isso implica também que Gi+1 = Φ(Gi). O resultado
segue por indução.

2. A parte 1. mostra que Gi é powerful, Gi+1 = P2(Gi) e Gi+2 = P3(Gi). Então, fazendo
uma mudança de notação, podemos supor que i = 1, daí, substituindo G por G/G3, podemos
supor que G3 = 1. Então [G,G]≤ G2 ≤ Z(G) e para x,y ∈ G temos

(xy)p = xpyp[y,x]p(p−1)/2.

Se p é ímpar então p|p(p−1)/2, e

[y,x]p(p−1)/2 ∈ Gp
2 = G3 = 1.

Se p = 2 então [G,G] ≤ G4 ≤ G3 = 1. Logo, em ambos os casos, temos (xy)p = xpyp.
Como Gp

2 = G3 = 1 e Gp = G2, isso mostra que x 7→ xp induz um homomorfismo de G/G2

em G2/G3 e isso completa a prova.

Lema 2.2.7. Se G = ⟨a1, . . . ,ad⟩ é um p-grupo powerful, então Gp =
〈
ap

1 , . . . ,a
p
d

〉
.
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Demonstração. Seja θ : G/G2 7→ G2/G3 o homomorfismo dado no lema anterior. Então
G2/G3 é gerado por {(a1G2)θ , . . . (adG2)θ}, daí G2 =

〈
ap

1 , . . . ,a
p
d

〉
G3. Como G3 = Φ(G2)

e G2 = Gp, pelo Lema 2.2.6, temos o resultado.

Proposição 2.2.8. Se G um p-grupo powerful, então todo elemento de Gp é uma p-ésima
potência em G.

Demonstração. Argumentamos por indução em |G|. Seja g ∈ Gp. Pelo Lema 2.2.6, existe
x ∈ G e y ∈ G3 tais que g = xpy. Defina H = ⟨Gp,x⟩. Como Gp = G2 p.e. G pelo Lema
2.2.6, o Lema 2.2.4 (3.) nos dá que H é powerful. Além disso, g ∈ H p, já que y ∈ G3 = Gp

2 .
Se H ̸= G, então a hipótese de indução diz que g é uma p-ésima potência em H. Se H = G,
então G = ⟨x⟩ é cíclico, pois nesse caso G = ⟨Gp,x⟩= Φ(G)⟨x⟩ e nesse caso, o resultado é
trivial.

Teorema 2.2.9. Seja G = ⟨a1, . . . ,ad⟩ um p-grupo powerful e escreva Gi = Pi(G) para cada
i.

1. Gi p.e G.

2. Gi+k = Pk+1(Gi) = Gpk

i para cada k ≥ 0.

3. Gi = Gpi−1
=
{

xpi−1
| x ∈ G

}
=
〈

api−1

1 , . . . ,api−1

d

〉
.

4. a função x 7→ xpk
induz um homomorfismo de Gi/Gi+1 em Gi+k/Gi+k+1 para cada i e

k.

Demonstração. Já provamos o item 1 e observamos que Gi+1 = Gp
i = P2(Gi) para cada i.

Segue então da Proposição 2.2.8 que Gi+1 = {xp|x ∈ Gi} e por indução, G1 = xpi−1
|x ∈ G.

Como G1 é um subgrupo, isso implica que Gi = Gpi−1
. Repetidas aplicações do Lema 2.2.7

mostram então que Gi =
〈

api−1

1 , . . . ,api−1

d

〉
. E assim provamos 3.

A parte 4 segue do Lema 2.2.6, item 2. E finalmente, tomando Gi no lugar de G e k+1
no lugar de i, em 3, obtemos

Pk+1(Gi) = Gpk

i =
{

xpk
|x ∈ Gi

}
=
{

ypi−1+k
|y ∈ G

}
= Gi+k,

provando 2.

Para grupos pro-p, tomamos, na Definição 2.2.1, os fechos dos subgrupos Gp, G4, N p e
N4 e N aberto.



2.2 Grupos Powerful 26

Como N p =
⋂
{K | N p ≤ K ▹a G} (respectivamente, N4), obtemos o seguinte critério

para um subgrupo aberto ser powerfully imerso:

Proposição 2.2.10. Sejam G um grupo pro-p e N ≤a G. Então N p.e. G se, e somente se,
NK/K p.e. G/K para todo K ▹a G.

Corolário 2.2.11. Um grupo topológico G é um grupo pro-p powerful se, e somente se, G é
o limite inverso de um sistema inverso de p-grupos finitos powerful no qual todas as funções
são sobrejetivas.

Demonstração. Seja G um grupo pro-p powerful. Então G∼= lim←−G/N onde N percorre os
subgrupos abertos normais de G e cada G/N é um p-grupo powerful finito.

Suponha agora que G = lim←−Gλ , onde cada Gλ é um p-grupo finito powerful e Gµ → Gλ

é sobrejetivo para µ ≥ λ . Então G é um grupo pro-p e se K ▹a G, então G/K é um quociente
de algum Gλ e portanto, é powerful. Pela Proposição 2.2.10, G é então, powerful.

A partir desse resultado, podemos então pegar os resultados que valem para p-grupos
finitos e levá-los para grupos pro-p. No entanto, temos que nos restringir aos grupos pro-p
finitamente gerados, nos quais a p-série inferior consiste de subgrupos abertos, como mostra
a Proposição 1.2.14.

Lema 2.2.12. Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado. Então todo elemento de
Gp é uma p-ésima potência em G e Gp = Φ(G) é aberto em G. Se p = 2, então G4 é aberto
em G.

Demonstração. Seja g ∈ Gp. Então gN ∈ (G/N)p para cada N ▹a G. Então, pela Proposição
2.2.8, temos que gN é uma p-ésima potência em G/N para cada N. Segue que g é uma
p-ésima potência em G. Então Gp ≤ Gp e então Gp = Gp consiste de p-ésimas potências.
Como [G,G]≤ Gp, temos que Gp = Φ(G) = P2(G), que é aberto, pela Proposição 1.2.14. E
finalmente, se p = 2, um argumento parecido mostra que G4 = G4 ≥ P3(G), nos dando que
G4 é aberto.

Corolário 2.2.13. Seja G como no Lema 2.2.12. Então, para cada i, temos

Gpi
= (Gpi−1

)p =
{

xpi
| x ∈ G

}
p.e. Gpi−1

. (2.1)

Demonstração. Segue das Proposições 2.2.5 e 2.2.10 que Gp p.e G. Logo, o caso i = 1 de
(2.1) reduz ao Lema 2.2.12. O caso geral segue por indução, substituindo G por Gpi−1

.

Teorema 2.2.14. Seja G = ⟨a1, . . . ,ad⟩ um grupo pro-p powerful finitamente gerado e es-
creva Gi = Pi(G) para cada i.
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1. Gi p.e G.

2. Gi+k = Pk+1(Gi) = Gpk

i para cada k ≥ 0 e, em particular, Gi+1 = Φ(Gi).

3. Gi = Gpi−1
=
{

xpi−1
| x ∈ G

}
=
〈

api−1

1 , . . . ,api−1

d

〉
.

4. a função x 7→ xpk
induz um homomorfismo de Gi/Gi+1 em Gi+k/Gi+k+1 para cada i e

k.

Demonstração. A segunda igualdade em 3 segue do Corolário 2.2.13. Todo o resto segue
do Teorema 2.2.9, aplicado aos p-grupos finitos G/Gpn

para n suficientemente grande, uma
vez que os subgrupos Gpn

são abertos pelo Corolário 2.2.13 (pela Proposição 1.2.14, item 4,
tais subgrupos formam uma base para as vizinhanças de 1 em G, já que Gpn

≤ Pn+1(G) para
cada n).

2.3 Grupos Uniformemente Powerful

Tendo em vista a definição de grupo powerful e alguns resultados com respeito a tais
grupos, damos agora uma definição mais forte que essa, a de grupos uniformemente powerful,
que são um caso particular dos grupos powerful.

Definição 2.3.1. Um grupo pro-p G é uniformemente powerful se

1. G é finitamente gerado;

2. G é powerful;

3. para todo i, |Pi(G) : Pi+1(G)|= |G : P2(G)|.

Em geral, usaremos o termo "uniforme"para abreviar esta definição.
Se um grupo pro-p G satisfaz as condições 1 e 2 dessa definição, então, pelo Teo-

rema 2.2.14, sabemos que a função x 7→ xp induz um epimorfismo fi : Pi(G)/Pi+1(G)→
Pi+1(G)/Pi+2(G) para cada i. Assim, a condição 3 da Definição 2.3.1 é equivalente a:

3.′ para cada i≥ 1, a função fi é um isomorfismo.
Temos então o seguinte teorema:

Teorema 2.3.2. Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado. Então Pk(G) é uniforme
para todo k suficientemente grande.
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Demonstração. Escreva Gi = Pi(G) e suponha |Gi/Gi+1|= pdi . Pelo Teorema 2.2.14, item
4, temos d1 ≥ d2 ≥ ·· · ≥ di ≥ di+1 ≥ . . . , então existe m tal que dk = dm para todo k ≥ m.
Pelo Teorema 2.2.14, item 2, Pi(Gk) = Gk+i−1 para todos i e k e então, pelo item 1 do mesmo
teorema, Gk é powerful.

Uma outra maneira de caracterizar grupos uniformes é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2.3.3. Um grupo pro-p powerful finitamente gerado é uniforme se, e somente se, é
livre de torção.

Demonstração. Seja G um grupo pro-p powerful finitamente gerado e escreva Gi = Pi(G)

para cada i. Primeiros suponhamos que G não seja livre de torção. Então G possui um
elemento x de ordem p, pois se ele tivesse ordem finita coprima com p, tal elemento deveria
estar em Gi para todo i, mas então ele seria 1. Digamos então x ∈ Gi\Gi+1. Então 1 ̸=
xGi+1 ∈Gi/Gi+1 e 1 = xpGi+2 ∈Gi+1/Gi+2, mas então a função fi : Gi/Gi+1→Gi+1/Gi+2

não é injetiva. Daí, G não é uniforme. Para a implicação contrária, suponhamos que G não
seja uniforme. Então, para algum i, o epimorfismo fi : Gi/Gi+1→Gi+1/Gi+2 não é injetivo e
então existe x ∈Gi\Gi+1 tal que xp ∈Gi+2. Coloque x2 = x e suponha que para algum n≥ 2,
encontramos x2, . . . ,xn tais que xp

j ∈ Gi+ j e x j ≡ x j−1 (mod Gi+ j−2) para 2 < j ≤ n. Existe
z∈Gi+n−1 tal que zp = xp

n ; então escrevemos xn+1 = z−1xn. Assim, xn+1 ≡ xn (mod Gi+n−1).
Além disso, xp

n+1 ∈ Gi+n+1: Se p é ímpar, temos

xp
n+1 = (z−1xn)

p ≡ z−pxp
n [xn,z−1]p(p−1)/2 ≡ 1 (mod Gi+n+1)

já que [Gi+n+1,G,G][Gi+n+1,G]p ≤ Gi+n+1; e se p = 2, temos

xp
n+1 = z−2[z−1,x−1

n ]x2
n ≡ z−2x2

n = 1 (mod Gi+n+1),

pois [Gi+n+1,G]≤ G4
i+n+1 = Gi+n+1 já que Gi+n+1 p.e. G.

Então a sequência x2, . . . ,xn, . . . pode ser construída recursivamente, é uma sequência
de Cauchy e então converge para algum elemento x∞ ∈ G. Então x∞ ≡ x ̸≡ 1 (mod Gi+1) e
x∞ ≡ xp

n ≡ 1 (mod Gi+n−1) para todo n. Logo xp
∞ = 1 e então G não é livre de torção.

Um exemplo simples de grupo uniforme é o grupo dos inteiros p-ádicos, Zp, para p
ímpar.

As duas teorias vistas nesse capítulo se unem no seguinte resultado.

Teorema 2.3.4. Seja G um grupo topológico. Então G tem a estrutura de um grupo p-ádico
analítico se, e somente se, G contém um subgrupo aberto que é um grupo pro-p uniforme.
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Um estudo sobre esse assunto e a prova desse resultado estão contidos no capítulo 8 de
[1].



Capítulo 3

Grupos p-Saturáveis e PF-Filtrations

Acerca do assunto principal dessa dissertação, trazemos então um estudo sobre grupos
p-saturáveis, onde veremos a relação desses grupos com os PF-grupos, chegando no Teorema
A apresentado na introdução; um pouco sobre subgrupos normais de grupos p-saturáveis,
chegando no Teorema B; e entraremos um pouco mais na relação entre os grupos p-saturáveis
e os grupos p-ádicos analíticos, culminando na demonstração do Teorema C.

3.1 Grupos p-Saturáveis

Vejamos então algumas definições e alguns resultados para embasar nosso estudo de
grupos p-saturáveis e para provarmos o Teorema A, que relembramos a seguir.

Teorema A. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado livre de torção. Então as seguintes
condições são equivalentes:

1. G é um grupo p-saturável.

2. G é um PF-grupo.

3. G/Φ(G)p é um PF-grupo, onde Φ(G) é o subgrupo de Frattini de G.

A primeira definição que precisaremos é a de valoração.

Definição 3.1.1. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado. Dizemos que G é p-valorado
se existe uma função ω : G→ R>0∪{∞}, a qual chamamos de valoração, que satisfaz as
seguintes propriedades, para todos x,y ∈ G:

1. ω (x)> (p−1)−1.
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2. ω(x) = ∞⇔ x = 1.

3. ω
(
xy−1)≥ min{ω (x) ,ω (y)}.

4. ω ([x,y])≥ ω (x)+ω (y).

5. ω (xp) = ω (x)+1.

Definição 3.1.2. Um grupo pro-p G com uma valoração ω é chamado p-saturável se para
todo x ∈ G com ω(x)> p(p−1)−1, existe y ∈ G tal que x = yp.

Exemplo 3.1.3. Fazendo uma pequena alteração na valoração p-ádica apresentada no
capítulo anterior, temos que o grupo Zp com a valoração vp(x) é um grupo p-saturável.
Assim, para p = 2, Z2 é 2-saturável com a valoração dada por v2(x) := n+2, se x ̸= 0 e
v2(x) :=∞ se x= 0 e para p ímpar, Zp é p-saturável com a valoração dada por vp(x) := n+1,
se x ̸= 0 e vp(x) := ∞ se x = 0.

Podemos usar a valoração ω para definir em G uma topologia escolhendo como um
sistema fundamental de vizinhanças da identidade os subgrupos Gv = {g ∈ G|ω(g)≥ v}
com v ∈ R>0.

Lema 3.1.4. Seja G um grupo p-valorado. Então a topologia de G vinda da valoração
coincide com a topologia de G enquanto grupo pro-p.

Demonstração. Sabemos que os subgrupos abertos de G na topologia pro-p são os subgrupos
de índice finito. Pelas propriedades 4 e 5 da Definição 3.1.1, se n = ⌈v⌉, então γn(p−1)(G)Gpn

está contido em Gv. Daí, Gv tem índice finito em G e é aberto na topologia pro-p. Segue
então da Proposição 1.2.8, item 2, que os subgrupos Gv formam um sistema fundamental de
vizinhanças da identidade na topologia pro-p. Daí, a topologia dada pela valoração coincide
com a topologia pro-p.

Definição 3.1.5. Sejam G um grupo pro-p e {Ni}i∈N uma família de subgrupos fechados
normais. Dizemos que {Ni}i∈N é uma potent filtration de G se valem as seguintes condições:

1. Ni ≤ N j para todo i≥ j.

2. ∩
i∈N

Ni = 1.

3. [Ni,G]≤ Ni+1.

4. [Ni,p−1 G]≤ N p
i+1.
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Se existe uma potent filtration de G que começa no subgrupo N, dizemos que N é PF-imerso
em G. Um grupo pro-p G é um PF-grupo se G é PF-imerso em G.

As principais propriedades com respeito a potent filtrations e subgrupos PF-imersos estão
listadas nas proposições a seguir.

Proposição 3.1.6. Sejam G um grupo pro-p, N um subgrupo PF-imerso em G e {Ni}i∈N
uma potent filtration que começa no subgrupo N. Então:

1. N/K é PF-imerso em G/K para todo subgrupo fechado normal K em G.

2. Se g ∈ G e x ∈ Ni, então (xg)p ≡ xpgp (mod N p
i+1

)
.

3.
{

N p
i
}

i∈N e {[Ni,G]}i∈N são potent filtrations, portanto N p e [N,G] são subgrupos
PF-imersos em G.

4. N pk
=
{

xpk
| x ∈ N

}
.

5. Para todos i, j ≥ 0, [N pi
,Gp j

] = [N,G]p
i+ j

.

Demonstração. 1. É suficiente ver que ∩
i∈N

NiK = ( ∩
i∈N

Ni)K = K, onde a primeira igual-

dade segue da Proposição 1.2.7, item 1.

2. É consequência direta da fórmula de P. Hall e da definição de potent filtration.

3. Vamos primeiro mostrar que [N p
i ,G] = [Ni,G]p para todo i. Pra isso, podemos supor

G um p-grupo finito e argumentar por indução reversa em i. Como G é finito, existe
i0 tal que Ni = 1 para todo i ≥ i0. Tomemos i = i0 e a igualdade é válida. De
acordo com o Teorema 1.3.5, temos [N p

i ,G] ≡ [Ni,G]p (mod [Ni,p G]). Como {Ni}
é uma potent filtration, temos que [Ni,p G] ≤ [N p

i+1,G]. E pela hipótese de indução,
[N p

i+1,G] = [Ni+1,G]p. Daí, por um lado,

[N p
i ,G]≤ [Ni,G]p[Ni,p G]≤ [Ni,G]p[N p

i+1,G] = [Ni,G]p[Ni+1,G]p = [Ni,G]p.

E por outro lado,

[Ni,G]p ≤ [N p
i ,G][Ni,p G]≤ [N p

i ,G][N p
i+1,G] = [N p

i ,G].

Logo, [N p
i ,G] = [Ni,G]p para todo i.
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Para {[Ni,G]}, as três primeiras condições da definição de potent filtration são diretas
e a quarta condição segue do que acabamos de provar:

[[Ni,G],p−1 G]≤ [N p
i+1,G] = [Ni+1,G]p.

E para
{

N p
i
}

, note que, pelo que mostramos, temos que [N p
i ,G] = [Ni,G]p ≤ N p

i+1 e
[N p

i ,p−1 G] = [Ni,p−1 G]p ≤ (N p
i+1)

p.

4. Novamente, é suficiente pensarmos no caso em que G é um p-grupo finito. Note que
pelo item 3, só precisamos mostrar que N p = {xp | x ∈ N}.

Seja {Ni} uma potent filtration com N = N1. É suficiente provar, por indução re-
versa em i que xpyp é uma p-ésima potência para todos x ∈ N e y ∈ Ni. Isso segue
imediatamente do item 2 aplicando duas vezes a hipótese de indução.

5. Pelos itens 3 e 4, já temos que [N pi
,G] = [N,G]p

i
. Então nos resta mostrar que

[N,Gp j
] = [N,G]p

j
. Mostraremos para o caso em que G é um p-grupo finito, por

indução na ordem de N. Pelo Teorema 1.3.5,

[N,Gp j
]≡ [N,G]p

j
(mod [N,p G]p

j−1
. . . [N, j(p−1)+1 G]) (3.1)

Temos então que esse módulo está contido em [N2,G]p
j
. Pela hipótese de indução,

[N2,G]p
j
= [N2,Gp j

] e então, por 3.1, [N,Gp j
] = [N,G]p

j
.

Proposição 3.1.7. Seja G um grupo pro-p. Então, para cada subgrupo fechado normal K
de G, existe um subgrupo fechado T de G, que contém K e satisfaz as propriedades:

1. Se N é PF-imerso em G, então N∩T é PF-imerso em T . Mais precisamente, se {Ni}
é uma potent filtration de G, então {Ni∩T} é uma potent filtration de T .

2. Para todo subgrupo PF-imerso M de T , temos [Mpi
,T p j

]p
k
= [Mpr

,K ps
]p

t
, sempre que

i+ j+ k = r+ s+ t ≥ 1.

Demonstração. Seja T a família de todos os subgrupos fechados de G contendo K e que
satisfaz a propriedade 1. T é não vazio, pois G ∈ T . Afirmamos que T tem subgrupos
minimais. Pelo Lema de Zorn, apenas precisamos considerar uma cadeia

{
Tj
}

de subgrupos
de T e provar que T =∩

j
Tj também pertence a T . Escolha então uma potent filtration {Ni} de

G e mostremos que {Ni∩T} é uma potent filtration de T . Para isso, tome x ∈ [Ni∩T,p−1 T ]
e provaremos que x = t p para algum t ∈ Ni+1 ∩ T . Como x ∈ [Ni ∩ Tj,p−1 Tj] ≤ (Ni+1 ∩
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Tj)
p, podemos escrever x = t p

j com t j ∈ Ni+1∩Tj (recordando a Proposição 3.1.6, item 4).

Definimos então Fj =
{

t j ∈ Ni+1∩Tj : t p
j = x

}
. Como Ni+1 e Tj são fechados em G e tomar

potências é contínuo em G, segue que Fj é um subconjunto fechado não-vazio de G. Note
que a família

{
Fj
}

de subconjuntos fechados tem a propriedade da interseção finita. De
fato, como

{
Tj
}

é uma cadeia, para qualquer coleção finita de índices j1, j2, . . . , jn existe um
índice jk tal que Tj1 ∩ ·· · ∩Tjn = Tjk e consequentemente Fj1 ∩ ·· · ∩Fjn = Fjk é não-vazio.
Com G é compacto, existe ao menos um elemento t na interseção de todos os Fj. Segue que
t ∈ Ni+1∩T e t p = x, como desejado.

Agora, seja T um subgrupo minimal da família T . Precisamos mostrar que T satisfaz
2. Primeiro provamos que [Mpr

,T ] = [Mpr
,K] para todos M PF-imerso em T e todo r ≥ 1.

Como Mpr−1
é também PF-imerso em T e K está contido em T , é suficiente notar que

[Mp,T ] ≤ [Mp,K]. Suponha por contradição que esta inclusão não valha para algum M.
Então ela deve falhar em algum quociente G/V , onde V é um subgrupo aberto normal de G.
Seja {Mi} uma potent filtration que começa no subgrupo M. Como G/V é finito, deve existir
um índice j tal que [Mp

j ,T ]� [Mp
j ,K]V mas [Mp

j+1,T ]≤ [Mp
j+1,K]V . Defina então

T ∗ =
{

t ∈ T : [Mp
j , t]≤ [Mp

j ,K]V
}
,

em outras palavras, T ∗ é o centralizador em T de Mp
j V/[Mp

j ,K]V . Então T ∗ é um subgrupo
fechado normal próprio de T contendo K. Dada uma potent filtration {Ni} de G, provamos
a seguir que {Ni∩T ∗} é uma potent filtration de T ∗, o que é uma contradição com a
definição de T . Escolha x ∈ [Ni ∩ T ∗,p−1 T ∗] e vejamos que x ∈ (Ni+1 ∩ T ∗)p. Como
[Ni∩T ∗,p−1 T ∗]≤ [Ni∩T,p−1 T ]≤ (Ni+1∩T )p, podemos escrever x = t p com t ∈ Ni+1∩T
e é suficiente ver que t ∈ T ∗. Agora, pela congruência 1.3 do Teorema 1.3.1,

[Mp
j , t]≤ [M j, t p][M j,T,T ]p[M j,p T ]≤ [M j,x][M

p
j+1,T ]≤ [M j,x][M

p
j+1,K]V

e por outro lado, como x ∈ γp(T ),

[M j,x]≤ [M j,γp(T )]≤ [M j,p T ]≤ [Mp
j+1,T ]≤ [Mp

j+1,K]V

Então [Mp
j , t]≤ [Mp

j+1,K]V e t ∈ T ∗, como desejado.
Mostramos então que [Mpr

,K] = [M,K]p
r
= [M,K pr

] para todo r ≥ 0. Obviamente,
podemos assumir que r ≥ 1 e que G é um p-grupo finito. Agora

[Mpr
,K]≡ [M,K]p

r
≡ [M,K pr

] (mod [M,p T ]p
r−1

. . . [M,r(p−1)+1 T ]),
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e esse módulo está contido em [Mpr

2 ,T ], que coincide com [Mpr

2 ,K] como visto acima.
Então o resultado segue por indução na ordem de M.

Agora podemos concluir a prova de 2. Como i+ j+ k = r+ s+ t ≥ 1, temos

[Mpr
,K ps

]p
t
= [[Mpr+s+t

,K] = Mpr+s+t
,T ] = [Mpi

,T p j
]p

k
,

pelos resultados nos dois últimos parágrafos e pelo item 5 da Proposição 3.1.6.

Na próxima proposição mostramos que em um PF-grupo livre de torção, raízes de
elementos são tomadas de maneira única.

Proposição 3.1.8. Sejam G um grupo pro-p e N um subgrupo PF-imerso em G livre de
torção. Se xpk

∈ N pk
, então x ∈ N. Mais ainda, se x,y ∈ N e xpk

= ypk
, então x = y.

Demonstração. É suficiente mostrarmos o resultado para o caso k = 1. Considere N PF-
imerso em G e a respectiva potent filtration {Ni}. Façamos x1 = x. Pela hipótese, existe
a1 ∈ N1 tal que xp

1 = ap
1 . Pondo x2 = x1a−1

1 , pelo item 2 da Proposição 3.1.6, temos xp
2 =

(x1a−1
1 )p ≡ xp

1a−p
1 = 1 (mod N p

2 ), ou seja, xp
2 ∈ N p

2 . Generalizando, temos que se xp
i ∈ N p

i ,
existe a1 ∈ Ni tal que xp

i = ap
i e então xi+1 = xia−1

i satisfaz xp
i+1 ∈ N p

i+1 e xi+1 ≡ xi (mod Ni).
Construímos então uma sequência de Cauchy {xi}i∈N tal que xp

i ∈N p
i . Então, (lim

i→∞
xi)

p =

lim
i→∞

xp
i = 1. N é livre de torção, então lim

i→∞
xi = 1. E hi = xx−1

i também é uma sequência

de Cauchy, já que multiplicar por x e pegar inversos são operações contínuas. Como
h1 = xx−1

1 = 1 e hi+1 = xx−1
i+1 ≡ xx−1

i mod N, hi está contido em N. Logo lim
i→∞

hi ∈ N e

x = lim
i→∞

hixi = (lim
i→∞

hi)(lim
i→∞

xi) ∈ N.

Considere agora x, y ∈ N tal que xp = yp. É suficiente mostrar que xy−1 ∈ Ni, para todo
i. Provaremos por indução. Como N1 = N, o caso i = 1 é óbvio. Agora suponha que a
afirmação valha para todo i e mostraremos que vale para i+ 1. Novamente pelo item 2
da proposição anterior, temos (xy−1)p ≡ xpy−p (mod N p

i+1). Logo (xy−1)p ∈ N p
i+1 e então

xy−1 ∈ Ni+1.

Lema 3.1.9. Sejam G um grupo pro-p e N um subgrupo fechado normal de G. Então:

1. Se M é um subgrupo fechado normal de G tal que N ≤M[N,G], então N ≤M.

2. Para todo l ≥ 0, [N p,l G]≤ [N,l G]p[N,(p−1)+l G].

Demonstração. 1. Como um grupo pro-p é o limite inverso de p-grupos finitos, podemos
reduzir a prova a um p-grupo finito e esse caso foi provado no Capítulo 1, no Lema
1.3.3.
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2. O resultado segue como caso particular do Teorema 1.3.6.

O lema a seguir mostra que não há necessidade de checar a hipótese da interseção trivial
dos subgrupos para conseguirmos uma potent filtration que começa no subgrupo fechado
normal N, pois mostramos que basta algum dos subgrupos estar em [N,G]N p.

Lema 3.1.10. Sejam G um grupo pro-p e N um subgrupo fechado normal para o qual existe
um série de subgrupos N = N1 ≥ N2 ≥ ·· · ≥ Nt+1 = [N,G]N p que satisfaz [Ni,G]≤ Ni+1 e
[Ni,p−1 G]≤ N p

i+1 para 1≤ i≤ t. Defina:

Mi =

[Ns, j G]N p, se i = jt + s≤ t(p−1) com 1≤ s≤ t,

Mp
i−t(p−1), se i > t(p−1).

(3.2)

Então {Mi} é uma potent filtration de G. Em particular, N é PF-imerso em G.

Demonstração. É claro que {Mi} é uma série decrescente de subgrupos fechados normais
de G com interseção trivial. Vamos provar que [Mi,G]≤Mi+1 e [Mi,p−1 G]Mp

i+1 por indução
em i.

Suponhamos que i ≤ t(p− 1). Escrevendo i = jt + s com 1 ≤ s ≤ t, temos Mi =

[Ns, j G]N p. Então [Mi,G] = [[Ns, j G]N p,G]≤ [Ns+1, j G]N p = Mi+1. Por outro lado, temos
[Mi,p−1 G] = [[Ns, j G]N p,p−1 G]≤ [N p

s+1, j G][N p,p−1 G].

Vamos mostrar primeiramente que [N p
k , j G]≤ [Nk, j G]p para 1≤ k ≤ t. Pela parte (2) do

Lema 3.1.9,

[N p
k , j G]≤ [Nk, j G]p[Nk, j+p−1 G]≤ [Nk, j G]p[N p

k+1, j G],

e repetindo esse argumento,

[N p
k , j G]≤ [Nk, j G]p[N p

t+1, j G]. (3.3)

Aplicando novamente o Lema 3.1.9, dessa vez para [N p
t+1, j G], teremos

[N p
t+1, j G]≤ [Nt+1, j G]p[Nt+1, j+p−1 G] (3.4)

≤ [Nt+1, j G]p[N p, j+p−1 G][N, j+p G]≤ [Nt+1, j G]p[N p, j+1 G]. (3.5)
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Consequentemente,

[N p
k , j G]≤ [Nk, j G]p[N p, j+1 G]≤ [Nk, jG]p[N, j+1 G]p[N p

t+1, j+1 G]

≤ [Nk, j G]p[N p
k , j+1 G],

onde a segunda inclusão segue de 3.3 para k = 1. Concluímos então, do Lema 3.1.9 que
[N p

k , j G] ≤ [Nk, j G]p. Aplicando esse resultado para [N p
s+1, j G][N p,p−1 G] (e para 3.4 para

s = t), segue que [Mi,p−1 G]≤Mp
i+1.

Agora suponhamos que i > t(p−1). Então Mi = Mp
i−t(p−1) e pela hipótese de indução,

[Mp
i−t(p−1),G]≤ [Mi−t(p−1),G]p[Mi−t(p−1),p G]

≤ [Mi−t(p−1),G]p[Mp
i−t(p−1)+1,G]≤Mi+1.

Usando um argumento similar obtemos [Mi,p−1 G]≤Mp
i+1.

Como consequência direta do lema acima obtemos um critério para que um subgrupo
fechado normal finitamente gerado N seja PF-imerso em G.

Corolário 3.1.11. Sejam G um grupo pro-p e N um subgrupo fechado normal finitamente
gerado de G. Então N é PF-imerso em G se, e somente se, N/([N,G]N p)p é PF-imerso em
G/([N,G]N p)p.

Demonstração. Se N é PF-imerso em G, pelo item 1 da Proposição 3.1.6, N/([N,G]N p)p é
PF-imerso em G/([N,G]N p)p. Por outro lado, considere a potent filtration {Ni/([N,G]N p)p}
que começa no subgrupo N/([N,G]N p)p. Por N ser finitamente gerado, o subgrupo [N,G]N p

é aberto e então Nt ≤ [N,G]N p para algum t. Então é suficiente considerar a série de
subgrupos N = N1[N,G]N p ≥ N2[N,G]N p ≥ ·· · ≥ Nt [N,G]N p = [N,G]N p e aplicar o lema
anterior.

Com os dois últimos resultados provamos então o teorema mais importante desse trabalho,
o Teorema A apresentado na introdução.

Teorema A. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado livre de torção. Então as seguintes
condições são equivalentes:

1. G é um grupo p-saturável.

2. G é um PF-grupo.

3. G/Φ(G)p é um PF-grupo, onde Φ(G) é o subgrupo de Frattini de G.
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Demonstração. Como G é pro-p, a equivalência entre 2 e 3 segue do Corolário 3.1.11.
Vamos provar então a equivalência entre 1 e 2.

Seja G um PF-grupo. Precisamos de uma valoração que satisfaça as definições 3.1.1
e 3.1.2. Considere a família de subgrupos G = N1 ≥ N2 ≥ ·· · ≥ Nt+1 = Φ(G) tal que
[Ni,G]≤Ni+1 e

[
Ni,p−1 G

]
≤N p

i+1 para i≤ t. Para todo i∈Z>0, escreva i= rt(p−1)+ jt+s,
onde 0 ≤ j ≤ p− 2 e 1 ≤ s ≤ t e defina Mi = (

[
Ns, j G

]
Gp)pr

. Pelo Lema 3.1.10, {Mi} é
uma potent filtration de G.

Definimos então, para cada x ∈Mi\Mi+1, uma valoração ω da seguinte maneira:

ω(x) =
1

p−1

(
2sp+ j+1

2(t+1)p
+ j+1

)
+ r

onde r, j e s são dados como acima e ω(1)=∞. As propriedades 1-3 da definição de valoração
dadas em 3.1.1 são obviamente satisfeitas. Se xp ∈ (

[
Ns, j G

]
Gp)pr

, então, pela Proposição
3.1.8, x ∈ (

[
Ns, j G

]
Gp)pr−1

. Logo, (v) também é satisfeita. Vamos então verificar 4. Para
isso, considere x1 e x2 ∈ G e suponha xk ∈Mik\Mik+1. Escrevendo Mik = (

[
Nsk , jk G

]
Gp)prk ,

temos, pela Proposição 3.1.6,

[x1,x2] ∈
[
(
[
Ns1, j1 G

]
Gp)pr1 ,(

[
Ns2, j2 G

]
Gp)pr2

]
=
[[

Ns1, j1 G
]

Gp,
[
Ns2, j2 G

]
Gp]pr1+r2 ≤ (

[
Ns1, j1+ j2+1 G

]
Gp)pr1+r2 .

Supondo sem perda de generalidade que s1 p+ j1 ≥ s2 p+ j2, temos:
Se j1 + j2 < p−2, então

ω ([x1,x2])≥
1

p−1

(
2s1 p+ j1+ j2+2

2(t+1)p
+ j1 + j2 +2

)
+ r1 + r2.

Como

ω (x1)+ω (x2) =
1

p−1

(
2s1 p+ j1+1 +2s2 p+ j2+2

2(t+1)p
+ j1 + j2 +2

)
+ r1 + r2

e

2s1 p+ j1+ j2+2 ≥ 2s1 p+ j1+2 ≥ 2s1 p+ j1+1 +2s2 p+ j2+1,

temos que ω ([x1,x2])≥ ω (x1)+ω (x2) .
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E se j1 + j2 ≥ p−2, então

[x1,x2] ∈
[[

Ns1, j1 G
]

Gp,
[
Ns2, j2 G

]
Gp]pr1+r2

≤
([

Ns1, j1+ j2+1 G
][

Ns1 , j1+1 G
]p [Ns2, j2+1 G

]p Gp2
)pr1+r2

≤
([

Ns1+1, j1+ j2−p+2 G
]p [Ns1, j1+1 G

]p [Ns2 , j2+1 G
]p Gp2

)pr1+r2

≤
([

Ns1+1, j1+ j2−p+2 G
]

Gp)pr1+r2+1
.

Daí,

ω ([x1,x2])≥
1

p−1

(
2s1 p+ j1+ j2+3

2(t+1)p
+ j1 + j2 +2

)
+ r1 + r2.

Logo, ω ([x1,x2])≥ ω (x1)+ω (x2) .

Agora precisamos provar que G satisfaz a propriedade da Definição 3.1.2. Seja x ∈
(
[
Ns, j G

]
Gp)pr

. Se ω (x) > p(p−1)−1, pela definição de ω , r ≥ 1, então x ∈ Gp. Pela
Proposição 3.1.6, x = yp para algum y ∈ G. E então temos que G é p-saturável.

Por outro lado, suponha G p-saturável para uma p-valoração ω . Defina uma topologia
em ((p−1)−1,+∞], cujos abertos são os conjuntos da forma (v,+∞] com v≥ (p−1)−1 e
o conjunto vazio. Considere os subgrupos Gv = {g ∈ G | ω(g)≥ v}, com v ∈ R>0. As-
sim, como os Gv são abertos, ω é contínua. E ω(G) é compacto uma vez que G é
compacto. Então existe δ > 0 tal que ω(G) ⊆ [(p− 1)−1 + δ ,+∞]. Vamos mostrar que
Ni =

{
x ∈ G | ω(x)≥ (p−1)−1 +δ i

}
define uma potent filtration de G. {Ni}i∈N é uma

série decrescente de subgrupos fechados com interseção trivial. E dados x ∈ Ni e y ∈ G,

ω([x,y])≥ ω(x)+ω(y)≥ (p−1)−1 + iδ +(p−1)−1 +δ ≥ (p−1)−1 +(i+1)δ .

Então esta é uma filtration central de subgrupos fechados normais.
Finalmente, se x ∈ Ni e y1, . . . ,yp−1 ∈ G, então

ω([x,y1, . . . ,yp−1])≥ (p−1)−1 + iδ +1+δ (p−1)

≥ p(p−1)−1 +(i+1)δ > p(p−1)−1.

Daí, [x,y1, . . . ,yp−1] = ap com ω(a) = ω([x,y1, . . . ,yp−1])− 1 ≥ (p− 1)−1 +(i+ 1)δ .
Assim, a ∈ Ni+1 e [Ni,p−1 G]≤ N p

i+1, o que nos dá a condição que faltava para {Ni}i∈N ser
uma potent filtration. Logo, G é um PF-grupo.

Corolário 3.1.12. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado livre de torção tal que γp(G)≤
Φ(G)p. Então G é um PF-grupo.
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Demonstração. Basta encontrarmos uma PF-filtration que começa em G. Para isso, considere
a p-série inferior de G

G1 := G e Gi := Gp
i−1[Gi−1,G] para i≥ 2.

Note que [G1,p−1 G] = γp(G)⊆Φ(G)p = Gp
2 e usando indução e a Proposição 3.1.6, temos

para i≥ 2:

[Gi,p−1 G] = [[Gi−1,G]Gp
i−1,p−1 G]⊆ [Gi−1,p−1 G,G][Gp

i−1,p−1 G]

⊆ [Gp
i ,G[Gi−1,p−1 G]p ⊆ [Gi,G]p(Gp

i )
p ⊆ Gp

i+1.

Corolário 3.1.13. Seja G um grupo pro-p finitamente gerado. Então G é p-ádico analítico
se, e somente se, G tem um subgrupo aberto PF-imerso em G.

Demonstração. A parte do "somente se"é imediata do Teorema A. Por outro lado, se N é
um subgrupo aberto PF-imerso de G, então N p é um subgrupo aberto powerful de G: pelo
item 5 da Proposição 3.1.6, [N p,N p]≤ [N,N]p

2
e [N,N]p

2
está contido em (N p)p se p≥ 3 e

em (N2)4 se p = 2. Consequentemente, G é p-ádico analítico.

3.2 Subgrupos Normais de Grupos p-Saturáveis

Buscando entender os grupos p-saturáveis, passamos a olhar para os seus subgrupos
normais com o objetivo de identificar quando tais subgrupos são ainda p-saturáveis. Genera-
lizaremos as definições de potent filtrations e PF-grupos e com alguns resultados auxiliares
provaremos o Teorema B.

Teorema B. Sejam G um grupo p-saturável e N um subgrupo fechado normal de G contido
em Φ(G). Então N é p-saturável.

Para iniciar esse estudo, relembramos o seguinte resultado, que é um caso particular da
Proposição 3.1.7.

Teorema 3.2.1. Sejam G um PF-grupo e N um subgrupo fechado normal de G. Então existe
um PF-subgrupo fechado T de G que contém N tal que para todo subgrupo PF-imerso M de
T , temos [Mpi

,T p j
]p

k
= [Mpr

,N ps
]p

t
, sempre que i+ j+ k = r+ s+ t ≥ 1.

Provaremos inicialmente que subgrupos normais contidos em Gp são p-saturáveis.
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Proposição 3.2.2. Sejam G um PF-grupo e N um subgrupo fechado normal de G contido
em Gp. Então existe uma filtration

N = N1 ≥ N2 ≥ N3 . . .

tal que
∞

∩
i=1

N1 = 1 e [Ni,N]≤ N p
i+1. Em particular, N é um PF-grupo.

Demonstração. Considere M = ⟨x ∈ G | xp ∈ N⟩. Como N ≤ Gp, então N ≤Mp. Por outro
lado, M/Nγp(M) é um grupo regular gerado por elementos de ordem p. Daí, (M/Nγp(M))p

= 1. E então Mp ≤ Nγp(M).

Pelo teorema anterior, existe um subgrupo normal T de G que contém M e uma potent
filtration {Ti} de T que começa em T tal que [T p

i ,T ] = [Mp,Ti]. Vamos começar provando
que [Mp,Ti]≤ [N,Ti]. Pelo Lema 1.1.3,

[Mp,Ti]≤ [N,Ti][γp(M),Ti]≤ [N,Ti][Ti,p M]

≤ [N,Ti][T
p

i+1,T ]≤ [N,Ti][Mp,Ti+1].

Repetindo esse argumento várias vezes, obtemos que para todo k, [Mp,Ti]≤ [N,Ti][Mp,Ti+k].
Logo, [Mp,Ti]≤ [N,Ti]. Então concluímos que

[N,N]≤ [Mp,Mp]≤ [T p,T p]≤ [Mp,T ]p ≤ [N,T ]p

e

[[N,Tk],N]≤ [Mp,Tk,Mp]≤ [[T p,Tk],T p]

≤ [T p
k+1,T ]

p ≤ [Mp,Tk+1]
p ≤ [N,Tk+1]

p.

Assim, N ≥ [N,T1]≥ [N,T2]≥ [N,T3]≥ . . . satisfaz as conclusões do enunciado.

Para estender a proposição anterior para outros subgrupos normais, precisamos gene-
ralizar as definições de potent filtrations e PF-grupos. Para isso, sejam G um grupo pro-p,
1≤ k≤ p−1 e m≥ 1. Dizemos que um subgrupo normal N é PF-imerso em G de tipo (k,m)

se existe uma série decrescente de subgrupos fechados normais com interseção trivial {Ni}
tal que [Ni,k G]≤ N pm

i+1. Assim, {Ni} é uma potent filtration de tipo (k,m). E dizemos que
um grupo pro-p G é um PF-grupo de tipo (k,m) se G é PF-imerso em G de tipo (k,m).

Teorema 3.2.3. Sejam G um PF-grupo de tipo (k,m) e N um subgrupo fechado normal de
G. Então existe um PF-subgrupo fechado de tipo (k,m) T de G que contém N tal que para
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todo subgrupo PF-imerso de tipo (k,m) M de T , temos [Mpi
,T p j

]p
k
= [[Mpr

,N ps
]p

t
], sempre

que i+ j+ k = r+ s+ t ≥ k.

Demonstração. A demonstração é a mesma do Teorema 3.2.1.

Lema 3.2.4. Sejam G um PF-grupo de tipo (k,m) com k+ 1 ≤ p− 1 e N um subgrupo
fechado normal de G. Então N é um PF-grupo de tipo (k+1,m).

Demonstração. Seja N um subgrupo normal de G. Pelo teorema anterior, existe um subgrupo
T de G que contém N e uma potent filtration {Ti} de tipo (k,m) que começa em T tal que
[T pk

i ,T ] = [N,Ti]
pk

. Então [N,k+1 N] ≤ [T pk

2 ,T ] = [N,T2]
pk

e [[N,Ti],k+1 N] ≤ [T pk

i+1,T ] =

[Ti+1,N]p
k
. Então

N ≥ [N,T2]≥ [N,T3]≥ [N,T4]≥ . . .

satisfaz as conclusões de uma potent filtration de tipo (k,m).

Corolário 3.2.5. Sejam G um PF-grupo e N um subgrupo fechado normal de G contido em
Φ(G). Então N é um PF-grupo.

Demonstração. O caso em que p = 2 segue da Proposição 3.2.2. Para p ≥ 3, considere
uma potent filtration {Ti} que começa em G e Hi = [Ti,G]T p

i . Então [Hi,p−2 Φ(G)] =

[[Ti,G]T p
i ,p−2 Φ(G)]≤ [[Ti,G],p−2 Φ(G)][T p

i ,p−2 Φ(G)]. Como

[[Ti,G],p−2 Φ(G)]≤ [Ti,p−1 G]p[Ti,p G]≤ (T p
i+1)

p[Ti+1,G]p ≤ H p
i+1,

segue que [Hi,p−2 Φ(G)]≤ H p
i+1. Logo, Φ(G) é um PF-grupo de tipo (p−2,1) e pelo lema

anterior, N é um PF-grupo.

Agora podemos provar o resultado principal dessa seção com respeito a subgrupos
normais de grupos p-saturáveis.

Teorema B. Sejam G um grupo p-saturável e N um subgrupo fechado normal de G contido
em Φ(G). Então N é p-saturável.

Demonstração. Pelo corolário anterior, N é um PF-grupo. Como G é livre de torção e de
posto finito, N é também livre de torção e finitamente gerado. Logo, pelo Teorema A, N é
um grupo p-saturável.

Podemos ver a necessidade da hipótese de inclusão no exemplo a seguir.
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Exemplo 3.2.6. Sejam A = ⟨x1,x2,x3⟩ o produto direto de 3 cópias de Z3 e B = ⟨α⟩ ∼= Z3.
Considere agora o produto semidireto entre A e B dado pela ação

xα
1 = x1x2,

xα
2 = x2x9

3,

xα
3 = x3.

Temos que γ3(G) ≤ G9. Logo, G é um PF-grupo, pelo Corolário 3.1.12. Tome N =〈
α,x1,x2,x9

3
〉
. N é um subgrupo normal de G, mas note que α

3x3
1 não é uma 3-ésima

potência em N, apenas em G, pois com a identidade (xy)n = xnyxn−1
. . .yxy, mostramos que

α
3x3

1 = (αx1x−1
2 x6

3)
3 e pela Proposição 3.1.8, essa escrita é única. Daí, como αx1x−1

2 x6
3 /∈ N,

α
3x3

1 não é uma 3-ésima potência em N. Logo, N não é um PF-grupo.



Capítulo 4

Grupos Analíticos Pro-p de Dimensões
Pequenas

Entramos agora na relação entre grupos p-ádicos analíticos e p-saturáveis, resumida no
Teorema C, que relembramos abaixo.

Teorema C. Todo grupo pro-p p-ádico analítico livre de torção de dimensão menor que p
é p-saturável. Por outro lado, existe um grupo pro-p p-ádico analítico livre de torção de
dimensão p que não é p-saturável.

4.1 Grupos Analíticos Pro-p de Dimensões Pequenas

Definimos o posto de um grupo pro-p G como rk(G) = sup{d(H)|H ≤a G} e a dimensão
de um grupo pro-p de posto finito G como dim(G) = d(H), onde H é um subgrupo aberto
uniformemente powerful de G e d(H) é o número de geradores de H ([1]). E dizemos que um
grupo pro-p G tem coclasse r se existe u≥ 2 tal que G/γu(G) tem coclasse r e γi(G)/γi+1(G)

tem ordem p para todo i≥ u; ou, equivalentemente, G/γi(G) tem coclasse r para todo i≥ u.
Assim, G é um grupo pro-p de coclasse r se for o limite inverso de p-grupos finitos de
coclasse r.

Demonstraremos a primeira parte do Teorema C na forma do teorema abaixo.

Teorema 4.1. Seja G um grupo pro-p livre de torção p-ádico analítico de dimensão menor
que p. Então γp(G)⊆Φ(G)p. Em particular, G é um PF-grupo.

Demonstração. Se p = 2, Z2 é o único grupo pro-p livre de torção 1-dimensional e a
proposição é válida. Suponha p ≥ 3. Pelo Corolário 3.1.12, a afirmação γp(G) ⊆ Φ(G)p,
que vamos provar, implica que G é um PF-grupo. Suponha que G não seja trivial. Como
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G é p-ádico analítico, existe um subgrupo próprio aberto normal N de G que é uniforme
e portanto PF-grupo. Como G/N é um p-grupo finito, existe uma série finita cujos fatores
são cíclicos de ordem p e argumentando por indução no comprimento dessa série, podemos
supor |G : N|= p.

Como N é uniforme, temos |N : N p| = pdim(N) = pdim(G) ≤ pp−1. O que mostra que
|G : N p| ≤ pp e consequentemente, γp(G)⊆ N p.

Caso 1: Suponha que γp−1(G)⊆ N p. Então γp−1(G)⊆ Gp e a fórmula de Hall mostra
que

γp(G) = [γp−1(G),G]⊆ [Gp,G]⊆ γp+1(G) (mod [G,G]p).

Então, pelo Lema 3.1.9, tomando N = γp(G) e M = [G,G]p, temos γp(G)⊆ [G,G]p⊂Φ(G)p,
como desejado.

Caso 2: Suponha que γp−1(G)*N p. Então G/N p é um p-grupo finito de classe maximal:
G/N p tem ordem pp e classe de nilpotência p− 1. Defina N1 := N e Ni := γi(G)N p para
i = 2, . . . , p−1. Então

G⊃ N = N1 ⊃ N2 ⊃ ·· · ⊃ Np−1 ⊃ N p

é uma série decrescente de subgrupos fechados normais tal que cada termo tem índice p no
termo anterior. Mais ainda, todo subgrupo normal de G que está contido estritamente em N
deve estar contido em N2 = γ2(G)N p.

Primeiro suponha que γp(G) $ N p. O conjunto de elementos de ordem p no p-grupo
regular N/γp(G) forma um subgrupo. Daí, M :=

{
x ∈ N|xp ∈ γp(G)

}
forma um subgrupo de

G que, por suposição, está estritamente contido em N. Pela observação, M está então contido
em N2. Além disso, de acordo com a Proposição 3.1.6, item 4, temos N p = {xp|x ∈ N} e
então Mp = γp(G). O que nos dá

γp(G) = Mp ⊆ N p
2 ⊆Φ(G)p,

como desejado.
Afirmamos que o caso restante γp(G) = N p não ocorre. Por contradição, suponha

γp(G) = N p. Definimos recursivamente Ni := N p
i−p+1 para i ∈ N com i ≥ p. Note que

Ni = γi(G) para i ∈ {2, . . . , p}.
Afirmação 1. Ni é PF-imerso em N para todo i ∈ N.
Prova da afirmação 1. Isso é verdade para i = 1 pois N = N1 é um PF-grupo e pela

Proposição 3.1.6, item 3, é suficiente provar a afirmação para i ∈ {2, . . . , p−1}. Tome i
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nesse conjunto. Segue da Proposição 3.1.6, itens 2 e 5, que [N p,i−1 N]⊆ γi(N)p. Isso dá

[Ni,p−1 N] = [γi(G),p−1 N]⊆ [γp(G),i−1 N] = [N p,i−1 N]⊆ γi(N)p.

Temos que γi(N) é PF-imerso em N, então podemos completar a inclusão Ni = γi(G)⊇
γi(N) para uma potent filtration de Ni em N. Isso prova a afirmação.

Afirmação 2. |Ni : Ni+1|= p para todo i ∈ N.
Prova da afirmação 2. Isso está claro para i ∈ N com i ≤ p− 1. Agora seja i ≥ p e

argumentaremos por indução. Pela afirmação 1, N j é um PF-grupo para todo j ∈ N; então
a Proposição 3.1.6, item 4, mostra que N j+p−1 = N p

j =
{

xp|x ∈ N j
}

. E conseguimos por
indução que |Ni : Ni+1|= |Ni−p+1 : Ni−p+2|= p.

Afirmação 3. Ni = γi(G) para i ∈ N com i≥ 2.
Prova da afirmação 3. Seja i ∈ N com i≥ 2 e argumentemos por indução. Para i≤ p, a

afirmação vale como mostrado acima. Suponha agora que i > p. Por indução, temos

Ni = N p
i−p+1 = γi−p+1(G)p = [γi−p(G),G]p = [Ni−p,G]p

e similarmente γi(G) = [γi−1,G] = [Ni−1,G] = [N p
i−p,G]. A fórmula de Hall nos dá [Ni−p,G]p

≡ [N p
i−p,G] (mod [G,p Ni−p]) (cf. [1.3.5]), então

Ni ≡ γi(G) (mod [G,p Ni−p]).

Por indução, [G,p Ni−p] = [G,p γi−p(G)]⊆ γi(G). Novamente por indução e uma vez que
Ni−p+1 é PF-imerso em N, também obtemos

[G,p Ni−p] = [G,γi−p(G),p−1 Ni−p]⊆ [γi−p+1(G),p−1 N]

⊆ [Ni−p+1,p−1 N]⊆ N p
i−p+2 = Ni+1 ⊆ Ni.

Então segue que Ni = γi(G), como afirmamos.
As últimas duas afirmações mostram que G é um grupo pro-p de coclasse 1, pois G/γ2(G)

tem coclasse 1 e γi(G)/γi+1(G) tem ordem p para todo i≥ 2. Mas nesse caso, pelo Teorema
de Blackburn, existe, nos grupos G/γi(G), um elemento s, dito uniforme, tal que, pelo
Teorema 3.15 de [2], sp ∈ Z(G/γi(G)), para todo i≥ 2 e então G teria elementos de ordem
p, uma contradição.

Para mostrar que a hipótese do enunciado acima não pode ser expandida, trazemos um
exemplo de um grupo pro-p p-ádico analítico livre de torção de dimensão p e que não é um
PF-grupo.
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Exemplo 4.2. Sejam M =
〈
x1, . . . ,xp−1

〉 ∼= Zp−1
p um grupo pro-p abeliano livre de posto

p−1 e A = ⟨α⟩ ∼= Zp. Considere o produto semidireto G := AnM com respeito à ação de
A em M definida por

xα
i =

{
xixi+1 se 1≤ i≤ p−2,

xp−1xp
1 se i = p−1.

G é um grupo pro-p p-ádico analítico livre de torção. Além disso, temos que [M,p−1 G] =

Mp. Para uma contradição, suponha que G seja um PF-grupo e {Gi}i∈N uma potent
filtration de G. Então Mp = [M,p−1 G]⊆ [G,p−1 G] = [G1,p−1 G]≤Gp

2 implica que M ⊆G2.
Indutivamente, suponha que M ⊆ Gi. Então Mp = [M,p−1 G] ⊆ [Gi,p−1 G] ≤ Gp

i+1, o que
implica que M ⊆ Gi+1. Daí, M ⊆ Gi para todo i ∈ N. O que contradiz a propriedade de
potent filtration de que ∩Gi = 1.

Do Teorema 4.1 e do Exemplo 4.2, segue diretamente o Teorema C.

Considerações Finais

No capítulo anterior vimos que um subgrupo fechado normal de um grupo p-saturável
é também p-saturável se contido no subgrupo de Frattini do grupo. E ainda mostramos
através de um contra-exemplo que sem a hipótese da inclusão, não é certo que o subgrupo
será p-saturável. Nesse exemplo temos um grupo G pro-p de dimensão p + 1 tal que
γp(G)* Φ(G), mas não existem tais exemplos para dimensões menores ou iguais a p. De
fato, o Teorema 4.1 implica que todo grupo G pro-p p-saturável de dimensão menor que p
satisfaz γp(G)⊆Φ(G)p. Resta agora provar o caso em que dim(G) = p.

Proposição 4.3. Todo grupo pro-p p-saturável de dimensão p satisfaz γp(G)⊆Φ(G).

Demonstração. Considere o p-grupo finito H := G/Φ(G)p
γp+1(G). Por definição, esse é

um PF-grupo de classe de nilpotência no máximo p e nosso objetivo é provar que γp(H) = 1.
Note que |H : H p| ≤ |G : Gp| = pdim(G) = pp. O que mostra que γp(H) ⊆ H p. Supo-

nhamos primeiramente que |H : Φ(H)| ≥ p3. Como Φ(H) = γ2(H)H p, deduzimos que
γp−1(H)⊆ H p, e a Proposição 3.1.6 implica que

γp(H) = [γp−1(H),H]⊆ [H p,H] = [H,H]p ⊆Φ(H)p = 1,

como queríamos.
Agora suponhamos que |H : Φ(H)|= p2, ou seja, que H seja 2-gerado. Por contradição,

assumimos que γp(H) ̸= 1. Escolha z ∈ γp(H)\{1}. Como γp(H)⊆ H p, a Proposição 3.1.6
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mostra que
Y = {y ∈ H|yp = z} ̸= /0.

Como Y ∩Φ(H) = /0, todo y ∈ Y é parte de um par de geradores de H. A Proposição
3.1.6 mostra que [H p,p−1 H]⊆ [H,H]p ⊆Φ(H)p = 1, logo

[Φ(H),p−1 H]⊆ [H p,p−1 H][[H,H],P−1 h] = γp+1(H) = 1.

Isso implica que γp(H) = [y,p−1 H] para todo y ∈ Y .
Seja (Hi)i∈N uma potent filtration de H. Para obter a contradição desejada, mostramos

que Y ∩Hi ̸= /0 para todo i ∈N. Obviamente, isso vale para i = 1. Agora considere i≥ 2. Por
indução, temos y ∈ Y ∩Hi−1 e então

z ∈ γp(H) = [y,p−1 H]⊆ [Hi−1,p−1 H] = H p
i .

Daí, a Proposição 3.1.6 implica que Y ∩Hi ̸= /0.

A respeito de grupos de dimensão p, temos ainda:

Proposição 4.4. Todo subgrupo pro-p p-ádico analítico de dimensão p fechado de um grupo
pro-p p-saturável é por sua vez p-saturável.

Demonstração. Seja G um subgrupo de um grupo pro-p p-saturável S e suponha que
dim(G)≤ p. Pela Proposição 3.2 de [6], podemos assumir que G tenha índice finito em S e
por indução podemos ainda assumir que |S : G|= p. Pelo que vimos, γp(S)⊆Φ(S)p. Como
vimos no Corolário 3.1.12, a p-série inferior

S1 := S e Si := Sp
i−1[Si−1,S] para i≥ 2.

é uma potent filtration de S. Note que |S : G| = p implica que S2 = Φ(S) ⊆ G. Logo,
G⊃ S2 ⊃ S3 ⊃ . . . é uma potent filtration de G e G é p-saturável.
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