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Resumo

Esta dissertacao apresenta um estudo sobre grupos com finitas érbitas por automorfismos.
O foco principal seré classificar grupos com um determinado nimero de 6rbitas. Base-
ado nos artigos "Soluble groups with few orbits under automorphisms”" e "Automorphism
Orbits of Finite Group" classificamos os grupos finitos com 3 érbitas, os grupos de posto

finito e ordem mista também com 3 6rbitas e os grupos soltveis finitos com 4 érbitas.

Palavras-Chaves: Automorfismos, Grupos Soltveis, Orbitas por Automorfismos.
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Abstract

This dissertation presents a study of groups with finite orbits by automorphisms. The
main focus will be to classify groups given a number of orbits. Based on the articles
"Soluble groups with few orbits under automorphisms” and "Automorphism Orbits of
Finite Group” we classify finite groups with 3 orbits, finite rank mixed order groups also

with 3 orbits, and finite soluble groups with 4 orbits.

Key-Words: Automorphisms, Soluble Groups, Automorphism Orbits.
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Introducao

Sejam G um grupo e Aut(G) seu grupo de automorfismos. O grupo dos automorfismos
Aut(@) age sobre G de maneira natural. As orbitas dessa agao sao chamadas de drbitas
por automorfismos de G e o numero de orbitas é denotado por w(G). Estamos interessados
em classificar grupos baseados apenas no nimero de 6rbitas por automorfismos.

A classificacao de grupos finitos com uma ou duas 6rbitas por automorfismos é bem
conhecida, a saber, o grupo trivial e os p-grupos abelianos elementares. Apresentaremos
essa classificagao no Capitulo 3. No entanto, para um ntmero maior de 6rbitas por
automorfismos, a classificagdo dos grupos finitos nao é tao simples. Dizemos que um
grupo finito nao trivial G tem ordem mista se G nao é um p-grupo. No caso em que
G tem ordem infinita, dizemos que G tem ordem mista se G possui elementos de ordem
finita e infinita. Em 1986, Laffey e MacHale apresentaram a classificagao de grupos finitos

de ordem mista com trés érbitas por automorfismos [12].

Teorema A |Laffey & MacHale (1986)]. Seja G um grupo finito de ordem mista. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes,

2. |G| = p"q, para primos p, q e para um inteiro n > 1, e G tem um p-subgrupo de
Sylow P normal abeliano elementar. Além disso, p € uma raiz primitiva mod q (i.e.
q—1 é o menor natural tal que p? ' =1 mod q). Seja Q um g-subgrupo de Sylow de
G. Entao P, visto como GF(p)Q-mddulo € a soma direta de t > 1 cdpias do unico

GF(p)Q-mddulo irredutivel de dimensio q¢ — 1. Em particular, |P| = p'@=Y.

No mesmo artigo, os autores caracterizaram também os grupos finitos soltveis de

ordem mista com quatro 6rbitas por automorfismos.

Teorema B [Laffey & MacHale (1986)]. Seja G um grupo finito solivel de ordem mista
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tal que w(G) = 4. Entdo |G| = p*q®, para p, q primos distintos. E o grupo G tem um
p-subgrupo de Sylow normal P € Syl,(G). Seja Q € Syl,(G). Entao um dos itens vale,

1. Q age livre-de-pontos-fixos em P, |Q| = q e w(P) =2 ou w(P) = 3;
2. P € abeliano elementar e Q) € ciclico de ordem 4 ou o quatérnio de ordem §;

3. G=PxQ, onde P e () sao abelianos elementares.

Os resultados acima valem quando o grupo é finito. No entanto, quando o grupo
tem ordem infinita, ainda nao se sabe muito sobre a classificacao de grupos com poucas
orbitas por automorfismos. Um resultado mais recente [1], por Bastos, Dantas e de Melo,
apresenta uma caracterizacao de uma classe restrita de grupos infinitos com poucas 6rbitas
por automorfismos.

Dizemos que um grupo G tem posto n se n é o menor inteiro positivo tal que todo
grupo finitamente gerado é gerado por no maximo n elementos. Além disso, um grupo G
é dito radicdvel se para todo inteiro positivo n e todo g € G, existe y € G tal que y"* = g¢.

Em 2020, Bastos, Dantas e de Melo provaram em [1| uma decomposi¢ao dos grupos

soluveis de posto finito com uma quantidade finita de 6rbitas por automorfismos.

Teorema C. Seja G um grupo solivel de posto finito. Se w(G) < oo, entdo G possui

um subgrupo K livre de tor¢ao, radicdvel, nilpotente e caracteristico tal que
G=KxH,
onde H € um subgrupo finito de G.

Também em [1], temos a classificagdo dos grupos soltveis infinitos de ordem mista e

de posto finito com w(G) = 3.

Teorema D. Seja G um grupo solivel de ordem mista e de posto finito. w(G) = 3 se,
e somente se, G = A x H onde |H| = p para algum primo p, H age livre de pontos fixos

em A e A= Q" para algum inteiro positivo n.

Neste trabalho, temos como objetivo principal a demonstracao dos Teoremas A, B, C
e D. Para isso, no primeiro capitulo apresentamos resultados cléssicos e bem conhecidos
de Teoria de Grupos, Anéis e Modulos e Algebra Linear. Apresentamos também um
breve estudo sobre Representacoes de Grupos, Grupos Lineares e Automorfismos Livres

de Pontos Fixos. Esses resultados serao usados nas demonstragoes do teoremas principais.
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O segundo capitulo tem dois objetivos. Apresentar propriedades basicas de érbitas
por automorfismos e demonstrar o Teorema A.

O terceiro capitulo destina-se ao estudo de grupos infinitos de posto finito e com uma
quantidade finita de 6rbitas por automorfismos. Apresentamos resultados trazidos em [1],
incluindo as demonstracoes dos Teoremas C e D.

Por fim, no quarto capitulo estudamos os grupos finitos de ordem mista e possuem

quatros o6rbitas por automorfismos e provamos o Teorema B.



Capitulo

1

Preliminares

1.1 Definicoes e Resultados Basicos

1.1.1 Teoria de Grupos

Este capitulo tem como objetivo estabelecer defini¢oes e teoremas elementares que se-
rao usados posteriormente nos resultados principais. Muitos resultados serao apresentados

sem demonstragao, para mais detalhes confira o capitulo 2 de [6].

Definicao 1.1.1. Sejam G um grupo e X um conjunto nao vazio. Se existe uma regra
que determina um novo elemento de X, denotado por - g, para o € X e g € GG. Dizemos

que essa regra define uma agao de G em X se as sequintes condicoes valem,
1. -1 =« para todo o € X;
2. (a-g)-h=a-(gh) para todo o« € X e todo elemento g,h € G.

Suponha que G aja em X. Podemos notar que se g € GG é arbitrario, entao a fungao
04 1 X — X definida por o’ = « - g possui um inverso: a fungao o,-1. Entao, o, ¢ uma
permutacao do conjunto X, ou seja, o, pertence ao grupo simétrico Sym(X) que consiste
de todas as permutagoes de X. Com efeito, o mapeamento g — o, ¢ um homomorfismo
de G em Sym(X). Os homomorfismos que surgem de agoes de grupos em conjuntos sao
ditos representagoes permutacionais de G.

Dado a € X denotamos por Stabg(a) o estabilizador de «, isto ¢, o conjunto

Stabg(a) = {g € G | a%? = a}.
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Tal conjunto é um subgrupo de G. E denotamos por Orbg(a) a G-6rbita de «, isto é o
conjunto

Orbg(a) = {a% | g € G}.

No contexto de acoes de grupos, existem agoes especificas que definem subgrupos impor-

tantes. A seguir veremos algumas delas.

Definicao 1.1.2. Dado x € G e considerando a a¢ao por conjugacao de G em G, cha-

mamos de centralizador Cg(x) de x em G, o estabilizador de x. Isto €,

Co(x) ={g € G| gx = zg}.

De maneira semelhante, definimos o centralizador de um subgrupo H em G, como
sendo Cq(H) = {z € G | hx = zh,VYh € H}. Ademais, considerando um automorfismo
¢ €Aut(G), definimos o centralizador de ¢ como Cg(¢) = {x € G | ¢ = x}.

Definicao 1.1.3. Seja H < G, considerando a acao de conjugacao de G nas classes

laterais de H, chamamos de normalizador Ng(H) o estabilizador de H € G. Isto é,
No(H) ={g € G| gH = Hg}

Com isso, podemos enunciar um lema bem conhecido que envolve os subgrupos defi-

nidos acima.

Lema 1.1.4. Seja H < G. Entdo o grupo quociente No(H)/Cq(H) € isomorfo a um
subgrupo de Aut(H).

Seja H um subgrupo de G, e suponha que G aja por multiplicacao a esquerda sobre
o conjunto X := (G : H) das classes laterais esquerdas de H em G. Chamamos o nicleo

dessa agao de cerne normal e denotamos por Corg(H).

Grupos Nilpotentes e Grupos Soliiveis

Agora vamos estudar brevemente grupos nilpotentes e grupos soluveis. Tais grupos
surgem da generalizagao da propriedade comutativa, de forma que todo grupo abeliano é
nilpotente e soltvel, mas existem grupos nilpotentes e soliiveis que nao sao abelianos.

Primeiramente, vamos aos grupos nilpotentes. Eles formam uma classe mais restrita
comparada aos grupos soliiveis que serao apresentados a seguir, isto é, todo grupo nilpo-
tente é soltivel. Mas nem todo grupo soltvel é nilpotente. Comecemos com a defini¢ao de

série central.
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Definicao 1.1.5. Uma série de um grupo G,

¢ chamada de série central se G; I G e cada quociente G;y1/G; estd contido no centro de
G/G;i, com 0 <i < k.

Definicao 1.1.6. Dizemos que G € nilpotente se admite uma série central.

Exemplificaremos o conceito de grupo nilpotente. Um subgrupo M de um grupo G ¢é

dito maximal se nao existe subgrupo proprio de G' que contém M.

Definig¢ao 1.1.7. O subgrupo de Frattini ®(G) de um grupo G € a intersegao de todos os

subgrupos mazimais de G. Caso G nao possua subgrupos mazimais ®(G) = G.

O subgrupo de Frattini de um grupo finito é um exemplo de grupo nilpotente. Dados
um grupo G e p um primo que divide |G|, denotaremos por O,(G) o subgrupo ﬂPESylp(G) P,

que é um subgrupo maximal dentre os p-subgrupos normais.

Definicao 1.1.8. Os termos da série central inferior sio definidos indutivamente da

sequinte forma,

onde 1 € um inteiro positivo.

Os grupos nilpotentes finitos apresentam uma estrutura interessante, pois todo grupo
nilpotente finito pode ser escrito como produto direto de seus Sylows. Assim como essa
propriedade, existem muitas outras bem conhecidas que caracterizam grupos nilpotentes
finitos. A seguir enunciamos algumas delas, para conferir as demonstragoes veja o Capitulo

5.2 de [15]
Lema 1.1.9. Se G ¢ um p-grupo, entao G € nilpotente.
Lema 1.1.10. Seja G um grupo finito, sao equivalentes,

1. G € nilpotente;
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2. Todo subgrupo mazimal de G € normal e existe p € w(G) tal que |G : M| = p;
3. G'<O(G);

4. Todo p-subgrupo de Sylow de G € normal;

5. O grupo G € o produto direto dos seus p-subgrupos de Sylow.

O lema seguinte foi apresentado como um exercicio no Capitulo 10 de [7].

Lema 1.1.11. Sejam a e b elementos de um grupo nilpotente G, onde a™ = b" =1 e
(m,n) = 1. Entao [a,b] = 1.

Demonstragao. Denote w = [a,b] e suponha que w € 7;(G), para algum ¢ inteiro nao
negativo. Note que

%(G) < Z( G )’

Yit1(G) Yit1(G)
entao wy;;1(G) é central em ﬁ Pela identidade de comutadores [ac, b] = [a, b]¢[c, b],

com ¢ € G, temos que w" € 7,41(G). E da mesma forma, w™ € ~;11(G), com isso
w € 7+1(G). Pela arbitrariedade de i e como o grupo é nilpotente, concluimos que

w =1, e o lema esta provado. O

Agora, vamos aos grupos soluveis. Tais grupos podem ser construidos como extensoes

finitas de grupos abelianos. E serao definidos a seguir.

Definigao 1.1.12. Consideremos a sequinte série:

GO =¢q
G =[G, G
G2 — [G(l),G(l)]

G — (G| G

para cada n > 2. Chamaremos essa série de série derivada do grupo G.
Definigao 1.1.13. Um grupo G € solivel se existe um nimero natural n tal que G™ = 1.
Em se tratando de grupos solaveis, o resultado abaixo é bem conhecido.

Lema 1.1.14. Se G € um grupo soluvel, e N é um subgrupo normal minimal de G entao

N ¢ abeliano elementar.
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O proximo resultado é o famoso critério de solubilidade de Burnside. Uma demons-

trac@o pode ser encontrada em 8.5.3 de [15].

Teorema 1.1.15 (Burnside). Se G ¢ um grupo finito de ordem p®q®, onde p e q sio

primos distintos e a e b sao inteiros positivos, entao G € solivel.

1.1.2 Anéis e Mo6dulos

O estudo de anéis e modulos nos levam ao estudo do produto tensorial que é uma
ferramenta muito importante para a proxima se¢ao. Os resultados desta secao baseiam-se

principalmente no Capitulo 1.2 de [13], no Capitulo 1.2 de [11] e no Capitulo 1.2 de [10].

Definicao 1.1.16 (R-moédulo). Seja R um anel com unidade 1. Um grupo (aditivo) M
com a operacao m — mr € M comm € M er € R é R-mddulo se para my,ms € M e

r1,72 € R valem
1. m1l=my;
2. (my £ me)ry = myry £ my;
3. my(ry £ o) = myry £ myry;
4. (mqry)rg = my(rire).

Todo grupo abeliano pode ser visto como um Z-modulo de forma natural. De fato,

para r < 0, temos que,

l.ar=a+a+..+a
N—————

Exemplo 1.1.1. Q € um grupo abeliano com a soma, entdo Q pode ser visto como um

Z-madulo de forma natural, para k >0 e a € Q,

l.ar=a+a+..+a;
~—_——

3. a0 = 0.

Exemplo 1.1.2. Se F' € um corpo, entao um F-mddulo € um espago vetorial sobre F'.
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Um submodulo N de um R-mé6dulo M é um subconjunto de M que é um modulo com as
operacoes de adicao e multiplicagao induzidas. Se F' é um corpo, entao um F-submodulo
¢ um subespaco vetorial de M sobre F'.

Sejam M um R-mo6dulo e N um R-submodulo de M. O grupo quociente M/N =

{mN | m € M} pode ser visto como um mddulo quociente sobre R,
1. ImyN =mN;
2. (ry +ro)miN = rimy N + romy N;
3. ri(miN +moN) =rimiN + rymaN;
4. (rirg)miN = ri(romN).

para my,mo € M e ri,ry € R.

O R-submoédulo gerado por um conjunto X, denotado por (X), é igual ao menor
submoédulo que contém X. Dizemos que o conjunto X gera M se o submoédulo gerado
por X é o moédulo M.

Seja R um anel com unidade 1. Um R-mddulo livre F' com geradores livres {z; | i € I}

¢ a soma direta de copias isomorfas x;R = {z;r | » € R} do grupo aditivo de R com

(s wimi)r = > zi(rir).

Definigao 1.1.17. Sejam A e B K-mddulos, onde K € um anel comutativo com unidade.
O produto tensorial A @k B € definido como sendo o mddulo quociente do mddulo livre
A x B com geradores livres a @ b, a € A, b € B, pelo submddulo gerado por todos os

elementos da forma
1. k(a®b) —ka®b ;
2. ka®b—a® kb;
3. a® (b +b)— (a®b +a®by);
4. (a1 +a3) @b— (a3 @b+ ay ®b).
Onde k € K; a,ay,a0 € A; b,by,by € B.

Isso é equivalente a tomar o conjunto de somas,

{Zka,ba@@byaeA,beB}

e identificar os elementos,
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1. k(a®b) =ka®b=a®kb;
2. a® (b1 +by) =a®b +a® by;
3. (a1+a2)®b:a1®b+a2®b.

Se os elementos aq, as, ..., as geram o R-moédulo A e os elementos by, bs, ..., by geram o
R-moédulo B, entao os st elementos a; @ b; geram o R-moédulo A ©r B.

Produtos tensoriais sao usados para estender o anel de escalares de um moédulo. Seja
A um R-modulo e suponha que R é um subanel de um anel L. Entdao L é também um
R-mo6dulo sobre a multiplicagao por elementos de R e podemos formar um R-moédulo

A ®pg L. Para ilustrar a definicao de produto tensorial, seguiremos com um exemplo.

Exemplo 1.1.3. Considere o Z-maddulo 7 x Z. e veja que Z: € um subanel de C. Podemos
formar o Z-mddulo (Z x Z) @z C, que pode ser visto como espago vetorial sobre C. A
base de Z x 7 € {(1,0),(0,1)} e a base de C ¢ {1}, entao a base de (Z x Z) @z C €
{(1,0) ® 1,(0,1) ® 1}. Vamos estudar a matriz de rotagao R,

R- <$ —01>_
weo=(3) ()= ()

Agora, em (Z x 7Z) ®z C, temos que nos elementos da base a rotagio age da sequinte

Em 7 x 7 temos,

forma,

R(1,0)@1) = (0,1) ® 1,
R(0,1)®1) = (-1,0) ® 1.

Veja que o autovalor de R € i e os autovetores sao da forma v = (z,0) ® i+ (0,y) ® 1
para x,y € Z, 1550 nos mostra que

Rv =1
para todo (x,y) € Z X Z, isto €, a rotagao age como uma transformacgdao escalar em
(Z X Z) ®Z C

Agora enunciaremos uma propriedade bem conhecida sobre produto tensorial.

Lema 1.1.18 (Propriedade Fundamental do Produto Tensorial). Um mapeamento ¢ :
Ax B — C induz um homomorfismo do R-modulo A®gr B para o R-mddulo C' pela regra

a®bws (a,0)?, se e somente se, as sequintes igualdades valem.
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1. (ray,b)® = (ay,rb))? = r(a1, b)?;

2. (a1, by + b2)? = (a1,b1)? + (a1, b2)?;

3. (ay + ag,b1)® = (ay,b1)? + (az, b1)®.
Parar € R, aj,a2 € A e by,by € B.

Com o conhecimento do produto tensorial, estudaremos propriedades importantes da
série central inferior de um grupo G. O resultado abaixo também pode ser visto em 1.2
de [13].

Teorema 1.1.19 (Robinson). Suponha que G é um grupo e defina F; = v;,(G)/7i+1(G).
Entao o mapeamento
a(7i+1(G)) @ 9G" = [a, g1vir2(G),

coma € v;(G) e g € G determina um homomorfismo sobrejetivo bem definido de F; ®7Gqp

para Fis.

Demonstragao. Se g € G e a € Gy, onde G; = ~,;(G), considere o mapeamento
(aGiv1,9G) = [a, ]Gy
Esse mapeamento ¢ bem definido pois, se z € G’, entao
[a, gz] = [a, z][a, g = [a, g] mod Gits
ja que [G;, G'] < Giy2. Da mesma forma, se y € G;41, temos que
lay. 9] = la, 9]y, 9] = la, g] mod Gips.

O mapeamento é bilinear, pois para [ajas, 9] = [a1, g]la1, g, as][az, g] € a1, g, as] € G;4a,
entao
[ala g, a’2] = [ala g] [a’27 g] mod Gi+2~
Da mesma forma, [a, g1g2] = [a, ¢1][, g2] mod Grya.
Pela propriedade fundamental do produto tensorial (sobre Z), existe um homomor-

fismo induzido,

i1 (Gi/Gis1) ®z Gap — Gip1/Glivo
aGi1 @ gG' = [a, g]Gito
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onde a € G; e g € G. Veja que ¢; é sobrejetivo pois G411 = [Gy, G]. O

Teorema 1.1.20. Seja P um propriedade tedrica de grupos que € preservada por ima-

gens de produtos tensoriais e suponha que G € um grupo tal que G, possui RB. FEntao
Yi(G) /vis1(G) possui B para i = 2,3, ....

Demonstragao. Suponha que F; = v;(G)/vi+1(G) possua B, entdo como F;y; é a imagem

de F; ®z G, F;1q possui 8 e entao cada fator da série central inferior possui 3. O

A combinacao desses dois teoremas acima sera chamado posteriormente de Argumento

do Produto Tensorial.

1.1.3 Algebra Linear

A seguir enunciaremos o Teorema da Decomposi¢ao Ciclica, que serd um resultado
importante para concluir o Teorema D. Os resultados sobre algebra linear deste capitulo
baseiam-se principalmente em [8].

Se V' é um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo F', T' um operador linear
fixo(mas arbitrario) de V', a um vetor qualquer sobre V', entao existe um menor subespago
de V' que é invariante por T e contém «. Assim, podemos considerar W um subespaco
arbitrario de V' que seja invariante por 7' e contenha «, entao certamente deve conter
os vetores o, ozTQ, oT? e assim por diante. A saber, W deve conter 9"
polinémio g(X) em F[X].

, para todo

Definicao 1.1.21. Se a € um vetor qualquer em V', o subespago T-ciclico gerado por
¢ o subespaco Z(a; T) dos vetores da forma o9T), onde g(X) em F[X]. Se Z(o;T) =V,

entao o € denominado um vetor ciclico de T'.

Teorema 1.1.22. Sejam o um vetor nao nulo arbitrdrio em V' e p, o vetor unitdrio que
gera o ideal em F[X] formado pelos polinémios que, aplicados em T, se anulam. Se o

T

. ~ k—1
grau de p, € k, entdo os vetores a, o ..., aT" " formam uma base para Z(c;T).

Considere um operador linear 7" sobre um epago W de dimensao k que possua um vetor
L. . k—1
ciclico . Pelo Teorema anterior, os vetores a, ..., o formam uma base do espaco W e
, N . .. i—1 . ~
o anulador p, de o é o polindmio minimal de 7. Se fizermos o; = o’ , 1 < i < k, entao

a agao de T sobre a base ordenada B = {ay, ..., ax} €

T
ap = —Cptvp — C1Og — ... — Cp—10,
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onde p, = co + 12 + ... + cp_12" 1 + 2F. Isto diz que a matriz de T em relacdo a base

ordenada B é

00 -+ 0 —c

0 - 0 —q
01 - 0 —c
00 1 —ciy

Definigao 1.1.23. A matriz acima € denominada matriz associada ao polinémio p.

Definicao 1.1.24. Sejam T um operador linear sobre um espaco vetorial V. e W um

subespaco de V. Dizemos que W ¢é T-admissivel se

1. W € invariante sob T';

2. se BT estd em W, existe um vetor v em W tal que 571 =~/ (1),
onde f € um polindomio sobre o corpo de escalares e B € um vetor.

A seguir temos o famoso Teorema da Decomposigao Ciclica. Uma demonstragao pode

ser encontrada em 7.2.3 de [8].

Teorema 1.1.25 (Teorema da Decomposicao Ciclica). Sejam T' um operador linear sobre
um espacgo vetortal V' de dimensao finita e Wy um subespaco proprio T-admissivel de V.
Entao existem vetores nao-nulos aq, .., em V' com respectivos T-anuladores pi, ..., p,

tais que
1. V=W Z(a;;T)® ... ® Z(a; T);
2. pp divide pg_1, k=2,..,7.

Além disso, o inteiro r e 0s anuladores p1, ..., pr, sao determinados de modo unico por 1,

2 e pelo fato de que nenhum oy, € nulo.
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1.2 Representacoes de Grupos

Nessa secao vamos estabelecer os resultados envolvendo Representagoes de Grupos que
precisaremos posteriormente, mas que nao dependem de Teoria de Caracteres.

Seja m uma representacao permutacional de um grupo G em um conjunto X. Podemos
considerar os elementos de X como base de um espago vetorial V' sobre um corpo F
arbitrario e, assim, representar os elementos de (G)m como transformagoes lineares de V
representadas por matrizes apropriadas em relagao a uma dada base.

Dessa forma, 7 induz um homomorfismo de G no grupo dos operadores lineares (nao
singulares) de V' sobre F. Ou equivalentemente, no grupo das matrizes n X n (nao
singulares) com coeficientes em F. Denotaremos o grupo dos operadores lineares (nao
singulares) de V' sobre F' por GL(V, F). E o grupo das matrizes n X n (nao singulares)
com coeficientes em F por GL(n, F'), onde n é a dimensao do espago vetorial V' sobre F'.
Para cada base B = {v;,...,v,} de V sobre F, associamos para cada T em GL(V,F) a
matriz Tg de T em relagao a base dada. O mapeamento ag : T — Tp é um isomorfismo
de GL(V, F) em GL(n, F).

Defini¢ao 1.2.1. Um homomorfismo ¢ de um grupo G para o grupo GL(V,F) é cha-
mado de representacao de G. V € denominado espaco de representacao ou mddulo de

representacao. Podemos dizer que ¢ é uma representacao de G em F.

Definicao 1.2.2. O nicleo K de ¢ € chamado de nicleo da representacao de G em V
sobre F'. Onde

K ={g € Gl¢* = larw,r}-

Se ¢ ¢é injetiva, G é mapeado isomorficamente em GL(V') e o nicleo da representagio K

€ trivial, nesse caso, diremos que ¢ € uma representacao fiel.
Definicao 1.2.3. Se G = K, entdao a representacao € chamada trivial.

Definigao 1.2.4. A dimensao de V sobre F (dimp(V')) € dita grau de ¢. As representagies

de grau 1 sao chamadas representagoes lineares.

Exemplo 1.2.1. Seja G = Dg = {(a,bla* = b* = 1,bab = a™') o grupo diedral de ordem

8. Defina as matrizes A e B por,
0 1 1 0
B =
o)=Y

A'*'=B?=1 B 'AB=A""

e veja que
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A fungao p : G — GL(2,R) dada por a'tV — A'B? onde 0 <i < 3ej=0,1¢uma
representacao de Dg sobre R de grau 2. Explicitando o mapeamento dos elementos g do

grupo Dg em matrizes, temos,

(a®b)p = (‘01 f) (@®b)p = (? ;)

Definicao 1.2.5. Considere ¢ uma representacao de G em V sobre F', W um subespago
de V invariante por (G)¢ e ¥ um homomorfismo natural de V-em V/W, a composi¢ao
¢ € um homomorfismo de G em GL(V/W, F) que é dito representa¢do quociente de G
em V/W induzida por ¢.

Definicao 1.2.6. Uma representacao ¢ de um grupo G em um espaco vetorial V' sobre
um corpo F' € dita irredutivel se 0 e V sao os unicos subespagos (G)p-invariantes de V.

Caso contrdrio, ¢ € dito redutivel.

Definigao 1.2.7. A representacao ¢ € indecomponivel se nao € possivel escrever V. como
soma direta de dois subespagos nao triviais (G)g-invariantes. Caso contrdrio, ¢ é decom-

ponivel.

Definicao 1.2.8. Dizemos que uma representacao ¢ de G em V sobre F' é completamente

redutivel se existe a decomposi¢ao
V=Vie..eV,

onde V; € um subespago (G)p-invariante de V' e ¢|v, € irredutivel, para 1 <i <.

Sejam ¢ uma representagdo de G em V sobre F' e (v), (v") duas bases de V' sobre F.

Entao para z € GG, temos que

(2¢)wy = P~ (x¢) )P,
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onde P é a matriz mudanga de base de (v) em (v'). Assim uma dada representagao de ¢
determina representacoes matriciais de G. Também podemos considerar duas representa-
¢oes ¢ e ¢ de G nos espagos vetoriais V e V' sobre F', P é uma matriz de um isomorfismo
Y de V em V' mapeando os elementos de (v) no correspondentes em (v') em para cada

z € (G temos
(Igbl)(v/) = P_l(l‘qb)(v)P

Definicao 1.2.9. Duas representagoes ¢ e ¢' de G nos espagos vetoriais V e V' respec-

tivamente sobre F' sao equivalentes se existe um isomorfismo ¢ de V em V' em que
up(xd') = u(xp) Ve G,ueV.

Lema 1.2.10. (/6] Lema 3.1.1 ) Sejam ¢ uma representag¢io de G em V sobre F e U e
W subespagos de V que sio (G)¢-invariantes tal que UNW = 0. Sejam ¢ a representacio
quociente de G em V = V/W e U a imagem de U em V. Entio U é (G)¢-invariante e

Pl € equivalente a ¢p .

Definicao 1.2.11. Sejam V' um espago vetorial sobre o corpo F' e G um grupo. Entao
V € um FG-modulo se a multiplicacao vg esta bem definida para todo v € V e g € G,
satisfazendo as sequintes condi¢coes para u,v € V, X€ F e g,h € G,

1. vgeV;

2. v(gh) = (vg)h;

3. vl =w;

4. (Mv)g = AMug);

5. (u+v)g =ug+vg.

Exemplo 1.2.2. Sejam Dy = {(a,bla® = V> = 1,ab = a ') e p : Dg — GL(2,R) a
representacao como foi dada anteriormente. Tomando o espaco vetorial R? sobre o corpo

R e G a imagem de p, temos que R? é um FG-mddulo.

O proéximo conceito envolve estender o corpo base. Considere V um FG-moédulo e
|G| = m. Entdo cada elementos de x em G determina uma transformacao linear 7, de
V' de ordem dividindo m, tal que T, satisfaz o polindmio X™ — 1. Entao para cada =z
em (5, as raizes caracteristicas de T}, sao raizes m-ésimas da unidade sobre F. Podemos
considerar que a extensdo F(w) contém todas essas raizes da unidade, onde w é uma

m-ésima raiz da unidade. Em véarias circunstancias a analise se torna mais simples de
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o corpo F' contém uma m-ésima raiz primitiva da unidade ou é algebricamente fechado.
Caso isso nao ocorra seré necessario substituir V' por um espago vetorial apropriado sobre
a extensao L de F.

Para descrever esse processo, sejam V' um espago vetorial sobre F' e L uma extensao
de F'. Podemos construir o produto tensorial V;, = V ®r L, que é um espago vetorial
sobre L.

Uma vez que um espago vetorial é visto como F'G-modulo, as definicoes que foram
apresentadas anteriormente para moédulos e representagoes podem ser interpretadas no
contexto de F'G-moédulos. Tais nogoes sao equivalentes.

Agora vamos estudar algumas propriedades de representacoes de grupos abelianos.
Tais resultados ajudarao a demonstrar um dos teoremas principais sobre classificacao de

grupos com uma quantidade finita de 6rbitas por automorfismos.

Lema 1.2.12. Seja V' um FG-mddulo irredutivel. Se z € Z(G) tem raiz caracteristica A

em F', entao vz = A\v, para todo v € V. Em particular, se V é um FG-maddulo fiel, z =1

ou \ # 1.

Demonstragao. Seja W = {w € W|wz = Aw}, tal que por hipotese W # 0. W é um
subespaco de V. Além disso, se x € G e w € W, temos

(wr)z = w(zz) = w(zr) = (wz)r = (Aw)zr = Mwz)

pois z € Z(G). Assim, wxr € W e consequentemente W ¢ um G-invariante. Mas pela
irredutibilidade de G' em V', temos que W = V| onde vz = Av para todo v € V. Além
disso, se G age fielmente em V e z # 1, entao z nao induz a transformagao linear identidade
em V', entao A # 1.

O

Para mais detalhes sobre os sguintes resultados confira [6].

Teorema 1.2.13. (/6] Teorema 3.2.2 ) Se G possui uma representagao irredutivel fiel,

entao Z(G) € ciclico.

Teorema 1.2.14. (/6] Teorema 3.2.3 ) Se ¢ é uma representa¢io de um grupo abeliano
G com nicleo K, entao G/K ¢€ ciclico. Em particular, um grupo abeliano nao ciclico nao

possui uma representacao fiel irredutivel.

Teorema 1.2.15. ([6] Teorema 3.2.4 ) Sejam G um grupo abeliano de ordem n e F um
corpo que contém uma n-ésima raiz primitiva da unidade. Entao toda representacao de

G sobre F' € linear.
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Teorema 1.2.16. (/6] Teorema 3.2.5 ) Se ¢ € uma representacao linear de G, entdo
G/K ¢ ciclico, onde K é o nicleo de ¢. Em particular, um grupo néao ciclico nao possui

representacao fiel de grau 1.

Agora, vamos estabelecer critérios suficientes para que uma certa representacao seja

completamente redutivel.

Teorema 1.2.17 (Maschke). (/6] Teorema 3.3.1 ) Seja ¢ uma representacao de G em
V/F e suponha que F tem caracteristica 0, ou tem caracteristica coprima com |G|. Entao

¢ € completamente redutivel.
A seguir apresentamos uma aplicagao do Teorema de Maschke.

Teorema 1.2.18. Sejam P um p-grupo abeliano elementar e Q) um q-subgrupo abeliano

nao ciclico de Aut(P), com q um primo distinto de p. Entao,

TEQ*
Em particular, P € gerado por seus subgrupos Cp(z) com x em Q*.

Demonstragao. Considere P um espaco vetorial sobre Z, e P com um @-moédulo. Como
p # q, o Teorema de Maschke afirma que P é um Q-moddulo completamente redutivel.

Por isso,
P=P&..®P,

onde P; é um @-moédulo irredutivel de P, 1 < i < n. Como @ é abeliano, sabemos que
Q/Q; é ciclico, onde @; denota o niicleo da representacao de ) em P;. Mas @) é nao ciclico,
entao isso mostra que Q; # 1, 1 < i < n. Escolhendo z; em @} temos que P; C Cp(z;),
donde,
P=> Cp(z;)C > Cplx).
i=1 TEQ*

Voltando para a notagao multiplicativa, o teorema segue. O

Podemos generalizar esse teorema considerando um espaco vetorial de dimensao finita

e obtemos,

Teorema 1.2.19. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo F' e ()

um q-subgrupo abeliano nao ciclico de Aut(V'), com q um primo distinto da caracteristica
de F'. Entao,

V=] cvi).

TEQ*
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Em particular, V' é gerado por seus subgrupos Cy(x) com x em Q*.

Se existe uma representagao irredutivel de G em V/F e H é um subgrupo normal de
G, é possivel determinar como o espaco V' se decompoe sobre a acao de H. Essa questao
é abordada no teorema a seguir. Encerraremos a se¢cao com a abordagem dessa questao

no teorema a seguir. A demonstragdo também pode ser encontrada em 4.4.1 de [6].

Teorema 1.2.20 (Clifford). Sejam G um grupo, F um corpo e V. um FG-mddulo irre-
dutivel com dimensao finita sobre F'. Considere H um subgrupo normal de G. Entao V

€ a soma direta de subespacos H-invariantes Vi, 1 <1 < r, que satisfazem:

1. Vi = Xy @ ... ® Xy, onde cada X;; € um FH-submddulo irredutivel, 1 <1 < r, ¢

¢ independente de i, e X;;, Xy sao F'H-submodulos irredutiveis se e somente se

i=1.

2. Para qualquer F'H-submodulo U de V', temos que U = U1 ®...0U,., onde U; = UNV;,

1 <i<r. Em particular, se U € irredutivel, entao U esta contido em algum dos V.

3. Sex € G, o mapeamento (x)m : V; = Vi, 1 <i <r é uma permutagio do conjunto
S ={W,...,Vi.} em induz uma representagao permutacional transitiva de G em S.

Além disso, HCg(H) estd contido no nicleo de 7.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que V' é a soma direta de F'H-submodulos
irredutiveis. Seja W um F'H-submodulo de V. Se = € G, considere W* = {wx|w € W}.

Veja que W*? é um subespaco de V', além disso,

1

(wz)h = w(zh) = w(zha'z) = wh® 'z) = (Wh* )z

onde wx € W* h € H, temos que (wx)h € W* pois H ¢ um subgrupo normal de G.
Entao W* é um F H-submoédulo de V', que nao necessariamente é isomorfo a W. Por
outro lado, o mapeamento U +— U® determina uma correspondéncia injetiva entre os
F H-submodulos de W e os F'H-submodulos de W7, pois W = (W’”)m_l. Em particular,
W?* é irredutivel se, e somente se, W é simples. Além disso, se Y é um H-submodulo de
V' que é isomorfo a W sobre um F H-isomorfismo 6 podemos verificar que W? e Y sao

F H-mo6dulos isomorfos em relacao ao H-isomorfismo z~10x.
(wz)z ™ 0z = whz = yx

Agora seja W = W) @ ... @ W, onde W, sao F'H-submoédulos irredutiveis de V' e

1 < ¢ < s, onde s é escolhido como maximal. Suponha que W ¢ W, para algum
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texem G. Entao W NW é um FH-submoédulo préprio de W, e pela simplicidade,
WrINW = 0. Entao W +W = W ®W, o que contradiz a escolha de s maximal. Portanto,
Wr C W para todo i e z, donde W é G-invariante. Como V' ¢ um F'G-moédulo irredutivel,
concluimos que W = V. Assim, V é a soma direta de F'H-submo6dulos irredutiveis.

Renomeando W; por X;; tal que X;; e Xy; s@o isomorfos se e somente se i = i’ e
Vi=Xa®...®0 Xy, 1 <t <r. Como V éasoma direta de F'H-submoédulos irredutiveis,
segue que V =V, @ ... ® V,. Mas ainda nao sabemos que t; é independente de i, isso sera
provado posteriormente.

Agora, vamos mostrar 2., seja U um F H-submoddulo de V. Pela irredutibilidade de
W;, a suposigao que algum W, € U implica que UNW,, =0 e entao U+W;, = U S W;,.

Repetindo esse argumento, existe jp, 1 < k < e, tal que
Vi=UeW,eW,e...eW,

¢ uma soma direta e que W; C V* para todo 1 < k < s. Mas V ¢ a soma direta de W,

isso mostra que V' = V*. Nomeando V' como a soma direta de W; , 1 <k <e, e V" a

Ik

soma direta de W}, obtemos que
V=UspVeV=V"®V

Mas pelo Lema 1.2.10 tanto U quanto V" sao F'H-modulos isomorfos a V/V' e conse-
quentemente, U é um F H-moédulo isomorfo a V”. Segue que qualquer F H-submoédulo U
de V é a soma direta de F'H-submodulos irredutiveis. Se 2. vale para esses submoddulos
irredutiveis, entao vale para U, portanto, é suficiente provar 2. para quando U é um
F H-submodulo irredutivel.

Seja W/ = W, @& ... & W, e escolha m maximal tal que U € W/ . Como W =V,
1 <m < s. Além disso, U C W, ., = W], & Wy,41. U é irredutivel, logo U N W, =0,
entao W) +U =W, & U C W, & W,,41. Mas U ¢é isomorfo a um F H-submodulo
irredutivel nao trivial de W, . ,/W,, que é isomorfo a W,,11. Concluimos que U e W, 11
sao F'H-moédulos isomorfos. Suponha que W,,.1 C V;, vamos mostrar que U C V.

Se U  V;, entao U é mapeado isomorficamente em um submoédulo irredutivel de V/V;.
Mas V/V; é isomorfo a soma direta aos W; que nao sao isomorfos a W,, ;1 e entdo nao
¢ isomorfo a U. Por outro lado, o argumento anterior pode ser repetido em V/V; para
imagem de U, para mostrar que essa imagem e também U ¢ isomorfa a algum W, que
sobrou, uma contradicao. Entao U C V; e entao 2. vale.

Agora, seja x € G, mostramos que X é um F'H-submodulo irredutivel e entao iso-

morfo a Xy para algum i’ e j'. Sabemos que X7 e Xjj sio F'H-modulos isomorfos para
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todo 7, k, 1 < j,k < t;. Entao i’ depende apenas de i e ndo da escolha de j. Segue que
V2 C V. Além disso, como V' é um F'G-modulo irredutivel, devemos ter V = (V"|z € G)
para todo i, 1 < ¢ < r. Isso significa que para cada escolha de i, ¢/, 1 < 4,7 < r, existe
um elemento z;; em G tal que Vf”/ C Vi, Em particular, dimpV; < dimgV; para todo i,
i', donde dimpV; = dimpVy para todo i e i'. Mas para qualquer i e qualquer x € G, V*
tem a mesma dimensdo que V; e V;* C V; para algum ¢. Segue que entdo que V;* = V.
No6s mostramos que o mapeamento (z)r : V; — V. = V;x é uma permutagao do conjunto
S ={W,...,V.}. Como V;*¥ = (V;*)¥ para qualquer x e y em G,

(z)mo (y)m = (xy)m

7 é um homomorfismo e entao é uma representacao permutacional de G em S. Além
disso, como os elementos xy;, 1 < i < r, mapeiam Vi em Vi, 7 é transitivo. Ademais,
Xy e ij”' tem a mesma dimensao para todo 7, 1 < 7 <t;. Como Vj e V;; também tem
a mesma dimensao, podemos concluir que ¢; = t; para todo i’. Entao ¢; ¢ independente
de 1.

Finalmente, vamos mostrar que HCq(H) estad contido no nicleo de m. Como cada
V; € um FH-moédulo, H estd contido no nticleo de w. Entao precisamos mostrar que
Cq(H) esta no nucleo de , ou, equivalentemente, V;* =V para todo i, 1 < i < r, e todo
x € Cg(H). Pelo argumento anterior, o resultado segue se provarmos que se © € Cg(H)
entao X;; e ij sao F'H-moédulos isomorfos. Seja 1, o isomorfismo de X;; em ij dado

por vy, = vz para v € X;;. Como hx = zh para todo h € H, temos que

vipgh = vhip,

para v em X;;, h em H e x em Cg(H). Agora segue da definicdo que X;; e X[ sao
F H-modulos isomorfos para todo x em Cg(H) e o teorema esté provado.
O

Definicao 1.2.21. Os subespacos V;, 1 < i < r, sao chamados de componentes de Wed-

derburn de V' em relagao a H.
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1.3 Grupos Lineares

Esta se¢ao tem como objetivo introduzir e estabelecer resultados sobre Grupos Line-
ares, com o objetivo de demonstrar um dos teoremas de Mal’cev. Para mais detalhes
confira [13].

Sejam R um anel comutativo com unidade e GL(n, R) o grupo de todas as matrizes
n X n com entradas em R. Nesse caso para que um elemento seja inversivel, é necesséario

que o determinante da matriz seja uma unidade do anel R.

Definicao 1.3.1. Um grupo G € dito R-linear de grau n se é isomorfo a um subgrupo de
GL(n, R).

Exemplo 1.3.1. O grupo diedral D,, é R-linear para qualquer n. O grupo tem represen-
tacao
Dy, = (a,bla™ = b* = 1,bab™' =a™)

cos X —gin 2T cos 2= gin
a/ — n n , b — n n .
sin2®  cos 27” sin 2™ — cos 27”

n n

Sejam

O grupo {(a,b) € um subgrupo de GL(2,R) e satisfaz as condi¢oes do grupo diedral.

Exemplo 1.3.2. O grupo diedral infinito, Dy, € Z-linear de grau 2. Onde

Dy, = {a,bla® = b* = 1).

(1))

o grupo {(a,b)y é um subgrupo de GL(2,7) e satisfaz as condi¢oes do grupo diedral infinito.

Basta considerar

Estamos interessados nos casos em que R é um corpo ou Z, portanto se G é um grupo
F-linear de grau n e F' é um corpo, sera dito apenas que G é um grupo linear.

A seguir enunciaremos varios resultados sem a demonstracao, como referéncia temos
o Capitulo 3.1 de [13].

Teorema 1.3.2. Um grupo finito G € R-linear de grau |G| para qualquer anel R com
wdentidade.

Teorema 1.3.3 (Alternativa de Tits). Seja G um grupo linear sobre um corpo F'.
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1. Se char(F) = 0, entao G ¢é virtualmente solivel ou G possui um subgrupo livre de

posto 2;
2. Se char(G) # 0 e G € finitamente gerado, o mesmo resultado segue.
Teorema 1.3.4. Um grupo linear finitamente gerado € residualmente finito.

Definicao 1.3.5. Seja G um grupo R-linear de graun, onde R é um anel comutativo com
unidade. G € dito triangulizdvel se para algum g € GL(n,R) o grupo G9 € triangular,
ou seja, G € um conjugado de um subgrupo de T,(R), o grupo das matrizes triangulares

(superiores) com unidades na diagonal.

Definigao 1.3.6. G € dito unitriangulizdvel se é isomorfo a um subgrupos de UT,(R), o
grupo de matrizes unitriangulares em GL(n, R) (ie, matrizes triangulares superiores com

1 na diagonal).

Definicao 1.3.7. G € dito diagonalizavel, se € isomorfo ao grupo de matrizes diagonais
em GL,(R), isto é, um subgrupo de U(R) X U(R) X ... X U(R), com n fatores. Nesse
caso, U(R) denota o grupo de unidades de R.

Com essas defini¢oes, temos o seguinte teorema
Teorema 1.3.8. As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras,
1. Um grupo linear diagonalizdavel € abeliano.
2. Um grupo linear unitriangulizavel é nilpotente.
3. Um grupo linear triangulizdvel é nilpotente-por-abeliano.

Demonstracao. 1. Como ja foi definido, se G é um grupo linear diagonalizavel, entao é
isomorfo a um subgrupo de U(R) X U(R) X ... X U(R), com n fatores, onde U(R) denota
o grupo de unidades de R que por sua vez é abeliano. Assim, o resultado segue.

2. Se FE é um anel com identidade e S é um subanel de E, denote por

Si = { Zlmxﬂflﬂlex] € Sa lrlxz € Z}

Entao S¢ é um subanel de S. Agora suponha que S ¢ um subanel nilpotente, isto ¢é,
S™ = 0 para algum n > 0 e defina U = {1 + x|z € S}. Entao, vamos provar que U ¢

nilpotente de classe no maximo n — 1, onde

1:Un<]Un,1<l...<]U1:U
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¢ a série central e U; = {1 + x|z € S'}. Primeiramente, veja que U é um grupo com a
multiplicagao, pois 1 € U e a U é fechado em relagao a multiplicacao. A existéncia do

elemento neutro vem do fato que S" =0 e

l=1-a2"=1+2)1—z+2*— ...+ (=1)" 2™ "),

Para provar a nilpoténcia, suponha que x € S? e y € S/, entao

M+z,1+y=0+2)"1+y) (1 +2)(1+y)
= (1+y)(1+2) ' A +2z)(1+y)
=(1+y+a+yr) ' (1+z+y+ay).

Agora, definau=x+y+ 2y e v=y+ z + yr. Entao,

MT+a,1+yl=0+v)""1+u)
=(1—-v+0?— ..+ (D" )1 +u)
=1+(1—-v+ ..+ (=D)"20" ) (u—v)+ (=1 " .

Comou—v =uay—yzx € S ev'lu e S =0 temos que [1 +z,1 +y] € 1+ 5=
segue que [U;, Uj] < Uy, em particular, [U;, U] < U4 e a série de U;’s formam uma série
central, como queriamos.

Tomando E como sendo o anel de todas as matrizes n X n sobre um anel comutativo

R com unidade, e S o subanel de todas as matrizes com 0’s nas diagonais e abaixo delas,

0 12 13 ... Tin
0 0 23 ... Top
0 O 0O ... 0

Contas bésicas de multiplicacao de matriz nos mostram que S*, definido anteriormente,
aplicado nesse caso, nos d4 um conjunto de matrizes cujas ¢ — 1 primeiras superdiagonais
sao 0, de tal forma que S™ = 0. As superdiagonais as quais estamos nos referindo sao
enumeradas conforme sua posi¢ao em relagao a diagonal principal.

Assim, o grupo U definido anteriormente, é exatamente o grupo de matrizes unitrian-
gulares, entao segue que U é nilpotente e tem classe de nilpoténcia no maximo n — 1.

3. Seja G um grupo triangulizavel. Entao é isomorfo a um subgrupo H de T,,(R). O
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mapeamento de cada matriz triangular em sua diagonal, nos d4 um homomorfismo
p:T,(R) - U(R)XU(R) X ... x U(R)

cujo nucleo é o grupo nilpotente U, (R). Pelo Teorema do Homomorfismo, segue que
G/U,(R) é isomorfo a um subgrupo de U(R) X U(R) X ... X U(R), que por sua vez é
abeliano. E o resultado segue.

]

Suponha que V =V ® ... ® V} é a decomposicao de m FG-modulo V' em submodulos,
e suponha que V' tem dimensao finita sobre F. Sejam ¢ e ¢; a representacao de G nos

modulos V' e V;, respectivamente. Entao ¢ ¢ a soma direta das representagoes ¢;

P=01D... D Py

Escolhendo uma base para cada V;, ao tomar a unidao formamos uma base para V a

representacao matricial fica

P 0
$¢2*

O objetivo principal desta se¢ao serd provar o seguinte teorema,

Teorema 1.3.9 (Mal’cev 1951). Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita n sobre

um corpo algebricamente fechado F' e G um subgrupo solivel de GL(V, F).

1. Se G ¢ irredutivel, entao G possui um subgrupo normal diagonalizavel D tal que

|G : D| < g(n) para alguma fungao g;

2. Em geral, G possui um subgrupo normal triangulizivel T tal que |G : T| < f(n) para

alguma fungao f.

Antes de apresentar a demonstracao, iremos provar certos fatos que ajudarao na de-

monstragao. O proximo lema foi tirado do livro [5](5.2 Exercicio 14).

Lema 1.3.10. Sejam G um grupo finito abeliano e F' um corpo algebricamente fechado.

Denotando por F* o grupo multiplicativo de F, entdo G = Hom(G, F*).

Demonstragao. Primeiramente, vamos mostrar que Hom(G, F*) é um grupo abeliano.

Considere x,v € Hom(G, F*), definimos a operacao xu se (¢)x¥ = (g9)x(9)¢, para
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todo g € G. Seja id € Hom(G,F*) dada por (g)id = 1, para todo g € G, tome
x € Hom(G, F*), como (g)idx = (9)id(g)x = (g9)x, temos que idy = x. Dado x €

L ¢ um homomorfismo tal

Hom(G, F*) note que o mapeamento ' dado por g — (g)x~
que (¢)x(g)x~' = 1. Hom(G, F*) é um grupo abeliano, pois F* ¢ abeliano.

Como G ¢é abeliano podemos escrevé-lo como o produto de ciclicos (1) X ... X (x,),
onde [(x;)| = n;, 1 < i <r. Defina o homomorfismo y; de G para F* que mapeia z; para
uma n,-ésima raiz da unidade e mapeia x; para 1, quando j # 7.

Veja que x; tem ordem n; em Hom(G, F*), pois n; é o menor natural tal que ((g)y;)™ =
1 para todo g € G. Agora, vamos mostrar que Hom(G, F*) = (x1) X ... X (x). Se
Y € Hom(G, F*), pelo Teorema do Homomorfismo, G/ker(y) = I'm(¢) < F*. Segue que
G /ker(v) é ciclico pois todo subgrupo finito de um corpo ¢é ciclico. Com isso podemos
concluir que ¥ € (x1) X ... X (X)-

O

Definicao 1.3.11. Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo I e

G um grupo de GL(n,V). G é chamado imprimitivo se existe uma decomposi¢ao

com k > 1, tal que os elementos de G permutam os subespagos V;. G é chamado primitivo

se nao € imprimitivo.
O teorema abaixo sera a base para a demonstracao do Teorema de Mal’cev.

Teorema 1.3.12. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita n sobre um corpo
algebricamente fechado F e G um subgrupo solivel de GL(V,F). Se G ¢é primitivo e
irredutivel, entio existe um subgrupo escalar S tal que |G : S| < n*h(n?), onde h(m) € o

numero madximo de automorfismos de um grupo abeliano de ordem no mdximo m.

Demonstracao. Seja A um subgrupo normal e abeliano de GG. Pelo Teorema de Clifford, V'
¢ um FA-moédulo totalmente redutivel, visto que G ¢é irredutivel. Também pelo Teorema
de Clifford, segue que V. =V, @ ... ® V;, onde V; é a soma de todos os FA-submodulos
irredutiveis dado um certo tipo de isomorfismo. Além disso, os elementos de G permutam
os V;’s. Mas como G é primitivo, segue que k = 1, isto é, V' é soma direta de FA-mo6dulos
irredutiveis e isomorfos.

Por hipotese, F' é um corpo algebricamente fechado, entao todo elemento de G possui
uma raiz caracteristica A em F' e portanto, existe um autovalor e um autovetor que

gera um autoespago irredutivel. Assim, um F'G-modulo irredutivel tem dimensao 1.
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Consequentemente, A é escalar e A < Z(G). Com isso, concluimos que todo subgrupo
abeliano normal é central.
Agora seja B/C' um subgrupo normal maximal e abeliano de G/C, onde C = Z(G).

Queremos mostrar que

|B:C| <n*eCq(B/C) =

Dai segue que,
G2 B| = |G : Ca(B/C)| < |[Aut(B/C)| < f(n?)

e entao |G : C| < n?f(n?). Como C' & escalar, o resultado segue.

Primeiro suponha que Cg(B) # C. Entao Cg(B)/C contém um subgrupo normal
abeliano nao-trivial D/C' de G/C. Como [B, D] = 1, segue que BD/C' ¢é abeliano, e pela
maximalidade de B/C inferimos que D < B. Dessa forma D < Z(B) e D ¢é abeliano. Ja
foi mostrado que todo subgrupo abeliano normal é central, logo, D < C, uma contradicao.
Entao Cg(B) = C.

Agora, vamos mostrar que |B : C| < n?. Escolha elementos by, bs, ..., b, de classes
laterais diferentes de C' em B e suponha que os b; sao linearmente dependentes no espago
vetorial Endp(V). Entdo existe uma relagdo nao trivial da forma » ., f;b; = 0, onde
0 # f; € F com o menor caminho s < r. Agora, bib," ¢ C, entdo [bib,", 7] # 1 para
algum x em B; logo [by, ] # [ba, x]. Como [b;, x| estd em C, é escalar, digamos igual a t;.
Entao t; #ts e

v b = bib; e b = b[bs, 7] = by

fz z) _1(ifzbz)$
i=1
) - i:fitibi
i=1

1 - z)fzbz

Segue que

/—\

=2

Pela minimalidade de s deduzimos que (¢t; —t3) fo=0 e fo = 0, uma contradi¢ao. Entao b;
sao linearmente independentes e r < dimy(Endr(V)) = n?. Portanto, |B : C| < n?.
Falta mostrar que K = Cg(B/C) = B. Veja que, B < K porque B/C é abeliano. Se
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k € K, o mapeamento abaixo é um homomorfismo bem definido

bC s [b, k]

Além disso, 0 mapeamento

0: K — Hom(B/C,C)
kl—>9k

determina um homomorfismo de K para H = Hom(B/C,C) com nucleo Cx(B) = C.
Dessa forma, K/C' é isomorfo a um subgrupo de H. Mas C é escalar, entdo temos que
|H| < |Hom(B/C, F*)|, onde F* = U(F'). Por outro lado, os subgrupo finitos de U(F)
sao ciclicos, entao |Hom(B/C, F*)| < |B/C|. Finalmente, |K : C| <|B:C| e |K| < |B|,
tal que K = B e a prova estd completa.

[

Agora, segue a demonstragao do Teorema 1.3.9.

Demonstracao. 1. Se G é primitivo, entao o resultado segue do Teorema anterior. Entao
vamos assumir que G é nao-primitivo. Existe uma decomposicao V =V, & ... & V. onde
k > 1 e os elementos de G permutam os subespagos V;. Se g € G, entao V;, = Vjs, onde
g™ i+ 1 éuma permutacao de {1,2,....,k}. Agora 7 : G — Sym(k) é um homomorfismo
e, se seu nucleo é K, entdo |G : K| < k! < n!l. Vamos por indu¢do em n, como base de
indugao, temos n = 1. Nesse caso, temos apenas dois subespacos vetoriais em V. Segue
da demonstracao do teorema anterior.

Suponha que vale para os espagos vetoriais de dimensao menor que n.

Vamos mostrar que vale para o espago vetorial de dimensao n. K age sobre cada
subespago V; como um grupo linear. Como n; = dim(V;) < n, pela hipotese de indugao,
K/Ck(V;) possui um subgrupo normal triangulavel D;/Cr(V;) tal que |K : D;| < g(n;).
Tomando D* = Dy N Dy N ... N Dy, vemos que D* age diagonalmente em cada V;, e por

isso, age também em V. Ademais,

K D' < [ 9n) < 3(n)"

i=1
onde g(n) = max{g(i)|i < n}. Entdo |G : D*| < g(n)n!, digamos que g(n)n! = m.

Utilizando o coragao normal de D* obtemos um subgrupo diagonalizavel normal D.
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2. No caso geral, formamos um série de composi¢ao no médulo V', digamos
0O=V<Vi<..<V,=V

e seja m; = dim(V;41/V;). Como G age como um grupo linear irredutivel em V;,/V; por
1. existe um subgrupo normal diagonalizavel D;/Cq(Viy1/Vi) tal que |G : D;| < g(m;).
Considere T'= D1 N DyN...N D,. Entao T é triangularizavel e

G 7] < T o) < gln)"

=1

onde g(n) = max{g(i)|i < n}.
[

Teorema 1.3.13. Seja G um grupo soluvel linear. Entdo G € nilpotente-por-abeliano-

por-finito. E se G € irredutivel, entdao € abeliano-por-finito.

Demonstracao. Como G é um grupo linear, G age em um espacgo vetorial V' sobre um
corpo F. Suponha que F é o fecho algébrico de F. Entao pelo Teorema de Mal’cev, segue
que existe um subgrupo normal 7" em G que é triangulizavel que tem indice finito. Ja
mostramos que T é nilpotente-por-abeliano. Logo G é nilpotente-por-abeliano-por-finito.

Se G ¢é irredutivel e age em um espaco vetorial V sobre um corpo F. Considerando F
o fecho algébrico desse corpo, e o espaco vetorial V = V ®@p F. Temos pelo Teorema de
Mal’cev que existe um subgrupo 7' de GG que é triangulizéavel e de indice finito. Veja que T’
age de forma unitriangular em V e também em V. Mas o subgrupo [V, T"] = (—v+vt|v €
V,t € T'") gerado por v(—1+t) comv € Vet € T'. Seja g € G e note que,

(V(=1+1)) = (—v +0')9 = —v9 + 019 = —p9 4 9t

Pela normalidade de 7" em G, temos que [V, T’] é um subespaco de V' G-invariante. Pela
irredutibilidade de V', temos que [V, 7] =0 e T" = 1, o que mostra que G é abeliano-por-
finito.

O

Para entender melhor a demonstracao do préoximo Lema, iremos enunciar o Teorema
de Cernikov que apresenta argumentos semelhantes ao do Lema que estamos interessados.

Uma demosntracao do seguinte teorema pode ser encontrado em 1.4.1 de [13].

Teorema 1.3.14 (Cernikov). Todo grupo solivel que satisfaz a condi¢ao minimal € uma

extensao finita do produto direto de um nimero finito de grupos quasiciclicos.
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Existe uma caracterizagao interessante envolvendo grupos soliiveis de posto finito, que
serd usado posteriormente para a demonstracao do Teorema D.. Confira também 5.3.6
de [13].

Teorema 1.3.15. Seja G um grupo solivel de posto finito. Entao as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
1. G nao possui subgrupos proprios de indice finito;
2. G =G™ para todo m > 0;
3. G € radicdvel e nilpotente.

Demonstrag¢ao. (1) = (2) Suponha que G nao possui subgrupos de indice finito, como
G/G™ para todo m > 0 tem indice finito, G = G™.

(2) = (1) Suponha, por absurdo, que H é um subgrupo de indice finito n em G,
entdo |G : H| = n. Dessa forma, G/Corg(H) é um subgrupo de S, entdo Corg(H) é
um subgrupo normal de G e tem indice finito, digamos k. Seja z € G \ Corg(H), por
hipétese, G = G™ para todo m > 0, entao existe y € G tal que y* = z. Olhando para o
grupo quociente G /Corg(H), temos que = € Corg(H), uma contradigao.

(3) = (1) Se H ¢ um subgrupo de indice finito n em G, entao |G : H| divide
n!. Dessa forma, para todo g € G temos que existe k inteiro positivo, tal que ¢* € H.
Suponha, por absurdo que H é um subgrupo préprio de GG, tomando um elemento u €
G — H, pela radicalidade de G, existe v € G tal que v¥ = u. O que é uma contradicao.

(1) = (3) Suponha que G nao possui subgrupos de indice finito. Considere uma

série normal em G
Em que cada fator pode ser um dos abaixo:
e Abeliano, livre de torgao e irredutivel (sobre os racionais) em relacao a Gj

e Produto direto de p-grupos abelianos de posto finito.

Queremos mostrar que G é nilpotente, para isso, vamos mostrar existe uma série
central em (. Seja F um fator dessa série, vamos mostrar que F' é central em G. Se
provarmos que G age trivialmente em F', entao teremos que F' é central. Portanto, o
nosso objetivo é mostrar que a acao de G em F' é trivial.

Primeiramente, suponha que F' é de tor¢gao. Entao, todos os elementos de F' tem ordem

finita. Para cada m > 0, os elementos de F' com ordem dividindo m formam um subgrupo
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H finito G-invariante. Temos entao um subgrupo finito e normal, veja que G/Cq(H) esta
imerso no grupo dos automorfismos Aut(H) que é finito. Entdao G = C¢(H) pois G nao
possui subgrupos finitos. Assim, pela arbitrariedade de m, podemos percorrer todos os
elementos de F' e concluir que G age trivialmente em F'.

Agora, suponha que F' é livre de tor¢gao. Como G/Cq(F') esta imerso no grupo de
automorfismos de F, temos que G/Cq(F') é Q-linear irredutivel, pois esté imerso em F' ®y
Q. Pelo Teorema de Mal’cev, seque que G/Cg(F) é abeliano-por-finito. Seja A<iG/Cq(F)
um subgrupo abeliano de indice finito. Assim, pelo Teorema de Clifford, F = F®;Q ¢ um
QA-modulo completamente redutivel. Se S é uma QA-parcela direta simples de F, entdo
S =04 QA/I, onde I ¢ um ideal maximal de QA. Além disso, o mapeamento z +— x + [
determina uma imersiao de Ag = A/Cz(S) no grupo multiplicativo do corpo algébrico
multiplicativo QA/I. Mas o grupo multiplicativo de um corpo algébrico multiplicativo é
o produto direto de um grupo abeliano livre com um grupo ciclico. Como G tem posto
finito, Ag ¢ finitamente gerado para todo S. Existe uma quantidade finita de S, pois G
tem posto finito, entao podemos construir um homomorfismo de A no produto cartesiano
I Ag que mapeia a € A em cada classe lateral. O niicleo de tal homomorfismo é
trivial, entdao A é isomorfo a um subgrupo de [] s Ag. Como A é abeliano, segue que A é
finitamente gerado. Entdo, G ¢ finitamente gerado.

Portanto, G/Cq(F) é residualmente finito, entdo G = Cg(F'). Assim, G age trivial-
mente em F'. Portanto, G é nilpotente.

Seja Gop = G/G', como G, é abeliano e nao tem subgrupos de indice finito, temos
que Gy, é radicavel. Pelo argumento do produto tensorial, temos que todos os fatores da

série central inferior sao radicaveis,

GGG, G >..>{1}

ou com uma notacao diferente,

G =7(G) En(G) > 1%(G) > ...>7(G) = {1}.

Vamos por induc¢ao tamanho da serie central inferior. Como base de indugao, temos
o caso em que G' = {1}. Ja vimos que G, é radicavel, entao o resultado vale.

Suponha que todos os grupos que tenham série central inferior de tamanho menor que
c e satisfazem as hipoteses estabelecidas anteriormente sao radicaveis.

Como isso, suponha que o tamanho da serie central inferior de G é ¢. Sejam z € G
em > 0. G/v.(G) é radicavel, entao z7v.(G) = ¢™7.(G), ou seja, x = g™ ¢y, para algum
g € G ec €v(G). Como v.(G) é radicavel, existe ca € 7.(G) tal que ¢; = ¢4, assim,
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v ="} = (ge)"

Segue que G é radicavel.
Agora vamos mostrar que se G é um grupo nilpotente radicavel, os elementos de
ordem finita estdo no centro. De fato, considere g € Z5(G)(segundo termo da série

central superior) de ordem m. Se x é qualquer elemento de G, escrevemos = = 3™, onde
y € G. Entao

[z, 9] =[y". 9] =y, g"] = 1.
Assim, g € Z(G). Logo o subgrupo de tor¢ao esté contido em Z(G) e a afirmacao

segue.
O
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1.4 Grupos de Frobenius e Automorfismos Livres de Pon-

tos Fixos

Nesta secao iremos estudar brevemente os Grupos de Frobenius assim como apresentar
algumas de suas propriedades. Em seguida, vamos estudar automorfismos livres de pontos
fixos com o objetivo de provar o Teorema de Thompson que serd importante para a

demonstragao do Teorema B. Essa segao foi baseada principalmente em [6].

Definigao 1.4.1 (Grupo de Frobenius). Um grupo finito G € um grupo de Frobenius
quando em sua representacao por permutagoes G € transitivo, hd um subgrupo nao-trivial
H que fixa um elemento e apenas a identidade fixa mais de um elemento. Tal subgrupo

H ¢ chamado complemento de Frobenius.

Frobenius descobriu uma propriedade muito importante sobre essa classe de grupos.
Segue o enunciado dessa propriedade, mas sem demonstragao, pois envolve Teoria de
Caracteres que nao é o foco desse trabalho. Para uma demonstracao do teorema abaixo
confira 5.5.1 de [6].

Teorema 1.4.2 (Frobenius). Sejam G um grupo de Frobenius e H um subgrupo fixzando
um elemento. Entao o subconjunto de G que consiste da identidade mais os elementos

que nao fitam nenhuma letra é um subgrupo normal K de G de ordem [G : H].

Vamos nos referir a esse subgrupo normal K como o nicleo de Frobenius de G. E
o subgrupo que fixa um elemento sera chamado de complemento de Frobenius. A seguir

temos uma consequéncia do Teorema 1.4.2; a demonstragao se encontra em 2.7.5 de |[6].

Teorema 1.4.3. Seja G um grupo de Frobenius com complemento H e nicleo K. Entao,
1. G=HK, com HNK =1, de forma que G ¢ o produto semidireto de K por H;
2. |H| divide |K| — 1;

3. Todo elemento de H* induz por conjugac¢ao um automorfismo livre de pontos fixos
sobre K

A seguir, veremos um caso importante envolvendo grupos de Frobenius no contexto

de representagoes de grupos.
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Teorema 1.4.4. Seja G = HA um grupo de Frobenius em que o kernel H é um q-subgrupo
abeliano elementar para algum primo q cujo complemento A € ciclico. Suponha que G é
representado de forma irredutivel e fiel em V sobre F', onde F contém uma raiz q-ésima
da unidade. FEntao o numero de componentes de Wedderburn de V' em relacao a H é

exatamente |A|.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.4.3, o fato de GG ser um grupo de Frobenius com ntcleo
de Frobenius H e complemento de Frobenius A é equivalente a Cy(u) = 1 para todo u
em A*.

Seja V;, 1 <1 < r, os componentes de Wedderburn de V' em relacao a H e suponha por
contradigao que r < |A|. Como H nao varia V;, o Teorema 1.2.20 implica que A permuta
os V; transitivamente. Como o numero de V; é menor que |A|, o subgrupo A; de A que
fixa V; é nao trivial. Sejam G; = HA; e Ny o nicleo da representagao de G; em V;. Se z;,
1 < i <7, sa0 os elementos de A tais que Viz; = V;, entdo Ni* é o nicleo da representagao
de G em V;. Como A é abeliano, A; N N; C Ny para todo i. Mas a representagao de
G em V é fiel, entao A; N N; = 1. O mesmo vale para qualquer conjugado de A; em G;.
No entanto, G ¢ um grupo de Frobenius, qualquer elemento de G; que nao estd em um
conjugado de A; pertence a H. Logo, Ny C H. Como H* = H, concluimos que N; C H.

Agora seja G = G1/N; = HA,, tal que G; é fielmente representado em V; e V; é
a soma direta de FH-submoédulos isomorfos X;, 1 < i < t. Como H é abeliano e F
contém um g¢-ésima raiz primitiva da unidade, os Teoremas 1.2.14 e 1.2.15 implicam que
H = (y) é ciclico. E também 7 age em cada X;, os quais tem dimensdao 1 sobre F,
como transformacao escalar. Como os X; sao F'Q)-médulos isomorfos , y age em V) como
transformacdo escalar e entdo 7 comuta com a acdo A; em V;. Como a representacao de
G, em V) é fiel, concluimos que H C Z(G).

Assim, tomando H como um espaco vetorial sobre Z,. Temos que A, centraliza
H=H /N e consequentemente qualquer elemento u de A} tem 1 como raiz caracteristica
em H. Logo, Cy(u) # 1, uma contradigdo ja que G' é um grupo de Frobenius.

m

O préximo resultado serd uma aplicagao do teorema acima.

Teorema 1.4.5. Seja G = QP, onde () é um q-subgrupo normal abeliano elementar de
G e |P| = p, onde p e q sao primos distintos. Suponha que Cg(Q) = Q e que Q € um
subgrupo normal minimal de G. Entdao se V. é um FG-mddulo fiel em que F nao tem

caracteristica p ou q, temos que Cy(P) # 0.

Demonstragao. Visto que |P| = p, considere P = (x). Basta mostrar que 1 é uma raiz

caracteristica de x em V. E suficiente mostrar isso em V;, onde L é uma extensao do
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corpo F'. Como V;, também é um F'G-modulo simples, temos que é suficiente mostrar que
F' contém uma g¢-ésima raiz da unidade.

Veja que F' nao tem caracteristica p ou ¢, segue pelo Teorema 1.2.17 que V é um
FG-modulo completamente redutivel. A representagao de ) é fiel em V', logo existe um
FG-submédulo de V' irredutivel U, no qual a acao de () é nao trivial. Considere K o
ntucleo da representacao de G em U. Como K NQ < G e ) é um subgrupo minimal de
G, temos que K N @Q = 1, o que implica que K é um p-grupo. Masse K # 1, K = P é
um p-Sylow de G. Nesse caso, (@, P] C QN P = 1. Logo, P centraliza Q e Cs(Q) = G,
contrariando a hipotese. Entao K =1 e U é um FG-mdédulo fiel. Se U C V, entao = tem
raiz caracteristica lem U por indugao em dimpV e o Teorema segue. Podemos assumir
que G é irredutivel em V.

Agora, Cp(z) = 1, caso contrario, x iria centralizar () ja que () ¢ um subgrupo normal
minimal de GG. Portanto, cada elemento de P* induz por conjugagao um automorfismo
de () que apenas fixa a identidade. Assim, G é um grupo de Frobenius com ntcleo de
Frobenius () e complemento de Frobenius P. Dessa forma, pelo teorema anterior, V
possui p = |P| componentes de Wedderburn V;, 1 < i < p, em relagao a Q.

Mas se v; é um vetor nao nulo de V5, entdo os vetores v1z'~! pertence a V;, 1 <i <r,

e sao linearmente independentes como V' é a soma direta de V;. Deste modo, o vetor
v=v, + 0T+ ..+ vy # 0.

Por outro lado, é imediato que vz = v pois 2P = 1. Assim, 1 é a raiz caracteristica de x

em V e o teorema esta provado. ]

Esse resultado sera utilizado no estudo de grupos de automorfismos regulares, que sao

definidos da seguinte forma,

Definigao 1.4.6. Um grupo nao trivial de automorfismos A de um grupo G € dito um
grupo de automorfismos requlares quando cada elemento de A* fiza apenas a identidade
em G. Isto é, Cq(¢) =1, para todo ¢ € A*.

Com base nessa defini¢ao, a seguir veremos alguns resultados importantes.

Teorema 1.4.7. Seja A um grupo de automorfismos requlares de um p-grupo P. Entdo

A nao possui subgrupos abelianos nao ciclicos.

Demonstracao. Suponha que C' é um subgrupo nao ciclico abeliano de A. Entao algum
g-Sylow de C' é nao ciclico. Mas entao V = (Cy(¢)|¢ € @*) pelo teorema passado. Como
V = O(Z(P)) # 1, isto mostra que Cy(¢) # 1 para algum ¢ em Q*, contrariando a
regularidade de A. O



1.4 Grupos de Frobenius e Automorfismos Livres de Pontos Fixos 37

Teorema 1.4.8. (/6] Teorema 5.4.10.(ii) ) Se P é um p-grupo em que todo subgrupo

abeliano € ciclicos, entao P € ciclico ou p =2 e P € isomorfo ao quatérnio generalizado.

Teorema 1.4.9. (/6] Teorema 5.4.11 )
Seja A um grupo de automorfismos requlares de um p-grupo P. Entao os q-Sylows de

A sao ciclicos quando q € mpar ou sao ciclicos ou quaternios generalizados quando p = 2.

Automorfismos livres de pontos fixos

Agora vamos ao estudo dos automorfismos livres de pontos fixos. O resultado mais
importante sobre o assunto é o Teorema de Thompson sobre a nilpotencia de grupos que

admitem automorfismo de ordem prima.

Defini¢ao 1.4.10 (Automorfismos Livres de Pontos Fixos). Um automorfismo ¢ de um
grupo G € dito livre de pontos fizos se Cq(¢) = 1, ou seja, se fixa apenas o elemento
neutro. Um grupo de automorfismos A de G € livre de pontos fizos se Cq(A) =1, ie. se

fixa apenas o elemento neutro, onde
Co(¢) = {z € Gla® =z}

A seguir, enunciaremos alguns fatos que diferenciam essas definigoes,
1. ¢ é livre de pontos fixos se e somente se (¢) é livre de pontos fixos;
2. Um grupo regular de automorfismos ¢é livre de pontos fixos;

3. Em um grupo regular cada um de seus elementos nao triviais sao livres de pontos

fixos;
4. Ser grupo livre de pontos fixos, nao implica ser grupo regular de automorfismos.

5. Seja ¢ de ordem prima, ¢ é livre de pontos fixos se somente se (¢) é grupo regular

de automorfismos.
Agora, vamos estabelecer propriedades de automorfismos livres de pontos fixos.

Lema 1.4.11. Sejam G um grupo finito e ¢ um automorfismo de G livre de pontos fizos.

Sen € a ordem de ¢, entao

1. Todo elemento de G pode ser expresso ma forma ' (z¢) e (z¢)x™" para certos

xeG;
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2. Para todo x € G, temos que
z(x)...(x¢" 1) = (w¢™)...(v¢)x = 1.

Demonstragao. Se x~'(x¢) = y~'(y¢p) com z,y em G, entao transpondo obtemos que

ry ! = (zy~')¢. Mas entao xy!

=1ex =y, pois ¢ é livre de pontos fixos. Assim,
o ntimero de elementos distintos em G da forma x7!(z¢) ¢ o mesmo que o ntmero de
elementos r em G. Logo todo elemento pode ser expresso na forma (z¢)z~'. Portanto,
1. esté provado.

Agora vamos provar 2.. Se x € G, entdo pelo paragrafo anterior, x = y~!(y¢) para

algum y em G. Donde

z(¢)...(v¢" ")

yfl
y—l

A outra igualdade pode ser provada de maneira analoga. O

Teorema 1.4.12. (/6] Teorema 10.1.2) Se ¢ € um automorfismo livre de pontos fizos de
G, entao ¢ deiza invariante um unico p-Sylow de G para cada p em 7(G). Além disso,

P contém todo p-subgrupo ¢-invariante de G.

Lema 1.4.13. Sejam ¢ um automorfismo livre de pontos fixos de G e H um subgrupo

normal de G ¢-invariante. Entao ¢ induz um automorfismo livre de pontos fizos em G /H.

Demonstragdo. Seja G = G/H e suponha que Z¢ = T para algum Z em G. Entdo
7 1(Z¢) = 1 entao y = v '(x¢) € H para algum representante z de 7 em G. Como ¢
induz um automorfismo livre de pontos fixos de H, temos que y = 27!(z¢) para algum 2z
em H e segue que x = 2. Logo x € H e entdao T = 1. Assim, ¢ induz um automorfismo

livre de pontos fixos de G. n

Exemplo 1.4.1. Considere 0 G = Z, ja sabemos que Aut(G) = Cs, onde um automor-
fismo € a identidade e o outro automorfismo, digamos ¢, é dado por ¢(1) = —1. Note que

Z. € um grupo abeliano que admite um automorfismo livre de pontos fixos de ordem 2.

Teorema 1.4.14. Se ¢ é um automorfismo livre de pontos firos de G de ordem 2, entao

G ¢ abeliano e x¢ = 71, para todo x em G.

Demonstragao. Pelo Lema 1.4.11, temos que z(x¢) = 1, donde z¢ = 2! para todo z em

G. Mas se x, y € (G, temos que

(zy) ™" = (zy)¢ = (v0)(y¢) = 'y~ ".
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Isto mostra que 1 = (xy) lzy = 2~y Loy, ou seja, zy = yu. 0

A seguir temos um exemplo de um grupo nao abeliano que admite automorfismo livre

de pontos fixos de ordem 3.

Exemplo 1.4.2. Seja F = Z)7Z = {0,1,2,3,4,5,6}, visto como corpo finito com 7

elementos. Entao o grupo

1 a
UTy(7) = {m<a,b,c> =101
0 0

¢ nao abeliano de ordem 73, mas sabemos que o grupo € nilpotente de classe 2. O inverso
de um elemento m(a,b,c) em UT3(7) é dado por m(a,b,c)™! = m(—a,—b, —c+ab). Além

disso o centro e o subgrupo derivado de UTs(7) coincidem e sao
Z(UTs(7)) = UTs(7) = {z € UT3(7)|z" = 1} = {m(0,0,c)|c € F}.
Para f € F\ {0}, vejamos que o mapeamento definido por,

)\f : m(:l:,y,Z) = m(fxafyvaZ)

€ um automorfismo de UTs(7). Tomando o grupo multiplicativo de Z/TZ, existe um
subgrupo de ordem 3, digamos S = {1,2,4}. Entao {\;|f € S} € um grupo ciclico de
automorfismos livres de pontos fizos de ordem 3 em UT5(7). De fato, suponha que Ag
tenha um ponto fivo, isto €, existem a,b,c € F tal que m(a,b,c)™ =m(a,b,c). Se f #1,

entdioa=b=0 e f?c=c. Como f tem ordem 3, temos que f*# 1 e também c = 0.

Teorema 1.4.15. Se ¢ é um automorfismo livre de pontos firos de G de ordem 3, entao

G € nilpotente e x comuta com x¢ para todo x em G.

Demonstragao. Pelo Lema 1.4.11 (2.), z(x¢)(x¢?) = (x¢*)(x¢d)x = 1, entdo temos que

v(xg) = (v¢)r = (v¢%)

entao x comuta com x¢ para todo x em G.

Agora seja P o tnico p-Sylow ¢-invariante de G para qualquer primo p em 7(G).
Vamos mostrar que P <1 G. Suponha falso, nesse caso existe um p-Sylow () de G tal que
P # Q. Sejam z em @ tal que x ¢ P e H = (z,z¢). J4 mostramos que z(x¢) = (x¢p)z,

entao H é abeliano. Como z é um elemento de ordem poténcia de p, temos que x¢
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também tem ordem poténcia de p. Dessa forma, H é um p-grupo. Por outro lado, como
r¢?* = (x(x¢))™!, ¢ transforma os geradores de H em elementos de H, entdao deixa H
invariante. Logo, H é um p-subgrupo de G ¢-invariante e H C P, pelo Teorema 1.4.12.
Uma contradigdo. pois z € H e x ¢ P.
Com isso, pela arbitrariedade de P, provamos que todo subgrupo de Sylow é normal
em G. Pelos Lemas 1.1.10 e 1.1.10, temos que G ¢ nilpotente.
m

Exemplo 1.4.3. Sejam |G| =T7%-3 e |¢| = 4, onde

G = (z1, 20, y|7] = 20 = 3> = 1, 0109 = momy, 0¥ = 2%, 28 = 23).

G € o produto semidireto interno do grupo abeliano (x1,x3) de ordem 49 e do grupo
ciclico (y) de ordem 3. Assim G € um grupo de ordem 7*-3 cujos elementos sao xﬁxéyk,
0<i<6,0<5<6,0<k<2. Como o 3-Sylow de G nao € normal, G nao € nilpotente.
Mas G € solivel pelo Teorema 1.1.15.

Se definirmos ¢ pela regra
(21 23y*)¢ = wy Ty~
Veja que (21)¢ = o, (12)¢ = 27" e y¢ = y~'. Observe que ¢ é um automorfismo livre de
pontos fixos de ordem 4.

Com esse exemplo segue o seguinte teorema.

Teorema 1.4.16. Existem grupos soliveis nao-nilpotentes admitindo automorfismos li-

vres de pontos fixos de ordem composta.

J& mostramos que grupos que admitem automorfismos de ordem 2 e 3 sao nilpotentes.
Thompson provou que todo grupo que admite um automorfismo livre de pontos fixos de
ordem prima é nilpotente. Afim de demonstrar esse resultado, vamos enunciar defini¢oes

e um teorema que ajudard em parte da demonstracao.

Definicao 1.4.17 (p-complemento normal). Sejam G um grupo e P € Syl,(G). Se

G = POy (Q) entao dizemos que G tem um p-complemento normal. Visto que O, (G) <G
e PN Op/(G) =1

Definigao 1.4.18. Seja P um p-grupo, definimos A(P) como o conjunto de todos os

subgrupos de P que tem ordem mdzima. Definimos também

J(P) = (A|A € A(P)).
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J(P) é chamado o subgrupo de Thompson de P.

A seguir enunciamos um famoso teorema atribuido a Glauberman e Thompson, para

conferir a demonstragao veja 8.3.1 de [6].

Teorema 1.4.19 (Glauberman-Thompson). Se P € um p-subgrupo de G, para p impar,

e se No(Z(J(P))) possui um p-complemento normal, entao G também possui.

O Teorema a seguir foi primeiramente provado por Thompson em sua tese de douto-
rado. Tal Teorema apresenta um resultado muito importante sobre automorfismos livres

de pontos fixos.

Teorema 1.4.20 (Thompson). Seja G um grupo finito. Se G admite um automorfismo

livre de pontos fizos de ordem prima, entao G € nilpotente.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que G é menor o grupo admitindo um au-
tomorfismo livre de pontos fixos de ordem prima mas que nao é nilpotente. Seja ¢ o
automorfismo livre de pontos fixos com ordem prima r. Separamos a demonstragao em
dois casos.

Se G é soluvel, vamos reduzir o problema ao Teorema 1.4.5.

Primeiramente, vamos mostrar que GG nao possui dois subgrupos normais nao triviais
H,, Hy, que sao ¢-invariantes e tal que H; N Hy = 1. Por contradi¢ao, suponha que G
possua tais subgrupos. Podemos considerar o produto direto, G/H; x G/H, . Veja que
G/H, e G/H, sao nilpotentes pela minimalidade de G. Assim, a aplicagao,

@Z) G — G/H1 X G/Hg
g (Hyz, Hox)

define um homomorfismo de G para G/H; xG/H,. Agora, veja que (Hyx, Hox) = (Hy, Ha)
se x € H N Hy. Mas H; N Hy = 1, entao v ¢é injetiva. Com isso, GG é isomorfo a um
subgrupo de G/H; x G/H,. Ou seja, G ¢ nilpotente, contrariando a escolha inicial de G.
Logo, G nao possui tais subgrupos H; e Hs.

Seja N um subgrupo normal minimal ¢-invariante de G. Como G é solivel, N é
um p-subgrupo abeliano elementar de G. Além disso, ¢ induz um automorfismo livre de
pontos fixos no grupo quociente G = /N cuja ordem preservada, pelo Lema 1.4.13. Pela
minimalidade de G, segue que Gi/N ¢é nilpotente. Observe que G nio é p-grupo, pois G' nao
¢ nilpotente. Sejam Q um ¢-Sylow de G com ¢ # p e M um subgrupo minimal ¢-invariante
de 9,(Z(Q)). Sabemos que M é normal em G e como G é nilpotente, Z(Q) < Z(G).
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Assim, M # 1 e M < G. Denote por H a imagem inversa de M em G, temos que
H = NM, onde M é um ¢-grupo abeliano elementar, M # 1, H <G e H é ¢-invariante.
Podemos assumir que M é ¢-invariante, e entao pela escolha minimal de M, segue que ¢
é irredutivel em M.

Se H C (G, entao H é nilpotente. Donde M char H << G e entao M e N sao dois
subgrupos normais de G ¢-invariantes tais que M N N = 1, o que nao pode ocorrer.
Entao G = H = NM. Ademais, C)/(N) é ¢-invariante e como ¢ é irredutivel em M,
Cu(N) =1 ou Cy(N) = M. Se ocorrer Cy;(N) = M, G seria nilpotente, o que nao
ocorre. Entao Cy(N) = 1.

Agora, se G* denota o produto semidireto de M por (¢), G* é irredutivel em N como
um espago vetorial sobre Z, e a representagao ¢ fiel visto que Cp(N) = 1 e ¢ ¢ livre
de pontos fixos em N. Mas G* = M(¢) ¢ um p'-grupo, Cg+(M) = M, e G*/M tem
ordem prima. Entdo Cy(¢) # 1 pelo Teorema 1.4.5. Essa contradi¢do prova essa parte
do teorema.

Agora, vamos ao caso em que G nao é soluvel. Se GG possui um subgrupo normal H
proprio nao trivial ¢-invariante, entao H é nilpotente, pela minimalidade de G. Além
disso, ¢ induz um automorfismo livre de pontos fixos no grupo quociente G/H. Como r é
um primo, temos que ¢ induzido em G/H tem ordem r. Pela minimalidade de G, temos
que G/H é nilpotente. Assim, G é solavel.

Portanto, suponhamos que G nao possui um subgrupo normal préprio nao trivial ¢-
invariante. Seja P € Syl,(G), tal que P ¢ o tnico Sylow ¢-invariante, para p um primo
impar. Note que tal primo p existe, pois G nao é um 2-grupo, caso fosse, seria nilpotente.
Seja N = Ng(Z(J(P))). Como Z(J(P)) char P, N é ¢-invariante e consequentemente
N C G. Pela minimalidade de G, temos que N é nilpotente. Entao N possui um p-
complemento normal. Como p é impar, pelo Teorema de Glauberman-Thompson, temos
que G tem um p-complemento normal K. Como K char G, K é ¢ invariante e entao
K =1, pela suposicao que GG nao é solavel. Assim, G = P, e G é nilpotente, o que nao
ocorre. Logo G é soluvel.

O

Se GG é um grupo de Frobenius com ntcleo de Frobenius K e complemento de Frobenius
A, entao A induz um grupo regular de automorfismos de K. A possui um elemento = de
ordem prima r e entdo = induz um automorfismo (por conjugagao) livre de pontos fixos
em K de ordem r. Assim, K é nilpotente pelo Teorema 1.4.2.

Como corolario do Teorema 1.4.20 temos que o niicleo de Frobenius é necessariamente

nilpotente. Para mais detalhes confira 10.3.1 de [6].
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Teorema 1.4.21. Se G é um grupo de Frobenius com nicleo de Frobenius K e comple-

mento de Frobenius A, entao as sequintes condi¢oes valem
1. A induz um grupo regular de automorfismo em K;
2. |A| divide |K| — 1;
3. K € nilpotente e é abeliano se |A| € par;

4. Os p-Sylows de A sao ciclicos para p impar e para p par os p-Sylows de A sao

quatérnios generalizados;
5. Os subgrupos de A de ordem pq, com p e q primos, € ciclico;

6. Se |A| é impar, A é metaciclico. Se |A| € par, A possui uma involugao unica contida
em Z(A).



Capitulo

2

Grupos finitos com 3 6rbitas por

automorfismos

2.1 Conceitos Elementares

Sejam G um grupo e Aut(G) seu grupo de automorfismos. Dado g € G, as oOrbitas

por automorfismos de G sao definidas por

Orbauic)(9) = {h € G | Ja € Aut(G) e h=g°} = {g" | a € Aut(G)}.

Note que G ¢é particionado pelas 6rbitas de automorfismos. O nimero de orbitas é
denotado por w(G). Se w(G) é finito, dizemos que G tem uma quantidade finita de o6rbitas

por automorfismos.

Exemplo 2.1.1. Vejamos o grupo dos quatérnios de ordem 8,
QS = {1a _1a i) _iij _jy k7 _k}a

onde, (=1)2 =1 ei® = j2 =k* = ijk = —1. Como o0s automorfismos preservam a ordem

dos elementos, temos uma orbita para o elemento neutro,

OT‘bAut(QS)(l) = {1}

Note que —1 € o unico elemento de ordem 2. Entao,

Orbaun(an (1) = {~1}.
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Agora, tomemos um elemento de ordem 4, digamos i. A aplicagdo dada por

¢ Qs = Us
1
J—1
k— —k

define um automorfismo de Qg e nos mostra que j € Orbauw gy (i). Da mesma forma, o

automorfismo

Y Qs = Qs
J—k
k—j

T —1

nos informa que k,—i,—k € Orbauwgy)(i). Similarmente, podemos concluir que —j €

Orbaut(qy)(i). E entao,
Orbaugy) (1) = {4, —i,j, —j, k, —k}.
Temos que w(Qs) = 3, isto €, Qs € particionado em 3 orbitas por automorfismo, sio elas
Qs = {1} U{=1} U{i, =i, 5, —j, b, =k}

Uma motivagao para o estudo de 6rbitas por automorfismos esté no contexto de grupos
topologicos. Estamos interessados em saber o quanto um grupo topolégico é homogéneo
e como os automorfismo sao objetos que preservam com muito rigor a estrutura de um

grupo, quanto menos Orbitas, mais homogéneo sera o grupo.

Definigao 2.1.1. Seja G um grupo. Se w(G) = 2, entao dizemos que G é um grupo

homogéneo.

Para isso, vamos classificar grupos baseados apenas no numero w(G). Isto é, dado
um nimero de orbitas de automorfismos, podemos encontrar propriedades de grupos que
caracterizam tais grupos?

Para o caso em que w(G) = 1, G é o grupo trivial, pois a érbita do elemento neu-
tro s6 possui um elemento. E analogamente, se G é o grupo trivial, entao o grupo de

automorfismo ¢ trivial, entao existe uma tnica orbita, w(G) = 1.
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Para o caso em que w(G) = 2 e G ¢ finito, temos uma 6rbita para o elemento neutro
Orbs(1), e outra orbita Orbg(g) para os elementos g € G* = G\ {1} . Dessa forma,
para dois elementos quaisquer z,y € G* existe um automorfismo ¢ tal que z¥ = y, ou
seja, a agao € transitiva. Segue que todos elementos tem a mesma ordem, supondo que
p é um primo que divide a ordem de G, pelo Teorema de Cauchy, existe um elemento de
ordem p em G. Assim, todos os elementos em G* tem ordem prima p e G é um p grupo.
O centro Z(G) de um p grupo é um subgrupo caracteristico e nao trivial, logo, como a
acao é transitiva, segue que G é abeliano. Portanto, G é um grupo abeliano elementar.
Analogamente, se G é um grupo abeliano elementar entao seu grupo de automorfismos é
Aut(G) = GL(n,GF(p)), e sabemos que GL(n, GF(p)) age transitivamente em G, logo
w(G@) = 2.

Conforme mencionado, grupos abelianos elementares também podem ser vistos como
espagos vetoriais sobre um corpo de caracteristica prima. Essa observagao sera relevante
em outras classificacoes de grupos com uma quantidade finita de 6rbitas por automorfis-
mos.

Com isso, temos uma classificagdo simples para grupos finitos com w(G) = 2. Por
outro lado, considerando grupos com w(G) = 2 e livres de torgao (onde os elementos nao
tém ordem finita), ndo existe uma "classificagdo"com propriedades bem detalhadas. Por
exemplo, em 6.4.6 de [15], temos um grupo construido por G. Higman, B. Neumann e
H. Neumann, que é simples livre de tor¢cao nao abeliano e com todos os elementos nao
triviais conjugados. Ou seja, com duas orbitas por automorfismos.

No entanto, para o caso particular em que o grupo é soluvel, temos
Lema 2.1.2. Se w(G) =2 e G € solivel livre de tor¢ao, entao G € abeliano e G = &Q.

Nesse caso, como G = ®Q, G pode ser visto como um espago vetorial sobre o corpo
Q. Assim, podemos fazer um paralelo com a classificagao de grupos finitos com w(G) = 2,
onde mencionamos que esses grupos também podem ser vistos como espagos vetoriais.

A seguir temos dois fatos simples e bem conhecidos sobre grupos com uma quantidade

finita de ¢rbitas por automorfismos.

Definicao 2.1.3. Em um grupo finito G, o menor nimero natural n tal que g" = 1, para

todo g € G € chamado de expoente de G.
Lema 2.1.4. Se G € um grupo de tor¢io e w(G) < oo, entao G tem expoente limitado.

Demonstragao. Seja w(G) = n, para algum inteiro positivo n. Como os automorfismos
preservam as ordens dos elementos, podemos tomar 74, ...,7, como sendo as ordens dos

elementos em cada orbita de automorfismo, com r; inteiros positivos para 1 < i < n.
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Por contradicao, suponha que G nao tem expoente limitado. Entao existem elementos de
ordens arbitrariamente grandes em . Contrariando o fato de existirem apenas elementos
com as ordens 7, ..., Ty,.

O
Lema 2.1.5. Se w(G) < oo, entao G tem um nimero finito de subgrupos caracteristicos.

Demonstragao. Seja w(G) = n, para algum inteiro positivo n. Podemos tomar Hy, ..., H,
como sendo as distintas érbitas por automorfismo de GG, onde H; = 1. Como os subgrupos
caracteristicos sao invariantes por automorfismos, todo subgrupo caracteristico seré exa-
tamente a uniao de certas orbitas por automorfismos. Mas como existem finitas, existem
finitos subgrupos caracteristicos.

]

Exemplo 2.1.2. Tome o grupo dos nimeros inteiros Z. Sabemos que Aut(Z) = Cy € o
grupo que contém o automorfismo identidade e o automorfismo ¢ que aplica 1 em —1.
Além disso, todo subgrupo de Z € caracteristico, pois € da forma nZ, para algum n inteiro.
Ou seja, temos um grupo que possui infinitos subgrupos caracteristico, logo, nao pode ter

uma quantidade finita de orbitas por automorfismos.
Agora, vamos estudar os grupos com 3 6rbitas por automorfismos.
Definigao 2.1.6. Um grupo G é chamado quase homogéneo se w(G) € no mdzrimo 3.

Lema 2.1.7. ([14] Lema 1.1) Seja H um subgrupo caracteristico préprio nao trivial de

um grupo G quase homogéneo. Entao H e G/H sao homogéneos.

Demonstra¢ao. Como H ¢ um subgrupo caracteristico préoprio nao trivial, os conjuntos
disjuntos {1}, H\ {1} e G\ H sao invariantes por Aut(G). E assim, formam trés orbitas.
A agdo de Aut(G) em G induz uma agao no grupo quociente G/H. Assim, vemos que
G/ H possui duas 6rbitas.

O

Lema 2.1.8. ([14] Coroldrio 1.2) Seja G um grupo quase homogéneo.

1. Se G ¢é solivel mas nao abeliano, entao o comutador G' e G/G' sao grupos homoge-
neos abelianos. Em particular, o comprimento derivado é no mdximo 2 e 0s grupos

G’ e G/G' sao espagos vetoriais.

2. Se G € solivel e o centro de G € nao trivial, entao G € nilpotente de classe no

mdximo 2.
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Uma classe importante de grupos sao os p-grupos. Vejamos algumas propriedades de

p-grupos no contexto de orbitas por automorfismos.

Exemplo 2.1.3. Se o grupo G € tal que |G| = p, G € abeliano elementar e jd vimos que
w(G) = 2.

Exemplo 2.1.4. Se |G| =p? e G = C,z2, temos trés drbitas por automorfismos: a orbita
do elemento neutro, uma orbita contendo os elementos de ordem p e uma orbita contendo

0s elementos de ordem p*.

Exemplo 2.1.5. Se |G| = p® ¢ G = C, x C2, temos mais que trés drbitas por automorfis-
mos. De fato, 1 ocupa uma orbita e os outros elementos sao de ordem p e p>. O subgrupo
OYG) € caracteristico em G e portanto seus elementos de ordem diferente de 1 formam
uma 6rbita de automorfismo. Além disso, |U'(G)| = p. Mas veja que existem elementos
de ordem p que nao estao em U'(G), logo existe mais de wma orbita por automorfismos

com elementos de ordem p. Logo w(G) > 3.

Ainda nao se conhece a classificacao exata de grupos com 3 érbitas por automorfismos.
Mas existem resultados que classificam algumas classes de grupos com 3 érbitas. Em [4], os
autores Alexander Bors e Stephen P. Glasby classificam 2-grupos que admitem exatamente
3 orbitas por automorfismos. Ja em [12|, T. Laffey e D. MacHale classificaram grupos
finitos com w(G) = 3 que ndo sdo p-grupos. Esta tultima classificagdo sera o foco da

préxima segao.
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2.2 Prova do Teorema A

Precisaremos do seguinte lema para nosso resultado Teorema A.

Lema 2.2.1. (/9] 11.3.10) Seja V' um espago vetorial de dimensdo n sobre o corpo K =
GF(p’) e H um grupo abeliano de mapeamentos K -lineares de V sobre si mesmo e V um
modulo H irredutivel. Entao H é mapeado como grupo de permutacao em V', semelhante

a um grupo de mapeamentos da forma

o = a(A)z, (a(A) € GF(p™)),

sobre GF(p™). Em particular, H € ciclico, e

H| | p 1,

onde n é determinado unicamente por |H| como o menor nimero natural com p™ —1 =0
mod (|H|). Se H = (Ay), entio GF(p")]a(Ag)] = GF(p™).

Vamos classificar os grupos quase homogéneos finitos de ordem mista.

Teorema A (Laffey & MacHale (1986)). Seja G um grupo finito que nao é p-grupo. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

2. |G| = p"q, para primos p, q e para um inteiro n > 1, e G tem um p-subgrupo de
Sylow P normal abeliano elementar. Além disso, p € uma raiz primitiva mod q (i.e.
q—1 é o menor natural tal que p ' =1 mod q). Seja Q um q-subgrupo de Sylow de
G. Entao P, visto como GF(p)Q-mddulo € a soma direta de t > 1 cdpias do unico

GF(p)Q-mddulo irredutivel de dimensio q¢ — 1. Em particular, |P| = p'@=Y.

Demonstra¢ao. (1 = 2) Suponha que w(G) = 3 e que G ndo é um p-grupo. Entdo
|G| = p?¢® para primos p, ¢ e inteiros a > 1 e b > 1. Pelo Teorema 1.1.15 (Burnside),
segue que G ¢é soluvel. Assim, podemos supor que O,(G) # 1. Como O,(G) char G, temos
que O,(G) ocupa duas oérbitas por automorfismo (a 6rbita do elemento neutro e a 6rbita
dos elementos de ordem p). Ou seja, P := O,(G) é um p-subgrupo de Sylow de G. Além
disso, o subgrupo (Z(P)) é caracteristico em Z(P), que por sua vez é caracteristico em
G. Pela transitividade da propriedade caracteristica, 2;(Z(P)) char G. Como sdo apenas
3 orbitas de automorfismos, 2;(Z(P)) = G. Entao P ¢é abeliano elementar.

Seja Q € Syl,(G). Observe que G nao possui elementos de ordem pg pois w(G) = 3.

Caso a acao de Q em P admita pontos fixos, terfamos que existe y € () tal que para todo
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x € P, yry~! = z, ou seja, y comuta com todos os elementos de P. Porém ao multiplicar
x com y terfamos um elemento xy em G com ordem pg, o que nao pode ocorrer. Logo Q)
age sobre P livre de pontos fixos. Pelo Teorema 1.4.9, temos que @) é ciclico quando ¢ é
impar ou é o quaternio generalizado. Mas por uma questao de ordem, () tem expoente ¢,
entao, |Q| = q.

Agora, veja que P pode ser visto como GF(p)@Q-modulo. Escreveremos a operacao
em P como adi¢ao e a a¢ao (por conjugagao) de @) como multiplicagdo. Como p e ¢ sdo
distintos, pelo Teorema 1.2.17 (Maschke), P = P, @ ... ® P., onde P;, 1 < i < r, sdo
G F(p)@-modulos irredutiveis. Pelo Lema 2.2.1, |P;| = p®, onde e é a ordem de p mod ¢
(i.e. e é o menor natural tal que p® = 1 mod ¢). Se @ = (), escolhemos uma base para
P, em que « é representada pela matriz companheira de seu polinémio minimal m;(\)
em P;,. Entao P; ¢ determinado a menos de isomorfismo pelo polindmio minimal m;(\).
Agora, vamos mostrar que Py, ..., P. sdo todos modulos isomorfos. Suponha que P, nao
¢ isomorfo a Py. Entao my(X) # ma(X). Seja 0 # u; € P, (1 = 1,2). Como w(G) = 3,
existe ¢ € Aut(G) onde uf = u; + uy. Agora, a° = oFfw para algum w € P, e algum
k> 1 com (k,q) = 1. Seja g(\) o polinémio minimal de o em P;. Note que deg(g) = e.

Considere

Entao, (u1 + ug)g(a) = 0. Mas o polindémio minimal de o em uy + ug é mq(A)ma(A),
pois my # my implica que (mq,mg) = 1. Como degg = degm;, temos uma contradigao.
Entao os termos P; sao GF(p)G-moddulos isomorfos.

Agora, para qualquer 7 tal que (i,q) = 1 existe 7 € Aut(G) tal que a™ = a’. Seja
0 # u € P. Entao o polinomio minimal m(«) tal que um(a) = 0 ¢ o polinomio minimal

de aw em P. Mas como P ¢é abeliano,
0 =um(a) = [um(a)]” =u
Assim, m(a’) = 0 e entao m(\) divide m(\) (i = 1,...,¢ — 1). Logo, se w é uma raiz

de m(z) no fecho algébrico de GF(p), w' também é. Portanto, m(\) ¢ divisivel pelo

polinémio ciclotomico ®,_;(A). Assim, e > ¢ — 1, e entdo e = ¢ — 1 e o resultado segue.
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(2 = 1) Suponha que G satisfaz 2. Entao @) age livre de pontos fixos em P, assim,
(G possui apenas elementos de ordem 1, p e ¢. Primeiramente, vamos mostrar que todos
os elementos de ordem p sdo conjugados. Note que P ¢ um GF(p)@-mo6dulo homogeneo,
entdo se 0 # u € P, entdo Py = {uf(a)|f(z) € GF(p)[z]} é um GF(p)Q-submodulo
irredutivel de ordem p?~!. Sejam 0 # v € P e P, = {vf(a)|f(z) € GF(p)x]}. Se
Py = Py, entao podemos escrever P = Py @ P, como GF(p)Q-moddulos. Mas entao temos
que o mapeamento o definido por a” = «, u’ = v e w’ = w(w € P) se estende a um
automorfismo de G.

Se Py # Py, entao podemos escrever P = Py @& P, & P, como GF(p)Q-modulo. Da
mesma forma, o mapeamento 7 definido por o” = o, v = v, v =ue w” = w (w € Py)
se estende a um automorfismo de G.

Devemos mostrar que os elementos de ordem ¢ formam uma tinica érbita sobre acao
de Aut(G). Como P permuta os ¢g-Sylows de G de forma transitiva é suficiente mostrar,
via teorema de Sylow, que para todo i com 1 < i < ¢ — 1, existe § €Aut(G) tal que
a? =o'

Sejam P = Py & ... & P, onde P, sao GF(p)Q-modulos irredutiveis, e 0 # u; € P;.
Entao cada u € P; pode ser expresso de maneira tnica na forma w;f(a) para algum
f(A) € GF(p)[A] com degf < g — 1. Defina o mapeamento 6 por o’ = o, u? = u; e
(u; £(@))" = w;f(a).

Note que se 0 # u € P ¢ tal que ug(a) = 0 para algum g(x) € GF(p)[z], entao
®, 1(N) divide g()\) e entao divide g(\"). Assim, ug(a’) = 0. Isso prova que a extensao
natural de # para P estd bem definido. Dessa forma, 6 se estende a um automorfismo de
G. Completando a demonstragao.

]

De maneira geral, a classificacao acima nos diz que um grupo finito G que nao é um
p-grupo, tem a forma
G=PxQ=(Cp,x..xCp) =y,

onde |G| = p"q, P € Sylp,(G) e Q € Syl (G).

A seguir veremos um exemplo simples.

Exemplo 2.2.1. Considere G = S3 = {1,(1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2)}. Temos
que |G| = 2-3. Veja que 2 é o menor inteiro positivo tal que 2° = 1mod3. Automorfismos
aplicam geradores em geradores entdao, |Aut(G)| = 6. E sabemos que G/Z(G) € isomorfo

ao subgrupo dos automorfismos internos, mas como o centro € trivial, os automorfismos
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de G sdo os proprios automorfismos internos. Sao eles:

p1:G—G p:G—G
T z - 21?

v3:G— G ws:G— G
z -z z > z¥

(,05IG%G 906IG—>G
z s b3 z s 232

Agora, analisemos as drbitas de cada um dos elementos.

Orbg(1) = {1}
Orbe((1,2)) = {(1,2),(2,3), (1,3)}
= Orbg((1,3))
= Orbg((2,3))
Orba((1,2,3)) =4(1,2,3),(1,3,2)}
= Orbg((1,3,2))

De fato, sao apenas trés orbitas por automorfismo.

Exemplo 2.2.2. Considere Ds = (a,bla® =1 =% a® = a™'), com |Ds| = 2-5. Temos que
5 € raiz primitiva modulo 2, e (a) € normal em Ds, entao pelo Teorema acima, w(Ds) = 3.
Podemos também analisar os automorfismos, um automorfismo ¢ € Aut(Ds) € totalmente
determinado pela imagem de a e b. Como a¥ tem ordem 5 e todos os elementos fora de
(a) tem ordem 2, temos que a® = a” com (5,r) = 1. Entao ({(a))? = (a). Logo, b¥ ¢ (a),
tal que

a¥*=a" e b?=a’h,
onder € (Z/5Z2)* es € Z/5Z. Assim, vemos que sao de fato 3 orbitas por automorfismo.

Baseados nesse exemplo veja que
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Corolario 2.2.2. w(D,) = 3, para n um nimero primo impar.

Demonstragao. Considerando a representagao do grupo diedral
D, = (a,bla” =1=0*a"=a").

Temos que |D,| = 2 -n. Também podemos notar que o subgrupo (a) é normal em D,,

b

pois a® = a~!. E é abeliano elementar, visto que |[(a)| = n. Além disso, n é raiz primitiva

moédulo 2. Assim, aplicando o Teorema acima, o resultado segue.
O



Capitulo

3

Grupos de posto finito com 3 6rbitas

por automorfismos

Vimos no capitulo anterior que com excegao dos p-grupos, os grupos finitos com
w(G) = 3 foram totalmente classificados. Para grupos infinitos, existem resultados inte-

ressantes também. Esses grupos foram estudados em [1].

3.1 Sobre grupos com w(G) < o

Apresentaremos, nessa secao, resultados importantes que ajudam a demonstrar o Te-
orema C e o Teorema D. Veremos no primeiro lema, um resultado por Schwachhofer-
Stroppel [16].

Lema 3.1.1 (Schwachhofer-Stroppel). Se G € infinito abeliano com w(G) < oo entdo,
G="Tor(G)® D,

onde D é um subgrupo livre de tor¢ao, divisivel e caracteristico e Tor(G) € o conjunto de

todos os elementos de torcao.

Definicao 3.1.2. Um subgrupo K < G € dito complemento de um subgrupo normal N
emG,se NNK=1eG=NK.

Lema 3.1.3 (Schur). Se G é um grupo finito e N € um subgrupo normal abeliano tal que
(IN|,|G : N|) =1, entao eziste um complemento K de N.

A seguir mostraremos que esse resultado vale sob hipoteses mais gerais. Confira tam-
bém [1].
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Lema 3.1.4. Seja A um subgrupo normal abeliano, divisivel, livre de tor¢ao e de indice

finito em G. Entao existe um subgrupo H de G tal que G = A x H.

Demonstra¢ao. Queremos construir um subgrupo H tal que HN A= {1} e G = HA.
Como A é normal, entdo seja B = G/A o grupo quociente. Como A é abeliano, A

pode ser visto como B-médulo pela acio a9! = a9, que também pode ser vista como

v : B — Sym(A)
gA = ¢(gA),

onde

p(gA): A— A
a > p(gA)(a) = a® = af

Tomamos um representante t, para cada classe lateral x em B, de forma que T =
{t;|z € B} é um transversal de A em G.

Veja que t,t,A = t,,A, isso significa que ao multiplicar duas classes laterais, temos
uma outra classe lateral que seria a multiplicacao dessas suas classes. Entao existe um

elemento c(z,y) de A tal que t,t, = t,,c(z,y). Assim,

(toty)t: = tuyc(z, y)t.
= toyt:t. c(z, y)t
=ty tt; a ac(z, y)t,
=ty tt; a ez, y)at,
= toyt:(at:) " c(z, y)at.
= tayt.c(z,y)”
= tyyc(xy, 2)c(z, y)?

Ya € A. Por outro lado,

ta(tyls) = totyc(y, 2) = toyac(@,y2)c(y, 2).
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Assim, temos que c(xy, z)c(z,y)* = c(z,yz)c(y, z), para cada x,y € B. Seja d(y) =
[Legclz,y) € A, isto ¢, fixando uma classe lateral y tomamos o produto de todos os

c(x,y) para toda classe lateral z € B. Como A ¢é abeliano,

d(z)d(y)* = H c(x, 2) H c(x,y)*

r€EB z€B

= c(z1,y2)c(y, 2) H c(, 2) H c(z,y)*

zeB—{z1y} zeB—{z1}

— T cley2)ety.2)

z,EB
= d(yz)c(y, 2)".

onde n = | B], que ¢é finito por hipdtese. Entao de d(z)d(y)* = d(yz)c(y, 2)" e d(yz)c(y, )" =
c(y, z)"d(yz) obtemos que d(yz) = d(y)*d(z)c(y, z) "

Agora, como A é um subgrupo divisivel, existe e(y) € A tal que e(y)" = d(y) ™' para
todo y € B. Logo,

= (e(y)’e(2)e(y, z)) ™"

A é livre de torcao, entdo e(yz) = e(y)*e(2)c(y, z). Definimos s, = t,e(x), entao

Sysz = tye(y)t.e(z)
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Podemos, pois, definir o homomorfismo

¢o:B—G

T Sy =1, H c(y, ).
yeB

Seja H < G tal que H = B?. Se s, € HN A, entao t,[[,cpc(y,x)”" € A Mas
HyeB c(y,z)”t € A, entdo t, ¢ o representante da classe de A, ou seja, x ¢ o elemento
neutro 1z em B pois B = G/A. Pelas propriedades de homomorfismos, ¢(z) = 14, logo
HnNA=({1}.

Se s, = 1g, temos que t, € A, ou seja, © = 1. Segue, entao que ¢ é injetiva.

Como n = |B| = |G/A| e ¢ ¢ injetiva, |H| = n. Pelo segundo teorema de isomorfismo,
HA/A=H = B =G/A. E segue que G = HA.

]

O proximo teorema é fundamental na teoria de grupos.

Teorema 3.1.5 (Schur-Zassenhaus). Seja N um subgrupo normal de um grupo finito G.
Suponha que |[N| =n e |G : N| = m sdo coprimos. Entao G possui subgrupos de ordem

m, que sao dois a dois conjugados em G.

Note que esse teorema garante a existéncia de subgrupos de uma certa ordem. Um
resultado similar, no contexto de érbitas por automorfismo, sera apresentado a seguir.

Consideraremos grupos com um numero finito de érbitas de automorfismo, que pos-
suem um subgrupo livre de torcao soltavel, caracteristico e de indice finito. Em particular,

a partir de agora todos os grupos serao infinitos.

Lema 3.1.6. Seja n um inteiro positivo, G um grupo tal que w(G) < oo e A um subgrupo
livre de torcao, caracteristico, de indice finito n. Se A € soluvel, entao existe um subgrupo
H de G tal que G = A x H.

Demonstracao. Vamos argumentar por induc¢ao no tamanho da série derivada de A.
Primeiramente, suponha A abeliano. Temos entao que A é um grupo abeliano, com

w(A) < oo. Pelo resultado de Schwachhoéfer-Stroppel mencionado previamente, segue que
A=Tor(A)@® D,

onde D é um subgrupo livre de torgao, divisivel e caracteristico e Tor(A) é o conjunto de
todos os elementos de tor¢ao. No caso, Tor(A) = 1, entao A é divisivel. Podemos entao

aplicar do Lema anterior e o resultado segue.
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Suponha que para toda série derivada de tamanho d— 1 o resultado vale, vamos provar
que vale para a série de tamanho d.

Se A é ndo abeliano, vamos mostrar que A/A“~1 ¢ livre de tor¢do, onde d é o tamanho
da série derivada de A. Veja que A@~Y & abeliano pois seu comutador é trivial e como é um
subgrupo de um grupo livre de torcao, A=Y & livre de torcao. Temos que A=Y & infinito
abeliano e tal que w(A“@™1) < 0o, estamos nas hipoteses do Lema 3.1.1, segue que A~
¢ divisivel. Entao, A1 & um subgrupo abeliano, livre de tor¢ao e divisivel.Suponha, por
contradicdo, que A/A@Y) nao ¢ livre de torcdo. Entdo podemos determinar um elemento
a € A tal que o grupo (a, A1) possui um subgrupo que é livre de torcio, divisivel e de
indice finito, entdo pelo lema anterior o subgrupo (a, A=) possui elementos de ordem
finita. Uma contradicdo, logo, (a, A=Y} & livre de torcao.

Agora seguindo o argumento de indu¢ao no tamanho da série derivada de A. Para o
quociente G = G/A@D e A = A/A@=D A ¢ livre de torgdo, caracteristico e de indice
finito n, segue por hipétese de inducao, que existe um subgrupo finito B de ordem n em
G, tal que G = A x B.

Seja B a imagem inversa de B, temos que A1) < B e que A tem indice finito
n em B. Aplicando o Lema 3.1.4 segue que B possui um subgrupo H de ordem n que é
o complemento de A em G. Veja que H N A=Y = {1}, entdo H N A = {1}. Além disso,
de G=AB e B=A“YH, temos que G = AH. Portanto, G = A x H.

m

Lema 3.1.7. Seja G um grupo abeliano de posto finito. Se w(G) < 0o, entdo o subgrupo
de tor¢ao Tor(G) € finito.

Demonstragao. Se G' tem um nimero finito de 6rbitas de automorfismo, como Tor(G) <
G, temos que w(Tor(G)) < oo. Isso no permite concluir que o expoente do subgrupo de
torgao exp(Tor(G)) é limitado.

Como G tem posto finito, os seus subgrupos possuem um nimero maximo de geradores,
logo Tor(G) ¢ finitamente gerado.

Com isso, podemos concluir que nao existe elemento de ordem infinita em Tor(G) e
também, sdo finitos geradores, e assim segue que Tor(G) ¢ finito.

O
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3.2 Provas dos Teoremas C e D

Definicao 3.2.1. Sejam G um grupo e r um inteiro positivo. Entao G tem posto finito r
se cada subgrupo finitamente gerado de G pode ser gerado por r ou menos elementos e r

€ 0 menor inteiro que satisfaz isso.

Teorema C. Seja G um grupo solivel de posto finito. Se w(G) < oo, entao G possui

um subgrupo K livre de torcao, radicdvel, nilpotente e caracteristico tal que
G =K x H,

onde H € um subgrupo finito.

Demonstrag¢ao. Como G é soluvel, por indugao no tamanho da série derivada de G.
Para o grupo G em que a série derivada tem tamanho 1, [G, G| = {1}, ou seja, o grupo
é abeliano. Pelo resultado de Schwachhofer-Stroppel mencionado anteriormente no Lema
3.1.1,
G=Tor(G)® D

onde D é um subgrupo livre de torgao, divisivel e caracteristico e T'or(G) é o conjunto de
todos os elementos de tor¢ao. Dessa forma, G é um grupo abeliano, de posto finito e tal
que w(G) < 0o, podemos aplicar o Lema 3.1.7 e obter que Tor(G) é um subgrupo finito
de G. Assim, para esse caso o resultado segue.

Suponha que o resultado seja vélido para grupos G com série derivada de tamanho
menor ou igual a d — 1.

Vamos provar que vale para grupos GG com série derivada de tamanho d. Seja a série

derivada,
G>GV>a® > . >g) >agW = {1}

G4~ ¢ abeliano, entao pelo mesmo argumento
G = Tor(G V) @ D,

onde D; é um subgrupo livre de tor¢ao, divisivel e caracteristico, Tor(G(d_l)) ¢é o conjunto
de todos os elementos de torcio G@~1) e Tor(G@1)) & finito. Podemos entdo concluir
que Aut(Tor(G@=1)) ¢ finito.

Pela hipétese de inducao G/G@~Y possui um subgrupo A livre de torcdo, radicavel,

d-1) _

nilpotente e caracteristico tal que G/G¢ A x B, onde B é um subgrupo finito. Como
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A é radicavel e nilpotente, pelo Teorema 1.3.15, temos que A = A™ para todo n > 0.

Por outro lado, como TO?”(G(d_l)) ¢ normal em G4~ que por sua vez é caracteristico
em G, temos que o normalizador Ng(Tor(G@1))) = G. Sabemos que o normalizador age
por conjugacao no proprio grupo, onde o estabilizador é o centralizador Cg(T'or(G4=1)).
Além disso,

G Ng(Tor(GU=1))

Co(Tor(GUE=1)) - Ce(Tor(GU-D)) =< Aut(Tor(G(d—l)))

ja vimos que Aut(Tor(G@1)) ¢ finito, logo, G/Cq(Tor(G?~Y)) ¢é finito.

Seja A a imagem inversa de A pelo homomorfismo canonico. Como A age sobre
Tor(G@=1), A & livre de tor¢dao e A nio tem subgrupos de indice finito, concluimos que
A < Co(Tor(GU=Y). Entao Tor(GUYWY) < Z(A) e Tor(A) = Co(Tor(GU=1).

Tomando K = A® onde e = exp(Cq(Tor(G4V)), segue que K & livre de torgio e
tem indice finito em G. Logo, pelo Lema 3.1.6, existe um subgrupo finito H tal que
G = K x H e note que H nao possui subgrupos proprios de indice finito. Pelo Lema 3.1.4

temos que K é nilpotente radicavel. E a prova esta completa.
O

Agora vamos ao Teorema D.

Teorema D. Seja G um grupo solivel de ordem mista e de posto finito. w(G) = 3 se,
e somente se, G = A x H onde |H| = p para algum primo p, H age livre de pontos fixos

em A e A=Q", onden=t(p—1) para algum inteiro positivo t.

Demonstracao. Suponha que GG é um grupo soliivel de ordem mista e de posto finito tal
que w(G) = 3. Pelo Teorema C, G possui um subgrupo A livre de torgao, radicavel,
nilpotente e caracteristico tal que G = A x H, onde H é um subgrupo finito. O fato de
A ser nilpotente nos garante que o centro Z(A) é um subgrupo nao trivial, logo como
Z(A) é caracteristico, segue que A é abeliano(Q"). Pelo mesmo argumento utilizado na
prova para grupos finitos de duas orbitas de automorfismo, H é um p-grupos abeliano
elementar.

A é caracteristico, ou seja, invariante por automorfismos, logo, temos que uma das
orbitas é ocupada pelos elementos de A, a outra pelos elemento neutro e a ultima sera

ocupada pelos elementos em G\ A. Como o grupo tem ordem mista, todos os elementos
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de G\ A tem ordem p, e entdao H age sobre A

¢: H— Sym(A)
h— o(h),

onde

ph): A= A
a— ¢(h)(a) = hah™.

A acao de H sobre A é livre de pontos fixos pois, caso haja um ponto fixo, terfamos
que existe a € A tal que para todo h € H, hah™! = a, ou seja, a seria central. Mas entao
como o centro é caracteristico, A = Z(G), porém ao multiplicar ¢ com um elemento em
G \ A teriamos ordem infinita, o que nao pode ocorrer. Logo H age sobre A livre de
pontos fixos.

Agora, vamos concluir que H é ciclico. H age sobre A = Q", que é um espaco vetorial
de dimensao n sobre o corpo Q. Entao podemos analisar a representacao de H em A,
pelo Teorema 1.2.19 temos que H ¢ ciclico.

Agora, veja que A pode ser visto como QH-moédulo. Escreveremos a operagao em
A como adicao e a agdo (por conjugagao) de H como multiplicagao. Como a ordem de
H é prima e A é um espago vetorial sobre um corpo de caracteristica 0, pelo Teorema
de Maschke, A = A1 @& ... ® A,, onde A;, 1 < i < r, sao QH-mo6dulos irredutiveis. Se
H = {(«a) e |H| = q, escolhemos uma base para A; em que « é representada pela matriz
companheira de seu polinémio minimal m;(\) em A;. Entao A; é determinado a menos
de isomorfismo pelo polinémio minimal m;(A). Agora, vamos mostrar que Ay, ..., A, sdo
todos modulos isomorfos. Suponha que A; nao é isomorfo a Ay. Entao mq(\) # ma()).
Seja 0 # u; € A; (1 =1,2). Como w(G) = 3, existe 0 € Aut(G) onde u§ = uy +us. Agora,

o1

a’ = ofw para algum w € A, e algum k > 1 com (k,q) = 1. Seja g(\) o polinémio

minimal de o em A;. Note que deg(g) = e. Considere
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Entéo, (u; + ug)g(e) = 0. Mas o polindmio minimal de o em uy + ug é my(X)ma(N),
pois my # my implica que (my,my) = 1. Como degg = degm;, temos uma contradigao.
Entao os termos A; sao QH-modulos isomorfos.

Reciprocamente, suponha que G = A x H onde |H| = p para algum primo p, H age de
maneira a nao deixar pontos fixos em A e A = Q" para algum inteiro positivo n. Vamos
mostrar que todos os elementos em G \ A tem ordem p.

Seja h € H, tal que H = (h), como H é ciclico de ordem p, h? = 1. Esse elemento, h,
induz um operador linear que iremos definir como, 7}, : Q" — Q" dado por a — a”.

Dado que o polinémio minimal divide
? — 1= (-1 +2" 2+ . +z+1)

segue que my(r) = P71 + P72 + ...+ x + 1, por que h age de maneira a nao deixar
pontos fixos em A, assim 1 nao pode ser autovalor. O que nos mostra que o polinémio
minimal nao divide (z—1). A seguir provaremos uma identidade importante para concluir

a argumentacao,

m”_l) n—1—1

yz" ). yay
...xilyxy
=xyry..TY

=(xy)".

LYty =" (x

=xyx"”

" (y
1

Com a identidade provada acima, obtemos que
(hia)? = WP (a”"™")...a"a = 1.

Isso mostra que todos os elementos em G\ A tem ordem p.
Agora falta mostrar que sao trés orbitas de automorfismo. Sejam b,c € A\ {1} e

a,B € G\ A. Pelo Teorema 1.1.25 existem by, bs, ..., by, 1, 2, ..., ¢; vetores de A tais que

{bh Ta(b1>7 SRS) T£72(b1>7 b2> EaS) Ta(b2)7 B Tgiz(bQ)a bta Ta(bt)7 ey Tgiz(bt)} (31)

{c1,T3(c1), ..y T§72(cl), oy oy Tp(c2), .oy TgiQ(cg), e, Tp(ce), o, TgiQ(ct)}
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formam bases de A. Sem perda de generalidade, podemos supor que b = b; e ¢ = ¢y,

assim o mapeamento dados por

bir—>cieou—>6

se estende a um automorfismo.
Entao todo elemento nao trivial de A pertence a mesma oOrbita e todo elemento de
G \ A pertence a mesma orbita. Como (3.1) é base de A, A = Q" se decompde na soma

direta de t subespacgos de dimensao p — 1 e prova esta completa. O



Capitulo

4

Grupos finitos com 4 6rbitas por

automorfismos

Este capitulo se baseia em [12], onde os autores caracterizam os grupos finitos soltveis

com w(G) = 4. O objetivo é provar o seguinte resultado.

Teorema B [Laffey & MacHale (1986)|. Seja G um grupo finito solivel de ordem mista
tal que w(G) = 4. Entao |G| = p*q®, para p, q primos distintos. E o grupo G tem um
p-subgrupo de Sylow normal P € Syl,(G). Seja Q € Syl,(G). Entao um dos itens vale,

1. Q age livre-de-pontos-fixos em P, |Q| = q e w(P) =2 ou w(P) = 3;
2. P € abeliano elementar e Q) € ciclico de ordem 4 ou o quatérnio de ordem §;

3. G=PxQ, onde P e Q sao abelianos elementares.

Demonstragao. Primeiramente, vamos provar que |7(G)| = 2. G possui 4 orbitas por
automorfismo, entao |7(G)| € {1,2,3}. Como G nao é um p-grupo, nao pode ocorrer
|7(G)| = 1. Suponha entao que |7(G)| = 3. Considere 7(G) = {p,q,r}, onde p é tal que
O,(G) # 1. Como G possui exatamente 4 6rbitas e O,(G) char G, temos que O,(G) = P,
com P € Syl,(G). Ademais, podemos supor que O,(G/O,(G)) # 1, pois G é soluvel.
Sejam @ € Syl,(G), R € Syl,(G) e considere o subgrupo normal N = QP. Considere
1# z € R, como G admite apenas elementos de ordem p, q e r, temos que x age livre de
pontos fixos em N. Assim, N admite um automorfismo livre de pontos fixos de ordem

prima r, pelo Teorema 1.4.20 (Thompson), N é nilpotente. N tem elementos de ordem p
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e ¢, assim, sabemos que N, e portanto (G, tem ao menos um elemento de ordem pg. Uma
contradi¢do. Donde |7(G)| = 2.

Sejam 7(G) = {p,q} e P € Syl,(G). Primeiramente, suponha por absurdo que P nao
é normal. Como ,(Z(0,(G))) char G e w(G) =4, O,(G) ocupa duas orbitas e portanto,
O,(G) ¢& p-abeliano elementar. Além disso, G/O,(G) ¢ um grupo com trés orbitas por
automorfismos. Pela classificagao de grupos com trés érbitas por automorfismos (Teorema
A), G/O,(G) se decompde como produto semidireto de um p-subgrupo de Sylow com um
g-subgrupo de Sylow de G/O,(G). Como O,(G) < P, P/O,(G) é um p-subgrupo de
Sylow de G/O,(G) que nao é normal. Logo QO,(G)/O,(G) é normal em G/O,(G), para
Q € Syl,(G). Entdo, temos que QO,(G) é normal em G, ) é abeliano elementar de
ordem ¢!®=Y e |P/O,(G)| = p. Assim, QO,(G) tem trés orbitas e pela classificagao de
grupos com trés orbitas por automorfismos em temos que @ é ciclico de ordem ¢. Entao

t=p—1=1,tal que p=2e G/O,(G) é o grupo diedral de ordem 2g.

Op(G> - <a0p(G)>bOp(G)|aqu(G) = Op(G) = b2Op(G),abOp(G) = a_lop(G>>

Analisando as orbitas de automorfismos, temos dois casos,
° 1,2,4,2
L4 ]" 27 q7 4'

onde as oOrbitas sao representadas pela ordem dos elementos de sua respectiva érbita.

Caso ocorresse 1,2, ¢,2, P seria abeliano e portanto, P < C¢(0,(G)) = O,(G). Logo,
temos as orbitas representadas por 1,2,¢,4. E P tem expoente 4. O subgrupo QO,(G)
¢ caracteristico em G, pois todo elemento em P \ O,(G) tem ordem 4. Pelo Argumento
de Frattini, G = O,(G)Ng(Q). Entao Ng((Q)) contém um elemento de ordem 2 que nao
pertence a Oy(G), digamos 3. Seja Q = (). Entao [o, 8% € Q e 1 # 3% € Oy(G). Assim,
[, B%] = 1, e @f3% & um elemento de ordem 2¢q. Uma contradi¢io, logo P ¢ normal em G.

Em seguida, vamos classificar os grupos. Se P nao é abeliano elementar, entao P
possui exatamente trés orbitas por automorfismos, cada érbita com elementos de ordens
1,p e p?>. Tomando um elemento de G que nao pertence a P, pelo ntimero restrito de
orbitas, concluimos que esse elemento tem ordem ¢ e age livre de pontos fixos em P.
Logo, @ é ciclico e |Q| = g. Nesse caso, o grupo esta descrito em 1.

Suponha que P é abeliano elementar, isto é, todo elemento de P tem ordem p e
portanto, G nao possui elementos de ordem poténcia de p com expoente maior que 1.

Analisando as o6rbitas de automorfismos, temos quatro casos:
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e 1,p,p,q;
e 1,p,q,q;
e 1.p.q,q¢%

e 1,p,q,pq.

Onde as 6rbitas sao representadas pela ordem dos elementos de sua respectiva érbita.

Caso tenhamos os representantes 1,p,p e ¢, sabemos que P ocupa trés das quatro
orbitas por automorfismo e qualquer elemento que nao esta em P, tem ordem ¢q. Como
ja argumentamos, esse representa o caso 1.

Se as orbitas por automorfismos sao representadas por 1,p,q,q ou 1,p,q,¢* Q age
livrte de pontos fixos em P. Assim, pelo Teorema 1.4.9 Q ¢é ciclico de ordem ¢ ou é o
quatérnio generalizado de ordem 8(q = 2).

Vamos analisar o dltimo caso 1, p, ¢, pg. Esse caso nos da que tanto P quanto () sao
abelianos elementares. Para cada subgrupo maximal A de @, seja C'p(A) o centralizador
de A em P.

Supondo que O,(G) # 1, temos que O,(G) x O,(G) é um subgrupo caracteristico de
G que ocupa 4 orbitas de automorfismos. Entdo O,(G) x O,(G) = G. Nesse caso, temos
o grupo descrito em 3.

Agora, se O,(G) =1, @ age fielmente em P. Pelo Teorema 1.2.17 (Maschke), P ¢ a

soma direta de GF(p)Q-modulos irredutiveis, digamos,
P=P&..0PF,.

Seja |Q| = ¢*. Se b =1, entdo Q ¢é ciclico e temos o grupo descrito em 1.. Suponha entdo
que b > 1, vamos mostrar que existe um elemento z € G, tal que Cp(z) = 1, ou seja, 2z
age livre de ponto fixo em P. Como () é abeliano elementar, Q/Q; é ciclico, em que Q;
denota o nucleo da representacao de @ em P;, 1 < i < m. Mas como b > 1, () é nao
ciclico, entdo @; # 1. Escolhendo y; € QF, temos P; C Cp(y;), donde

P=> Crly).

yeEQR™*

Dado y € @, existe y € @ tal que § age livre de pontos fixos em Cp(y). Caso contrario,
Cp(y) seria central em G, contrariando O, (G) = 1. Assim, tomando z como sendo
o produto dos elementos que agem livres de pontos fixos em cada Cp(y), temos que

Op(z) =1.
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Dado ¢ € Aut(G), provaremos que se Cp(z) = 1, entdo Cp(z¥). Se [2%,x] = 1, para

algum x € P, entao,

—1

1 =[]

(2%) to 1 2%a)”?

(
((z7")Pa ' 2Pa)7
( 1 -1

(=722 (z71)? T (29)¢ 2
o 1)“’712317“"71

= [Z’xtpil]

mas z age livre de ponto fixo em P e e P, logo x = 1. Isso mostra que existe
pelo menos uma oOrbita para elementos que agem livre de pontos fixos em P. No entanto,
como existem elementos de ordem pg em G, existe outra orbita para elementos de fixam
ao menos um ponto em P. Logo w(G) > 4. Assim, o caso b > 1 nao ocorre e o teorema

esta provado.
O



Capitulo

5

Consideracoes finais

Ao longo deste trabalho, classificamos grupos finitos (ndo p-grupos) com w(G) = 3,
grupos de ordem mista com posto finito e w(G) = 3 e grupos finitos soluveis com w(G) = 4.
Apresentamos a seguir alguns resultados.

Em [14], Maurer e Stroppel, classificaram grupos abelianos com no méximo 3 érbitas,

Teorema 5.1. Um grupo abeliano € quase homogéneo se e somente se € um grupo aditivo

de um mddulo livre sobre R, onde R = Q ou R € {Z(p),Z(p*)} para algum primo p.

Os autores Laffey e MacHale, em [12], classificaram grupos nao soliveis com 4 o6rbitas

por automorfismos,

Teorema 5.2. Seja G um grupo finito nao solivel, com w(G) < 4, entao G € isomorfo a
PSL(2,TFy).

Além disso, em [3|, Bastos, Dantas e Garonzi provaram,

Teorema 5.3. Seja G um grupo finito nao solivel com w(G) < 6. Entio G € isomorfo
a PSL(2,F,), PSL(2,F7), PSL(2,Fg), PSL(2,Fy), PSL(3,F,) ou ASL(2,Fy). Ade-
mais, w(PSL(2,F,)) = 4, w(PSL(2,F7)) = 5, w(PSL(2,Fs)) = 5, w(PSL(2,Fy)) = 5,
w(PSL(3,F4)) =6 e w(ASL(2,F,)) = 6.

Por fim, em [2]|, os autores provaram que se G é um grupo virtualmente nilpotente
com w(G) < 0o, entdao o grupo admite uma escrita G = K x H, onde H é um subgrupo
de torcao e K é um subgrupo livre de tor¢ao caracteristico, nilpotente e radicavel. Além
disso, G’ = D x Tor(G") onde D é um subgrupo livre de torgao nilpotente, caracteristico

e radicavel.
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