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1 Introducado

Este trabalho é o relatério final do projeto de iniciagao cientifica intitulado
"Estruturas Algébricas", edital 03/2016, financiado pela Fundagao de Apoio a
Pesquisa do Distrito Federal - FAPDF. Além disso, o presente texto tem também
a intengao de ser um texto introdutoério a Teoria de Caracteres, autocontido o
suficiente para que um leitor que entende Algebra Linear e os teoremas basicos
da Teoria de Grupos Finitos consiga entender os resultados apresentados, dos
quais o principal é o Teorema de Frébenius, que prova a normalidade e a ordem
do nicleo num grupo de Frobenius. Nesse trabalho, curiosamente, muitos, se-
nao a maioria dos teoremas, é constituida de resultados do préprio Frobenius,
como os teoremas importantes do capitulo 4, e isso acontece em parte porque a
atuagao desse matematico, apesar de frutuosa em inimeras areas, teve resulta-
dos particularmente interessantes na Teoria de Representagoes e na Teoria de
Caracteres.

Desse modo, nao podemos deixar de citar, ao menos em linhas gerais, alguns
aspectos da figura desse homem que esteve na linha de frente da matematica
no seu tempo. Nascido em uma cidade da Prussia, hoje Alemanha, em 1849,
Frébenius morre em 1917, antes de completar 68 anos de idade. Foi orientado
por Weiesrtrass e Kumming no seu doutorado, que concluiu 1870 na Universi-
dade de Berlim, onde também assistiu as aulas de Kronecker e anos mais tarde
ocupou a cadeira que pertencia a ele. O proprio Weierstrass gostava de dizer
que Frobenius era um de seus alunos mais talentosos. A atuacgao profissinal de
Frobenius comega tao logo ele se forma, mesmo sem licenga para lecionar, algo
incomum no sistema alemao do século XIX. Frébenius atuou em varios ramos
da matematica de maneira frutuosa, e seus artigos do inicio do século 20 ainda
hoje figuram em varios livros de graduagao e pés-graduacao ao redor do mundo.

Sem duvida estamos aqui falando de um matematico bastante competente,
que orientou Ernst Landau e Issai Schur, publicando alguns trabalhos com este
ultimo. Porém, quando se fala da vida pessoal de Frobenius, algumas con-
trovérsias aparecem. Alguns historiadores o descrevem com sendo uma pessoa
impaciente e explosiva, dada a discussoes com outros, fato esse que muitas pes-
soas atestam. Frobenius trabalhou na Universidade de Berlim por 25 anos, e
mostrava ter verdadeira aversao a matemaéticos como Felix Klein e Sophus Lie,
que tinham uma forma de pensar matematica menos tradicional que aquela que
ele vivia em Berlim. Havia uma certa competicao entre a universidade de Ber-
lim e a de Gottinghem, onde Klein trabalhou. Essa disputa foi vencida por
Gottinghem com importante papel de Klein, outro matemaético que era um dos
mais eminentes de seu tempo. A maior parte dos professores de matematica da
Universidade de Berlim pensava que a matemética aplicada devia ser deixada
para as escolas técnicas e que as universidades eram lugar para a matematica
pura; Frobenius compartilhava desse pensamento. Para a felicidade da ciéncia
(e provavel desgosto de nosso matematico) suas descobertas foram mais tarde
usadas para fazer avancar a Mecinica Quantica e a Fisica Teorica.

Apesar do temperamento explosivo e das relagbes estranhas com alguns ma-
tematicos, ha quem descreva Frobenius como uma figura calorosa e, apesar de
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tudo, os resultados dele foram certamente muito interessantes. O presente texto
termina com uma prova de um resultado sobre grupos de Frobenius, e por esse
motivo apresentamos aqui a definicao do que vém a ser tais grupos e o enunciado,
sem prova, do nosso resultado principal:

Definigao 1. Grupo de Frébenius: Um grupo finito G € dito grupo de Fro-
benius quando em sua representacdo por permutacoes G € transitivo, hd um
subgrupo nao-trivial H fitando um elemento e apenas a identidade fixa mais de
um elemento. Tal subgrupo H é chamado complemento de Frébenius.

Com isso, apresentamos agora o

Teorema de Frobenius. Se G um grupo de Frébenius e H o subgrupo de G
fixzando uma letra, entao o subconjunto de G que consiste da identidade mais

os elementos que nao fitam nenhuma letra é um subgrupo normal K de G de
ordem |G : H].

E interessante pensar que apenas com algumas hipoteses simples prova-se
que algo que inicialmente era apenas um subconjunto de G é, na verdade, um
subgrupo normal. No final da se¢ao 3 mostraremos que esse subgrupo normal
que surge, chamado de nicleo de Frobenius tem ainda mais algumas proprieda-
des interessantes que elencamos a seguir:

Teorema 1. Seja G um grupo de Frébenius com nicleo K e complemento H.
Entao:

(i) G=HK, com HNK =1, de forma que G é o produto semidireto de K
por H.

(ii) |H| divide |K|-1.

(i) Todo elemento de H* induz por conjugacdo um automorfismo livre de
ponto fixo sobre K.

(iv) Ca(y) < K, Yy € K*.

Dito isso, comecemos.

2 Preliminares

Nesta secao mostraremos alguns resultados simples que serao necessarios no
decorrer do texto. Aqui, G sempre serd um grupo finito.

Proposigao 1. Seja A uma matriz n xn qualquer. O traco de A € igual a soma
de seus autovalores.

Demonstragao. De fato, basta notar que o polindomio caracteristico de A, p(t) =
det(A — tI), onde I denota a identidade de ordem n, é dado pela expressao

p(t) = (=1)"(t" — tr(A)t" L 4+ - + (=1)"det(A)),
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a0 mesmo tempo em que o Teorema Fundamental da Algebra garante que
p(t) = (=1)"( = A1)+ (t = An),
onde \; representa o i-ésimo autovalor de A, ¢ = 1,--- ,n. Comparando os

coeficientes dos dois polinémios, o resultado segue. O

Proposigao 2. O conjunto I dos inteiros algébricos é um anel com as operagoes
usuais de adi¢ao e multiplicagdo. Em particular, tal conjunto € subanel de C.

Demonstra¢io. O Teorema Fundamental da Algebra garante que p(X) tem
gr(p) raizes complexas, o que prova que I C C, e como C é um anel com as
operacoes apresentadas, devemos apenas provar que I é subanel de C. De fato,
note que 0 € I visto que 0 satisfaz o polinomio p(X) = X. Dados j, k € I, # 0,
temos que existem p(X) € Z[X] monico tal que p(k) = 0. Note que k — j é uma
raiz do polinémio monico p(X + j), visto que p(k — j+ j) = p(k) = 0, de forma
que k — j € I. Por fim, note que kj é raiz do polinémio ménico j9"P)p(X/j), o
que completa a demonstracao. O

Proposigao 3. Sejam X,Y matrizes quadradas de ordem n com entradas com-
plexas, e sejam A\, u € C. Entao vale que

(i) tr XY = tr YX.

(i) trQAX +pY) =Xr X + putrY.
(iii) Se X €Y sao matrizes similares, entao tr X =trY .
(i) tr( X@Y)=({rX)(trY).

(v) tr (Xt =tr X.

Demonstragao. Para (i), veja que

tr XY = ii%kym = iiykimik =trYX

i=1 k=1 k=11i=1

. Note, agora, que

tr(AX 4+ pY) = Z ATk + pyrr = )\Zxkk + uZykk = Mr X + putrY.
k=1 k=1 k=1

Em (iii), veja que, se X = P~1Y P, usando (i), temos que tr X = tr (P~}(Y P)) =
tr (YPP~') = trY. Para (iv), note que, sendo Y = (y;;), o produto tensorial
entre X e Y é dado em forma de blocos por

ynX o ymX

xev=| : - |

Yn1 X o Ynn X

de forma que é facil ver que tr (X ® V) = (¢r X)(¢rY').

Para (v), basta notar que a diagonal principal de uma matriz fica invariante
por transposicao. O
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3 Representacoes

Nesse capitulo vamos estabelecer as defini¢oes e resultados bésicos que dizem
respeito a Teoria de Representagoes de grupos dos quais vamos precisar e que
nao dependem dos resultados da Teoria de Caracteres. Depois de introduzir
alguns conceitos da teoria de representagoes, vamos mostrar alguns resultados
envolvendo representagoes de permutagoes e mostramos o importante Teorema
de Maschke, que garante a redutibilidade completa de algumas representagoes
de grupos finitos. Por fim, terminamos o capitulo com resultados a respeito de
representagoes irredutiveis de grupos finitos e o teorema de Wedderburn.

3.1 Representacoes de Permutacoes

Um grupo de permutagoes G agindo num conjunto S é dito transitivo em S
dado que, para s, s’ € S, exista um z € G tal que z(s) = s’ e é dito duplamente
transitivo em S dado que para cada conjunto de pares {s1,s2} e {s,s5} com
Si, st € 85,1 =1,2, 81 # 89 e s} # s, exista x € G tal que x(s;) = s}, i =1,2.
Transitividade tripla e, de maneira geral, transitividade m-upla sao definidas da
mesma forma. O inteiro |S| é chamado de grau de G.

Em qualquer grupo de permutacoes GG agindo num conjunto S, o subconjunto
H de G que deixa qualquer subconjunto 7' de S invariante, ou como conjunto
ou elemento a elemento, é claramente um subgrupo de G.

Seja H um subgrupo de G e seja z; H, 1 < i < n um conjunto completo de
classes laterais de H em G. Denote o conjunto dessas classes laterais por S.
Entao, para z € G, a fungao 7, definida por

me(xH) =ax;H, 1<i<n,

¢ uma permutacao de S porque vz, H € S e xx; H # xx;H se i # j. Além disso,
¢ imediado que 7, T, = Ty, para x,y € G. Desse modo, a funcdo 7x que leva
z em 7, ¢ um homomorfismo de G no grupo simétrico S,, do conjunto S. O
nicleo K de g é o conjunto dos =z € G fixando cada x; H. Equivalentemente,
x € K se e somente se x € H* para todo i. Assim,

K= ﬁH“"
i=1

Temos, assim, que G/K ¢ isomorfo a um grupo de permutagoes de S.
Também temos que G/K age transitivamente em S, porque, se x;H,z;H sao
duas classes laterais distintas de H em G, tomando z = z;z; ' temos que
xxiH = x;H, de forma que 7, leva x; H em x;H. Podemos assumir que z; = 1.
Verifica-se imediatamente que 7g(H) é o subgrupo fixando a letra z1H, e de
maneira geral temos que 7wy (H”") é o subgrupo fixando x; H.

Chamaremos my de representa¢ao de permutacoes de G nas classes late-
rais a esquerda de H. Claramente, 7y é determinada inteiramente por H e é
independente da escolha dos representantes das classes laterais de H em G.
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De uma maneira mais geral, qualquer homomorfismo de G no grupo simétrico
de um conjunto S é chamado de representagao de permutagoes de G em S. O
inteiro |S| é chamado de grau de 7. Dizemos que 7 é (duplamente) transitiva
se m(G) age de maneira (duplamente) transitiva em S. Se 6 é uma fungao
injetora mapeando o conjunto S no conjunto S’, entao claramente a composigao
7' = 0776 da uma representacio de G em S’. Também é claro que a acdo de
7'(G) em S’ é definida pela agdo de 7(G) em S, juntamente com a agdo de 6.
Sob essas condigoes, diremos que as representagoes m e m' sao representagoes
equivalentes ou isomorfas de G.

Temos o seguinte resultado bésico, porém importante:

Lema 1. Toda representacdo de permutacgoes transitiva de G é equivalente a
uma nas classes laterais o esquerda de um subgrupo de G.

Demonstra¢do. Seja m uma representacao de permutagoes transitiva de G num
conjunto S, onde podemos identificar S com {1,--- ,n}. Como acima, vamos
denotar a imagem do elemento z de G por 7w por ;. Seja H o subgrupo de G
que fixa o elemento 1. Vamos argumentar que 7 e Ty sao equivalentes.

Como 7 é transitiva, existe um elemento x; em G tal que m,, (1) = i. Desse
modo, como 7w ¢ um homomorfismo, entdo m,,;,(1) = ¢ para todo h € H. Re-
ciprocamente, se 7,(1) = i, entdo 7 -1, = 1, o que garante que x;lx € He
que x € z;H. Dessa forma, z;H é o éonjunto de todos os elementos de G' que
levam 1 em . Em particular, ;H # z;H e v,HNxz;H = () se i # j. Por
fim, como um elemento = de G transforma 1 em ¢ para algum i, cada elemento
de G pertence a uma das classes x;H, 1 < ¢ < n. Dessa forma, o conjunto
S ={x;H|1 <i<n}é&um conjunto completo de classes laterais de G modulo
H.

Agora defina @ : S — S’ por 0(i) = x;H, para todo i, e 7' = 07176,
Perceba que 6 é claramente injetora, o que garante que 7’ é uma representagao
de permutagoes de G em S’ que é equivalente a w. Por fim, sejam = € G e
i € S, e suponha que zz;H = z;H. Nesse caso temos que 7Ty, (1) = j e que
7.(i) = 7, ou seja, que 7, (0~ (z; H)) = j. Aplicando 6 a essa igualdade obtemos
Or 0~ (2, H) = 7l (x;H) = 0(j) = 2;H = xx;H. Nessas igualdades, olhando
apenas para 7., (z;H) = zx;H, percebe-se que de fato #’ = 7y e o resultado
esta provado. O

O caso em que H = 1 é de particular importancia. Nesse caso, certamente
onucleo de 1y é 1 e p =y é um isomorfismo de G em um subgrupo do grupo
simétrico de grau |G|, que é precisamente o conteido do Teorema de Cayley.
Nos referiremos a essa representagdo como a representagao regular (a esquerda)
de G. A seguinte propriedade da representagao regular segue direto da definigao:

Lema 2. Na representacdo reqular de G apenas a identidade tem pontos fixos.

Agora, iremos encarar p de uma maneira um pouco diferente. Seja |G| = n.
E facil ver que, na representacao regular de G, cada elemento de G# induz uma
permutagao livre de ponto fixo em G, de modo que, ordenando os elementos do
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grupo, uma maneira natural de encarar p é associando cada elemento g de G &
matriz de permutagao n X n que representa a mesma permutacao que g induz
no grupo. Isso nos fornece uma representacao p : G — M, (R) onde as imagens
dos elementos de G sao matrizes de permutagao com a seguinte propriedade:

Proposigao 4. Se p € a representacao reqular de G, entdo vale que

0, sey € G#

tr(p(y)) {|G|’ cey=1.

Demonstragio. Basta observar que a presenca de uma entrada 1 na i-ésima
posigao da diagonal principal de p(g) significa que ¢ fixa o i-ésimo elemento de
G, segundo a ordenagao que demos aos elementos do grupo anteriormente. Ora,
veja que, se x # 1, gr = x implica claramente que g = 1. Isso garante que os
elementos de G# nao fixam nenhum elemento de G, enquanto 1 € G claramente
fixa todos. U

Agora que esses fatos foram estabelecidos, ja é possivel provar o Teorema
1, mesmo sem demonstrar o resultado principal do texto. Lembramos aqui que
um grupo G é dito de Frobenius se, em sua representagao permutacional, existe
um subgrupo H chamado complemento de Frébenius que fixa um elemento e
apenas a identidade em G fixa mais de um elemento nessa acao.

Teorema 1. Seja G um grupo de Frébenius com nicleo K e complemento H.
Entao:

(i) G=HK, com HNK =1, de forma que G € o produto semidireto de K
por H.

(ii) |H| divide |K|-1.

(iii) Todo elemento de H? induz por conjugacio um automorfismo livre de
ponto fixo sobre K.

(iv) Ca(y) < K, Vy € K#.

Demonstragao. Para (i), note que como os elementos de H fixam exatamente
um elemento e os de K# nao fixam nenhum, segue direto que HNK = 1. Como
|K|=[G: H|, |HK| =|G|. Sendo K <G, HK < G e deve-se ter HK = G. Por
fim, pela normalidade de K em G, deve-se ter G = H x K.

Assumindo a validade do Teorema de Frobenius, temos que K < G e que
conjugacao por um elemento h € H induz um automorfismo bem definido de
K. Como G é transitivo e H é o subgrupo fixando uma letra, a representacao de
permutagoes de G é equivalente aquela nas classes laterais de H, pelo Teorema
3.1. No nosso caso, podemos tomar os elementos de K como representantes das
classes laterais moédulo H. Agora, supondo que k" = k para algum k € K#,
segue que o elemento h € H fixa H e kH, e como em G apenas a identidade fixa
mais de uma letra, segue que h = 1. Note que isso garante que os elementos de
H# agem livres de ponto fixo sobre K. Isso prova (iii).



3 Representagdes 9

Para (ii), seja Ay = {k" |h € H}. Claramente, |A;| = |H|. Suponha que
Ap N Ag- # 1 para algum par k, k* € K. Entao, tomando k' € A N Ag-, temos

K=k = (k)" = kT = g

Fazendo g = h(h*)7!, tem-se k9 = k*, de forma que (k*)" = (k9)" = k9",
Quando h varia em H, gh varia em H, dando Ay = Ag~. Segue disso que os
conjuntos Ay, particionam K#, de forma que |H| divide |K| — 1.

O

Uma consequéncia disso é que o centro de um grupo de Frébenius é sempre
trivial:

Corolario 1. Todo grupo de Frébenius G tem centro trivial.

Demonstragao. De fato, como Cq(y) < K,Vy € K, deve-se ter Z(G) < K, visto
que Z(G) < Cg(y) para todo y € G. Desse modo, suponha que exista g € Z(G)
com g # 1 e note que, dado h € H, teriamos gh = hg = g" = g, contradizendo
o ponto (iii) acima. O

Por fim, temos ainda uma segunda forma de caracterizar os grupos de Fro-
benius, como segue

Teorema 2. Seja H um subgrupo nao trivial de G. Entao G é um grupo de
Frobenius com complemento H se e somente se H € disjunto de seus conjugados
e é o seu proprio normalizador em G.

Demonstra¢ao. Seja x;H, x1 =1,7=1,--- ,n um conjunto completo de repre-
sentantes de classes laterais de H em G. Se algum elemento de G fixa duas tais
classes, entdo pela transitividade algum elemento de H# fixa uma das classes
x;H com i > 1:

gv;H =z,;H e gv;H =2;H = g € H®  NH
=z hy, = x;lhxj, heH
= h = h¥i"
= HNH% #1,

0 que garante que algum elemento de H fixa xiH, onde xj = a:lx;l

Segue dai que G é um grupo de Frobenius com complemento H se e somente
se nenhum elemento de H# fixa nenhum z; H, com ¢ > 1. Porém, para h € H#,
x;H = hx;H se e somente se hril e H ou, equivalentemente, se h € H N H".
Dessa forma, G e H tém as propriedades em questdo se e s6 se HNH™ = 1(x),
para 2 <i:<n.

Agora assuma que (%) vale. Se H é subgrupo proprio de Ng(H), pode-
se tomar © € Ng(H)\H e ter H N H* = H, uma contradicdo, de forma que
H = N¢g(H). Além disso, se x € G\H, entdo z € z;H para algum ¢ > 1, de
forma que H N H® = HN H% = 1. Reciprocamente, se Ng(H) = H e H ¢
disjunto de seus conjugados, entdo H N H* = 1 para todo z em G\ H, de forma
que (x) vale. O
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3.2 Propriedades Basicas

Se m é uma representacao de permutagoes de G num conjunto S, podemos
enxergar os elementos de .S como a base de um espaco vetorial V' sobre um corpo
arbitrario F' e entdo considerar os elementos de 7(G) como transformacoes line-
ares de V representados com respeito a base dada pelas matrizes de permutagao
apropriadas. Dessa forma, 7 induz um homomorfismo de G no grupo das trans-
formagoes lineares nao-singulares de V/F ou, equivalentemente, das matrizes
nao-singulares com coeficientes em F', uma variacao da interpretagao da agao
de G em S que vimos anteriormente.

Se V' é um espago vetorial de dimensao n sobre um corpo F, denotaremos
por GL(V, F) o grupo das transformagoes lineares nao-singulares em V' e por
GL(n,F) o grupo de todas as matrizes n x n com coeficientes em F. Como
sempre, para cada base {v1,--- ,v,} de V/F, associamos a cada T € GL(V/F)
a matriz T{,) de T' com respeito & base dada. Entao a fungao a,y: T — () €
um isomorfismo de GL(V, F') em GL(n, F).

Um homomorfismo de um grupo G no grupo GL(V, F') das transformagoes
nao-singulares de V/F é chamado de uma representag¢io de G. V é chamado de
espago de representagdo ou modulo de representagdo, conforme V seja um espaco
vetorial ou apenas um modulo, e, nesse ultimo caso, F' seria um anel. Também
podemos dizer que ¢ é representado em V/F ou que ¢ é uma representago
de V sobre F. O nicleo K de ¢ é chamado nicleo da representacdo. Se ¢ é
injetora, de modo que G é mapeado de maneira isomorfa em GL(V, F) e K =1,
dizemos que ¢ é uma representagao fiel. No outro extremo, dizemos que ¢ é
trivial se K = G, e nesse caso ¢(G) consiste apenas na transformagao identidade
em V. Em geral, a dimensao de G sobre F', dimpV, é chamada de grau de ¢.
Representagoes de grau 1 sdo chamadas lineares. Aqui, vamos nos restringir
apenas a representagoes de dimensao finita.

A representagao ¢ acima induz de maneira natural uma representagao ¢* de
G/K em GL(V, F) que é fiel. Dessa forma, toda representacao de G induz uma
representacao fiel de G mddulo ker(¢) no mesmo espago.

Agora, a imagem ¢(G) de G sob ¢ é um grupo de transformagoes lineares
de V, de forma que temos as seguintes rela¢oes basicas:

d(zy) = ¢(x)d(y), Va,y€G,
(¢p(x))(av + a'v') = a(d(x))(v) + d'(d(2))(v'), ,Va,a’ € F,v,v" €V.

Escolhendo uma base fixa (v) de V/F, a fun¢ao composta )¢ ¢ um ho-
momorfismo de G em GL(n, F') chamada de representacdo matricial de G em
GL(n, F). Parax € G escreveremos ¢(x)(,) no lugar de o,y ¢(z), por brevidade.

Se W & um subespago de V' que é invariante sob ¢(G), entdo ¢ induz um
homomorfismo por restri¢ao de G em GL(W, F), que sera chamado obviamente
de restri¢ao de ¢ a W e representado por ¢|y. Uma tal representacio também
é dita uma subrepresentac¢do de ¢.

Existem dois tipos muito importantes de representacgoes: as irredutiveis e
as indecomponiveis. Uma representacao ¢ de G em V/F é dita irredutivel se
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os unicos subespagos ¢(G)-invariantes de V' sdo 0 e V. No caso em que isso
nao ocorre, diremos que ¢ é redutivel. Diremos que ¢ é indecomponivel se
nao for possivel escrever V como a soma direta de dois subespagos de V nao-
triviais e ¢(G)-invariantes. No caso contrario, diremos que ¢ é decomponivel.
Claramente irredutibilidade implica indecomponibilidade, mas a reciproca nao
necessariamente é verdade. De fato, mais tarde veremos uma condigao para
uma representagao decomponivel ser irredutivel. Essa questao é intimamente
relacionada a outra defini¢ao, a de redutibilidade completa. Diremos que uma
representacao ¢ de G em V/F & completamente redutivel dado que V =V, ®---®
V.., onde V; é um subespago ndo-zero ¢(G)-invariante de V' e ¢|y, é irredutivel,
para todo 1.

Ja vimos na se¢ao anterior a utilidade do conceito de representagoes de per-
mutagoes equivalentes, que permitia enxergar um problema que envolvia uma
representagao como um problema que envolvia apenas classes laterais mddulo
algum subgrupo de G. Essa nocao tem uma extensao natural para representa-
¢Oes em geral, que é igualmente importante e que descreveremos agora. Seja ¢
uma representacao de G em V/F e sejam (v) e (v') duas bases de V/F'. Entao,
para x € G, temos

(9(2)) vy = P~ (@) () P,

onde P denota a matriz de mudanga de base de (v) para (v'). Assim, uma
representagao qualquer ¢ de G determina uma quantidade de representagoes
matriciais de G que nés consideraremos equivalentes.

Uma situagao similar acontece se ¢, ¢’ sao representagoes de G nos espagos
V, V' sobre F, respectivamente, de mesma dimensao n, com (v), (v') bases de
V, V', e tais que P a matriz de um isomorfismo ¢ que mapeia os elementos de (v)
nos elementos correspondentes de (v'), de forma que, para cada = € G, temos

(¢ (2) () = P71 (0(x)) () P.

Novamente, consideraremos que ¢ e ¢’ sao representacoes equivalentes.

Expressa em termos de transformagoes lineares, a condigao acima pode ser
lida como ¢(x) = ¥~ t¢ep(x), onde 1 é um isomorfismo linear entre V e V'.
Dessa forma, diremos que duas representacoes sao isomorfas ou equivalentes
se seus espacos de representacao forem isomorfos. Por fim, segue de tudo isso
que a relagao “ser equivalente a ” entre representagoes é de fato uma relagao de
equivaléncia na categoria de todas as representagoes de um grupo G em espagos
vetoriais sobre um corpo F'.

3.3 Redutibilidade Completa

Vamos estabelecer agora um critério suficiente para uma representacao ser
completamente redutivel.

Teorema 3. (Maschke) Seja ¢ uma representacio de G em V/F e assuma
que F' € de caracteristica 0 ou coprima a |G|. Entio ¢ é completamente redutivel.
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Demonstragao. Perceba que, tanto no caso de F' ter caracteristica zero quando
no caso de caracteristica prima, |Tl;\ é um elemento bem definido de F', visto que
ou F tem caracteristica zero ou coprima a |G|. Seja W um G-submoédulo de
V, e seja U um complemento para W em V. Note que tal complemento existe,
basta completar uma base de W para uma base de V; o que nao sabemos é se
W é G-invariante. Defina 6 : V' — W como sendo a proje¢do candnica de V
sobre W. Agora definiremos ¢ : V' — V dada por

Antes de mais nada, perceba que 1, da maneira como foi definida, é um G-
homomorfismo. Que 1 € linear com relacao & adicao segue direto do fato de 6
também o ser, de modo que iremos mostrar apenas que ¥(gv) = g¢(v). De fato,
veja que

) =g S GG
zeG
:Ta > 997 e (B(agv))
zeG
:‘7(1” Z g(zg) " (0(xgv))
zeG

1
:@ Z gz~ (O(xzgv)), pois zg percorre G quando x o faz,
zeG

=g¥(v).

Agora, note que se v € W, entdo 6(v) = v. Isso garante que ¥(v) = v.
Perceba, ainda, que como 1 depende da projecao 6 sobre W, temos que Im(¢) C
W. O fato de que, restrita a W, 1 age como a identidade garante, por fim, que
Im(¢)) = W. O que provaremos a seguir é que, sendo K = ker(¢)) um G-
submodulo de V', teremos V = W @ K. De fato, tome v € W N K. Sendo v um
vetor de W, segue por um lado que ¥ (v) = v, e sendo v um elemento do nicleo
também segue que ¥ (v) = 0, provando que WNK = {0}. Agora, veja que como
(v) € W para todo v € V', e como v age como a identidade em W, segue que
¥(Y(v)) = ¥(v). Sendo assim, dado um v € V qualquer, defina v = v — ¢ (v).
Veja que ¥ (u) = (v — p(v)) = ¥(v) —¥(¢(v)) = 0, o que garante que u € K
eque v =1¢()+uec W+ K. Tudo isso nos garante que V. = W @ K, como
querfamos demonstrar. O

3.4 Representacdes Irredutiveis

Ao estudar objetos algébricos, com frequéncia surge o problema de decompé-
los em estruturas mais simples que funcionam como “blocos” para a construgao
desses objetos. Com representagoes de grupos finitos nao é diferente, de forma
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que o objetivo dessa secao é estudar as possiveis representagoes irredutiveis de
um grupo finito G.

Uma conjunto que tenha simultaneamente estrutura de anel e espago vetorial
sobre um corpo F é chamado de dlgebra sobre F. Considere, entao, um grupo
finito (G, *), uma ordenagao de seus elementos dada por B = {g1, - ,g|q|} e
considere o seguinte conjunto:

Clgl = {Z aig; : a; € C, g; € G},

o conjunto de todas as somas formais de elementos do grupo com coeficientes
complexos. Perceba que C[G] tem estrutura de C espago vetorial, com base
ordenada B e, além disso, é possivel definir a partir da operacao do grupo uma
operacao de multiplicagao, distributiva em relagao a adigao do espago vetorial,
dada por g - h := g * h. Dessa maneira, C[G] tem uma estrutura de algebra e
serd chamada de dlgebra grupo do grupo G.

A nocgao de algebra grupo serd muito util no estudo das representacoes de
um grupo G visto que, dada uma representagao ¢ de G é possivel estendé-la
por linearidade para uma representacao de C[G] e reciprocamente, dada uma
representacao 6 de C[G] é sempre possivel obter uma representagdo de G por
restri¢ao de 6 aos elementos da base de C[G]. Além disso, uma representagao de
G éirredutivel se e somente se a representagao correspondente de C[G] o é. Nosso
objetivo com a presente secao é o de, dado um grupo finito qualquer, determinar
exatamente quais sao todas as suas possiveis representacoes irredutiveis, a menos
de isomorfismos. As algebras aqui citadas serao sempre de dimensao finita sobre
o corpo base. Alguns resultados irdo precisar de algebras unitarias, que nada
mais sao do que algebras com elemento neutro multiplicativo.

Antes de comecarmos de fato daremos algumas definigbes. A dlgebra dos
endomorfismos de V é dada por Enda(V) = EA(V) ={f : Vo>V : feé
homomorfismo de A-mo6dulos}, e é obviamente o conjunto de todos os endomor-
fismos de V', com multiplicagao dada por composi¢ao de funcoes. Diremos que
uma algebra A é semi-simples quando o A-modulo regular A°, que nada mais
é do A agindo sobre si mesma por multiplicacdo a direita, for completamente
redutivel. Uma algebra sera dita simples quando seus tnicos ideais forem os
triviais.

Lema 3. (Schur (1)) Sejam V,W A-mddulos irredutiveis e seja f : V. — W
um homomorfismo de A-mddulos. Se f # 0, entdao f € um isomorfismo.

Demonstra¢ao. O que precisamos para provar esse resultado é apenas usar o
fato de que ker(f) e im(f) sao A-modulos. As propriedades que fazem de
ker(f) e im(f) sdo imediatamente verificadas, a excegao da acao de A sobre tais
estruturas ser uma operacao fechada. Para ver isso, tome ¢ € A e v € ker(f)
primeiramente, e veja que f(cv) = f(v)ec = 0, visto que f é um A-homomorfismo.
Agora, tome w € im(f) e note que w = f(v) para algum v € V apropriado.
Assim, temos que we = f(v)ec = f(ve) € im(f), como querfamos. Agora, sendo
f # 0, temos que ker(f) <V é um submodulo proprio de V', forgando f = {0}.
O mesmo argumento garante que im(f) # {0} e forca im(f) = W, completando
a prova. ]
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Lema 4. (Schur (2)) Seja f :V =V um A-endomorfismo do A-mddulo
wrredutivel V', sendo A uma dlgebra sobre um corpo algebricamente fechado F.
Nesse caso, temos Enda(V) = F, isomorfismo de corpos.

Demonstragdo. Perceba que o enunciado do lema em questao equivale a dizer
que todo A-endomorfismo de V' é na verdade uma transformagao escalar. A
prova é como segue: tome ¢ € F um autovalor de f em F. E possivel obter
tal autovalor pelo fato de que F' é algebricamente fechado. Seja, entao, v € V'
um autovetor correspondente ao autovalor c. Temos que f(v) = cv. Considere
agora o A-endomorfismo 6 dado por 6(v) = f(v) — cv. Sendo V irredutivel,
temos que ou # é zero ou um isomorfismo, de acordo com o lema 3 acima. Nesse
caso, como 0 # v € ker(f), deve-se ter § = 0, o que garante que f(w) = 0
para todo w € V, ou seja, que f(w) —cw = 0, que é equivalente a dizer
que f(w) = cw e que f é de fato uma transformacgao escalar. No caso da
transformacao nula n, que mapeia V em 0 € V, ela é tal que n(v) = 0 - v.
Isso tudo mostra que é possivel mapear Enda(V) em F por uma aplicagdo
¢ : Enda(V) — F de forma que se f € Enda(V) é tal que f(v) = cv para todo
v € V, entdo ¢(f) = c¢. Tal funcdo é sobrejetora, visto que para cada escalar
¢ € F atransformagao g(v) = cv é um A-endomorfismo de V', e é injetora porque
se ¢(f) = ¢(g) = ¢, entdo f(v) = gv) = cv e f e g coincidem. Que End(V)
é um corpo tem verifica¢do imediata: todo elemento nao-nulo de End4 (V) tem
inverso, pelo lema acima, e a multiplicacao, dada por composicao de fungoes, é
comutativa pois todo endomorfismo de V' é uma transformacao escalar. Que ¢
é homomorfismo verifica-se diretamente. O

Seja V um A-moédulo completamente redutivel e seja M um A-modulo irre-
dutivel. A parte M-homogénea de V, indicada com M (V), é a soma de todos
os submodulos de V' que sdo isomorfos a M. Observe que M = N implica
M(V)=N(V).

Lema 5. Seja V = @;W; uma soma direta de A-mddulos com W; irredutivel
para todo i. Seja M um A-mddulo irredutivel. Entdo teremos

(i) M(V) é um Es(V)-submddulo de V;
(1) M(V) =3 {W; : Wy = M};

(iii) O nimero np (V) de W, que sao isomorfos a M é um invariante de V,
nao depende da decomposi¢ao ®;W;;

(iv) Se N é um A-mddulo irredutivel nao isomorfo a M, entao M(V)NN(V) =
{0}

Demonstragdo. (i). Precisamos mostrar que se § € E4(V), entdo M (V)0 C
M(V), e para isso basta mostrar que se M = W < V entdo WO C M (V). Se
W6 = {0} o resultado segue direto, de onde podemos assumir que W6 # {0}.
Nesse caso, sendo W irredutivel, o Lema de Schur (1) garante que § é um
isomorfismo, ou seja, que WO =W C M(V).
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(ii). A inclusdo D é clara. Mostraremos agora a inclusdo C. Seja M 2 W <
V, queremos mostrar que W C Y, = > {W; W; = M}. Sejan; : V=V
a projecao canodnica na componente W; de ), ; lembre-se de que 7; é um A-
endomorfismo com imagem W;. Se w;(W) # {0}, entao m;(W) = W;, pela
irredutibilidade de Wj, e ker(m;) = {0}, sendo W irredutivel. Isso garante
W = W, e isso mostra que m;(W) C ~,, para todo j. Por outro lado, W C
Ej 7j(W), sendo todo elemento de W soma de projegoes de W nos W;. Isso
garante que W C >, .

(iii). Pelo ponto (2) temos

dim(M(V)) = nas (V)dim(M),

logo nps (V') nao depende da decomposigao @;W;.
(iv). E imediato do ponto (2). O

Lema 6. Seja A uma F-dlgebra com unidade. Todo A-mddulo irredutivel é
isomorfo a um quociente de A°. Se A é semi-simples, entdo todo A-mddulo
irredutivel € isomorfo a um submddulo de A°.

Demonstraggo. Seja V um A-modulo irredutivel e seja 0 # v € V. Seja 0 :
A° — V dado por O(z) : ve. E facil ver que # é um homomorfismo de A-
modulos. Como A possui unidade, 1-v =v € Im(§) C V, temos Im(0) =V
sendo V irredutivel. Seja W = ker(f). Pelo teorema de isomorfismo temos
V = A° /W, isomorfismo de A-modulos. Se A é semi-simples, entdo W admite
um complemento U em A° que é submoédulo de A°, dai A° =W &V, de forma
que VA /W =U. O

Perceba que esse resultado revela qual é a estrutura de A° quando A é
semi-simples: o modulo regular de A contém dentro de si, como submodulos,
coOpias isomorfas de todos os possiveis A-moédulos irredutiveis M, de forma que
M(A°) # {0} para todo M A-mo6dulo irredutivel. Isso motiva entéo a criagdo do
seguinte conjunto: seja M(A) um conjunto de representantes de A-isomorfismos
de A-modulos irredutiveis. Usando os lemas 5.2 e 6, temos que se A é uma
algebra semi-simples entdo temos um isomorfismo de A-modulos

A° =~ @MEM(AO)M(AO)'

Escreveremos M (A) no lugar de M (A°) para simplificar a notacdo. O teo-
rema de Wedderburn, abaixo, implicara que na verdade esse isomorfismo é um
isomorfismo de algebras (ou seja, o isomorfismo vale sem a “bolinha” o).

A ideia do teorema de Wedderburn é mostrar que toda élgebra semi-simples
é uma soma direta de algebras simples, as quais nés também iremos entender
melhor.

Teorema 4. (Wedderburn) Seja A uma F-dlgebra semi-simples com uni-
dade e seja M um A-mddulo irredutivel.

(i) M(A) € um ideal minimal de A;
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(i) Se W é um A-mddulo irredutivel, entao W - M(A) = 0 a menos que
W ==M.

(i) Para x € A, seja xp @ M — M dado por xzp(m) @ mzx e seja Ay =
{zyp : z € A} C Endp(V). A fungio M(A) — An, que leva x em xpy,
€ uma bijecao;

(iv) M(A) é um conjunto finito.

Demonstragao. (i). Sex € A, a funcdo 0, : A — A definida por (y)0,, : zy é um
A-endomorfismo do A-modulo regular A°. Sabendo que M (A) é um FE4(A°)-
submo6dulo de A°, temos aM(A) = M(A)f, C M(A), logo M(A) é ideal a
esquerda de A. Sendo M(A) um A-submoédulo, segue direto que M (A) é ideal
a direita de A também. Mostraremos a minimalidade de M (A) abaixo.

(ii). Se W é um A-submodulo irredutivel e W 22 M, entdo W(A)NM(A) =
{0}, como ja provamos. Como W(A) e M(A) sdo ideais de A, segue que
W(A)M(A) € W(A) N M(A) = {0}. Pelo lema 6, A° tem um submodulo
Wo 2 W e Wy C W(A), logo WoM(A) = 0. Como W = Wy (isomorfismo de
A-modulos), segue que WM (A) = 0, pois, se f : W — Wy é um A-isomorfismo,
x € M(A) ev e W, temos f(v)x = f(vx) = f(0) =0).

(iii). Pelo ponto (2), temos zw = 0 se z € M(A) e M 2 W. Como
A é a soma direta dos M(A), onde M € M(A), se y € A entdo escrevendo
Y =2 nenm(a) Y(V) temos yar = - n y(N)y = zy onde x = y(N)y, pois as
componentes y(N)ys de y com N nao-isomorfo a M sao tais que y(N)y = 0,
pelo ponto (2) acima. Logo, a restricdo M (A) — Ajps é sobrejetiva. Por outro
lado, se x € M(A) e ) = 0, entdo xzyw = 0 para todo W = M. Com
efeito, se f : M — W & um isomorfismo de A-modulos, e w € W, entdo para
m € M apropriado temos zw(w) = wx = f(m)z = f(mz) = f(0) =0. O
ponto (2) garante que xy = 0 para todo A-mddulo irredutivel U, logo Vo = 0
para todo A-moédulo completamente redutivel V', sendo V' soma de submodulos
irredutiveis. Escolhendo U = A°, obtemos que x = 1z = 0. Isso mostra que
M(A) = Ap, x — xpr, que € homomorfismo de A-modulos, é injetiva.

(i). Agora mostraremos que o ideal M(A) é minimal. Seja I < M(A) um
ideal de A contido propriamente em M (A). Mostraremos que I = 0. De fato,
sabemos que M (A) é uma soma direta de submoédulos de A isomorfos a M, e
sendo I < M(A) segue que existe algum My = M tal que My € I. Sendo My
irredutivel, segue que My NI = {0}, de forma que Myl C My NI = {0} (pois
My é A-submodulo e I é ideal). Agora, pelo mesmo argumento apresentado no
paragrafo anterior, segue que se M = M, entdo M1 = 0 também, o que garante
que, tomando x € I qualquer temos z; = 0. Sendo a aplicagdo © — 7 uma
bije¢ao M(A) — Ay e x € I C M(A), isso garante x = 0.

(iv). Ja observamos que se tem M (A) # 0 para todo M irredutivel e que
A= Dprenma)M(A) tem dimensao finita. Segue que [M(A)] é finito. O

Corolario 2. Toda dlgebra semi-simples com unidade € isomorfa a uma soma
direta de dlgebras simples com unidade

A= OyremayM(A),
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e com a multiplicacao feita por componentes. Se M € um A-mddulo irredutivel
a dlgebra M (A) € isomorfa a Apy.

Demonstracdo. Ja temos a decomposic¢ao escrita no nivel dos A-modulos. Lem-
brando que se W e M séo A-modulos irredutiveis nao isomorfos entdo W(A)M(A) =
0, segue, usando a distributividade da multiplicagdo em A que

Y x(M) Yooy | = Y a(M)y(M),

MEM(A) MeM(A) MEM(A)

ou seja, a multiplicacdo em A é feita por componentes. O elemento 1 € A pode
ser escrito como uma soma Y- reng(a) €M, onde ey € M(A), e se x € N(A)
temos que x = lz = ZMeM(A) epMT = eNx, e 0 mesmo provaque r = rl = zey,
garantindo que ey é o elemento neutro da multiplicacao de N(A). Isso mostra
que N(A) é uma algebra com unidade.

Para mostrar que M(A) é simples, tomamos I ideal proprio de M(A) e
mostramos que I = {0}, e para isso provaremos que I &, na verdade, um ideal
de A, de forma que a minimalidade de M (A) em A completa a prova. Se z € A
ey € I, entdo escrevendo © = > cqp(a) @(M) com (M) € M(A) temos
xy =x(M)y € I , sendo I ideal de M(A). Isso prova que I é ideal de A.

Por fim, seja M um A-modulo irredutivel. Aj; é uma algebra dada por
m(cxpr) == c-(m)xy paratodo ¢ € F, e com multiplicagio dada pela composigao
de fungoes, sendo zprypr = (2y)ar. A funcdo ¢ : M(A) — Ay, ¢(x) = ap €
claramente um homomorfismo de algebras, e é bijetiva pelo ponto (3) do teorema
de Wedderburn. O

Nosso proximo objetivo é entender a estrutura de M(A) = A,;. Seja A uma
algebra unitaria sobre o corpo F' e seja M um A-moédulo. Denotaremos aqui
simplesmente por End(M) a &lgebra dos endomorfismos F-lineares de M para
M, para nao carregar a notagao. Lembre-se que para x € A temos z; : M —
M definido por zp(m) = mz e Ay = {zym : © € A} é uma subalgebra de
End(M), sendo (xy)p = xpym para x,y € A. Ja vimos que a fungdo x — x
induz um isomorfismo de édlgebras M(A) = Ayy.

Teorema 5. (Centralizador Duplo)  Sejam A uma F-dlgebra unitdria
semi-simples e M um A-mddulo irredutivel. Seja D = Eo(M) = Enda(M) =
Homa(M,M). Entio Ep(M) = Ay, ou seja,

Cinam)(Cenan)(Anr)) = Anr.

Demonstracao. Sendo A semi-simples, M ¢é isomorfo a um submoédulo de A°,
logo podemos supor M submodulo de A°. E, lembrando que A e A° s&o iso-
morfos como algebras, podemos assumir também que M é uma subalgebra de
A. Seja I = M(A). Sabemos que I é um ideal de A e que M C I. A inclusdo
Ay C Ep(M) é clara, pois se zpr € Ay e ¢ € D, ent@o zp(p(m)) = ¢p(m)x =
o(mz) = P(ap(m)), ja que todo ¢ € D respeita a acdo de A. Mostraremos
agora a inclusao Ep(M) C Ayr. Seja 6 € Ep(M), ou seja, ((m)a)d = ((m)f)a
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para todo a € D. Se m € M, seja a,, : M — A dada por (z)a,, = mz. Como
M é ideal direito de A (ou seja, submodulo de A°), segue que mxz € M para
todo x € M, e isso implica que «,, : M — M. Sea € A e x € M, temos

(za)ay, = m(za) = (mx)a = (z)ana,
logo o, € Ea(M) = D. Se m,n € M, entao
(mn)f = (nau, )0 = (nf)ay, = m(nd). (%)

Fixamos 0 # n € M e seja e a unidade da algebra I. Considere AnA o ideal
de A gerado pelos elementos da forma anb, com a,b € A quaisquer. Temos
AnA C I sendo [ ideal e n € M C I, e como AnA é ideal de A e I é ideal
minimal, obtemos I = AnA, visto que n = ene € AnA # {0}. Isso garante que
existem a;,b; € A tais que ), a;nb; =e € I. Se m € M, entao

m=me= mZambi = Z(mai)(nbi).

Agora, sendo M ideal de A, temos que ma; e nb; pertencem a M, de forma que,
usando (*), temos

mf = (>_(ma;)(nb;))0 = > _((ma;)(nb;))0 Z(mai)((nbi)e) - mZai((nbi)H).

Definindo u = . a;((nby)0) € A, obtemos 6 = upr € Apy. O

Observe que, pelo Lema de Schur (1), todo elemento ndo-nulo de D =
Enda(M), onde M é um A-modulo irredutivel, é um isomorfismo. Isso ga-
rante que D é um anel de divisdo. O teorema acima garante que Ay = Ep(M)
se M é irredutivel. Isso, junto com o que ja sabiamos, garante que se A é
semi-simples, entao pode-se escrever

A= Dyenma)Am = DvremayEndp (M),

onde cada elemento de Ep(M) pode ser encarado como uma matriz sobre um
anel de divisdo. O Teorema de Wedderburn é as vezes formulado assim.

Corolario 3. Seja A uma dlgebra semi-simples com unidade sobre um corpo
algebricamente fechado F. Seja M um A-mddulo irredutivel. Seja M(A) um
conjunto de representantes de A-isomorfismo de A-mddulos. Valem as segquintes
afirmativas:

(i) Ay = End(M);
(ii) dim(Apr) = dim(M(A)) = dim(M)?;
(iii) nar(A°) = dim(M);

(iv) dim(A) = ZJWGM(A) dim(M)?;
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(v) dim(Z(A)) = [M(A)[.

Demonstragao. Como F' & algebricamente fechado, D = E4(M) = F x 1 pelo
Lema de Schur (2), logo, pelo Teorema do Centralizador Duplo, temos que
Ay = Ep(M) = Ep(M) = End(M) e ponto (i) segue. Sendo M(A) = Ay,
isomorfismo de algebras, provando (ii). M (A°) é soma direta de ny;(A°) copias
de M. Logo, se d = dim(M), temos

4 = dim(M(A)) = ny(A°).dim(M) = nar(A°) x d,

o que mostra que d = na(A°) e prova (iii). Sendo A =37, coa) M(A), (iv)
segue direto de (ii). Seja ZM = Z(M(A)). Sendo Ea(M) = Crpan(Anm),
temos Z(Ay) = Ay NEa(M) = Ay NF x1 = F x 1, logo dim(ZM) =
dim(Z(An)) = 1, dai dim (3, ZM) = [M(A)|. Para concluirmos, basta mos-
trar que Y ,, ZM = Z(A). Se z € Z(A), podemos escrever z = >, 2™ com
2M € M(A) para todo M, e usando o fato de que A é soma direta (como &l-
gebra) dos M(A), temos que zx = zz significa Y, 2Maz™ =3 MM TIsso
garante que 2z € Z(A) se e somente se 2™ € Z(M(A)) para todo M € M(A),
ou seja, Z(A) =3 yrene(a) Z(M(A)). O

Teorema 6. Se G é um grupo finito, entao dim(Z(C|G))) € igual ao nimero
de classes de conjugacdao de G.

Demonstragdo. Dada uma classe de conjugagao C' de G, defina yc : > oo €
C[G]. Temos que v € Z(C[G]), pois, dado qualquer g € G, lembrando que
C={t ct;|i=1,---,r}, com r = |C|, vale que

T T s
Yeg =Y xg=Y t;lctig=gY (tig)"'t; 'ctig = gc.
=1 =1 =1

Agora, basta concluir que os y¢ formam uma base do espago Z(C[G]). Para
concluir a independéncia linear dos elementos de Z(C[G]), sabendo que C[G] é
um espago vetorial de dimensao |G|, podemos ordenar os elementos do grupo e
associar a cada um deles um vetor da base canénica de C!¢!, de forma que o
i-ésimo elemento de G segundo a ordenagao dada a ele seja mapeado no vetor
canoénico e;. Como as classes de conjugacao de um grupo o particionam, isso
garante que cada o é uma soma de vetores distintos da base de C[G], de forma
que Yo € Yor nao possuem a mesma entrada nao-nula simultaneamente. Com
o produto interno usual em C/G |, tais vetores y¢ s@o sempre ortogonais dois a

dois. Agora, suponha que z =} . Agg € Z(C[G]). Se h € G, temos

S hg=z=h"tzh =" NAhTlgh =3 Nygrorg,

geG geG geG

e, sendo a escrita em fungao dos elementos da base de C[G] tnica, comparando
coeficientes segue que Ay = Apgp—1 para todo h € G. Isso mostra que os co-
eficientes A\, sao constantes nas classes de conjugagao de G e implica que z ¢
combinacao linear dos 7¢. O
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Perceba que esse resultado nos diz muitas coisa sobre a decomposigao da
algebra C[G]. Ja sabiamos do Teorema de Maschke que C[G] é completamente
redutivel sempre que G é um grupo finito, e sabiamos também que tal algebra se
decompoe em subalgebras simples que sao isomorfas a algebras de matrizes. O
que esse novo resultado agrega de interessante € o fato de que agora sabemos que
dim(A) = 3 yrenm(a) dim(M)?. Ou seja, se n; é o grau da i-ésima representagao

irredutivel de G, vale a igualdade Zle n? = |G|. Em certos casos, como por

exemplo no caso do grupo S3 de ordem 6, isso assegura que, como S3 tem
trés classes de conjugacao, escrevendo 6 como soma de trés quadrados temos
necessariamente 6 = 12 + 12 + 22, garantindo que S3 possui uma representacao
irredutivel de grau 2. Em outros casos, como por exemplo no caso do grupo
diedral D4, que possui ordem 8 e 5 classes de conjugacgao, tal argumento pode
ser repetido para concluirmos que D4 possui quatro representagoes irredutiveis
de grau 1 e uma de grau 2.

Com isso, a pergunta principal dessa segao é respondida: se um G-modulo
M é completamente redutivel entao M possui componentes irredutiveis retira-
das de um conjunto com representantes de classe de isomorfismo de G-mo6dulos
irredutiveis que possui um numero de elementos igual ao nimero de classe de
G. Além disso, a férmula da soma dos quadrados é muito util ao determinar
precisamente, em alguns casos, as dimensoes de tais modulos irredutiveis. Por
fim, vale ressaltar que a existéncia de um G-moédulo irredutivel N implica a
existéncia de uma representagao irredutivel de G pois o que acontece de fato na
agao de G sobre N é que se mapeia G em GL(N). Isso, junto com as demais
informagoes desse paragrafo, nos mostra um caminho para conhecer as repre-
sentagoes irredutiveis de um grupo finito. Para alguns grupos, porém, tal tarefa
nao é tao simples, e determinar uma representagao inteira de G envolve o pro-
blema de encontrar uma quantidade grande de entradas numa matriz quadrada,
coisa que nem sempre é possivel fazer. Além disso, em certos casos, com |G| e
o numero de classe de G fixos, é possivel escrever |G| como soma de quadrados
de algumas maneiras distintas, o que dificulta saber os graus das representagoes
irredutiveis de G. Entao surgem novas perguntas aqui: é possivel, de alguma
forma, conhecer pelo menos todos os graus de representacoes irredutiveis de
G? E uma, mais importante, cabe aqui: numa representacdo de G sobre um
G-modulo V', cada elemento do grupo é mapeado numa transformacao linear de
V, associada a uma matriz quadrada com dim(V)? entradas. Qual informacao
a respeito dessas matrizes que é preciso capturar para entender de uma maneira
boa as representacoes irredutiveis de G?7 Essas duas perguntas sao respondidas
na proxima secao.

4 Caracteres e o Teorema de Frébenius

Os caracteres de grupo sao uma ferramenta poderosa para o estudo dos
grupos finitos. Essa contribui¢ao para a matematica, junto com uma parte
importante da teoria de representacoes, se deve ao trabalho do préprio G. Fro-
benius. Este capitulo inclui muitos fatos simples sobre esse ente matemaético
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que culminam na demonstragao do celebrado Teorema de Frébenius. Em or-
dem, apresentaremos as defini¢oes e primeiras propriedades dos caracteres, de-
rivadas da teoria de representagoes, para depois introduzirmos as relagoes de
orto-gonalidade e comentarmos sobre a teoria dos caracteres induzidos, com én-
fase especial no caso em que o subgrupo do qual se induz o caractere é disjunto
de seus conjugados. Por fim, o capitulo termina com uma prova do teorema de
Frébenius.

4.1 Primeiras Propriedades

Sabe-se do coroléario 3.5 que um grupo G tem apenas uma quantidade finita
de representagoes irredutiveis inequivalentes, que chamaremos de r e sabemos
ser o nimero de classe de G, pelo teorema 6.

Para qualquer representagdo ¢ de G sobre C, com espaco de representacao
V/C, definimos o caractere x de ¢ colocando, para y € G,

x(y) = tr(é(y)).

Aqui, tr(¢(y)) denota o trago da transformacao linear ¢(y) de V, o que
mostra que x é uma funcdo de G em C. Vamos nos referir a x como um
caractere de G.

Nos ja tivemos a ocasiao de considerar um caractere particular no nosso
estudo de representagoes, quando vimos a representagao regular 7 de um grupo
G qualquer. De fato, x(y) é precisamente o nimero de vezes em que o ntimero 1
aparece na diagonal principal de 7(y), que é o ntimero de elementos fixados pela
transformacao 7(y). Em particular, o caractere py da representacao regular é 0
para y € G e |G| para y = 1.

O caractere principal ou trivial de G é o caractere da representagao trivial
de G que, por definicao, mapeia cada elemento de G em 1 € C. Obviamente o
grau dessa representacao é 1. A notacdo padrao para o caractere principal é 1.

Como primeiro resultado basico temos a

Proposigcao 5. Se G é um grupo, valem as seguintes afirmagoes

(i) Representacoes equivalentes de G sobre F' tém o mesmo caractere.

(i) Se x € um caractere de G, entdo o valor de x € constante em todos os
elementos de uma mesma classe de conjugacao.

Demonstra¢ao. Se ¢ e 1 sao representagoes equivalentes de G, de grau d, entao
sabe-se que existe uma matriz nao-singular d x d P com entradas em F' tal que
Y(y) = P~1¢(y)P para todo y € G. Desse modo, 1 (y) e ¢(y) sdo similares e
temos, pela proposigao 3.1 que tr(¢(y)) = tr((y)). Conclui-se, assim, que ¢ e
¢ tém o mesmo caractere.

Similarmente, se x denota o caractere da representacao matricial ¢ e = e
y sdo conjugados em G, entdo y = 2z 'xz para algum z € G, de modo que
d(y) = ¢~ H(2)p(x)9(2), j& que ¢ é um homomorfismo. Entdo, do mesmo modo
como argumentamos antes, sendo ¢(z) uma matriz nao singular, segue também

que x(z) = x(y)- O



4 Caracteres e o Teorema de Frdbenius 22

Devido ao segundo ponto desse teorema, diremos que x é uma func¢do de
classe em G.
Uma segunda propriedade elementar dos caracteres é a seguinte:

Proposic¢ao 6. Se x é um caractere de G, entao x(y) € uma soma de raizes
|G|-ésimas da unidade para qualquer y € G. Em particular, x(y) € um inteiro
algébrico.

Demonstragao. Temos, pelo Teorema de Lagrange, que y™ = 1, onde m = |G]|.
Dessa forma, se ¢ é uma representacao matricial de G com caractere y, entao
@(y™) é a identidade de ordem n, I, onde n = deg ¢. Porém, peloa proposi¢ao
1, x(y) = tr(¢(y)) € a soma dos autovalores €;, 1 < i < n de ¢(y). Entretanto,
os autovalores de ¢/ (y) sdo €, e como os autovalores de ¢"(y) = I sdo todos
iguais a 1, temos que €/* = 1, de forma que cada autovalor de ¢(y) é uma
raiz |G|-ésima da unidade. Como ¢; satisfaz o polindmio moénico X™ — 1 com
coeficientes inteiros, segue que tal valor € um inteiro algébrico. Como os inteiros
algébricos formam um anel, conforme a proposicao 2, segue que x(y) é, também,
um inteiro algébrico. O

Também temos o seguinte resultado bésico:

Proposigao 7. Seja x o caractere de uma representacao ¢ de G de grau n e
sejay € G. Entao

(i) Ix(y) < n.
(i) |x(y)| = n se e somente se p(y) € uma transformagdo escalar.
(iii) x(y) = n se e somente se ¢(y) for a transformagao identidade.

Demonstragio. Ja sabemos que x(y) = Y., €,, onde cada €; é uma raiz da
unidade e também um autovalor de ¢(y). Entéao

<> lel=n, (1)
i=1

n

S e

i=1

Ix(y)| =

provando (i).

Se ¢(y) é uma transformacao escalar, todos os seus autovalores sao iguais a,
digamos, ¢, raiz |G|-ésima da unidade. Dessa forma, x(y) = ne e |x(y)| = n.
Reciprocamente, se |x(y)| = n, entdao o nimero complexo x(y) = Y ;- , €; precisa
estar sobre o circulo de centro na origem do plano complexo e raio n. Como
cada ¢; tem comprimento unitario, é claro que isso so6 é possivel caso todos os
autovalores de ¢(y) sejam iguais. Entao (ii) é reduzida a mostrar que ¢(y) é
uma transformacao escalar sempre que seus autovalores sao todos iguais.

Chamando esse valor comum de €, entdo o polindmio caracteristico de ¢(y)
¢ (X —¢)™. Por outro lado, ¢(y) também satisfaz o polindmio X™ — 1. Como
este dltimo tem todas as raizes distintas, segue que o méximo divisor comum
entre esses dois polindmios é X — e. Assim, ¢(y) satisfaz o polindmio X — e,
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que agora sabemos ser seu polindmio minimal, de forma que ¢(y) de fato é a
transformagao escalar el.

Finalmente, se x(y) = n, entdo em particular temos que |x(y)| = n e que
o(y) = el por (ii), de forma que x(y) = ne, o que forga e = 1 e ¢(y) é de fato a
identidade. A reciproca de (iii) segue trivialmente. O

Proposigao 8. Seja x um caractere de G e tome

H={y € Gx(y) = x(1)}.
Entiao H € subgrupo normal de G.

Demonstra¢do. Seja ¢ uma representacao de G com caractere x e grau n. Dessa
forma, como ¢(1) é a transformacao identidade, segue que x(1) = n e os elemen-
tos de H sao aqueles que tém o caractere associado igual a n. Ora, o terceiro
ponto do teorema anterior garante, entdao que ¢(y) = I para todo y € H, de
forma que H corresponde ao nicleo de ¢ e, por isso, é normal em G, visto que
¢ é homomorfismo de grupos. O

Se x é o caractere de uma representagao ¢ de GG, entao definimos ker y =
ker ¢ e deg x = deg ¢. Entao ker x = {y € G|x(y) = x(1)}, e, além disso, temos
que

deg x = x(1). (2)

Também chamaremos y de irredutivel, redutivel, fiel ou linear conforme as
representagoes associadas a y também o sejam. Como representagoes equivalen-
tes de G tém o mesmo caractere, segue em particular que o niimero de caracteres
irredutiveis distintos de G, k, € menor ou igual ao nimero de classe de G, r. No
final da préxima secao mostraremos que, de fato, k = r.

Suponha que para inteiros apropriados m; e representacoes ¢; de G, 1 < i <
h, tenhamos

d=mi1$1 D DMmpon, (3)

onde m;¢; representa uma soma direta de m; copias da representagao ¢;.
Perceba que tal representagao ¢ tem uma representagao matricial simples: é
simplesmente uma matriz com blocos dados pelas ¢;, tantas vezes quantas apa-
recam. Entao, se x; denotar o caractere de ¢;, pode-se escrever

X =mix1+ -+ mpXn-

Isso mostra que uma soma direta de representacoes, irredutiveis ou nao, induz
um caractere que é dado pela soma dos caracteres dos fatores da soma direta.

Em particular, pelo Teorema de Maschke, qualquer representacao de G so-
bre C é completamente redutivel e pode ser expressa na forma (3) com cada ¢;
irredutivel. Segue disso que todo caractere de G pode ser expresso como com-
binagao linear dos caracteres irredutiveis de G com coeficientes nao-negativos
inteiros.

Reciprocamente, ressaltamos que para quaisquer representagoes ¢; de G e
quaisquer inteiros nao-negativos m;, 1 < i < h, sempre pode-se construir uma
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representacdo ¢ da forma (3): de fato, considere uma soma direta V de h
espagos vetoriais V;/C, onde cada V; é a soma direta de m; copias do espago de
representagao de ¢;, para todo i, e entao defina ¢ em V de acordo com a agao
de ¢; em V;. Isso significa que qualquer combinagao linear de caracteres com
coeficientes inteiros nao-negativos é, novamente, um caractere de G.

Também existe uma definicdo natural para o produto de dois caracteres,
relacionada ao produto tensorial das representagoes associadas a eles. De fato,
se ¢; sao representacoes de G sobre V;/C, i = 1,2, entdo a fungdo ¢1 ® ¢o
definida por

(61 @ ¢2)(y) = (¢1(y)) ® (¥2(y))

para y € G é imediatamente verificada como sendo uma representacao de G
com espago de representagao Vi ® V5. De fato, é claro que essa representagao é
apenas a restrigdo da representagao produto ¢1 ® ¢ a diagonal {(y,y) : y € G}
de G x G. Além disso, se ¢; é uma representacdo com relacdo a uma base
apropriada de V;, ¢ = 1,2, entdo a matriz ¢; ® ¢2(y) serd o produto tensorial
das matrizes ¢1(y) e ¢2(y). Dessa forma, pela proposigao 3.4, temos que

tr(¢1(y) @ ¢2(y)) = tr(o1(y))tr(d2(y)) (4)

para todo y € G. Entao vé-se que o caractere de ¢ ® ¢o é o produto dos
caracteres de x; de ¢ e x2 de ¢2, que denotaremos por x1x2. Segue direto da
equagao (4) que x1X2 = X2X1-

Devido as propriedades associativas e distributivas dos produtos tensoriais
e somas diretas de espagos vetoriais, que sao herdadas pelas representagoes e,
portanto, pelos caracteres de G, pode-se mostrar diretamente que essa definigao
de multiplicagao é associativa e distributiva em relagao & adigao.

E conveniente e util estender a definicao de caractere para permitir coefici-
entes inteiros negativos nas combinacoes lineares, para obter uma estrutura de
anel para o conjunto de todo os caracteres de G. Para fazer isso, definiremos
um caractere generalizado de G como sendo a diferenca entre quaisquer dois
caracteres ordinarios de GG, e isso nos permite estender as defini¢oes de adigao
e multiplicagao aos caracteres generalizados de uma maneira 6bvia. O con-
junto de todos os caracteres se torna, desse modo, um médulo sobre os inteiros
com a adigao, enquanto a multiplicacdo permanece associativa e distributiva.
Dessa forma, o conjunto de todos os caracteres generalizados forma um anel
comutativo, chamado de anel de caracteres de G, que denotaremos por ch(G).
Claramente, os caracteres irredutiveis de G formam uma base para ch(G).

Por fim, vamos estender a definicao de grau para os caracteres generalizados
colocando degx = degx1—degxs se X = X1—Xz2, com X1, X2 caracteres ordinéarios
de G, e vé-se que (2) também vale para caracteres generalizados, e degy é
independente da representacao particular de x como diferenca de dois caracteres,
visto que tais diferengas devem ter a mesma imagem em todos os elementos do
grupo G.

O anel ch(G) é munido de uma involugéo natural. De fato, se ¢ é qualquer
representacao matricial de G, definimos a representagao contragradiente ¢' de
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¢ pela relagao
¢'(y) = ((ey) ™)', (5)

y € G, onde t denota transposi¢ao. Como as operagoes de inversao e transpo-
sicdo de matrizes sdo anti-isomorfismos do grupo GL(n,C), segue que ¢’ é um
homomorfismo e é de fato uma representagao de G. Claramente, representagoes
equivalentes originam representagoes contragradientes equivalentes. Se x for o
caractere de ¢, entao chamaremos de X’ o caractere de ¢'.

Segue direto de (5) que (¢') = ¢ e consequentemente (x')’ = x, o que mostra
que a funcao y — X’ ¢é involutoéria. Além do mais, temos que, para quaisquer
caracteres x1, X2 de G' temos que (x1 + x2)" = X1 + x4 € que (x1x2)" = X1X5;
e se estendermos ’ aos caracteres generalizados e, assim, a ch(G) teremos que a
funcdo resultante dessa extensdo é um automorfismo de ch(G) de ordem 2. O
proximo teorema lista as propriedades basicas dessa funcdo. Aqui, A denota o
conjugado complexo de A.

Proposigao 9. Para qualquer caractere x de G temos

(i) X'(y) = x(y) =x(y™"), ¥y € G.

(i) degx' = degx e keryx = kerx.

i) X' € irredutivel se, e somente se, x € irredutivel.
X X

Demonstragdo. Seja ¢ uma representagao com caractere x. Por (5) e pela pro-
posicao 3.5, temos

X' (y) = tr(¢'(y) = tr(o(y™"))" = tr(s(y™")) = x(y™"). (6)

Por outro lado, pela proposicao 1, temos que

X(y) =tr(d(y)) = €1+ - + €n, (7)

onde os €; sdo raizes da unidade e também sdo os autovalores de ¢(y), 1 <
i <n e degd=n. Porém, os autovalores de ¢(y~ 1) sdo ei_l, 1<i<ne, como
cada €; tem modulo 1, segue que ei_l =¢;, de forma que

trie”'(y) =er+-+e& =+ Fen = x) (8)

Além do mais, como ¢ é um homomorfismo, x(y~!) = tr(¢(y~1)) = tr(¢~1(y)))
e (i) segue de (6) e (8).

Segue direto de (5) que deg @’ = deg ¢, o que garante que degx’ = deg x.
Além do mais, para y € G, ¢(y) é uma transformagao escalar se, e somente se,
(¢(y)~ 1)t 0 é. Desse modo, x’ e x tém os mesmos nticleos, provando (ii).

Finalmente, se a matriz ¢(y) pode ser decomposta em blocos que sdo zero
fora da diagonal, (¢~1(y))!) também pode. Isso mostra que X’ é irredutivel se
e 86 se x o &, provando (iii). O
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O caractere ' pode ser construido de uma maneira alternativa. Se ¢ é uma
representacao matricial de G tendo x’ como caractere, pode-se construir uma
nova representacio ¢ de G tendo x como caractere, simplesmente fazendo as
entradas de ¢(y) serem os conjugados complexos das entradas correspondentes
em ¢(y). Como conjugacio é um automorfismo de C, é trivial verificar que ¢ é
uma representacio de G. Se Y denota o caractere de ¢, entdo Y(y) = x(y) para
todo y € G, de forma que Y’ = x pela proposicao 9.1. Veremos na proxima
secao que as representagoes ¢’ e 5, tendo o mesmo caractere, sao equivalentes.

4.2 As Relactes de Ortogonalidade

Queremos, agora, obter algumas relagoes importantes entre os caracteres
irredutiveis de GG e algumas consequéncias importantes dessas relacoes. Daqui
para a frente, denotaremos por {¢;} um conjunto completo de representagoes
irredutiveis inequivalentes de G, 1 < ¢ < n, com Y; sendo o caractere de ¢;
e x1 = lg sendo o caractere de ¢1, a representagao trivial de G. Como ja
dissemos, tal caractere serd chamado de caractere principal de G. Também
adotaremos e preservaremos a notacao de que n; = deg x;-

Vamos introduzir um produto interno hermitiano em ch(G) pela formula

(6,x) = |G‘Z9 (1)

yeG

para 6, x € ch(G). Vamos provar que (, ) é de fato um produto interno hermi-
tiano. Note que, dados 601,05, x € ch(G),

(01 + 02, x) \G\ > (01(y) + 62(y)x(y)

yeG

\G\ 291 y) + 02(y)x(y)

yeG

=(01,x) + (02, %),

e que

(X, 01+ 02) = |G| > xly )+ 02(y))

yeG

- G| S )G + 5))

yeG
|G| > o xly +x(y)ba(y)
yeG
1
=1 yzé;; e yze;x(y)@z(y)

:(Xa 91) + (Xv 92)
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Agora, os tnicos escalares que podemos multiplicar por caracteres sao niime-
ros inteiros. Veja que substituindo x ou 6 em alguma entrada acima, o escalar
inteiro sai de fato do produto interno. Por fim, vale ressaltar que sendo tal
escalar um ntimero real, a conjugagao complexa que aparece sobre o segundo
membro do produto interno néo o altera. Isso tudo garante que (, ) é bilinear.
Que esse aplicacao bilinear é positiva definida segue do fato que, quando calcula-
mos (6, 6) o somatorio se torna um somatorio de normas de nimeros complexos

0(y)0(y) = ||16(y)|| e que, por isso, é maior ou igual a zero. Por fim, note que
0. == Z X =15 Z = (x.0),
e v el v

e esse produto interno é de fato Hermitiano.
Como de costume, diremos que 6 e y sdo ortogonais se (6, x) = 0 e definimos
a norma do caractere y como sendo

Xl = /(8,0). (2)
Antes de comegarmos a provar os resultados que queremos, temos a

Proposigao 10. Se x1,- -+, Xk sGo os caracteres irredutiveis de G, vale que
(i)
Z se i = 1,
xilg |G| sei # 1.

geG
(i)
0, sey # 1,
anxl
|G|, sey=1.

(Z“) Zl ln |G‘

Demonstragao. Veja que (iii) segue direto do corolario 3.4. Para (4), tome
u=73,c9 € C[G] = A. Sabemos que u € Z(A) e que, sendo assim, ¢;(u) = A
para toda representagao irredutivel ¢; de A e para A e I apropriados. Perceba
que x;i(u) = > cq tr(¢i(g), de forma que s6 precisamos mostrar que tr(¢;(u)) =
0 ou |G|, conforme for o caso. O resultado segue claramente para o caso em
que i = 1; dessa forma suponha i # 1. Nessa situagdo, sendo ¢; nao-trivial,
certamente existe € G tal que ¢;(x) # I. Para um tal x, temos que zu = w.
Dessa equagao, segue que

¢i(zu) = ¢i(u) = A(¢i(z) — I) = 0.
Como assumimos ¢;(x) # I, deve-se ter A = 0, provando o resultado. [

A importancia fundamental desse produto interno esta no fato de que, sob
ele, os caracteres irredutiveis sdo ortonormais, conforme atestam os préoximos
dois resultados.
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Teorema 7. Os caracteres x; de G, 1 < i < n, formam uma base ortonormal
de ch(Q) sobre os inteiros:

(i xs) = {O, sei#£j

1, sei=j.

Vamos encontrar a prova do teorema acima enquanto estabelecemos a se-
guinte propriedade adicional de ch(G):

. ~ T . . ~ .
Proposicao 11. Se x;x; = Zk:l Mijk Xk, COM Myji, inteiros nao-negativos, de
forma que m;j1 € o numero de vezes que o caractere trivial X1 aparece como
constituinte de x;x;, entao

{O, sei#£j
M1 =

1, set =3

Demonstragao. Seja V;/C o espago de representagio de ¢;, 1 < i < r, de forma
que, sem perda de generalidade, podemos assumir

¢ @b =Y Mijk. (3)
k=1

Suponha que para algum par ¢, j se tenha m;;1 # 0. Por simplicidade de notagao,
escreveremos ¢ no lugar de ¢; e 1 no lugar de ¢;, U no lugar de V;, V no lugar
de V; e W =V ®c W. Note que, como a representacao trivial ¢; mapeia todo
elemento do grupo que é representado em 1 € C, tal representagao leva todos
os elementos de G na transformagao identidade de V;, que tem dimensao 1.
Dessa forma, considere um r-vetor w € W onde cada entrada é um vetor do
espago M. Vi da forma w = (v,0,--- ,0). Perceba que v = (v1,- -+ ,vpy,;,) ¢ um
vetor de m;;1V1, e cada zero que aparece é, na verdade, um vetor de zeros em
cada m;;;Vi. Note que w é invariante sob a acéo de ¢ ® 1(y) para todo y € G.
Como cada Vj, é irredutivel, o operador m;j,¢(y) ¢ uma matriz em blocos, todos
iguais e todos representando uma transformagao escalar, conforme o Lema 4.
Isso faz com que as entradas que sao zeros permanegam invariantes, e além disso
temos que m;j1¢1(y) atua como a identidade para todo y € G, preservando cada
entrada de v. Dessa forma, podemos afirmar que

(@ Y)(y)w =w, Yy € G. (4)

A base do espago W é dada por tensores da forma u; ® v;, onde os vetores da
forma u; formam uma base de U e os da forma v; uma basede V', 1 < i < dim U,
1 <j <dimV. Assim, pode-se escrever w sob a forma w = Z” aiju; @ ;.
Agora, dado que o produto tensorial é distributivo em relagao a soma direta de
vetores, ressaltamos que o somatorio apresentado anteriormente pode ser escrito

como

w=3 ueu, 5)
k=1
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dimV

onde ur @ v = up ® (®j:1 akjvj). Perceba que s < dim U, que 0s u sao
todos linearmente independentes em U e que cada vy é diferente de zero. Seja

Uy o subespago de U gerado pelos ug. Por (4) e (5), temos que

S

S (6) () @ W) ) = 3w @ vy (6)
k=1

k=1

Como 0s uy, sao linearmente independentes e 0s vy sdo nao-nulos, segue de (6)
e da defini¢ao de produto tensorial que cada (¢(y))(ug) € Uy, de forma que U; é
¢(G)-invariante e precisa ser igual a U pela irredutibilidade de ¢. Dessa forma,
(u) = {ug|l < k < s} é uma base para U. Similarmente, o subespago gerado
pelos vy é invariante sob v, de forma que V; = V', onde V] é o subespago gerado
pelos vy, pela irredutibilidade de . Isso garante que dimV < s = dimU.
Entretanto, como o argumento é claramente simétrico em U e V, também segue
que dimU < dimV. A igualdade vale e, desse modo, (v) = {v |1 < k < s} ¢
uma base para V.

Agora, para um dado y € G, sejam

(0W)(w) = (akn) e (¥(Y)(w) = (brg)- (7)

Entao, aplicando essas transformagoes nos vetores da base de U e V, obtemos
S S
GW)uw =Y awnun e (W@)ok =Y brgvn. (8)
h=1 h=1

Substituindo (8) em (6) obtemos as relagoes

0 seh
Z akhbkg = ?é g (9)
Pt 1 seh=g.

Porém, a equagdo (9) garante simplesmente que a matriz ¢ (y) é a inversa
transposta de ¢(y). Como isso vale para todo y € G concluimos que v, = gi)’(u)
e segue dai que ¢’ = 9.

Até aqui nés ja provamos que se m;;1 7 0 entdo necessariamente y; = x;-.
Com o auxilio desse resultado, agora podemos argumentar que (x;,x;) = 0 se
1 # j. De fato, escrevemos

t
XiXj = ) MijrXk (10)
k=1

para inteiros nao-negativos mj; apropriados. Como X}I = Xj # Xi, segue que
deve-se ter m;;; = 0. Porém, avaliando (10) para cada y € G e somando sobre
G, temos

SN => mik | > xk) | - (11)
k=2

yeG yeG
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Porém, sabe-se que ZyGG Xk(y) = 0se k > 1, pela proposi¢ao 10. Como o lado

direito dessa equacao ¢é 0, segue o resultado desejado: (x;,x;) =0 se i # j.
Um célculo formal agora nos forneceré as partes restantes do nosso teorema.

Multiplicando a relacio da proposicao 10(ii) para y € G* por Xj(y) e somando

sobre G#, teremos
T

0=>m > xiwx;w. (12)

1= yGG#

Como (x;,x;) =0se i # j, e como x;(1)x;(1) = nyn; para todo i, j, incluindo
i = j, pode-se reescrever (12) como

0=n; 3 x5 WNG) = D_nni. (13)

yeG

Agora, dividindo por n; e usando a proposicao 10(iii), segue que

0= WX, — |G = 1= Té| S )X ), (14)

yeG yeG

completando a prova do teorema 7.
Suponha, finalmente que x; = xj. Avaliando a relagao xiXj = Y. ,_; Mijk Xk
para cada y € G e somando sobre G, temos pela proposi¢ao 10(i) que

> xiw)x;(y) = mi|Gl, (15)

yeG

o que mostra que m;j1 = (X, X;), de forma que m;;; = 1 nesse caso e a propo-
sicao 11 também esta provada. O

As relagbes de ortogonalidade, junto com a linearidade do produto interno,
dao o seguinte corolario:

Corolario 4. Se x = Z§=1 a;Xi, a; inteiros, entao
(i) x|l = O x) = Xis, af.

Em particular, (x, x;) é a multiplicidade de x; em x. Além disso, x é irre-
dutivel se, e somente se (x,x) = 1. Essas formulas se estendem para caracteres
generalizados também.

Como um tultimo corolério, temos ainda o

Corolario 5. Duas representacoes de G tém o mesmo caractere se, e somente
se, sdo equivalentes.
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Demonstragao. J& vimos que representagoes equivalentes tém o mesmo carac-
tere. Reciprocamente, sejam ¢, 1) duas representagoes de G com o mesmo ca-
ractere y. Sem perda de generalidade, podemos escrever ¢ = >\, a;¢; e
P = 22:1 b;¢;, com a;,b; inteiros nao-negativos, 1 < ¢ < r. Dessa forma, tere-
mos que X = Y, aiXi = y_;_y bixi, de forma que (x,xi) = a; = b;, 1 <i <7,
pelo teorema anterior. Isso garante que ¢ = 1 e o teorema esté provado. O

Note que isso garante que a quantidade de caracteres irredutiveis inequiva-
lentes deve ser igual a quantidade de representagoes inequivalentes, dada pelo
niumero de classe de G.

4.3 Caracteres Induzidos e Conjuntos de Intersecdo Trivial

As relagOes entre os caracteres de um grupo G e os de seus subgrupos H
sao de fundamental importéncia para o estudo da estrutura de G. Nesta se¢ao
no6s vamos desenvolver os fatos gerais que dizem respeito a essas relagoes. Em
seguida, vamos nos especializar no caso particular em que o subgrupo em questao
é disjunto de seus conjugados, onde resultados consideravelmente mais fortes
podem ser obtidos.

Em primeiro lugar, se H < G, uma representacao ¢ de G sobre C induz
de maneira trivial uma representagio ¢|g por restrigdo de ¢ a H. Se x é o
caractere de ¢, vamos denotar por x|y o caractere de ¢|g. Por defini¢do, x| e
X assumem os mesmos valores nos elementos de H. Claramente essa funcao de
restrigao é linear e preserva produtos de caracteres. Dessa forma, essa restrigao
induz um homomorfismo natural de ch(G) em ch(H).

O que nao é tao 6bvio assim é que cada caractere de H induz também
um caractere de G de uma maneira bem menos trivial. Essa relagao entre os
caracteres de H e os de G depende da nocgao de caracteres induzidos. Seja x;,
1 <4 < m um conjunto completo de representantes de classes laterais de H
em (G. Seja 1 uma representacdo matricial de H de grau d. Vamos estender
a definigdo de v definindo ¥ (y) em todo o grupo G, fazendo ¥(y) ser igual
a matriz 0 de ordem d x d para y € G\H. Agora definimos uma fungao de
G em M,,4(C), o espago das matrizes quadradas de ordem md com entradas
complexas, pela regra

O (y) = [(ziyz; )] yeG. (1)

Dessa forma, * é uma matriz m x m de blocos cuja (i, j)-ésima entrada é a
matriz d x d w(ziyxj_l). Agora provamos a

Proposigao 12. Seja H um subgrupo de G e ¢ uma representagio de H. Entao
a fungdo ¥* dada em (1) é uma representagio de G de grau [G : H| - deg .

Demonstragao. Tome x,y € G e considere o produto ¥*(z)y*(y). O (4, j)-ésimo
bloco desse produto é dado por

By(a,y) = 3 blasway Yo (arya; ). (2)
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Agora, para um dado i, existe uma unica classe lateral z;H & qual o elemento
x;x pertence e, assim, tal que mmw;l € H. Mas entao, se k # t, z/)(:nimcl;l) éa
matriz 0. Dessa forma, (2) se reduz a

Bij(w,y) = d(zizz; Y (zyz; ). (3)

Por outro lado, xizyxj_l € H se e somente se z;22; © € (z;y 'az; )H. Como,
no caso em que estamos lidando, z;xx, L' ¢ H, entdo isso acontece se e somente
se xjy_lx;lH = H, ou seja, se xty;v;l € H. Dessa forma,

0, se xixyxj_l ¢ H (4)

Bij(z,y) = _ - a
Y Y(xxx, 1)1/}(:rtyxj D), se TTYT; lem

Entretanto, no segundo caso, como % é uma representacao de H, teremos que

w(ximxfl)w(xtymjfl) = w(xiacyx;l). Junto com (4) isso nos da

P (wy) = [Bij(x, y)]. (5)

Porém, como [B;;(z,y)] = ¢*(x)¥*(y), fica provado que 9* é de fato um homo-
morfismo.

Finalmente, é imediato que t*(1) é a matriz identidade. Dessa forma, como
P*(2)*(271) = ¢*(xz~t) = ¥*(1), segue que a imagem desse homomorfismo
é composta apenas por matrizes nao-singulares, de modo que ¥* é um homo-
morfismo de G em GL(md,C) e é de fato um homomorfismo do grau dito no
enunciado. O

Como uma ilustragao, temos o

Teorema 8. Seja H um subgrupo de G e seja ¥ a representacao trivial de H.
Entao ¥* € a representacao de permutacgoes nas classes laterais a esquerda de
H. Em particular, se H< G, entdo ¥* € a representagio reqular de G/H.

Demonstracdo. Com a notacao usada acima, temos, para qualquer y € G e um
x; dado, que xiymj_l € H se e somente se z;y € x;H. Entao j é unicamente
determinado por y e x;, e 1/J(xiyx,:1) =1 ou 0 conforme k = j ou k # j. Perce-
bemos, assim, que ¥*(y) é simplesmente a matriz de permutagdo determinada
pela fungao z;H — yx;H = x;H, provando a primeira afirmagao. Se H < G,
a representagao de permutagoes de G nas classes laterais de H tem H em seu
nicleo e induz a representacao regular em G/H, como queriamos. O

Em geral, vamos nos referir a 1)* como a representacao induzida pela repre-
sentacao 1 de H. Se v tem o caractere y, denotaremos o caractere de * por
x* e o chamaremos de caractere induzido por x.

Com frequéncia iremos considerar mais de um subgrupo de G e, as vezes,
caracteres induzidos de um subgrupo de G a outro. Nesses casos, x* sempre ird
denotar o caractere induzido de G por um caractere x de um subgrupo.

Proposigao 13. Seja H um subgrupo de G e x um caractere de H. Faga
Xx(y) =0 para todo y € G\H. Entdio temos que
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(i) x*(y) = \Tlﬂ > we X(uyu™t), para todo y € G.
(i) x*(y) =0 se y ndo pertence a nenhum conjugado de H.
(iii) Se ker x <G, entao ker x < kerx*.
(iv) Representagoes equivalentes de H induzem o mesmo caractere em G.

Demonstra¢do. Seja x o caractere da representacao ¢ de H e use a notagao
conforme a da proposi¢ao 12. Entao

m

X (y) = tr(v*(y) = Zﬁ" Glryz ) =Y x(@y; ). (6)

i=1

Agora, para z € H, zxiyxi_lz’l € H se e somente se J:iya:i_l € H. Como x é
constante nas classes de conjugagao de H e 0 fora de H, segue que X(zxiyxi_lzfl)
X(xiyxfl) para todo z € H. Dessa forma, pode-se escrever (3.7) como

X*(y) = ﬁ DO (a2, (7)

i=1 zeH

Mas, como x; é um conjunto completo de representantes de classes laterais de
H em G, u = zx; percorre todo G a medida que z percorre H e i varia de 1 a
m, provando (i).

Se y nao estd em nenhum conjugado de H, entdo uyu~' ¢ H para todo
u € G, de modo que x(uyu~') = 0 sempre e (ii) segue de (i). Também temos
que, se y € ker x e ker x <G entdo uyu~! € ker x e x(uyu~') = x(1). Porém,
nesse caso, x*(y) = ‘—;H\G|X(1) = deg x*, provando (iii). Finalmente, se 1, é
uma representacao de H, equivalente a 1, entao elas tém o mesmo caractere
X. Porém, de novo por (i), como ¢* e 17 s6 dependem dos valores de y, segue
que tais caracteres estendidos sdo dados pela mesma formula, sendo, portanto,
iguais em cada ponto. O

A funcdo de indugado x — x* se estende a uma fungao de ch(H) em ch(G).
A proposicao 13(i) implica que essa fungao é linear. Assim, 13(i) e 13(ii) tam-
bém valem para caracteres generalizados. Em particular, se x é um caractere
generalizado de grau 0, entao x* também tem grau zero.

Se H < K < G, pode-se induzir um caractere de H em K e, depois, induzir
esse caractere em G ou pode-se fazer a indugao diretamente de H em G que
obtemos o mesmo caractere. O nosso proximo resultado atesta isso.

Proposigao 14. Sejam H, K subgrupos de G com H < K < G. Seja x um
caractere de H e x o caractere induzido em K por x. Nesse caso,



4 Caracteres e o Teorema de Frdbenius 34

Demonstragao. Faga x(y) = 0 para y € G\H. Entao, por 13(i),

xX(y) Z vzv ), v e K. (8)
|H| veK

Agora, faga x(y) = 0 se y € G\K. Entao, pela proposigao 13(i), para y € G,
1
|K |

Mas se z ¢ K, certamente vzv~! ¢ H < K para qualquer v € K, de forma que
(9) vale também para z € G\ H. Dessa forma, por (9) e (10), obtemos

€)= i X o), (10

ueGueK

Entretanto, qualquer elemento de G pode ser escrito exatamente |K| vezes na
forma wv, u € G, v € K, de forma que (11) se reduz a

() = T l;G wzw ™) = x*(y), (11)

completando a prova. O

Se H é um subgrupo de G, temos produto interno tanto em ch(H) quando
ch(G). Para distingui-los iremos denota-los por (x,*)g e (*,*)g respectiva-
mente. Agora, se x € ch(G) e 0 € ch(H), podemos considerar x restrito a H e
induzido a G, e computar os produtos internos (x|m,8)m e (x,0*)c. Que relagao
existe entre essas multiplicidades? Essa pergunta é respondida pelo teorema da
reciprocidade de Frobenius, que precisa do seguinte lema para ser provado:

Lema 7. Sejam A um subconjunto de G e N = Ng(A). Entao A tem exata-
mente [G : N| conjugados em G.

Demonstracao. De fato, seja x1,--- ,x, um conjunto completo de representan-
tes de classes laterais a direita de G modulo N, onde [G : N] = n. Nesse caso,
tomando dois elementos de G que pertencem a classe Nz;, xx; e yx;, perceba
que A*% = AY%i pois A" = (A*)* = A% pois £ € N. Do mesmo modo
mostra-se que A*Y = A% Por fim, também temos que os conjugados A% e
A% tém intersegdo trivial pois, supondo que tal interse¢do nao o fosse, haveria
z € A% N A% tal que

1

z = xialx;1 = xjaga: Lo T;T;012; 1:5]

—aQEA:>xx €N = ;N =uz;N.
O

Teorema 9. (Reciprocidade de Frébenius) Seja H um subgrupo de G, 0
um caractere generalizado de H e x um caractere generalizado de G. Entao

(X|Ha 0>H = (9*5 X)G
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Demonstragao. Pelas definigoes e pelo fato de que x’ é uma fungao de classe,
temos

0", X)e |G|29*

yEG
1 /
|G| |H| Z O(uyu)x' (y) (12)
1 _
=1 |H| Z O (uyu™")x (uyu™),
u,ye€G

onde 6 é definido como assumindo o valor zero em G\ H. Como uyu~! percorre
todo G para u fixo quando y percorre G, podemos reescrever (12) como

(0", )c :ﬁl—; S 6N ()

u,ye€G
IH\ 20

yeG

(13)

Porém, 6(y) = 0 para y € G\H, enquanto em H, x'(y) = x'|u(y), de forma que
(13) se reduz a

0", )¢ = |H|Z y)(xIm) (y) = 0, x|u)w, (14)

yeG
provando o teorema. O

Existe um caso especial no qual conclusoes mais fortes sobre a relacao entre
x € xX* podem ser encontradas. Esse é o caso no qual H é o normalizador de
um subconjunto A de H que é disjunto de seus conjugados em G e o caractere
x € 0 em H\A. Por exemplo, o teorema 2 mostra que essas condigdes valem se
G é um grupo de Frébenius com H = A sendo o complemento; nesse caso x é
um caractere qualquer de H. O resultado bésico é o seguinte:

Proposigao 15. Seja A um subconjunto de G que é disjunto de seus conjugados.
Faca N = Ng(A) e sejam x, 0 caracteres generalizados de N que sdo 0 em N\ A.
Entao temos

(i) x*(y) = x(y) para y € A%,

(it) Se degx =0, entio (x,0)n = (X*,0%)c
Demonstragdo. Faga x(y) = 0 para y € G\N. Entdo, para cada y € G* temos,
pela proposigao 13(i),

*(y) |N|quyu1- (15)
ueG
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Como x(y) = 0 por hipotese se y € N\ A, temos que x(uyu~!) = 0 a ndo ser
que uyu~t € A. Em particular, x(y) = 0 a nao ser que y pertenca a algum
conjugado de A. Além disso, para y € A%, temos que ou x(uyu~') = 0 ou que
y € AN A% . Mas, sabe-se que no tltimo caso A = A% e u € N, porque A é
disjunto de seus conjugados. E, como x é uma funcao de classe em N, teremos
que x(uyu~!) = x(y). Dessa forma, para y € A%,

X' (y) |N‘Z

ueEN

|N| INIx(y) = x(), (16)

provando (i).
Agora, assuma que deg x = 0, de forma que deg x* = 0. Temos que

(X", 0")a mZx Y)0*(y) (17)

yeG

Porém, pelo paragrafo anterior, x*(y) = 0 para todo y que ndo pertence a
nenhum conjugado de A%, enquanto x*(y) = x(y) e 0*(y) = 0(y) se y esta
em um conjugado de A. Além disso, pelo lema anterior, sabemos que A tem
exatamente [G : N| conjugados, e nenhum deles tem um elemento em comum,
pois A ¢é disjunto de seus conjugados. Como x(1) = x*(1) =0, (18) se reduz a

(x*,6%) ‘N| > xw)oly) (18)

yeEA

Como x * (y) = 0 para y € N\ A por hipotese, isso nos d4, finalmente,

(06 = 7 3 X)) = (). (19)

yeEN
provando (ii). O

Finalmente, terminaremos essas anotacoes com uma demonstracao do cele-
brado teorema de Frobenius:

Teorema de Frébenius. Se G € um grupo de Fréobenius com H sendo o sub-
grupo fixando uma letra, entdo a identidade, juntamente com os elementos de
G que nao fizam letra alguma, formam um subgrupo normal de G de ordem
G : H].

Demonstragao. Faga G agir no conjunto S = {1,2,--- ,n}, considere que H fixa
1 e seja |[H| = h. Como G é uma agao transitiva em S, pelo lema 1 segue que
|G| = hn. Além do mais, pelo teorema 2, H é disjunto de seus conjugados,
H = Ng(H) e H # 1, de forma que a proposi¢ao é aplicavel com H no papel
de Ae N.

Sejam 6; os caracteres irredutiveis de H, 1 < ¢ < ¢, com #; = 1. Também
defina d; = deg6;, 1 < i < t. Lembrando que t é o nimero de classe de H e
como H # 1, ¢t > 1. Considere

b = diby —0;,  2<i<t, (20)
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de forma que deg ¢; = 0. Entao a reciprocidade de Frobenius e a ortogonalidade
dos caracteres garantem que

(97, 07)a = (dith — 6;,d:01 — 0;)c

=d? (01,01 — 2d;(01,0;) 1 + (0:,0;) 1 (21)
=d? +1.
Por outro lado, temos que
(97 1c)e = (¢i,0h)m = d, (22)

porque #; = 1y é a restricdo de 1¢ a H. Dessa forma, 15 é um constituinte de
multiplicidade d; em ¢f. Aplicando produtos internos, segue agora de (21) que
¢F = d;1g + €;xi, onde € = £1. Entretanto, deg ¢; = 0, pois deg ¢; = 0, o que
forga €; = —1 e assim temos

o7 =dile —xi e degx;=d;;2<1<t. (23)

Com essa informacao, construiremos agora o subgrupo normal que desejamos.
Colocaremos y1 = 1g, d1 = 1 e seja

t
X=>_ dix (24)
=1

Por (23) e pela proposicao 10(iii), temos que x(1) = S.'_, d? = |H|. Além
disso, se y € G e y nao estd em nenhum conjugado de H, entdo ¢*(y) = 0 e
entdo teremos x;(y) = d; por (23), 2 < i < t. Mas entdo também vale que
x(y) = 22:1 d? = x(1), e isso garante que y € ker y = K, ou seja, o niicleo
K desse caractere contém todo elemento de G que nao pertence a nenhum
conjugado de H.

Por outro lado, se y € H#, ¢X(y) = ¢:i(y), o que nos da x:(y) = 0:(y),
2 < i <t, por (20) e (23). Mas entao x(y) = 22:1 dixi(y) = 0. Dessa forma,
HNK =1c¢e x(y) =0 se y estd em algum conjugado de H. Porém, sabemos
que os conjugados de H sao os subgrupos que fixam apenas uma letra em S.
Concluimos, entdo que K# consiste precisamente dos elementos de G que néo
estao em nenhum conjugado de H, ou seja, que nao fixam nenhuma letra de S.
por fim, temos que

1
(16) = a7 > xw). (25)

yeG

Como x(y) = 0 a nfo ser que y € K, e nesse caso x(y) = |H|, segue de
(25) que (x,1¢) = |K||H|/|G|. Porém, KH é um subgrupo de G de ordem
|H||K]|, visto que K <G e KN H =1. Como (x,1g) é um inteiro, isso for¢a
que tenhamos |G| = |H||K| e KH = G, de forma que |K| = [G : HJ|, como
querfamos provar. O
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