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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre os grupos de Papel de Parede. Primeira-
mente, vamos mostrar a estrutura e algumas propriedades do grupo Euclidiano. Em
seguida, mostramos como podem ser associados padroes de simetrias a elementos do
grupo Euclidiano e apresentamos alguns padroes usados em papel de parede como
curiosidade. Por fim, construimos os 17 tipos de grupos de Papel de Parede.

1 Introducao

Intuitivamente, um padrao de papel de parede é um padrao que repetido infinitamente pre-
enche todo o plano. Esse padrao possui certo nivel de simetria, ou seja, ao aplicar alguma
translagao ou rotagao ou reflexao, o padrao permanece o mesmo.

Figura 1: Padrao de Papel de Parede

A utilizacao de grupos de papel de parede como método de classificacao de padroes em
2D é muito interessante pois existem apenas um nimero finito de grupos dado a infinidade
de possibilidades para esses padroes.

2 Grupo Euclidiano

Uma isometria no plano é uma funcao f : R? — R? onde as distancias sao preservadas, isto
é, para todo par z, y em R2, vale que

1 () = FWIl = llz = yll (1)



As isometrias no plano Euclidiano formam um grupo com a composicao de fungoes. Esse
grupo é chamado de Grupo Fuclidiano (Es).

As transformagoes que preservam distancias sao translagoes, rotacoes e reflexoes.Uma
translacdo por um vetor v € R? é uma funcao do tipo

g:R* — R?
r— x4+

para todo z € R%. Seja T o conjunto de todas as translacoes do Grupo Euclidiano.

Defina O como sendo o subgrupo do Grupo Euclidiano que contém todas as trans-
formacoes ortogonais. Ou seja, os elementos de O sao rotagoes centradas na origem e reflexoes
por retas que passam pela origem.

Um elemento no Grupo Euclidiano é uma rotacao centrada na origem seguida por uma
translacao ou uma reflexao por uma reta que passa pela origem seguida por uma translagao.

Com isso, temos que

Ey,=TO (2)

Veja que T é um subgrupo normal do Grupo Euclidiano.

A intersecao de T e O é trivial, no caso esse conjunto possui um unico elemento: a
transformacao identidade. Isso ocorre pois toda translacao move a origem, com excecao da
identidade, enquanto toda transformacao ortogonal fixa a origem.

Sejam K e H dois grupos. Se o : K — Aut(H) é um homomorfismo do grupo K
no grupo dos automorfismos de H, entao x denotard a operacao definida sobre o conjunto
K x H da seguinte maneira:

(k,h) - (K 0) = (k-K' h-o(k)(h)) (3)

O grupo (K x H, x) é chamado de produto semidireto de H por K com homorfismo o. Sera
denotado por H x K.

Proposicao 1. Eziste um homomorfismo o : O — Aut(T) tal que E; =T x O.

Para analisar os Grupos de Papel de Parede, usaremos uma notacao diferente para tra-
balhar com elementos do Grupo Euclidiano. Suponha g = 7f € E5, onde 7 representa uma
translacao e f representa uma transformacao ortogonal.

Se v = ¢g(0), e se M é a matrix ortogonal que representa f na base canonica de R?, para
todo z € R? temos que

g(z) =v+aM' (4)

Reciprocamente, dado um vetor v € R?2 e M € O, a equacdo acima determina uma
isomentria no plano. Dessa forma, podemos pensar em qualquer isometria do plano como
sendo um par (v, M), onde v € R? e M € O,, com multiplicacao dada por

(vaM)(UlvM,):(v+fM(U/>7MM,) (5)

Mais precisamente, Ey = R? x Oy. Onde o homomorfismo 1) : Oy — Aut(R?) é definido
pela acao natural de Oy em R2.



3 Grupo Ponto e Reticulados
Considere a seguinte projegao:
II: By — 02
(v, M) — M

Note que IT é homomorfismo e seu ntucleo consiste das transformacgoes em FEs tais que
II(v, M) = Id, onde Id é a matriz identidade, isto é, o nicleo é composto das isometrias do
tipo (v, Id), ou seja

ker(Il) =T < E, (6)

Seja G um subgrupo do Grupo Euclidiano (G < Ej).
Definicao 1. H = GNT ¢ chamado subgrupo de translagao de G, onde H < (.
Defini¢ao 2. J =II(G) € chamado grupo ponto de G.

Note que a restricao de Il para G é um homomorfismo sobrejetivo de G para J. Pelo
Teorema de Isomorfismo temos que

G [ker(tllg) = Im(Iljc) (7)

E claro que ker(Il|g) = H, e Im(Il|¢) = J. Assim, J =~ G/H.

Definicao 3. Um subgrupo de FEy € dito um grupo de papel de parede se o seu subgrupo
de translagao € gerado por duas translagoes independentes e seu grupo ponto € finito.

Dizemos que um grupo G age sobre um conjunto X se é dada uma funcao X x G — X,
(x,g) — gz, com as seguintes propriedades:

1. 1x = x, para todo = € X
2. h(gz) = (hg)z, para todo x € X e para todo g,h € G.

Usaremos a seguinte notacao G ~ X para denotar que G age sobre X e chamaremos de
agao do grupo G. Agora seja x € X denotaremos por Stabg(x) o estabilizador de x, isto é,
o conjunto

{g€G:gx=ua} (8)

E definimos O¢(z) a drbita de x, isto é, o conjunto {gx : g € G}
Considere a acao natural do grupo H sobre R2.

Definicao 4. Seja L a orbita da origem sobre a acdo dada. O conjunto L € chamado
reticulado de G.

Pela definigao, sabemos que H é gerado por duas translacoes independentes, dessa forma,
podemos concluir que L possui dois vetores independentes. Selecione um vetor nao-nulo
a € L de menor comprimento em R? e selecione um segundo vetor b € L linearmente
independente a a cujo comprimento é o menor possivel.



Proposicao 2. O conjunto L é gerado por dois vetores a e b, isto é, consiste de todas as
combinacoes lineares ma + nb onde m,n € 7Z.

Demonstragdo. A correspondécia (v, I) — v é um isomorfismo entre 7' e o grupo de R?
com a adicao, que leva H para L. Entao L é um subgrupo de R? e todos os pontos ma + nb
do reticulado gerado por a e b pertencem a L.

Usando os pontos do reticulado é possivel dividir o plano em paralelogramos, como a figura
acima. Se x pertence a L mas nao esta no reticulado, escolha um paralelogramo que contenha
x e um vértice ¢ desse paralelogramo que seja perto de z.

O vetor x—c é nao nulo, nao é igual a a ou b e seu comprimento é menor que o comprimento
de b. Mas ||z — ¢|| < ||a||, pois tomamos a como sendo o de comprimento minimo. Por outro
lado, |la|]| < ||z — ¢|| < ||b|| entdo x — ¢ deve se inclinar para a contradizendo a escolha de b.

Logo, nao existe ponto z e L é o reticulado gerado por a e b.
m

Note que existem apenas 5 tipos de reticulados possiveis. Sao eles:

e Obliquo: |lal| < ||b]| < |ja — b < |la+ b

Retangular: ||la|| < ||b]| < |la —b|| = ||a + b]|

Retangular Central: ||a|| < ||b]| = |la —b|| < ||a + b]|
Quadrado: |[a]| = [bl} < [la = bl| = [|a + b]]

e Hexagonal: ||a|| = ||b]| = ||la — b|| < ||a + b]|
(e} (¢} [0} [e] (o] (e}
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Proposicao 3. J age sobre L.

Demonstracao. O grupo ponto age naturalmente sobre o plano, pois é um subgrupo de Os.
Se M € J e x € L, devemos mostrar que fy/(z) pertence a L.

Suponha que 7(g) = M onde g = (v, M) e seja 7 a translacao (x,[). H é o nicleo do
homomorfismo 7 : G — J, temos que H é um subgrupo normal em G e grg~! pertence a
H.

Mas,
g9~ = (v, M) (2, I)(—f3; (v), M)
= (v, M)(x — f3 (v), M)
= (v+ fulz = fo (v), MM ™)
= (v+ fu(x) —v, 1)
= (fm(x), 1)
Temos que fy/(z) é um ponto do reticulado L, como querfamos. O

Para entender melhor os grupos pontos veja que um subgrupo finito de Oy é ciclico ou
diedral. Com isso, podemos analisar quais desses subrupos podem aparecer como grupo
ponto de algum grupo de papel de parede.

Proposicao 4. (Restri¢do Cristalogrdfica): A ordem de rotagio em um grupo de papel
de parede pode ser 2, 3, 4 ou 6.

4 Padroes de Papel de Parede

Gostariamos de caracterizar os Grupos de Papel de Parede definidos anteriormente, para
isso, examinaremos os 5 tipos de reticulados separadamente.

Dado um reticulado L, as transformagoes ortogonais que fixam esse tipo de reticulado
formam um grupo. E o grupo ponto J de qualquer grupo de papel de parede que tem L
como reticulado deve ser um subgrupo desse grupo pois, J ~ L.

4.1 Nomenclatura

Cada grupo de papel de parede tem o nome composto por: letras P, C, M, G; e inteiros
1, 2, 3, 4, 6. A letra P signfica primitivo e representa a célula ”primitiva’do reticulado
(copias do quadrilatero formado por a e b definidos anteriormente). No caso especial do
reticulado retangular central temos que considerar uma célula nao primitiva contida no
retangulo determinado por a e b, juntamente com seu centro. Para isso usamos a letra
C para denotar reticulado central. A letra M representa reflexdes e a letra G representa
reflexdes do tipo glide (reflexdo com deslizamento).

Em relacao aos inteiros, 1 representa a transformacao identidade e 2, 3, e 4 indicam
rotacoes da respectiva ordem. Para entender as imagens considere a legenda na tabela a
seguir:



’ Simbolo ‘ Legenda ‘

O estabilizador do ponto ¢ ciclico de ordem 2
¢} estabilizador do ponto ¢ ciclico de ordem 3
[ estabilizador do ponto é ciclico de ordem 4
[ estabilizador do ponto ¢ ciclico de ordem 6

. forma do reticulado
- reflexao
,,,,, glide

‘m di nidere Ay a transformacao que representa rotacao anti-horari radian
Além disso, conidere Ay a transformacao que representa rotacao anti-horaria de 6 radianos
pela origem. E B, representa reflexao por uma reta que passa pela origem, cujo angulo com
o eixo x positivo é ¢/2.

4.2 Grupos com Reticulado Obliquo

O reticulado L de G é obliquo, assim, a unica transforacao ortogonal que preserva L é a
transformacao identidade ou a rotagao de 180 graus pela origem. Dessa forma, temos que o
grupo ponto J de G é um subgrupo de {£1}.
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4.2.1 P1

Se J = {I}, ou seja, possui apenas a transformacao identidade entao o grupo de papel de
parede G é composto por duas translagoes independentes.
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4.2.2 P2

No caso em que J = {#+I}, G possui uma rotacao de ordem 2. Tomando o ponto fixo
dessa rotagao como origem, temos que (0, ) pertence a G. A unido de dois subgrupos H
e H(0,—1I) é um subgrupo de Fy. Temos entao, os centros de rotacdo em pontos do tipo
%ma + %nb, com m e n inteiros.



rotagdo 180° translagio

4.3 Grupos com Reticulado Retangular

No caso em que o reticulado é retangular, temos mais casos de simetrias. A identidade, uma
rotacao de ordem 2, reflexao pelo eixo x e reflexao pelo eixo y. Assim, temos que .J, o grupo
ponto, é um subgrupo de {+1, By, B, }.

E interessante analisar grupos que apresentam simetrias inéditas, pois estamos caracte-
rizando os diferentes tipos de grupos de papel de parede a menos de isomorfismo. Por esse
motivo nao apresentaremos as possibilidades P1 e P2 para esse tipo de Reticulado.

o009 Gp—o—§ ————
__‘:____:—_- yd N /) C:D C:D C:D

TN
\) i L )

P2GG P2MM P2MG

VAR
\

PG PM

4.3.1 PM

J ={I, By} e G contém uma reflexdo horizontal.
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4.3.2 PG

No caso em que J = {I, By} e G nado possui reflexdo, entdo G possui um reflexao glide.
Ao aplicar essa reflexao glide duas vezes temos uma tranlacao, entao o glide tem a forma
(%ka, By), para k inteiro.

Note que k deve ser impar, caso contrario teriamos uma reflexao em G. Assim, este grupo
tem elementos (que nao sdo translagoes) da forma

(ma + nbu I)(%GW BO) = ((m + %)CL + TLb, BO)

onde m e n sao inteiros. Esses sao todos glides por uma linha horizontal, que ou passa pelos
pontos do reticulado ou permanece exatamente entre seus pontos.

POV v

4.3.3 P2MM

Nesse caso G possui uma reflexao horizontal e uma reflexao vertical.

@G 3 K v
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4.3.4 P2MG

Suponha que G possua uma reflexao horizontal, mas nao possua uma reflexao vertical. Entao
B, deve ser obtido por meio de um glide. Assumindo que (0, By) e (3, By) pertencem a G
temos que o produto

(3, Bx)(0, Bo) = (3, 1)

representa uma meia volta.
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4.3.5 P2GG

Nao existem reflexoes em G.
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=

N
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4.4 Grupos com Reticulados Retangular Central

Esse caso de Lattice se assimila ao anterior, temos entao que o grupo ponto é um subgrupo
de {£I, By, B, }.
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4.4.1 CM

J ={I,By}. Se (v, B)) representa By em G, essa isometria é uma reflexao horizontal ou um
glide horizontal. Escolha um ponto na reta de reflexao ou no glide como sendo a origem, tal
que 2v é um miltiplo de a. Se 2v = ka, com k par, temos que a reflexao (0, By) pertence a
G. Agora, os elementos que nao sao translacoes tem a forma

(ma +nb, By) = ((m + §)a + 5(2b — a), Bo)
onde m e n sao inteiros. Se k é impar temos que

(3(2b — a), By) = (—=%(k + 1) + b, I)(3ka, Bo)

9



pertence a G, que é também uma reflexdo. Caso J = {I, B} temos um grupo isomorfo a

CM.
reflexic translagic .
4.4.2 C2MM
J = {+I, By, B:}.
reflex&o reflexdo translacéc

> (B

Y BY P
YRS

4.5 Grupos com Reticulado Quadrado

No caso de reticulado quadrado obtemos mais transformacoes que preservam a figura, elas
formam um grupo especial que chamamos de grupo diedral de ordem 8. Esse grupo é gerado
por Ag e By ou seja,

D8 = <A%’Bo|A4% = 1738 — ]_’ (AgB0)2 — 1>

Temos entao os seguintes grupos:

P4 P4AMM

10



4.5.1 P4

J ¢ gerado por Az.

translagéo

4.5.2 P4MM

J é gerado por Ag e By, e By pode ser representado por uma reflexao em G.

"
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P
R
(#]

4.5.3 P4GM

J ¢é gerado por Az e By, mas By nao pode ser representado por uma reflexdo em G.

translacgéo

rotagdo 90° ﬁ

L rotats s0e S e
Bl g [ - E

-
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gy g
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rotagdc 90°
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4.6 Grupos com Reticulado Hexagonal

Dessa vez, temos o grupo diedral de ordem 12, gerado por Ag e By, isso é,
D12 = <A%7B0|A6§ = 17Bg — 17 (A%B())Z — 1>

Nesse caso, teremos novas simetrias, cuja ordem de rotagao é 3 ou 6.

4.6.1 P3
J é gerado por A%w.
"‘:ISD ‘22;1
& * %
4};’ ‘/ *;’c)jo

rotagdo 120°

4.6.2 P3M1

J é gerado por A%w e By.

rotagdec 120°
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4.6.3 P31M

Suponha J gerado por A%w e Bz. Escolha como origem um ponto fixo de uma rotagao de

ordem 3, tal que (0, Az%) pertence a G, e seja (Aa + ub, Bz ). Temos que

(0, Bz) = (=Aa — pb, I)(Aa + pub, Bz)

pertence a G. Os elementos de G tem a forma (ma + nb, M) onde m e n sdo inteiros e M é
uma das transformagoes I,A%n, A%w, Bz, By, Bs%.

rotagdc 120°

[f 5! reflexdc

&
e

L

4.6.4 P6

J ¢é gerado por Az.

rotagic 60°

<4
)

4.6.5 P6MM
J é gerado por Ag e By.

rotagdo 120°

o
~<P

translagic

ﬁ.

rotagdo 120°
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5 Resultados

Definimos 17 grupos de papel de parede. Para verificar que nenhum dos grupos acima sao
isomorfos entre si, serd necessario analisar como é um isomorfismo entre grupos de papel de
parede.

Se GG e H sao dois grupos de papel de parede isomorfos, entao translagoes sao levadas para
translagoes, rotacoes para rotacoes, reflexoes para reflexoes e reflexoes glide para reflexoes
glide.

De fato, considere ¢ : G — G um isomorfismo entre grupos de papel de parede e se 7 é
uma translagao em G. Translagoes e glides tém ordem infinita, enquanto rotagoes e reflexoes
tém ordem finita, entdao ¢(7) deve ser ou uma translagdo ou um glide. Assuma que ¢(7) é
um glide e escolha uma translagdo 7, de G; que nao comuta com ¢(7). Se ¢(g) = 71 entdo
g deve ser uma translacao ou glide. ¢? é uma translacao, e comuta com 7, contradizendo o
fato de que ¢(g*) = 7¥ nao comuta com ¢(7). Logo, translacoes correspondem a translagoes
e glides correspondem a glides.

Reflex0es tem ordem 2, consequentemente a imagem de uma reflexao por um isomorfismo
é uma reflexdo ou uma meia volta (rotagdo por 7). Seja g € G uma reflexdo cuja imagem
¢(g) é uma meia volta, e escolha a translagdo 7 de G em uma dire¢ao nao perpendicular a
reflexdo de g. Entao 7¢g é um glide, mas ¢(7g) = ¢(7)¢(g) é o produto de uma translagao e
uma meia volta, que é outra meia volta. Logo, temos uma contradi¢ao. Por isso, reflexoes
devem corresponder a reflexdes e, finalmente, rotagoes devem corresponder a rotagoes.

Proposicao 5. Se dois grupos de papel de parede sao isomorfos entao seus grupos ponto sao
isomorfos.

Demonstracao. Considere GG e G grupos de papel de parede com subgrupos de translagao
H e Hy e grupo ponto J e Ji, respectivamente. Se ¢ : G — G é um isomorfismo temos
¢(H) = H;. ¢ induz um isomorfismo de G/H para G/H;. Como J é isomorfo a G/H e J
é isomorfo a G1/H;, entao segue o resultado. O

Dessa forma os grupos que possuem grupos ponto diferentes, nao podem ser isomorfos.
Listando o grupo ponto J de cada grupo G definido anteriormente, temos
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’ Grupo Ponto ‘ Grupo de papel de parede ‘ Reticulado ‘

trivial P1 obliquo
P2 obliquo
2oz PM retangular
PG retangular
CM retangular central
P2MM retangular
P2MG retangular
“fom X Efr P2GG retaniular
C2MM retangular central
Z /47, P4 quadrado
D P4MM quadrado
4 P4GM quadrado
L /37, P3 hexagonal
D P3M1 hexagonal
3 P31M hexagonal
Z ez, P6MM hexagonal
Dy P3 hexagonal

Proposicao 6. P2, PM, PG e CM nao sao isomorfos.

Demonstracao. Apenas P2 possui rotacoes, entao nao pode ser isomorfo a nenhum outro.
Dos trés grupos que sobraram, PG é o tunico que nao possui reflexdes, consequentemente
nao é isomorfo a PM ou CM. Finalmente, notamos que se tomarmos um glide em PM e
escrevermos como uma reflexao seguida de uma translacao, entao as duas transformagoes
pertencem a PM. No entanto, isso nao acontece em CM, tome

(3a+ 1(2b+a),By) = (3a,1)(3(2b — a), Bo)
temos que PM e CM nao sao isomorfos. n

Proposicao 7. P2MM, P2MG, P2GG e C2MM ndo sao isomorfos.

Demonstracao. P2GG é o tnico que nao contém reflexoes, logo nao pode ser isomorfo aos
outros. Agora em relagdo a P2MM, P2MG e C2MM, o grupo P2MM é o tnico que contém
todas as partes constituintes de seu glides, portanto, nao pode ser isomorfo a P2MG ou
C2MM. Falta mostrar que P2MG e C2MM nao sao isomorfos, note que as reflexoes de
P2MG sao todas por retas horizontais, entao o produto de duas reflexdes sera sempre uma
translacao. Mas em C2MM temos reflexdes por retas horizontais e por retas verticais e o
produto das duas serd uma meia volta, logo P2MG e C2MM nao podem ser isomorfos. [J

Proposicao 8. P/MM e P4GM nao sao isomorfos.

Demonstracao. Cada rotacao de ordem 4 em P4MM pode ser escrita como o produto de
duas reflexoes que pertencem a PAMM, o que nao ocorre em P4GM. Tome (a, Ag). O

Proposicao 9. P3ML e P3LM nao sao isomorfos.

Demonstracao. E possivel escrever rotagoes de ordem 3 como produto de duas reflexdes em
P31M, mas isso nao ocorre em P3M1. Basta tomar (a, Az%r). O
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