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1 PRELIMINARES

Prefacio

Estas notas de aula foram escritas para o curso de Algebra Linear II, ministrado por mim
na L Escola de Verao do MAT/UnB, e foram baseadas no livro [1], de Flavio U. Coelho e
Mary L. Lourenco.

Embora a teoria tenha sido guiada pela contida no livro [1], exemplos e explicagoes adicionais
da teoria desenvolvida foram acrescentados por mim. Também, a disposicao dos temas
incluidos nestas notas aparecem em alguns momentos em ordem distinta da do livro, por
julgamento pessoal de melhor enquadramento para a disciplina. Além disso, o livro [2], de K.
Hoffman e R. Kunze, esteve sempre em maos durante a elaboracao destas notas para consulta.
Por fim, uma abordagem pessoal do contetido contruida ao longo de vérios semestres em que
ministrei Algebra Linear se somam a motivagao para escrever estas notas. Desejo boa leitura
e aprendizado.

“E a beleza do lugar, pra se entender
Tem que se achar

Que a vida nao € sé isso que se vé
E um pouco mais...”

(Paulinho da Viola)

Dezembro de 2021

1 Preliminares

1.1 Corpos
Definicao 1.1. Um conjunto nao vazio K é um corpo se existem duas operagoes
+: KxK — K e - KxK — K
(a,b) +— a-+b (a,b) +— ab,

que chamamos de adicao e multiplicacao, respectivamente, tais que
Al) a+b=b+a, Ya,b € K;

A2) a+ (b+c)=(a+b)+c Va,bce K;

A3) 30€ K tal quea+0=0, Va € K;

Al)NVae K, 3—a € K tal que a+ (—a) = 0;

M1) ab = ba, Ya,b € K;

M2) (ab)c = a(be), Va,b,c € K;

M3) 31 € K tal que la =a, Va € K;
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1.2 Sistemas Lineares 1 PRELIMINARES

Mj)VaeK, coma#0,3a'eK tal que aa™' = 1;
M5) (a+b)c = ac+ be, Ya,b,c € K.

Exemplo 1.2. Os conjuntos Q, R e C, com a adicdo e multiplicacao usuais, sao corpos;

O congunto dos inteiros mddulo p, com p primo, Z, = {0,1,2,...,p — 1} com a adigdo e
multiplicacao de classes € um corpo;

O conjunto dos numeros inteiros 7Z mao € corpo, pois nao existe n € 7Z tal que 2n = 1
(% ¢ 7), o que contraria a propriedade M.

Nomenclatura: Os elementos de um corpo K serao chamados de escalares.

Note que Vo € R, z # 0, temos 2™+ = 1.
Eparaz=a+bi€C, z#0, temos 2! = =z + iy, com z,y € R.

Exercicio. Encontre x e y em funcao de a e b.

Lembre que zz~! = 1 e, para z; = o1 + iy, 2 = Ta + iy , COM T1, Ta, Y1, Y2 € R,

temos z; = 29 se, e somente se, x1 = T2 € Y = Ys.

Solucao:

1.2 Sistemas Lineares

Seja K um corpo. Considere o problema de determinar n escalares (i.e. elementos de K)
1, T2, ..., T, que satisfacam as condig¢oes

1121 + A2 + - + A1 Ty = b1
91Ty + Goo%o + -+ - + GopTy = by
Am1T1 + Aol + - - - + App Ty = bm

onde b;,a;;, 1 <t <mel<j<n,sao elementos de K dados.

Chamamos S de um sistema linear sobre K de m equacgoes e n incégnitas z1, xs, ..., T,.
Se m = n, dizemos que S é um sistema linear de ordem n. Se by = by =--- =10, = 0,
dizemos que S é um sistema linear homogéneo. Os escalares a;;, 1 <t <mel <j<n,
sao chamados de coeficientes de S e by, by, ..., b,, de termos independentes de S.

Uma n-upla (aq, as, ..., a,) de elementos em K é uma solugao de S quando ao tomar-
mos r, = aq,Ty = Qo,...,T, = Qy,, todas as esquacoes de S sao satisfeitas. O conjunto-
solucao de S é o conjunto formado por todas as suas solugoes.

Notacao: Denotamos a i-ésima equacao de S por L;.
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1.2 Sistemas Lineares 1 PRELIMINARES

Exemplo 1.3. Considere o sistema linear sobre R

g. 20 —y +z =1
’ r 42y =6

O Conjunto Solugao de S é

pois para cada y € R, pela equagao Lo obtemos v = 6 — 2y e,com isso, pela equagao L,
obtemos z = —11 4 5y. Neste caso, S € um sistemas linear que possui infinitas solucoes.

Exemplo 1.4. O sistema linear sobre R

X1 —2?[)2 + r3 = 1
S Ty — T3 =2
2513'3 =2

tem solucao unica dada por (6,3,1).
Exemplo 1.5. O sistema linear sobre C

g 2y +3iy =241
|l A+ + oy =30

11+10¢ 71741')

tem solugdo vinica dada por (<=, ==

Exemplo 1.6. Um sistema linear sobre R ou C do tipo

a11%1 +apry +--- Fapr, =b

com b; # 0 nao possui solugao, pois nenhuma n-upla satisfaz a equacdao L;.
Exemplo 1.7. (Sistemas Lineares de Ordem 2 sobre R)
Considere o sequinte sistema linear de ordem 2 sobre R
S.{alx + by =
asr + by = ¢

onde (a;, b;) # (0,0), ¢ = 1,2. Cada equagao Ly e Ly de S determina uma reta no plano-zy
e suas solugoes sao os pontos que pertencem as retas. As posicoes relativas destas duas retas
5G0:
e [, e Ly se interceptam em um unico ponto: meste caso S tem uma unica solucao,
pois um unico par (z,y) satizfaz as duas equagoes;

e L, e Ly sdo paralelas: neste caso S nao possui solugao, pois naio existe (x,y) que
satisfaca as duas equagoes simultaneamente.

e [, e Ly sdo coincidentes: neste caso S tem infinitas solugoes, pois todos os pontos
(x,y) na reta de Ly sdo também soluc¢ao da equagao de Lo.

Veremos que o mesmo acontece em qualquer sistema linear sobre K com m equagoes e
n incognitas, ou seja, que todo sistema linear possui solugao unica, nao possui solu¢cao ou
admite infinitas solugoes.
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1.3 Operacoes Elementares 1 PRELIMINARES

1.3 Operagoes Elementares

Exemplo 1.8. Considere o seguinte sistema linear sobre R.

2 + y + 2z =0
S r -y + z =1
3r — y + 2z =1

Vamos fazer operagoes com as equacoes de S da seguinte maneira. Primeiro vamos permutar
Ll e LQI

r — vy + z =1
S ~hela lop 4oy 4+ 22 = 0
3r — y + 2z =1

Agora, no sistema resultante, vamos zerar o coeficiente de x nas equagoes Ly e L3 somando
tais equagoes com multiplos convenientes da equagao Lq:

r — vy + z =1 r - y + z = 1
S Aol 2 4oy + 20 = 0 ~ETRTE 3y = -2
3r — y + 2z =1 20 — 2z = =2

No sistema resultante, vamos multiplicar a equagao Lg por % (L3 — %Lg). Com isso, obtemos
o sistema

—y+z:1
= =2
z = —1

que tem solugao unica dada por (0, % %

No exemplo acima, fazendo operacoes com as equacoes de S, chegamos ao sistema St
um sistema mais simples e encontramos sua solugao. Veremos que a solugao encontrada do
sistema S; é exatamente a solugcao do sistema original S. Para isso, vamos definir as as
operagoes que podemos fazer com as equacoes um sistema linear arbitrario de forma que o

conjunto solucao nao seja alterado.

Definicao 1.9. Seja S um sistema linear com m equagoes e n incognitas sobre K. Vamos
considerar os sistemas obtidos a partir de S quando aplicamos as sequintes operacoes:

(I) permutar duas linhas de S (L; <> L;);
(I1) multiplicar uma das equagoes de S por um escalar k # 0 (L; — kL;);

(III) substuir uma das equagioes de S pela soma dessa equagdo e uma outra equag¢do multi-
plicada por um escalar k #0 (L; — L; + kL;).

Estas operacoes saio chamadas elementares. Se um sistema Sy foi obtido a partir de S
aplicando-se de um numero finito de operacoes elementares, dizemos que S, ¢ equivalente
a S, e escrevemos S ~ Sy. (Obs.: Esta é uma relagdo de equivaléncia.)

Teorema 1.10. Sistemas lineares equivalentes possuem o mesmo conjunto-solucao.
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1.3 Operacoes Elementares 1 PRELIMINARES

Demonstracao.
Seja S; um sistema linear obtido a partir de S aplicando-se uma operacao elementar,
onde

( a1 + 19T + * - + ATy = bl
S AT + ATy + -+ ATy = b;
\ Am1T1 + amaxa + -+ Apn Xy = bm
Seja o = (ay, (g, . . ., (v,) uma solugao de S;. Vamos mostrar que « é também solugao de S.

Se S foi obtido ao aplicarmos a operacao elementar (I), entao é imediato que a também
é solucao de S, uma vez que as equagoes foram apenas permutadas.

Se S; foi obtido ao aplicarmos a operacao elementar (/1), com L; — kL; onde k # 0,
como « ¢é solucao de S; temos que

a110q + a0 + -+ - + A1pQy = b1

S kCLﬂOél + kaiQOZQ + -+ kamozn = ]{Ibz

{ G101 + Qoo + -+ - + GOy = bm
Como as equacgoes Ly, ..., L;_1, L1, ..., L, de S eS] saoiguais, a é solucao destas equacoes
e, k # 0, temos
kajon + kagpag + -+ + kagon, = kb;
= k(a“al + a0 + -+ am&n) = k’bl

k0
= a;101 + a0 + -+ G0, = bz

e assim a também é solucao da equagao L; de S. Logo « é solucao de S.

Se S; foi obtido ao aplicarmos a operagao elementar (/1[), com L, — L; + kL; onde
k#0e j+#1i, como « ésolugao de Sy e as equagoes Ly, ..., L; 1, Liy1,..., L, de S e S; sao
iguais, a é solucao destas equacgoes. Além disso, « satisfaz a equacao L; de Sy, logo

(an + kaji)oq + (a2 + kajo)as + - - + (@i + kaj,) o, = b; + kb;.
Assim
ain0q + Qg + - - - + @i, + k(ajioq + ajoas + -+ -+ ajpon, = b + kb;.
Como « é solucao de Lj, temos aji0q + ajoqs + - - - + ajnq, = bj. Entao
a; 0 + g0 + -+ - 4 aipo, + kbj = by + kb,

e assim
a;1001 -+ Qo009 + 4 Ain Oy = bZ

Com isso, o também ¢é solugao da equacao L; de S e, portanto, a é solugao de S.

Assim, toda solugao de S7 é também solucao de S. Agora, como a operacao inversa de
uma operacao elementar é também uma operacao elementar, segue que as solucoes de S e
S1 sao exatamente as mesmas.

[ ]
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1.4 A Forma Escalonada de um Sistema Linear 1 PRELIMINARES

Exemplo 1.11. Considere o sequinte sistema linear sobre R

r -y +z +t =1
20 +y +2z -2t =0

S 3 =y +z —t =1
3x +3z —t =1
Temos
x -y +z +t =1 r —y +z +t =1
S NL2—>L2—2L1 3y _4t = _2 NL3~>L373L1 3y _4t = _2
v —y 4z -t =1 La—L4—31 2y —2z —4t = -2
3z +3z -t =1 3y -4t = -2
r —y +z +t =1 r —y +z +t =1
L3—>%L3 Sy _4t = _2 Lo<sLs Yy —Z —2t = —1
Ly—Ls—Lo Y —z =2t = -1 3y —4t = -2
0 =0 0 =0
T —t =0 x —t =0
Li—Li+L y —z =2 =-1 o1, y —z —gt = 1—1
L3—L3—3L _ _
3—L3—3L2 32 —|—2t =1 z —th =3
0 =0 0 =0
T —t =0
4 2
NLQ*)L2+L3 y _gt -3
2, _ 1
0 =0

Com isso, vemos que S tem infinitas solucoes e seu conjunto-solucdao € dado por

PV S |teR
3373 37 '

O dltimo sistema acima, que foi obtido a partir de S e que nos deu o conjunto-solucao de
S, é chamado de forma escalonada de S, como veremos a sequir.

1.4 A Forma Escalonada de um Sistema Linear

Definicao 1.12. Um sistema linear S esta na forma escalonada quando
i) o primeiro coeficiente nao nulo de cada equagdo nao nula € igual a 1;

i) se uma equagao possui o primeiro coeficiente nao nulo na incégnita x;, entao em todas
as outras equagoes os coeficientes de x; sao iguais a zero;

ii1) se as equagoes Ly, ..., L, sio as equagdes ndo nulas de S e se o primeiro coeficiente
nao nulo da equagao L; ocorre na incognita xy,, entao ky < kg < -+ < k,.
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1.4 A Forma Escalonada de um Sistema Linear 1 PRELIMINARES

Exemplo 1.13. Os sitemas lineares

1 =2 x 1
. P : 2 =
Sy To T3 1 e Sy : { ) . 3
r3 = —1

nao estdo na forma escalonada (Por qué? Quais sao as forma escalonadas destes siste-
mas?).

Em S, a equagao L3 possui o primeiro coeficiente nao nulo na incégnita z3, mas r3 na equagao Lo
nao é igual a zero, o que fura o item (ii) da defini¢do. Encontre a forma escalonada:

Em Ss, o item (iii) da definigdo ndo esta satisfeito. Encontre a forma escalonada:

Os sistemas lineares

r1T —X2 =1 T =2

: T3 =4 . To =1
Sg . T, = 9 € S4 : Ty = 5
0 =0 0 =2

estao na forma escalonada (Verifique que os itens i), ii) e iii) da defini¢do estao satisfeitos).

Nota: Todo sistema linear com m equacoes e n incégnitas sobre K, para quaisquer m,n > 0,
¢é equivalente a um tnico sistema linear na forma escalonada.

Apbs o processo de escalonamento de um sitema linear S, ao retirarmos as equacoes do
tipo 0 = 0, chegaremos a um dos seguintes casos:

1°) O sistema escalonado possui uma equacao do tipo 0x; + 0xy + -+ + O0x,, = b, com
b, # 0. Neste caso, S nao possui solugao.

Exemplo: Sobre R,

r +y +z =1 T =2
S T -y —z =2 ~ y +z =-—1
2 +y +z =3 0 =-1

Note que quando aparecem equagoes do tipo 0 = b, com b # 0, no processo de escalo-
namento do sistema, isso significa que o sistema possui equagoes incompativeis entre
si.
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1.5 Sistemas Lineares Homogéneos 1 PRELIMINARES

2°) Nao acontece o 1° caso e o numero de equagoes no sistema escalonado ¢ igual ao niimero
de incognitas. Neste caso o sistema tem solugao tunica.

Exemplo: Sobre R,

r 42y —4z =-—-4 x =2
S y —z =-2 ~ Y =—1

3°) Nao acontece o 1° caso e o numero de equagoes no sistema escalonado é menor do que
o numero de incognitas. Neste caso o sistema tem infinitas solugoes.

Exemplo: Sobre R,

r 2y +z2 =-1 x _gz — _%

S =5y +2z =2 ~
1 2
—2r -9y —z =4 Yy =55 =75

Tomando z como varidvel livre, o conjunto solugao de S ¢ {(:+1z, —2+12,2) | z € R}.

‘ n2 de variaveis livres = n2 de incognitas — n2 de equacoes ‘

Observacao: O processo de escalonamento garante que um sistema escalonado que nao esta
no 1° nao pode ter mais equagoes do que incégnitas (Explique!).

Estudando os casos possiveis para a forma escalonada de um sistema, vemos entao que
um sistema linear qualquer nao tem solugao, tem solugao tinica ou possui infinitas
solugoes.

Exercicio 1.14. Determine para quais valores de a € K o sistema linear

r +2y -3z =4
3r  —y +5z =2
4 +y +(a*—14)z =a+2

i) nao tem solugdo;
ii) tem solu¢ao tnica. Determine a solugao neste caso;

iii) admite infinitas solugoes. Determine o conjunto solug¢ao neste caso.

1.5 Sistemas Lineares Homogéneos

Sistemas homogéneos sao sistemas lineares onde os termos independentes sao todos nulos.

a1 + a1 + -+ apry, = 0
a1 + AooTo + -+ - + aopxy, = 0
A1 %1 + Apale + -+ + ATy = 0
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1.6 Sistemas Lineares e Matrizes 1 PRELIMINARES

Note que um sistema homogéneo sempre possui solucao, a solucao nula x; = 0,20 =
0,...,x, = 0. Entdo S ou possui solugao unica (que é a solucao nula) ou admite infini-
tas solugoes (e portanto tem solugdo diferente de zero). Se apds o escalonamento de

S

e o numero de equagoes é igual ao nimero de incégnitas, entao S tem solucdo tinica (que
é a solugdo nula x; = 0,20 =0,...,2, = 0);

e o numero de equacoes ¢ menor do que o nimero de incognitas, entao S possui infinitas

solugoes (e portanto tem solu¢ao nao nula).

Exercicio 1.15. Seja S um sistema linear homogéneo com m equagoes e n incognitas sobre
K, a=(ag,09,...,ap) € B=(P1,P2,...,0,) solugoes de S e k € K. Defina
a+p:=(1+bBr,as+ Bay .. .yan+ Bn) e ka:=(kay, kas, ... kay).

Mostre que oo+ B e ka sao também solugoes de S (ou seja, soma de solugdes e multiplo
escalar de solugoes sao também solugoes). Isso € verdade se S ndao é homogéneo?

1.6 Sistemas Lineares e Matrizes

Considere um sistema linear

1171 + A0y + - -+ ATy, = by
92171 + AooXoy + - + A, T, = by
Am1T1 + QpaZa + -+ + Qp Xy, = bm
sobre K com m equacoes e n incégnitas xq,xs,...,T,. Podemos reescrever S na forma
matricial
a;i; Qa2 - Qip T by
ag1 QA22 -+  A2p X2 by
Am1 Qm2 - Amn Tp bm
ou, simplesmente,
AX=B,
onde
aix Qa2 -+ Q1p Ty by
Q21 Q22 -+ Q2p T2 by
A= . . , X = . e B=
a a a T b
ml m2 mn mXxn n nx1 m mx1

Chamamos A de matriz dos coeficientes de S, X de matriz das incognitas e B de
matriz dos termos independentes S.

A partir de propriedades da matriz A dos coeficientes de S é possivel estudar o conjunto
solugao de S, como veremos mais adiante. Para tanto, iremos estudar um pouco as matrizes
sobre K e suas propriedades. No decorrer desse estudo de matrizes, faremos inferéncias sobre
as consequéncias para sistemas lineares.
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1.7 Matrizes 1 PRELIMINARES

1.7 Matrizes

Notagao: Representamos por M,,x,(K) o conjunto
Man(K) = {A = (ai,j)mxn ‘ aij € K, VZ,j}

de todas as as matrizes m X n com entradas no corpo K.

Por exemplo, May3(R) é o conjunto de todas as matrizes 2 x 3 com entradas reais. Temos

2 15
AI ( 1 O %)GMZX?)(R).

1.8 Operacoes com matrizes

e Adigao: Dadas A = (a;;), B = (b;j) € Mpyxn(K), a adicdo de A e B ¢é a matriz em

M sen (K) definida por
A —+ B = (Gi]’ + bz])

e Multiplicagao por escalar: Dada A = (a;;) € M,xn(K) e r € K, a multiplicagao de A
pelo escalar r é a matriz em M.,y (K) definida por

rA = (ra;).

Propriedades 1.16. Para quaisquerr,s € K e A, B,C € M,xn(K), temos
Al) A+ B=B+ A4;
A2) A+ (B+C)=(A+B)+C;

A3) A+0 = A, onde 0 = (0),uxn € a matriz nula (i.e. com todas as entradas iguais a
zero);

+ (—A) =0 (matriz nula), onde se A = (a;;) entao —A = (—a;j);

(rs)A = r(sA);

Ad) A
)

M2) (r+s)A=rA+sA;
)
)

=

1

M3) r(A+ B) =rA+rB;
M4) 1A= A (onde 1 € K).

Obs.: As propriedades acima nos dizem que (M, (K),+,-) é um espago vetorial sobre
K, como veremos mais adiante.

Demonstracao. Vamos provar algumas das propriedades e as demais ficam como exercicio.
Sejam A = (a;;), B = (b;;) e C = (¢;;). Entao
Al) A+ B = (ay) + (byy) = (ay + bij) = (bij + aij) = (bij) + (ai;) = B+ A4;
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1.8 Operacoes com matrizes 1 PRELIMINARES

A3) A+ 0= (ay) + (0) = (a;; +0) = (a;;) = A;

M2) (r+s)A = (r+s).(a;y) = (r+s)aij) = (ra;+sa;;) = (ra; )+ (sai;) = r(aij) +s(aij) =
rA+ sA.

e Multiplicacao de matrizes: Sejam A = (a;;)mxn € B = (bji)nx, matrizes sobre K, onde
o numero n de colunas de A é igual ao numero de linhas de B, e m, p sao inteiros positivos
quaisquer. Definimos a multiplicacdo de A por B pela matriz

AB = (Cik:)mxp7

onde ¢;;, é obtido ao multiplicarmos as entradas da linha ¢ de A pelas entradas da coluna k
de B e somarmos, ou seja,

n
Cik = Qb1 + aigbog + - - - 4 Ainbpy = E a;ijbjg.
j=1

Por exemplo, veja a entrada c11:

aijlx a2 -+ Qln b1 bz -+ b1
—_ —= — o1 b b P a11bi1 + ai2b21 + - + a1nbn1
a1 ag2 -+ a2n 21 22 vt 2p
AB = . . . . . =
aml1  Am?2 te amn bn1  bpn2 - bnp mxp

( Yipabipy )
mxXp

Propriedades 1.17. Para quaisquer matrizes A, B e C' sobre K para as quais os produtos
estao definidos, temos

1) (AB)C = A(BC) (a multiplicagao de matrizes € associativa);
2) A(B+C)=AB+ AC (vale a lei disbributiva a esquerda);
3) (A+ B)C = AC + AB (vale a lei disbributiva a direita).

Demonstracao. Pela forma como o produto de matrizes é definido, nao é ébvio que tais
propriedades sdo validas. Vamos demonstrar a propriedade 1), que diz que o produto de
matrizes é associativo (que é a propriedade mais dificil de provar entre as trés enunciadas).

A prova das leis distibutivas ficam como exercicio.

1) Sejam A = (aij)mxns B = (bjk)nxp € C = (Cri)pxq- Entdo

AB = (dik)mxpa onde dzk = Zaijbjk

Jj=1

p
BC = (eji)nxq, onde ej; = ijkckl.

k=1
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1.9 Matrizes inversiveis 1 PRELIMINARES

Assim,

p
(AB)C = (dik)mxp(ckl)pxq = (fil)qua onde f; = Zdikckl

A(BC) = (aij)mxn<€jl>n><q = (gil)qu7 onde gii = Zaijeﬂ‘

Jj=1

Para mostar que (AB)C = A(BC'), temos que mostrar que f; = gy, para todos i,l. De

fato
n
fiu = E digcry = g g aib)crm = E E a;jbjkCri
k=1 j=1 k=1 j=1
n P n
E E aijbjkckl = E Q5 E bgkaz E aijejl) = Gil-
j=1 k=1 j=1 j=1

Observagao 1.18. AB pode ser diferente de BA (mesmo que os dois produtos estejam
definidos).

Exercicios: Para mostrar que uma afirmacao é falsa, basta dar um contra-exemplo,
ou seja, um exemplo mostrando que a afirmacao nao é valida.

1) Mostre que AB = BA nao é verdadeiro (mesmo quando os produtos estao definidos).

2) VouF: (A+ B)*=A*+2AB + B?

1.9 Matrizes inversiveis

Definigao 1.19. A matriz

1 0 - 0
01 - 0
In: . .

nxn

¢ chamada de matriz identidade n x n (de ordem n).

Em particular,

1000
100

10 0100

IQ_(Ol)’]?’_ 8(1)(1) =100 1 0

0001

sao a matrizes identidade de ordens 2, 3 e 4, respectivamente.
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1.9 Matrizes inversiveis 1 PRELIMINARES

I,, tem a seguinte propriedade
I,A=A e BI,=B
sempre que os produtos estao definidos. Em particular, [,A = A = Al,, para toda matriz

Ae M n(K).

Notagao: O conjunto M,,x,(K) das matrizes quadradas n x n sobre K serd denotado
simplesmente por M,,(K).

Definicao 1.20. Dizemos que uma matriz A € M, (K) ¢ inversivel se existe uma matriz
B e M, (K) tal que
AB=1, e BA=I,.

Neste caso, a matriz B € chamada de inversa de A.
Proposicao 1.21. Sobre matrizes inversiveis, valem as sequintes propriedades:

i) Seja A € M,,(R) uma matriz inversivel. Entdo a matriz inversa de A € unica.

Notagao: Quando A € inversivel, denotamos entdo por A~ sua (tinica) inversa. Com
1850,

AAT =1, =ATA
ii) Seja A € M,(R) uma matriz inversivel. Entio A~' também € inversivel e

(At = A

iii) Sejam A, B € M, (R) matrizes inversiveis. Entao AB também ¢ inversivel e

(AB)™' =B7tA™%

Demonstragao. i) Sejam C' e D matrizes inversas de A, ou seja, tais que
AC=1,=CA e AD=1,=DA.

Entao

C = Cl, = C(AD) = (CA)D = I,D = D.

ii) Como AA™! =1, = A7 A, temos que A~1¢é invesivel e sua inversa é A.

iii) Temos (AB)(B™'A™Y) = A(BB™Y)A™' = A[,LA™' = AA ' =I,.
Analogamente, (B~'A™)(AB) = I,,. Portanto AB ¢ inversivel e sua inversa é B~*A~1.
n

Ainda nao sabemos dizer se matrizes A sao ou nao inversiveis e nem determinar a inversa
A~! de matrizes inversiveis. Por isso, um exemplo agora seria bastante artificial. Ao longo
dessa secao resolveremos isso. Entretanto somente com a definicao de uma matriz inversivel,
ja podemos tirar conclusoes interessantes sobre sistemas lineares, como a seguir.
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Observagao 1.22. Seja AX = B um sistema linear de ordem n sobre K, onde

a1; a2 - Aip T by
Q21 Qg2 --°  Q2p X2 by
A= . X = e B=
a a eeoa T b
nl n2 nn nxn n nx1 n nx1

1) Se A € inversivel, entdo o sistema AX = B tem solugao tnica, dada por X = A7'B.
De fato,

AX=B=A'"AX=A"'B=1,X=A"'B=X=A"'B.

2) Se A € inversivel, entao, como o sistema AX = B tem solu¢ao tunica, o sistema escalonado
equivalente tem niumero de equacoes igual ao niumero de incognitas.

a11T1 + 129 + * - + ATy = b1 T =C

a211 + A929T9 + -+ ao2nTy — b2 T2 = C9
S . . ~ 5

Ap1T1 + QX2 + -+ + App Ty = bn Tn = Cp

Note que fazer operagoes elementares em S € o mesmo que fazer tais operacoes elementares
com as linhas da matriz

ap Gz e A | b
a1 Az -+ Q2 | bo _ )

, chamada de matriz ampliada de S.
Qp1 Ap2 -°°  Qpp bn

Assim a matriz ampliada de S € entao equivalente a matriz

10 --- 0]
01 --- 0 Co )

. ) , que € a matriz ampliada de Si.
0 0 - 1]c,

Seque entao que, ao fazermos as operagoes elementares para o escalonamento do sistema
AX = B e observamos o que acontece com a matriz A, obtemos A ~ I,, ou seja, A €
equivalente a matriz identidade I,, (onde por matrizes equivalentes entende-se matrizes que
podem ser obtidas uma da outra aplicando-se operagoes elementares com suas linhas).
Conclusao: Se A € inversivel, entao A ~ I,.

Pergunta: Como saber se uma dada matriz é inversivel? E se for inversivel, como determinar
sua inversa?
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1.9 Matrizes inversiveis 1 PRELIMINARES

1 -1

Exemplo 1.23. A = ( 3 3

) nao € imversivel, pois

[
|
—_

r — 2z =1 T —

1 -1 xr vy _ 10 o Yy — t =0 L3—L3+3L1 Yy — t =0
-3 3 z t 0 1 —3z + 3z =0 LiLat3Lle _

=3y + 3t =1

o O
Il
W

nao tem solucao.

Como vimos no exemplo acima, nem toda matriz é inversivel. E na observacao mais
acima, vimos que se uma matriz A é inversivel, entao A ~ I,,. Vamos estudar melhor esse
fato.

Definicao 1.24. Uma matriz elementar ¢ uma matriz obtida a partir da matriz identidade
ao aplicarmos uma (e somente uma) operagao elementar.

1 00
Exemplo 1.25. I3=| 0 1 0
0 0 1
1 00 1 00
I~k p — L0 k0|, Ig~Bs7ksthlip, — 1 0 1 0
0 01 kE 0 1
FE, e E5 sao matrizes elementares.
1 2 3
Exemplo 1.26. Considere a matriz A= | 2 1 0 |. Temos
0 2 2
1 2 3 Lol 1 2 3 1 2 3
APEB A =02 2| 78 =011 |8 a=l0 1 1
2 10 210 0 -3 —6
1 00
Seja Ey a matriz elementar obtida por Ly <> L3: Ey = | 0 0 1 |. Note que
010
1 00 1 2 3 1 2 3
EFEA=10 01 210 ]=1022]=A4,.
010 0 2 2 210
1 00
Seja Ey a matriz elementar obtida por Ly — %LQ: E,y=120 % 0 |. Note que
0 01
1 00 1 2 3 1 2 3
E2Ai=[0 1 0 022 |=(1011]=A,.
0 0 1 210 2 10
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1 00
Seja E3 a matriz elementar obtida por Ly — L3 — 2Ly: F3 = 0 1 0 |. Note que
-2 01
1 00 1 2 3 1 2 3
E3Ay = 010 01 1 |=(0 1 1 /]=A4;
-2 01 210 0 -3 —6

Com isso, obtemos
Ag - E3E2E1A.

O exemplo acima nos mostra o seguinte resultado.

Teorema 1.27. Se A € uma matriz, o resultado de uma operacdao elementar sobre A €
o mesmo resultado da multiplicacao da matriz elementar E por A, onde E corresponde a
operacao elementar aplicada em A.

Observagao 1.28. Note entdo que A e B sdo matrizes equivalentes se, e somente se,
B=E.Epn_1-- E2E1A7

ou seja, a partir de A fazemos uma sequéncia de operagoes elementares (que € igual a mul-
tiplicar a esquerda pelas matrizes elementares correspondentes) e chegamos em B. FEntdo
A ~ I, implica que

I, =FE,E,_1---EF A,

Assim estamos muito perto de uma matriz (= E,En,_1--- EyFEy) que multiplicada por A
¢ igual a identidade. Mas ainda nao temos a multiplicagao a direita dando a identidade
também.

Corolario 1.29. Toda matriz elementar E € inversivel e sua inversa é a matriz elementar
E~! que corresponde a operacao elementar inversa da operagdo efetuada em E.

k0 0
Por exemplo, sejam E = 0 10 a matriz elementar obtida por Ly — kLq e
0 0 1
% 0 0
E-'=|( 0 1 0 | amatriz elementar obtida pela operacao elementar inversa L, — %Ll.
0 01

Como multiplicar a esquerda por uma matriz elementar é aplicar a operacao elementar
correpondente na matriz, vemos que

E'E=1, ¢ EE'=1I,.

Os resultados e observagoes acima sobre matrizes elementares nos levam ao seguinte
critério para determinar se matrizes sao inversiveis e, em caso afirmativo, encontrar sua
inversa.

Teorema 1.30. Uma matriz A € M,,(K) € inversivel se, e somente se, A ~ I,,. Neste caso,
a mesma sucessio de operagoes elementares que transforma A em I,, transforma I, em A~
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Demonstracao. (=) Ja vimos que se A é inversivel, entdo o sistema linear AX = 0 tem
solucao unica. Assim o sistema linear escalonado equivalente tem nimero de equacoes igual
ao numero de incognitas, de onde segue que A é equivalente a matriz identidade.

(<) Suponha que A ~ I,. Entao
Iy =FEnEp_q1--- E2E1A7

onde Fy, Es, ..., E, sao matrizes elementares. Como cada matriz elementar é inversivel,

obtemos
E,nzljn = E;LlEmEm_l BB A

= Enzl =F,_ 1 EQElA
=B B, =FE, 5 EF A

= BByt BN B, = A

Entao A é um produto de matrizes inversiveis, logo A é inversivel. Além disso, como I,, =
E,E,_1---EyE A e A é inversivel, obtemos

ILAY'=E,E, 1 -FEyEAA™!

A_l = EmEmfl te E2E1[na

de onde vemos que a mesma sucessao de operacoes elementares que transforma A em I,
transforma I,, em A~
n

Exemplo 1.31. 1) Seja
1 2 1
A=10 1 2
11 1

Usando o teorema acima, vamos verificar se A € inversivel e em caso afirmativo determinar
sua 1nversa. Temos pelo teorema que, se A for inversivel, a mesma sucessao de operagoes
elementares nos dard a inversa de A, entao vamos fazer as operacoes elementares simulta-
neamente em A e na matriz identidade I5:

121100 1 21/ 100 12 1)1 0 0
o12(010 |0 12/ 010]|"X"010[10 -1
11 1/001 0 —1 0|—1 01 01201 0
10 1[-10 2\, , (101[-10 2
~phi2e g1 0 10 -1 ) PR [01 0] 10 —1
002 -11 1 00 1/—-3 5 3
100/t -1 2
bl (g1 o 100 -1
0014 g

19 Algebra Linear II - Profa. Aline Pinto



1.9 Matrizes inversiveis 1 PRELIMINARES

1 13
Com isso, como A ~ I,, temos que A € inversivel e que A™! = % (2) —%
41}
2) Seja
1 2 2
A= 01 2
1 3 4

Usando o teorema acima, vamos verificar se B é inversivel e em caso afirmativo determinar
sua inversa.

L3—>L3—L1 L3—>L3—L2
~ ~

1
0
1

W = N
=N DN

1
0
0

o = O
= O O

1 2 1) 1
01 2] 0
01 2]-1

O = O
_ o O

1
0
0

S = DN

11 1
210
0-1

_—_ o
[ =)

Como no processo de escalonamento de B obtemos uma linha toda nula, temos que B o 1,,.
Logo B nao € inversivel.

Com a teoria desenvolvida até aqui podemos reunir os resultados conforme o seguinte
teorema.

Teorema 1.32. Seja A € M, (K). As sequintes afirmagdes sio equivalentes:
(i) A é inversivel;
(i1) O sistema linear homogéneo AX = 0 tem somente a solugdo nula;
(iii) O sistema linear AX = B tem solu¢do unica, para qualquer B € M1 (K);

(iv) A~ I,, ou seja, A € um produto de matrizes elementares.

Observagao. 1) Em um sistema homogéneo AX = 0, se A nao é inversivel, o sistema tem
infinitas solugoes (portamto tem solugao diferente de zero).

2) Em um sistema nao homogéneo AX = B, se A nao é inversivel, ou o sistema nao tem
solugao ou o sistema possui infinitas solugoes. Para saber qual das possibilidades acontece,
temos que escalonar o sistema.

Exemplo 1.33. 1) Considere o sistema linear

r 4+ 2y + z =2
S y + 2z =-1
r + y + 2z =95
A matriz dos coeficientes de S €
1 2 1
A=101 2
111
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Vimos no Exemplo 1.31.1) que A ~ I3, logo € inversivel, e sua inversa € dada por

AT =

|- = N
NI—= O NI
N =

Entao, como A € inversivel, o sistema linear S tem solu¢do unica. Na forma matricial
AX = B, a solucao ¢ dada por

X=A"'B.
Assim )
P\ (3N 2\ (7
y | = 1 0 -1 1 |=| -3
)\ p 1) Us) U
Portanto, S tem solugdo tinica dada por (7,—3,1).

2) Considere o sistema linear sobre R

r + 2y 4+ 2z =2
S y + 2z =-1
r + 3y + 4z =5

A matriz dos coeficientes de S é

1 2
A=1 01
1 3

NN

Vimos no Ezxemplo 1.31.2) que A o I3, logo nao € inversivel. Isso nos diz que S nao
tem solugdo unica. Precisamos ainda saber se S tem entdo infinitas solucoes ou nao possui
solugdo. Para isso, vamos escalonar escalonar S (usando a matriz ampliada de S):

12 2| 2 121 12 1| 2
01 2|—1 =82 o1 2/-1 |28 01 2]-1
13 4| 5 01 2| 3 000]| 4

No processo de escalonamento, obtemos a equacao 0 = 4, o que nos diz que S ndao tem
solucao.

1.10 Determinante

Seja A = (a;;) € M, (K). O determinante de A, denotado por det(A), é um escalar que
associamos a A da seguinte forma:

n=1: A= (a)ix1, det(A) =a

ailr aig
A1 Q22

= Q11022 — Q12021

n=2: A= ( i > det(A) =
a1 Q22
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aip Qa2 a3
n=3: A= 21 22 Q23
az1 aszz as3

det(A) = Q11022033 + Q12023031 + (13021032 — (13023031 — G11G23032 — G12021G33

Que podemos reescrever como

Q21 Q22
a31 a3z

Q22 Qa23
agz2 a33

det(A) = ayy + a3

31 A3z

Com isso, vemos que o determinante de matrizes 3 x 3 pode ser obtido a partir de deter-
minantes de submatrizes 2 x 2 de A. O determinante de uma matriz n x n, para n > 2, é
definido a partir de determinantes de submatrizes (n — 1) x (n — 1) de A, como veremos a
seguir.

Sejam

A;; = submatriz de A onde a linha ¢ e a coluna j foram retiradas

Ay = (—=1)"7 det(4;;), que chamamos de cofator de a;.

Definimos entao, para qualquer n > 2,

det(A) = aﬂA,;l + aiQAZ'Q + -+ amAm = Zn az‘jAz‘j

j=1

onde i é uma linha fixa qualquer de A.

Fato: Pode-se escolher qualquer linha (ou qualquer coluna) para calcular det(A), usando a
expressao acima, que o valor obtido é o mesmo. Esta expressao para o calculo do determi-
nante ¢ chamada de Desenvolvimento de Laplace.

Exemplo 1.34. Seja

2 00 -3
0 —1.0 O
A= 7T 43 5
—6 2 2 4
Aplicando o Desenvolvimento de Laplace pela linha 1, obtemos
-1 0 0 0 -1 0
det(A) =2 (=) 4 3 5|+ (=3) (=D 7 4 3
2 2 4 —6 2 2
3 5 7 3
— 9 (1) (_1\1+1 1) (—1)1+2
=-2(12-10)+3 (14 4+ 18) =92
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Calculando novamente o determinante de A pelo Desenvolvimento de Laplace pela linha 2,
temos que

-3
5| = —(24 — 42 — 54 — 20) = 92
4

det(A) = —1 (—1)*"?

(SN B )
N W O

1.11 Propriedades do Determinante

A seguir veremos uma série de propriedades do determinante de uma matriz e suas justifi-
cativas, utilizando a definicao pelo Desenvolvimento de Laplace.

1) Se todos os elementos de uma linha (ou coluna) de uma matriz A € M, (K) sao nulos,
entao

det(A) = 0.

Prova: Basta aplicar o Desenvolvimento de Laplace pela linha (ou coluna) que é nula.

2) Se B é uma matriz obtida a partir de A € M,,(K) pela multiplicacdo de uma tnica linha
de A por k € K, entao
det(B) = kdet(A).

Prova: Seja A = (a;;) e assuma que B foi obtida de A ao multiplicarmos a linha ¢ de A por
k € K. Entao, calculando o determinante de B pela linha 1,

aix a2 - Qin
B = kajy kagp -+ kagp, )
an1 An2 e Ann

obtemos

det(B) = k:aﬂAil + kaigAig “+ -+ k(lmAm = k(ailAﬂ —|— aiQAZ'Q + s + a,-nAm) = ]{? det(A)

[
2 -1 0 2 -1 0

Exemplo: | -2 4 —6|=2| -1 2 -3
0 5 -3 0 5 =3

Observagao 1.35. A operacao elementar (II) altera o determinante.
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3) Para qualquer matriz A € M,,(K), tem-se

det(kA) = k™ det(A).

Prova: Segue de 2).

[
4) Se B ¢é obtida de A € M,,(K) pela permutagao de duas linhas, entao
det(B) = —det(A).
Prova: Daremos a ideia da prova em aula.
[
Observagao 1.36. A operacao elementar (1) altera o sinal do determinante.
5) Se duas linhas (ou colunas) de A € M,,(K) sdo idénticas, entao
det(A) = 0.
Prova: Segue de 4).
[
6) Seja
ai a2 Qin
Ai—11 Qi—1,2 Ai—1.n
B=| an+ba a2+ b Ain + bin
Q41,1 @41,2 Ai41,n
Gn1 (n2 Qpn,
Entao o determinante de B é dado por
an a2 A1n an a2 A1n
Qi—1,1 Q;—12 Qi—1,n Qi—1,1 Q;—12 Ai—1.n
det(B) = a1 ;2 Qin + b1 biz bin
Qir1,1 Q3412 Qit1,n Qi+1,1 Q412 Qit1,n
Qn1 Qn2 QAnp Qan1 Qn2 Qnp,

Prova: Calculando o determinante de B pela linha 7, obtemos
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det(B)

a11

Qi—1,1
a1

Qi+1,1

Qn1

12
Q;—1,2
a2

Aj+1,2

Ap2

Q1n

Ai—1.n
Ain +
Ait1,n

ann

a1
Qi—1,1
bi1

Qi4+1,1

Gn1

= (an + bi) At + (aio + bio) Nig + - - - + (@in + bin) Ay,
(ainAp + aplip + - -+ ainlin) + (bin A + bialNig + - - - + bin Ay

12
Qi—1,2
bio

Qi41,2

Apn2

A1n
Ai—1.n
bin

Ait1n

a’TLTL

Observacao 1.37. A propriedade acima nos diz que somando elementos b;; em uma linha
1 de A, o determinante da matriz resultante é a soma do determinante de A com o deter-
minante da matriz em que todas as entradas sao igquais as de A exceto as da linha i, onde
aparecem os elementos b;j. Com isso podemos ver que o determinante da soma A + B de
duas matrizes A, B € M,(K) ndo é em geral a soma de det(A) e det(B).

Exercicio: Dé um exemplo em que det(A + B) # det(A) + det(B).

7) A operacao elementar (IIT) nao altera o determinante da matriz.

Prova: Seja A = (a;;) € M,(K) e B a matriz obtida a partir de A ao realizarmos a
operacao elementar L; — L; + kL;, onde j <. Entao

11 12 Q1n
Cle Cljg CLjn
B — . . .
a1 + kaj ai + kajo ain + kaj,
QAi+1,1 Ai+1,2 Ait1n
an1 An2 Ann
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Calculando o determinante de B pela linha i, obtemos

det(B) = (aﬂ + k(lﬂ)Ail + ((11'2 + kan)AZ’Q + -+ (CLz‘n + /{:ajn)Am
= (aﬂAﬂ + aiQAZ'Q + -+ CLmAm) + k:(aleﬂ + k?ajzAig + -+ CljnAm)

11 a12 T Q1n
Q51 Aj2 0 Qjn
= det(A) + k| ° : b 2 det(A) + k-0 = det(A).
aj51 Aj2 0 Qjn
Aiy11 Q412 0 Qitln
an1 aAn2 e Ann

Com relagao as operacoes elementares, vimos nas propriedades acima que

e a operacao elementar (I) troca o sinal do determinante;
e a operacao elementar (II) multiplica o determinante pelo escalar k # 0 da operagao;

e a operacao elementar (IIT) nao altera o determinante.

Com isso obtemos as seguintes informagoes sobre o determinante das matrizes elementares.

(i) Seja E uma matriz elementar. Entao I,, ~ F, ao aplicarmos exatamente uma operagao
elementar na matriz identidade 7,,. Como det(I,,) = 1, obtemos entao

—det(l,) = -1, (op. elementar I)
det(E) =< kdet(l,) =k, (op. elementar IT)
det(l,) = 1, (op. elementar IIT)

Note que entao det(E) # 0.

(ii) Seja agora B € M, (K) e E uma matriz elementar. Como a multiplicagdo EB ¢
equivalente a fazer a operacao elementar de £ em B, obtemos

—det(B) = det(F)det(B), (op. elementar )
det(EB) =< kdet(B) = det(F)det(B), (op. elementar 1)
det(B) = det(F)det(B), (op. elementar I1T)

Assim, se F/ é uma matriz elementar, entao

det(EB) = det(FE) det(B).

Com estas observagoes, podemos provar o seguinte.
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Teorema 1.38. | A € M, (K) ¢ inversivel se, e somente se, det(A) # 0. |

Demonstracao. Se A é inversivel, sabemos que entao A ~ I,, e assim
In = Er e EQElA,

onde E1, F», ..., E, sao matrizes elementares. Calculando o determinante dos dois lados da
igualdade acima e aplicando a observagao (ii), obtemos

1= det(l,) = det(E, - -- EsFy A) 2 det(E,) - - - det(Ey) det (E;) det(A).

Assim,
det(E,) - - - det(FEy) det(Ey) det(A) = 1.

Agora, pela observacdo (i), temos que o determinante de matrizes elementares é sempre
diferente de zero. Entao, ja que o produto acima é igual a 1, segue que det(A) # 0. Com
isso mostramos que, se A ¢é inversivel, entao det(A) # 0.

Suponha agora que A nao é inversivel e seja R a forma escalonada de A. Entao

R: Es"'EQElA,

onde Ey, Fs, ..., E, sao matrizes elementares. Como A nao é inversivel, temos que sua forma
escalonada R possui uma linha toda nula, e assim det(R) = 0. Com isso, obtemos

0 = det(R) = det(E;) - - - det(Ey) det(Ey) det(A).

E como det(E;) # 0, para todo i, segue que det(A) = 0. Com isso mostramos que, se A
nao ¢ inversivel, entdo det(A) = 0. Assim, se det(A) # 0, temos que A é inversivel (ja que
matrizes nao inversiveis tem determinante igual a zero).

]

Teorema 1.39. Para quaisquer matrizes A, B € M, (K),

| det(AB) = det(A) det(B) |

Demonstracdo. A igualdade independe do fato da matriz A ser inversivel ou nao, mas vamos
fazer a prova separando em dois casos.
Se A é inversivel, entao A ~ I, ou, equivalentemente, I,, ~ A. Entao

A= En--- EQEllna
onde Fy, Es, ..., E,, sdo matrizes elementares. Com isso e a observacao (ii) acima, obtemos
det(A) = det(E,,) - - - det(FEy) det(Ey) det(1,) = det(FE,,) - - - det(Ey) det(Ey).

Obtemos também,
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Assim,

det(AB) = det(E,,) - - - det(Esy) det( 1) det(B) = det(A) det(B)

como queriamos demonstrar.
Suponha agora que A nao é inversivel. Entao, pelo teorema anterior, temos det(A) = 0.
Vamos mostrar que det(AB) = 0, dai vale a igualdade det(AB) = 0 = det(A) det(B).
Como A nao é inversivel, a forma escalonada R de A tem uma linha toda nula e R ~ A,
ou seja,

A - ES"'EQElR,

onde Ey, Es, ..., Es sao matrizes elementares e R tem uma linha toda nula. Com isso e a
observagao (ii), obtemos
AB=FE;---EysF\RB

det(AB) = det(Ey) - - - det(Ey) det(E;) det(RB).

Agora, como R tem uma linha toda nula, temos que RB também tem uma linha toda nula.
Portanto det(RB) = 0. Entao, da igualdade acima, obtemos det(AB) = 0, como queriamos.
[ ]

Dos teoremas acima segue a seguinte relagao entre o determinante de uma matriz in-
versivel e o determinante de sua inversa.

Corolario 1.40. Se A € M, (K) ¢é inversivel, entdo

‘ det(A™1) = m ‘

Demonstragao. Como A é inversivel, temos det(A) # 0 e AA™! = I,,. Com isso

1
~ det(A)

AAT = I, = det(AA™Y) = det(1,,) = det(A)det(A™) =1 = det(A™)

Com a teoria desenvolvida até aqui, podemos reunir os resultados conforme o seguinte
teorema.

Teorema 1.41. Seja A € M, (K). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i) A € inversivel;
ii) A~ I,, ou seja, A € um produto de matrizes elementares;
ii1) det(A) # 0,
w) O sistema linear homogéneo AX = 0 tem solugao unica, que é a solugdo nula;

v) O sistema linear AX = B tem solu¢ao unica, para qualquer matriz de termos indepen-
dentes B.
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Exemplo 1.42. Considere o sequinte sistema linear sobre R.

T +4$2 +5ZL’3 =2
411 —|—2ZL‘2 +5ZL’3 = 3
—3x1 +3r9s —z3 =1

Sua matriz A dos coeficientes tem determinante igual a

14 5
det(A)=| 4 2 5 |=29.
-3 3 —1

Como det(A) # 0, o sitema tem solugdo unica. (Encontre!)

Exemplo 1.43. Considere o sistema linear

r +y —az =
S:car +y —z =2—a
r tay —z =

Determine para quais valores de a € R
i) S tem solugao unica;
ii) S nao tem solugdo;
ii1) S tem infinitas solugoes;
i) a matriz dos coeficientes de S é inversivel;

v) a matriz dos coeficientes de S nao é inversivel.

Solugao: A matriz A dos coeficientes tem determinante igual a

1 1 —a
det(A)=|a 1 —1|=-a*>+3a—-2=—(a—1)*a+2).
1 a -1

Sabemos que S tem solugdo unica, se e somente se, a matriz A dos coeficientes de S ¢é

inversivel. E A € inversivel se, e somente se, det(A) # 0. Entao
i) S tem solug¢ao unica para todo a € R, coma # 1 e a # —2.
iv) A € inversivel para todo a € R, coma # 1 e a # —2.

v) A nao € inversivel se a =1 ou a = —2.
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Para a =1, temos

r +y —z =0 r +y —z =0
S:ir 4y —z =1 ~ 0 =1
r +y —z =0 0 =0

Entao S nao tem solugao para a = 1.

Para a = -2, temos
r +y +2z =0 r +y +2z =0 r +y +2z =0
S:¢ 2 +y —z =4 ~ +3y +3z =4 ~ +3y +3z =
r 2y —z =0 -3y -3z =0 0 =4
Entdo S também nao tem solucao para a = —2. Com isso, temos
ii) S nao tem solug¢ao para a =2 ou a = —2.

ii1) Nao hd valor de a € R tal que S tenha infinitas solugdes.

1.12 Regra de Cramer

Usando o determinante de matrizes e suas propriedades, apresentamos nesta secao uma forma
de encontrar a solugao de um sistema linear de ordem n quando este sistema tem solucao
unica, chamada de Regra de Cramer. Sabemos que um sistema linear de ordem n tem
solucao tnica quando sua matriz A dos coeficientes é inversivel, ou equivalentemente, A tem
determinante diferente de zero.

Seja S um sistema linear sobre K de ordem n,

a11T1 + a12x2 + - - + A1 Ty = b1
A2121 + QA22%2 + -+ - + A2y, = bg
. . b
Ap1%1 + ApaTe + -+ - + AppTp = bn
que possui solugao unica a = (ay, @, ..., a,) € K™

Considere agora a matriz obtida a partir da matriz A dos coeficientes de S ao substituir-
mos os elementos da coluna 1 de A pelos termos independentes de S

by aia - ai,
by agn - ag,
bn (277 B Ann

Como « é solugao de S, cada b; pode ser escrito como a;;1 + apqs + -« + Gjpay, =
b;. Substituindo tais igualdades na matriz acima e calculando seu determinante, com as
propriedades dos determinantes da Segao 1.11 (indicadas na igualdades), obtemos
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by a

by ag

bn an2
11001 A12
6) | 21001 G22
Ap1Q1  Ap2
ail  aig
2) Q21 A22

= .

Ap1  Ap2

A1n
Q2n,

ann

Q1n
Q2p,

ann

A1n
A2p

a1101 + @120 + - -+ + Q1,04 Q12
2101 + G0Qg + -+ - + Q2,0 Q22
an10 + Ap20i2 + -+ ApnOp  Ap2
a120y Q12 a1n A1n 0y
Q2209 Q22 A2n A2n,Clp,
+ -+
Ap2Qio  Ap2 Ann ApnOip,
Q12 A12 A1n Q1n
Q22 A22 Aon A2n,
“+ + -t ay
An2  Ap2 Ann Ann

D ) det(A) +as- 04+ a0

Assim, obtemos a igualdade

Como det(A) # 0, segue que

by ags A1n
by ag A2n
, = a - det(A).

bn an2 Ann

b ais Q1n

by ag Q2n,

bn an2 Ann

] =
det(A)

A1n
Q2n,

ann

a12
a22

(p2

12
22

A1n
Aon

Q1n
Q2p,

Como um raciocinio analogo, substituindo a i-ésima coluna de A pelos termos indepen-
dentes de S, encontramos «;. Assim

b ais Q1n ain b1 ais Q1n
by ag Q2n, as by ass Q2n,
bn An2 Ann an1 bn an3 Ann
o] = Qg =
det(A) ’ det(A) ’
ajp a2 a1,n—1 by
Q21 Q22 a2,n—1 by
Gp1  An2 Apn—1 bn
oy =
’ det(A)
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Exemplo 1.44. Considere o sequinte sistema linear sobre R (Veja Exemplo 1.42).

r1 +4x9 +dbrs =2
41’1 +2$2 +5.Z'3 =3
—31’1 +3$2 — X3 = 1

Sua matriz A dos coeficientes tem determinante igual a

1 4 5)
det(A)=| 4 2 5|=29
-3 3 -1
Entdo S tem solugao unica. Pela Regra de Cramer, a solugao de S €
2 4 5 1 2 5
3 2 5 4 3 5
1 3 —1 12 -3 1 -1 20
T T T g T 29 ~ 29
1 4 2
4 2 3
-3 31 23
T T

1.13 Matriz Adjunta

Nesta secao apresentamos uma maneira diferente de se obter a matriz inversa de uma matriz
inversivel A, através da matriz adjunta de A. Computacionalmente, encontrar a inversa
fazendo operacoes elementares é bem mais eficiente do que através da matriz adjunta. Mas,
além de o desenvolvimento dessa secao ser uma aplicacao interessante das propriedades do
determinante, a matriz adjunta terd papel importante em demostragoes de resultados que
desenvolveremos mais adiante.

Seja A = (a;;) € M, (K). Lembre que cofator da entrada a;; é

Ajj = (=1)"" det(A;;),

onde A;; é a submatriz de A obtida quando retiramos a linha 7 e a coluna j.
Encontrando A;; para todo ¢ e j, podemos formar uma outra matriz

z = (Aij)nxm
chamada de matriz dos cofatores de A.
210
Exemplo 1.45. Seja A= | —3 1 4 |. Entao
1 6 5
1 4
== (— 1+1 — — = —
A =(—1) 65' 5—24 19
Calculando todos os A;;, vemos que
—-19 19 -19
A= -5 10 -11
4 -8 5
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Lembre que, se B = (b;)mxn ¢ uma matriz, a transposta de B é definida por B' = (bji)nxm
(o que é linha vira coluna e o que é coluna vira linha). Com isso, podemos definir a matriz
adjunta.

Definigao 1.46. Dada uma matriz A € M, (K), a matriz adjunta de A é a transposta
da matriz dos cofatores de A:

| Adj(A) =A"

Exemplo 1.47. Voltando no exemplo anterior, a matriz adjunta de A é

19 -5 4
Adj(A)=[ 19 10 -8
~19 —-11 5

Sobre a matriz adjunta, temos a seguinte propriedade.

Teorema 1.48. Para A € M, (K), temos

A Adj(A) = det(A) - I,,. |

Demonstragdo. Como Adj(A) = (A;;)', temos

a1; apz -+ Aip Ay Ay oo Ay

A~Adj(A): Q21 Qg2 -+  Q2n ' AN PIVAY SR RA WP

Anp1 Ap2 - Ann Aln AQTL Ann
Entao
onde

c11 = a1 + a9 + - - - a1 Ay, = det(A)

11 Ai2 - Qin
@11 Q12 - Qip
c12 = a11Q91 + 12099 + -+ - a1, Ny, = ) . . =0
anp1 Ap2 - Ann
11 Q12 s Q1n
Qg—1,1 QAg—12 - Ag—1 .
’ ’ " det(A) |, sei=k;
Cik = @it Qg1 + aplpa + - @il = | an Qg Qip | = 0 se ik
, .
ag+1,1 Ag41,2 - Ag41n
Qan1 An2 e QAnn
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Entao
det(A) 0 e 0
0 det(A) --- 0
A-Adj(A) = : : : = det(A) - I,.
0 0 <o det(A)
[
Corolario 1.49. Se A € M, (K) € inversivel, entao
A= L agja),
det(A)
Demonstracao. Com A é inversivel, temos det(A) # 0. Entao
A-Adj(A) =det(A) - 1,
= A1 A Adj(A) = A7 (det(A) - 1)
= Adj(A) = det(A4) - A
1
A= — . Adj(A).
~ der(a) AdA)
[
210
Exemplo 1.50. Considere a matrizA= | —3 1 4 | do Exemplo 1.45. Entao sua matriz
1 6 5
dos cofatores é
—-19 19 -19
A= -5 10 -11
4 -8 5
e sua matriz adjunta é
-19 -5 4
Adj(A) = 19 10 -8
-19 -11 )
Além disso, calculando o determinante de A, obtemos det(A) = —19. Entdo
1 5 _4
1 1 -19 -5 4 19 19
= = 19 10 8 |=| -1 —1% 5
det(A)  (—19) 19 —11 5 . un o_s
19 19
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2 Espacos Vetoriais

Definicao 2.1. Seja K um corpo. Um espago vetorial V sobre K é um conjunto nao
vazio V, cujos elementos sao chamados (abstratamente) de vetores, com duas operagoes

(A) a adi¢ao de vetores, que a cada par de vetores u,v € V' associa um vetor u+v € V,
de maneira que
(A1) u+v=v+u, para todos u,v € V;
(A2) (u+v)+w=u+ (v+w), para todos u,v,w € V;

(A3) existe um vetor em V', denotado por 0 e chamado de vetor nulo, tal que v+0 = v,
para todo v € V;

(A4) para todo vetor v € V, existe um vetor —v € V tal que a soma v + (—v) =0, o

vetor nulo;

(M) a multiplica¢ao por escalar, que a cada escalar k € K e cada v € V' associa um vetor
kv €V, de maneira que

(M1) l.v =w, para todo v € V;

(M2) (k1k2)v = kyi(kqv), para todos ki, ko € K ev € V;
(M3) k(u+wv) = ku+ kv, para todos k € K eu,v e V;
(M4)

M4) (k1 + k2)v = kv + kov, para todos ki, ko € K ev € V.

Exemplo 2.2. Para cada inteiro n > 1,
K" :={(x1,29,...,2,) | ;; € K, i =1,2,...,n},

o conjunto de todas a n-uplas com coordenadas em K, com adi¢cao e multiplicacdo por escalar
definidas por, para cada w = (x1,To, ..., Tn), v = (Y1,Y2, ..., Yn) € K" ek € K,

utv:= (1 +y, T2+ Yo, .., Ty +Yn) € ku:= (kxy, ko, ... kz,),

¢ um espaco vetorial sobre K, simplesmente chamado de o espago vetorial K".

O vetor nulo € a n-upla 0 = (0,0,...,0), com todas as n coordenadas nulas e, dado v =
(Y1,Y2, -, Yn) € K™, 0 vetor —v € K™ € dado por —v = (=41, —Y2, ..., —Yn). Fica como
exercicio verificar que as propriedades (A1)-(A4) e (M1)-(M}) sao satisfeitas.

Observacoes:
i) Quando n =1, temos K um espago vetorial sobre ele mesmo, onde a adi¢ao de vetores é
a adicao em K e a multiplicagao por escalar é a multiplicacao em K.

ii) C™ é um espago vetorial sobre C, o espago vetorial C";
R™ € um espaco vetorial sobre R, o espaco vetorial R".
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Exemplo 2.3. A matrizes M, «xn(K), com a adi¢io de matrizes e multiplicag¢ao por escalar
definidas na Subse¢ao 1.8 sdao espacos vetoriais sobre K. Vimos nas Propriedades 1.16 que

(A1)-(A4) e (M1)-(M4) sao satisfeitas.
Exemplo 2.4. O conjunto dos niumeros complexos
C={x+wy|x,yeR}
com a adi¢ao de numeros complexos: se u = x1 + Y11 € v = Ty + Yot
u+v=(r1+22) + (Y1 +y2)i ;
e a multiplicagao por escalar: seu=x+yi er € R,
ru = rr + ryt,
¢ um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 2.5. R ¢ um espaco vetorial sobre Q, onde para todos v,y € R er € Q, a adi¢do
x4y € a adicao usual em R e a multiplicagao por escalar rx é a multiplicagao usual em R.

Exemplo 2.6. Seja X um conjunto nao-vazio arbitrdrio e
FXEK)={f|f:X— K}
o conjunto de todas as fungoes de X no corpo K. Defina as sequintes operagoes em F(X, K):
(A) para f,g € F(X,K), defina f+ g por
(f +9)(x) = f(x) + g(x), para todo x € X;
(M) para f € F(X,K) ek € K, defina kf por

(kf)(x) =kf(z), paratodo x € X.

F (X, K) com tais operagaos é um espago vetorial sobre K, chamado de espago de fungédes.
O vetor nulo € a fungdo constante igual a zero e, dada f € F(X,K), a fungio —f ¢é tal que

(=) () == —f(2), Vo € X.
Exemplo 2.7. Considere o intervalo fechado [a,b] C R.

C([a,b],R) ={f :[a,b] = R | f € continua},

com as operacoes definidas no Fxemplo 2.6 acima, é um espaco vetorial sobre R. De fato,
se [ e g sao continuas er € R, entao f + g e rf também sao continuas; o vetor nulo é a
fung¢do constante igual a zero, que € continua; e (Al)-(A4) e (M1)-(M4) sao satisfeitas.
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Exemplo 2.8. Considere o conjunto de todos os polinémios f(t) = ap+ait+agt*+- - -+a,t™,
com coeficientes ag, ay, ..., G, no corpo K e qualquer grau m, que denotamos por P(K):

P(K) := {ag + art + apt®> + - - - + apt™ | ag, a1, ..., 0, € K e m € Z,m > 0}.

Dois tais polinomios f(t) = ag+ art + agt® 4+ - -+ + amt™ e g(t) = by + byt + bat? + - - - + b, t"
sao iguais quando a; = b;,¥i. Quando todos os coeficientes de um polindmio f(t) sdo iguais
a zero, o chamamos polinomio nulo. Assim, a igualdade ag + art + ast> + -+ + apt™ = 0
vale se, e somente se, ag = a; = as = -+ = a,, = 0.

Dados f(t) = ap + art + agt? + -+ + amt™, g(t) = by + byt + 20> + - + b t™ € P(K) e
k € K, defina a adi¢ao e multiplicagcao por escalar em P(K) por

F) + g(t) := ag + bo + (ay + by)t + (az 4 b2)t> + - - + (ap + by )™

kf(t) := kao + kait + kagt® + - - + ka,t™.
Por exemplo, se f(t) =1— 2t + 7t> — 5t% e g(t) = —2 + 5t* — 3 + 2t*, entdo

ft) +g(t) = —1 =2t + 126> — 6t3 +2t* e 2f(t) = 2 — 4t + 14¢* — 104>

Entao P(K), com tais operagioes, é um espago vetorial, o espago vetorial dos po-
linémios sobre K. De fato, para quaisquer f(t) = ag + a1t + agt> + -+ + a,t™, g(t) =
bo + b1t + 20t* + -+ + bpt™, h(t) =co+ et + ot +- - +eptm €P(K) er,s €K

(A1) f(t) 4+ g(t) = ao + bo + (a1 + b))t + (az + ba)t* + - -+ + (am + bp)t™ = bo + ag + (b1 +
ap)t + (by + ax)t? + -+ + (b + a)t™ = g(t) + f(t), logo vale (A1);

(A2) (f(t) +g(t)) + h(t) = [ao + bo + (a1 + b1)t + (ag + b2)t* + - 4 (am + by )t™] + h(t) =
[(ao+Do) +co] 4 [(ar +b1) +cr]t +[(ag +bo) +colt? +- - -+ [(m + b)) + e ]t™ = [ao+(bo +
?0” " [Cf U%“l”” (a2 + (ba + ) [+ -+ [am + (b + 0] = (1) + [g() + (1),
0go vale ;

(A3) o wvetor nulo € o polinémio nulo, pois f(t)+0 = f(t), para todo f(t) € P(K), logo vale
(A3);

(Ad) —f(t) = —ag—art —agt? — - - — a,t™, pois —f(t) € P(K) e f(t)+ (—f(t)) =0 € igual
ao polinomio nulo, logo vale (A4);
(M1) L.f(t) = f(t);

(M2) (rs)f(t) = (rs)ao + (rs)at + (rs)a2t2 + -+ (18)ant™ = r(sag + sait + saogt? + -+ - +
samt™) = 1(sf (1)), logo vale (M2);

(M3) r(f(t) + g(t)) = r(ao + bo + (a1 + b)t + (a2 + b2)t* + - - + (am + b )t™) = rao + rbo +
(ra; + rby)t + (rag + rbo)t* + - -+ + (ram + oy, ) t™ = rf(t) + rg(t), logo vale (M3);

(M4) (r+8)f(t) = (r+s)ap + (r + s)art + (r + s)agt? + -+ + (r + s)ant™ = rag + sag +
rait + sait + rast® + sast? + - - - + ra,t™ + sant™ = rag + rait +rast® + - - - +ra,, t™ +
sag + sayt + sagt® + -+ + sa,t" = rf(t) + sf(t), logo vale (M4).
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Exemplo 2.9.
C" ={(ur,ug,...,up) |u; €C, i=1,2,...,n}
¢ um espago vetorial sobre R, onde, se u = (uy,us, ..., uy,),v = (v1,v9,...,0,) € C" ¢
reR,
u~4v:=(u + v, U+ Vo, .. Uy F V) € TU= (TUL, TUL, .. TUR).

Este espaco vetorial real € bem diferente do espaco vetorial C", definido no Exemplo 2.2.

2.1 Subespacgos

Nesta secao vamos estudar subconjuntos especiais dos espacos vetoriais, subconjuntos que
sao também espacgos vetoriais por si so.

Definicao 2.10. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subespaco de V é um
subconjunto W C V' que é também um espaco vetorial sobre K com as operacoes de adi¢ao
de vetores e multiplicacao por escalar definidas em V.

Na defini¢ao, ao dizer que W é também um espaco vetorial sobre K com as operacoes
de adicao de vetores e multiplicagdo por escalar definidas em V', estd subentendido que a
adicao de vetores pertencentes ao subconjunto W e a multiplicacao de um vetor em W por
um escalar permanecem no subconjunto W, além de W ser nao-vazio. De fato, para garantir
que W C V é um subspacgo de V', basta que isso aconteca.

Proposicao 2.11. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K e W C V. Entio W €
subespaco de V' se, e somente se, W ¢é nao-vazio e, Vwi,wy € W ek € K,

w1+w2€W e kw1€W,
ou seja, W € nao vazio e fechado para soma e para multiplicacao por escalar de V.

Demonstracao. Se W é subespaco de V', entao W é um espaco vetorial, logo W # (). Além
disso, se wy,wy € W e k € K, temos wy +wy € W e kw, € W.

Reciprocamente, sendo W fechado para adicao de vetores e para a multiplicacao por
escalar de V', (A1)-(A4) e (M1)-(M4) valem. De fato, (A1), (A2) e (M1)-(M4) valem pois
valem para todos os vetores de V', logo valem em particular para vetores de W. Além disso,
como W é nao-vazio e como ao multiplicarmos um vetor de W por escalares continuamos
com vetores em W, tomando w € W qualquer, obtemos que .u =0€ We —-1l.u=—-uec W,
ou seja, o vetor nulo pertende a W e —w € W, para qualquer vetor w € W. Assim (A3) e
(A4) também sao satisfeitas.

[ |

Notacao: Escrevemos W < V para indicar que W é subespaco de V.

Exemplo 2.12. Como espacos vetoriais sobre Q, temos

Q < QW2 < R < C.
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Exemplo 2.13. Seja V' um espago vetorial sobre K. Entao {0} e V' sao subespagos de V,
chamados de subespacos triviais.

Exemplo 2.14. C([a,b],R) < F([a,b],R)

Exemplo 2.15. Considere o espago vetorial P(K) dos polinémios sobre K e, para m > 0
fixo, seja
Po(K) :={ag + art + agt* + - - + apt™ | ag,ay,...,a, € K}

o subconjunto dos polinomios de grau no mdximo m.

Por exemplo, P3(R) := {ag + a1t + ast® + azt® | ag,a1,a2,a3 € R} € o conjunto dos
polinomios de grau < 3.

Para cada m, temos que Pp,(K) é um subespago do espago vetorial P(K). De fato, quando
somamos polinomios de grau no mdximo m, a soma € um polinomio de grau no maximo m;
e ao multiplicarmos um polinomio de grau no mdzrimo m por um escalar qualquer, obtemos
um polinémio de grau no maximo n. Assim, P,,(K) é o espaco vetorial dos polinémios
de grau < m sobre K.

Exemplo 2.16. Vamos verificar se

a) U={(x,y,2,t) e RY | 20 —y + 32+ 2t = 1}

b) W={(z,y,2,t) e R* | —x+3y+2z—5t=0}
sdo subespacos de R,

a) Um subespago de um espago vetorial contém o vetor nulo. O wvetor nulo 0 = (0,0,0,0)
de R* ndo pertende a U, pois ndao satisfaz a equacdo 2o —y + 3z + 2t = 1. Entdo U ndo é
subespaco de R*.

b) W contém o vetor nulo. Vamos verificar se W é fechado para soma de vetores e para a
multiplica¢ao por escalar. Temos que um vetor u = (x,y, z,t) € W se, e somente se, satisfaz
—x+ 3y + 2z — 5t =0. Sejam uy = (x1,y1, 21, t1), U = (T2, Y2, 20,t2) € W er € R. Entao
—x1 4+ 3y1 + 221 — 5t1 =0 e —x9 + 3ys + 229 — bty = 0. Com isso, temos que

uy +ug = (21 + T2, Y1 + Yo, 21 + 29,01 +t2) e ruy = (ry, vY1, 21, )

satisfazem
— (@1 + 22) +3(y1 +y2) +2(21 + 22) = 5(t1 + t2) =
—x1 + 3y1 + 221 — 5ty + (=22 + 3y2 + 222 — 5iy) =
0+0=0
e

—ray + 3ry; + 2rz; — 5rty = r(—z1 + 3y; + 221 — 5t1) =r.0 =0,
logo w1 +us € W e ru; € W. Portanto W ¢é subespaco de R*.
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Exemplo 2.17. Seja S um sistema linear homogéneo sobre K em n incognitas. Entdo o
conjunto-solugao de S, que € formado por todas as n-uplas que satisfazem as equagoes de S,
¢ um subconjunto de K™. Mais ainda, como a soma de solucoes e a multiplicacao por escalar
sao também solugoes de S (confira Ezercicio 1.15), temos que o conjunto-solug¢ao de S é um
subespaco de K". Assim, o conjunto-solucao de um sistema linear homogéneo é
um espaco vetorial.

Note que no Exemplo 2.16 acima, W = {(z,y,2,t) € R | —2+3y+22—-5t=0} € o
conunjo-solugdo da equagdo homogénea —x + 3y + 2z — 5t = 0, logo um subespaco de R*.

Exemplo 2.18. O conjunto da matrizes n x n sobre K simétricas, dado por
W={AeM,K)| A=A}
e o conjunto das matrizes n X n sobre K antissimétricas, dado por
U={Aec M,(K)| A"=—-A}
sao subespagos de M, (K). De fato, para quaisquer matrizes A, B € M, (K) ek € K,
(A+B)!=A"+B" e (kA =FkA"

Entao, se A e B sao simétricas e k € K, temos que (A+ B)! = A+ B" = A+ B e
(kA) = kA" = kKA. Logo A+ B e kA também sao simétricas.

E se A e B sao antissimétricas e k € K, temos que (A+B)' = A'+B' = —A—B = —(A+B)
e (kA)! = kA' = k(—A) = —(kA). Logo A+ B e kA também sdio antissimétricas.

Exemplo 2.19. No espago M,,(C) de matrizes n X n complezxas, considere o subconjunto
das matrizes chamadas hermitianas (ou auto-adjuntas) dado por

U={A=(a;) € M,(C) | a;; =ay},

onde a;; € o conjugado complexo de aj;.

Note que, as entradas a; da diagonal principal de wma matriz hermitiana A = (a;;) sdo reais,
pois a condi¢cao a; = a; implica que a; € R. Entdo U ndo € fechado para a multiplicacao
por escalares complezos, logo U nao € subespaco do espago vetorial M,,(C) sobre C.

Mas considerando o espaco vetorial M,,(C) sobre R, com a adigdo de matrizes usual e

a multiplicacao por escalar restrita a escalares reais, temos que o conjunto das matrizes
complexas hermitianas é um subespago de M,,(C) sobre R.

Exemplo 2.20. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K e U e W subespacos de V.
Entao a intersecao
UnNnW:={veV]jvelUeveW}

dos subespacos U e W ¢ também um subespaco de V. De fato,

e como U e W sao subespagos, temos que o vetor nulo 0 e U e 0 € W, logo 0 € UNW
e assim U NW € nao vazio;
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e sejam vi,vo € UNW e k € K. Entao vi,vo € U e, com U ¢é subespaco, obtemos
v1+vy €U e kv, € U. Analogamente, vy +v9 € W e kvy € W. Logo vi +v, € UNW
ekvyeUNW.

Agora observe que a uniao de subespacos pode nao ser um subespaco. Por exemplo, em
R?, considerando duas retas distintas que passam pela origem (retas passando pela origem
sao subespagos), a unido é o desenho em formato de X, o conjunto formado pelas duas
retas. Fsta uniao nao € um subespaco, ao tomarmos um vetor em cada reta o vetor soma
nao pertence a nenhuma das retas, logo nao estd na uniao. Na verdade vale o sequinte

Exercicio: Sejam U e W subespagos de um espago vetorial V. Entao U U W ¢é subespago
de V se, e somente se, U CW ou W C U.

Embora UUW ndo seja subespacgo, podemos definir o sequinte subespaco de V' que contém
a unido, que chamamos de subespago soma e €, de fato, o subespago gerado pela unido (vamos
entender melhor isso mais adiante):

U+W:={ut+w|uelUeweW},

ou seja, o conjunto de todos os vetores soma u+ w, comu € U ew € W. Note que U + W
contém tanto U quanto W, poisu =u+0€U+W ew=0+w € U+ W, para todo uw € U
e para todo w € W. Além disso, o vetor nulo 0 =0+0¢€ U + W.

Agora vamos mostrar que U + W € subespaco de V' : sejam vy = uy +wy € Vg = us + wy,
comuy,ups € U ew,we € W ek € K. Entao

vl+v2:u1+w1+u2+w2:(u1+u2)+(w1+w2)€U+W

kv, = kuy + kw, e U +W.

Logo U + W € ndo vazio e é fechado para soma e para a multiplicagao por escalar, portanto
¢ subespaco de V.

Exemplo 2.21. O Ezemplo 2.20 acima nos permite uma construgao interessante. Considere
um espago vetorial nao nulo V e vy € V., com vy # 0. Entao o conjunto

{kv, | k € K}

de todos os maultiplos escalares de vy é um subespaco de V: de fato, a soma de multiplos
escalares de vy € também wm maltiplo escalar de vy, pois kv + lvy = (k + l)vy, e ao multi-
plicarmos um maltiplo escalar de vy por qualquer escalar continuamos com um maultiplo de
vy, pois l(kvy) = (lk)vy. Vamos denotar esse subespago por

[v1] == {kv, | k € K}

e dizemos que [v1] € o subespago de V gerado por v;.

{r(=1,3,2) | r € R} gerada pelo vetor (—1,3,2).
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Agora considere um outro vetor vy € V. Da mesma forma, temos o subespago [ve] =
{lvg | 1 € K} gerado por vy. Entao a soma dos subespacos [v1] e [ve] € também um subespago
de V

[v1] + [vo] ={u+w | u € [v] e w € o]} = {kvy + lvs | k,l € K},

e ele é formado por todas as combinagoes lineares kv, + lvy de v1 e vo. Mudamos entao

a notag&o e escrevemos
[/Ul,UQ} = {kUl + lUQ | ]{?,l c K}

Por exemplo, em R3, o subespago gerado por v; = (—1,3,2) e vy = (1,0,1) € formado
por todas as combinacoes lineares destes vetores

[(—1,3,2),(1,0,1)] = {r(—1,3,2) + s(1,0,1) | r,s € R},

que € o plano gerado por eles.

Tomando um outro vetor vy e somando o subespago [vs] gerado por vz com o subespago
[v1, 3] gerado por vy e vy, obtemos o subespago

[v1, V9, 03] := {kvy + lvg + 103 | K, I,r € K}

gerado por vy, vy e v3, que € formado por todas as combinacoes lineares dos trés vetores. E
assim por diante.

Em geral, dados vy, v, ..., v, vetores de'V , dizemos que um vetor w € V é combinagcao
linear dos vetores vy, vs,...,v, quando existem escalares ki, ko, ..., k, € K tais que

w = kv + kovg + - - - + kv,
E o conjunto formado por todas as combinacgoes lineares de vy, vs, ..., v,, denotado por
[’Ul,Ug,...,’Un] = {]{711)1 +I€QU2+ —I—knvn | ]{31,]{?2...7l€n - K}7

¢ um subespago de V', o subespago gerado por vi,vs, ..., v,. De fato, [vy,vs, ..., v,] pode
ser interpretado pela soma dos n subespacos [v;], i = 1,2,...,n, e portanto é subespaco, ou
pode-se provar diretamente pela defini¢ao. Prove!

2.2 Combinagoes Lineares e Conjuntos Geradores

Definicao 2.22. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K.
i) Um vetor v € V é uma combinagao linear dos vetores vy, vs,...,v, € V quando

existem escalares ki, ko, ..., k, € K tais que

v = ]Cﬂ)l + kQUQ +-F /{van = Zkﬂ]z
i=1

ii) Seja B um subconjunto de V. Dizemos que B é um conjunto de geradores de V,
ou que gera V', quando todo vetor de V' pode ser escrito como uma combinacao linear
de um numero finito de vetores de B.
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Em particular, se B = {vy,vs,...,v,} CV é um conjunto finito, B gera o subespaco
[’01,1}2,...,?)”] = {k?l’Ul —f-k’gvg—f—"'—l—k}nvn | k’l,kig...,k?n - K},
construido no Exemplo 2.21.

Observagao 2.23. 1) Por convengao, dizemos que o conjunto vazio gera o espago vetorial
nulo {0}.

2) Todo espago vetorial possui um conjunto de geradores, basta tomar B como sendo o
préprio espaco.

3) Se B gera V, entao todo subconjunto contendo B também gera V.

Exemplo 2.24. V = R?

AV
B = {(1,0)7 (0, 1)} gera Rz, pOiS para l}(oﬁ) Ao — 1
todo v = (z,y) € R* podemos escrever (0,1)/ ;
S N

U p— QZ’(L O) _l_ y(O, 1). (|'°) )((A[a_)

Exemplo 2.25. V = R3

B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} gera R3, pois para todo v = (z,y, z) € R® podemos escrever
v=2x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1).

B = {(]woa 1)7 (17 1a0>7 (17 1, 1)7 (_17()’ 0)7 (_17 _170)} gera R*. De f(ltO, Vo = (avba C) S RS:
(CL, b7 C) = l‘(luov ]-) + y(17 170) + Z(]_, L, 1) + t(_17070) + T(_]-) _170)

r+y+tz—t—r=a

&S y+z —r =10 tem solugao
T +z =c
E
r+ty+z—t—r=a r+y+tz—t—r=a
SNL3—>L3—L1 y+2 —r=0 ~L3—Ls+Lo y+Z —r=0
—y titdtr=c—a z+t =c—a+b

que tem solucdo (infinitas solugdes), para quaisquer a,b,c € R.
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Exemplo 2.26. V = P(K), o espago dos polinomios sobre K
B={1,z,2%....2", ...} gera P(K), pois dado f(x) = ag+ a1 + asx® + - -+ + ap,x™, com
a; € K en € N, podemos escrever

fx)=ap-14+a - v+ay -2+ +an-z™,

uma combinacao linear de um nimero finito de elementos de B.
B={21+z,1+a%.. . 142" ..} gera P(K). De fato, dado f(z) = ag + ayx + apx® +
-+ a, ™, coma; € K en €N, temos que
ap + a1 + asx? + - - + @™ =0y 2+ bi(1+2) +bo(1+2%) + - +bp(l+2™)
= (200 + by + by + -+ bp) + b1x + box® + - -+ + b z™

(20 +by 4by -+ by =ag
by =
& S by = as
\ by, = am
e o sistema linear S obtido tem solugdo (inica), para quaisquer ag,ai,as, ..., a, € K.

Exemplo 2.27. a) V = C? (espago vetorial sobre C)
B ={(1,0),(0,1)} gera C?. De fato, ¥(z1, 29) € C?,
(z1,29) = 21(1,0) + 22(0, 1).
b) V = C? como espago vetorial sobre R

B ={(1,0),(4,0),(0,1),(0,4)} gera C? sobre R. De fato, Vz; = ai + byi, 2z = ag + bot,
onde ay,as, by, by € R,

(21, 22) = a1(1,0) + b1 (i, 0) + as(0, 1) + by(0, 1).

Exemplo 2.28. V = Q[v2] = {a +bv2 | a,b € Q}
Q[v/2] € espaco vetorial sobre Q;

B={1,v2} gera Q[V2.

Exemplo 2.29. V = M, (K)

= {(3 D)8 B2 8 (4 1)) st e
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Exemplo 2.30. Seja V' um espago vetorial sobre K e
U:=[uy,ug,...,uy] e Wi=|wy,ws,... wl,
u;, wj € K, subespagos de V. Entao
U+ W = [ug,ug,y ...y Upy, Wi, Wa, ..., W]

(Prove!) Em geral, se B gera um subespaco U e B’ gera um subespago W, entao BUB' gera
U+W.

Exemplo 2.31. Vamos determinar conjuntos de geradores para os espacos vetoriais abaizo:
a) Uy ={(z,y) eR? | x =2y}

Primeiro, temos que Uy € um espago vetorial. Para mostrar isso, mostre que Uy é um
subespaco de R?, logo é um espaco vetorial. Geometricamente, note que Uy € uma reta
passando pela origem.

Agora vamos ao conjunto de geradores de Uy. Temos que

Ur={(z,y) eR* |2 =2y} ={(2y,9) | y R} = {y(2,1) | y e R} =[(2, 1)},
entdao Uy € gerado pelo vetor (2,1) (€ a reta gerada pelo vetor (2,1)).
b) Uy={(z,y,2) € R | z +y— 22 =0}

Primeiro, verifique que Uy € um subespaco de R3, logo é um espaco vetorial.

Agora vamos ao conjunto de geradores. Temos

Uy ={(z,y,2) €eR® | x+y—22=0}
={(z,y,2) eR3 | . =22 — gy}
={(22—y,9,2) | y,z € R}
={2(2,0,1) +y(—1,1,0) | y,z € R}
=1(2,0,1),(=1,1,0)]

entao Us é gerado pelos vetores (2,0,1) e (—=1,1,0) (€ o plano gerado por estes dois
vetores).

c) ng{(g 8) |a,b€R}

Verifique que Us € um subespago do espago vetorial das matrizes 2 x 2 Mo(R), e assim
é um espago vetorial.
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Agora vamos encontrar um conjunto de geradores. Temos

Uy :{(8 8) \a,beR}
{a((l) 8)”(8 é) \a,beR}
e

d) W={(z,y,2,t) eR |z +y+t=0,220—y+z2z=0e3x+2z+t=0}

W € um espaco vetorial, pois é subespaco de R*, uma vez que é o conjunto-solucdio do
sistema linear homogéneo

T +y +t =0
S:q 22 —y +z =0
3x +z 4+t =0

Agora vamos encontrar um conjunto de geradores para W. Para isso, vamos usar que
W € exatamente o conjunto solugao do sistema linear homogéneo S. FEntao vamos
encontrar o conjunto solug¢ao de S:

T +y +t =0 r  +y +t =0
S:{ 20 —y +z =0 ~popro -3y +z -2t =0
3x +z +t =0 -3y +z =2t =0
r +y +t =0
Famla=la 3y +z -2t =0
Tomando y e t como varidveis livres, obtemos z = 3y + 2t e x = —y — t. Assim,

Descrevendo W dessa maneira, encontramos um conjunto de geradores:

= {y(—l, 1,3,0) +t(—1,0,2, 1) | y,t € ]R}
= [(—1, 1,3,0),(-1,0,2, 1)]
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2.3 Dependéncia e Independéncia Linear

Vamos voltar no Exemplo 2.25. Ao mostrarmos que
B = {(17 07 1)7 (17 17 0)7 (17 17 1>7 (_17 07 0)7 (_17 _17 O)}

gera R3, vimos que podemos escrever um vetor v = (a,b,c) € R3 como combinagao linear
dos vetores de B,

(a,b,c) =2(1,0,1) + y(1,1,0) + 2(1,1,1) + ¢t(—1,0,0) + r(—1,—1,0),

de infinitas maneiras, uma vez que o sistema linear resultante da combinacao linear tem
infinitas solucoes. Isso significa que o conjunto B’ contém vetores que ja sao gerados pelos
outros vetores do préprio conjunto B’, que podem ser retirados de B sem que se altere o
espago gerado.

Em geral, seja V' um espaco vetorial sobre K, B um conjunto de geradores de V ev € V.
E suponha que existam duas combinacoes lineares distintas para v,

V= a1V + QU + -+ F AUy, = b1U1 4 bova 4 - -+ by Upy,

com a;,b; € K ev; € B. i =1,2,...,m, ou seja, a; # b; para algum 7. Sem perda de
generalidade, suponha que a; # b;. Entao

A — b2 A — bm
101 + aUs + + - -+ AUy, = b1V +bova + - -+ by, = v = Vgt ot ————Up
ap — b a; — b
de onde vemos que v; é combinagao linear de vs,...,v,,. Com isso, podemos reescrever v
como combinagdo linear de vy, ..., v,,e obtemos que B\ {v;} gera V.

O fato de um vetor do conjunto de geradores ja ser gerado por outros vetores do conjunto
¢ também caracterizado da seguinte maneira.

Proposicao 2.32. Seja V' um espaco vetorial sobre K e vy, vq,...,v, € V. As sequintes
afirmacgoes sao equivalentes:

a) Para algum i, v; € combinagdo linear de vy,vs, ..., V;_1,Vit1,...,Vn, OU S€EjA,

(% S ['Ul,'UQ, .. 7’UZ'717'U’L'+17 .o 7Un]~

b) Eziste uma combinag¢ao linear nao trivial de vy, vy, ..., v, dando o vetor nulo, ou seja,
existem escalares ki, ko, ..., k, € K nao todos nulos tais que

kivy 4 kovg + + -+ + kyvn, = 0 (vetor nulo).

Demonstracdao. Se v; é combinacao linear de vy, va, ..., v;_1,Vi11,...,Uy, temos
Vi = 0101 + 0+ Qi—1Vi—1 + Gip1Vig1 + 0 ApUp,
com a; € K. Assim, obtemos que

—a1v) — - — Ai—1Vim1 + LU — Qi1 Vip — o — Aty = 0
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é uma combinagao linear dos vetores vy, vy, ..., v,, com escalares nao todos nulos, dando o
vetor nulo.

Reciprocamente, se existem escalares nao todos nulos kq, ks, ..., k, € K tais que kv, +
kovg + - -+ + kv, = 0, como ky, ko, ..., k, nao sao todos nulos, temos algum k; # 0. Assim,
da combinacao linear kyvy + kovg + - - - + kyv, = 0, obtemos

kq ki kit kn
V= ——U] —+— — V] — —— Vi ] —— —Up.
ki ki 0 kT ki
[
Definicao 2.33. Seja V' um espaco vetorial sobre K e B C V.
i) B ¢ dito linearmente dependente (ou L.D.) quando existem vetores distintos
V1, V2, ...,0, € B e escalares ki, ko, ..., k, nao todos nulos tais que kivi + kovg + -+ +

kyv, = 0.

ii) B € dito linearmente independente (ou L.I.) quando nao é L.D., ou seja, kivy +
kovo + -+ kv, =0, comv; € B e k; € K, so € possivel com ki =ky=--- =k, =0.

Da equivaléncia descrita na Proposicao 2.32, obtemos que B é L.D. quando um de seus
vetores é combinacao linear de outros vetores em B e um tal vetor pode ser retirado do
conjunto de geradores sem alterar o espaco gerado. E B é L.I. quando isso nao acontece, ou
seja, nenhum vetor de B é combinacao linear de outros vetores em B e a retirada de vetores
de B altera o espaco gerado.

Observagao 2.34. 1) Por convengao, o conjunto vazio é L.I.
2) Todo conjunto que contém o vetor nulo é L.D.

3) Note que a Defini¢ao 2.33 depende do corpo K fixado.

Por exemplo,
{(1,0),(i,0),(0,1), (0,4)} C C*

é L.D. sobre C, pois (i,0) = i(1,0). Mas é L.I. sobre R, pois
a(1,0) + b(z,0) + ¢(0,1) + d(0,4) = (0,0), com a,b,c,d € R
Sa+bi=0 e c+di=0, coma,bc,deR
& a=b=c=d=0.

4) Todo espago vetorial V' nao nulo possui um conjunto L.I. Basta tomar um vetor nao
nulo v € V, assim {v} é L.L

5) Todo subconjunto de um conjunto L.I. é L.I.

6) Todo conjunto que contém um subconjunto L.D é também L.D.
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Exemplo 2.35. (i) No espago vetorial R?, os vetores v = (a,b) sio comumente represen-
tados no plano-ry pelo segmento orientado com ponto inicial na origem 0 = (0,0) e ponto
final (a,b). Com isso, a adi¢do de vetores e a multiplicagdo por escalar tém interpretagoes
geométricas:

N
G>1)
(o( %< \) v
N
s
/7
tv
('{7 <~o>
(a) Multiplicacao por escalar (b) Adigao de vetores: Regra do paralelo-

gramo

Se v =(0,0), entao {v} é L.D., pois r(0,0) = (0,0), Vr € R,r # 0.

Se v = (z,y) # (0,0), entao {v} € L.I, pois

rv:0<:>r(m,y):(0,0)<:>{ ;5:8 200 _ o,

8

E [v] € a reta pela origem na dire¢ao de v.

{v1,v2} C R2 € L.D. se, e somente se, v1 = kvy ou vy = kvy, 0 que € equivalente a v,
e vy estarem em uma mesma reta.

E [v1,v3] = [vi], i =1 oui =2, é uma reta pela origem.

{vi,ve} CR? € L.I. se, e somente se, v € vy ndo estdo em uma mesma reta.

Ou ainda, se vi = (a1,b1) e vy = (ag, bs),
{v1,v2} € L.I. < ruv;+ svy =0, somente ser =s=0
< r(ay,by) + s(ag, ba) = (0,0), somente se r = s =0

@7+ azs =0 $0 possui solucao nular =s =10
blT’ + bQS =0 p ¢ T

ap as ;. .
& € inversivel.
by by

Além disso, quando {vi,v2} C R? é L.L, todo vetor v = (a,b) € R? é combinagdo
linear de vy e vy. De fato,

ar +as8 = a

vy 4+ sva =v & r(ar,b) + s(ag, b2) = (a,b) & { bt bys — b
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a; as
Como < b by

Entao existem r,s € R tais que rv, + svy, = v, Yv € R2.

) ¢ inversivel, o sistema tem solugao (inica) para quaisquer a,b € R.
Assim vy, ve] = R

(ii) No espaco vetorial R?, os vetores v = (a,b, c) podem ser representados como segmentos
orientados no espago de coordenadas-ryz com ponto inicial na origem 0 = (0,0,0) e ponto
final (a,b,c). Com isso, em R também temos a regra do paralelogramo para a soma de
vetores. Para obtermos o vetor u+ v, tomamos o plano contendo o dois vetores e aplicamos
a regra do paralelogramo neste plano. E a multiplicacao por escalar mantém o vetor sobre a
reta determinada por ele.

r>L
o<s<di
t<o
x©
(c) Adicao de vetores: Regra do pa- (d) Multiplicagao por escalar

ralelogramo no plano determinado
pelos vetores

Se v=1(0,0,0), entio {v} € L.D.

Se v #(0,0,0), entdo {v} € L.1., pois rv =0 se, e somente se, r = 0.

E [v] € a reta pela origem na direcao de v.

{v1,v9} C R? € L.D. se, e somente se, v; = kvy ou vy = kvy, 0 que € equivalente a v,
e vy estarem em uma mesma reta.

E [v1,v3] = [v], i =1 oui =2, é uma reta pela origem.

{v1,v2} C R3 ¢ L.I. se, e somente se, v; e vy ndo estdo em uma mesma reta.

Neste caso, [v1,vs] = {r1v1 + 190y | 71,72 € R} € 0 plano contendo vy e vy (unicamente
determinado por vy € vs).

{vi,v9,v3} C R3 é L.D. se, e somente se, um dos vetores é combinagao linear dos
outros, o que € equivalente a vy,vy € v3 estarem em um mesmo plano.
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(e) Os trés vetores estdo em (f) Dois vetores estdo sobre (g) Nenhum dos vetores é
uma mesma reta. uma mesma reta e o outro multiplo do outro, mas os trés
Neste caso, dois vetores sao esté fora da reta. Neste caso, estao no mesmo plano. Neste
miultiplos de um dos vetores, um dos vetores é multiplo de caso,
digamos outro, digamos
UV =Tru+ sw
V=Tu e w= Su. v =TU
e com isso obtemos
De v = ru obtemos que Com isso, obtemos
—ru+1lv—sw=0
—ru+1lov4+0w=0 —rau+1lov4+0w=0

o {vy, 09,03} CR3 € L.I se, e somente se, vy, vo € v3 ndo estao em um mesmo plano.

Ou ainda, se v1 = (ay1,b1,¢1), vo = (ag, be, o) € v3 = (as, bs, c3),
{v1,v9,v3} é L.I. & 1v) + svg + tvg =0, somente ser =s=1t=0
a1r 4+ ass +ast =0
= bir + bas + bst =0 s0 possui solucao nular=s=1t=0
cr +cas+cgt =0

ayp az ag
& by by b3 € inversivel.
C1 C2 C3

Além disso, quando {vy,vy,v3} CR3 é L.1, todo vetor v = (a,b,c) € R® é combinagdo
linear de vy, vo e v3. De fato,
ar + ass +ast = a

ruvy + svg +tvs =0 & bir + bas + bt = b
cir +cs+c3t =c

a; Qg asg
Como by by b3 ¢ inversivel, o sistema tem solug¢do (unica) para quaisquer
Ci Co C3

a,b,c € R. Entdo existem r,s,t € R tais que rv; + svy +tvs = v, Yo € R3.

Assim [vy, v, v3] = R3.

Exemplo 2.36. Seja A = (a;;) € M,(K). Os vetores-coluna de A sio os vetores em
K" dados por v; = (a1, a2j, .., an;), j =1,2,...,n. Temos que

A € inversivel &  0s vetores-coluna de A sao L.1.
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De fato, temos que A € inversivel se, e somente se,

11 A2 - Qip T1 0
Q21  A22 -+ Q2p 4] 0
Am1 Am2 - Amn L, 0
tem solucao unica 1 = 19 = --- = x, = 0. Mas a igualdade matricial acima pode ser
reescrita como
.1'1(6611, asyy .- . ,anl) + 1'2(&12, asg, ..., ang) —+ -4 xn(aln, A2py -« - - ,am) = (O, O, e ,O)

Entao A € inversivel se, e somente, se a combinac¢ao linear acima tem solugcao unica xq =
Ty =---=ux, =0, ou seja, se, e somente se, os vetores-coluna de A sao L.I.

Exemplo 2.37. B={2,1+z,1+2% ..., 1+ 2"} C P, (K) é L.L

De fato, temos que
a2+ a;(1+z)+ay(l+2*) +- +a,(1+2") =0

& (2a0+ar+ag+ -+ ay) +aw+agx® + - +a, 2" =0

(

200 +a1 +ay +---+ a, =0
aq =0
& S s =0
\ a, =0
e o sistema linear S obtido tem solugdo (unica) ag = a3 = ag =+-+=a, = 0.

Exemplo 2.38. B = {senz,cosz} C C([0,2n],R) é L.I. no espago vetorial sobre R das
fungoes continuas C([0, 27], R).

De fato, se
rsenx + scosz =0

(igualdade de fungoes, onde aqui o vetor nulo 0 € a fun¢ao identicamente nula), entdo
rsenz + scosx =0, Ve |0,2n].

Para © = 0, obtemos que s = 0. E para x = w/2, obtemos r = 0. Portanto a combina¢ao
linear rsenx + scosx = 0 s6 € possivel comr =s =0 e, assim, B é L.1.
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2.4 Base e Dimensao

Conjuntos geradores de espacos vetoriais que sao linearmente independentes recebem um
nome especial.

Definicao 2.39. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K e B C V', um conjunto de
vetores em V. Dizemos que B € uma base de V quando

i) B geraV; e

ii) B € linearmente independente.

Exemplo 2.40. Seja K um corpo e V.= K™. Considere os vetores ej,es,...,e, € K"
definidos por

er :=(1,0,0,...,0), es:=(0,1,0...,0),..., e, :=(0,...,0,1).

Temos que
C= {61,62,...,€n}

¢ uma base de K" (prove!), chamada de base canénica de K™.

Exemplo 2.41. Voltando ao Exemplo 2.35, temos que qualquer par de vetores vy, v, € R?
linearmente independentes forma uma base {vy,vo} de R%. E qualquer conjunto {vy, ve,v3} C
R3 linearmente independente é uma base de R3.

Mais geralmente, seque do Fxemplo 2.36 que qualquer conjunto com n vetores B =
{v1,v9,...,v,} C K™ (K um corpo qualquer) linearmente independente é uma base de K™.
De fato, tomando v; = (ay;,a2j,...,an5), j = 1,2,...,n, a matriz A = (a;;) € inversivel.
Assim, para qualquer v = (by,bs,...,b,) € K", o sistema linear AX = B tem solugao e,
portanto, v pode ser escrito como combinagao linear de vy, vs, ..., v,. Logo B gera K".

Exemplo 2.42. B={1,z,2%,...,2",...} e B ={2,1+x,1+2% ..., 1+2", ...} sdo bases
de P(K), pois sao L.I. (Exemplo 2.37) e geram P(K) (Exemplo 2.26). Note que B e B’
possuem infinitos elementos. Além disso, observe que P(K) ndo pode ser gerado por um
numero finito de elementos (Por qué? Prove.)

B={l,z,2%,...,2"} e B ={2,1+x, 1+ 22 ...,1+ 2"} sao bases (finitas) de P, (K).
Exemplo 2.43. {(1,0),(0,1)} ¢ uma base de C* sobre C;
{(1,0),(4,0),(0,1),(0,4)} € base de C* sobre R.

Apresentamos a seguir um resultado que é o coracao desta secao. E ele que nos permite
definir a dimensao de um espago vetorial finitamente gerado.
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Teorema 2.44. Seja V' um espago vetorial sobre K gerado por um conjunto finito de vetores
{v1,v9,...,vm}. Entdo todo conjunto linearmente independente de vetores em V € finito e
contém no maximo m elementos.

Demonstracao. Vamos mostrar que se B é um subconjunto de V' com mais do que m vetores,
entao B é L.D. Para isso, basta mostrar que todo subconjunto que tem m + 1 elementos é
L.D. (j& que todo conjunto que contém um subconjunto L.D é também L.D.).

Seja B = {uy,ug, ..., Un, Umy1y C V. Vamos mostrar que B é L.D. De fato, como
vy, Vs, ..., Uy geram V, cada u; € B pode ser escrito como combinagao linear dos v;’s:

U = a11V1 + A19V2 + -+ A1 Um
Ug = A21V1 + A2V + + + + + A2 Um,

m
Ui = a1 + Qg2 + -+ QU = D50 3505, i € K.

Com isso, uma combinagcao linear dos u;’s dando o vetor nulo,

m+1

k1u1 -+ kg’UQ + -+ kmum + km+1um+1 = Z klul = O, com k’l e K
=1

pode ser escrita como

m+1 m+1 m
Zklul:() <~ Zk:iZaijvj:O
i=1 =1 j=1
m+1 m m m+1
= Z Z kiaijvj =0 = Z Z kiaij Vj = 0.
i=1 j=1 j=1 \i=1
Para mostrar que B é L.D. temos que mostrar que existem kq, ko, ..., k1 € K nao todos

. . ~ . 1 . .
nulos satisfazendo a combinacao linear Z:’:{ k;u; = 0. Para isso, vamos mostrar que existem
ki, ko, ..., kny1 € K nao todos nulos tais que

m—+1
Z kia;; = kiay; + kaag; + -+ - + kg1amg1; = 0, paracada j =1,2,...,m.
i=1

De fato, abrindo as somas acima para j = 1,2,...,m, obtemos

aiiky + agky + -+ amgr 1k = 0
0J12]€1 + ngkg + -+ am+1,2km+1 =0

armk1 + agmke + -+ + @t mkmer =0

um sistema linear homogéneo nas m + 1 incégnitas kq, ko, ..., k1, com m equagoes. E
um sistema linear homogéneo com mais incégnitas do que equacoes tem infinitas solucoes,
logo tem solugao nao nula. Entao existem kq, ko, ..., k1 € K nao todos nulos tais que
ZZ’:{I kia;j = kiay;+koagj+- - -+ kpy1ame1,; = 0, paracada j = 1,2,...,m. Com isso, pelas
equivaléncias acima, estes ki, ko, ..., kn11 € K nao todos nulos satisfazem a combinacao
linear

kiuy + kous + - - - + ki + kp1ttmar = 0,
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e portanto B é L.D. |

Definicao 2.45. Um espaco vetorial V' sobre K € dito de dimensao finita quando V
possui uma base finita, ou seja, uma base com um numero finito de vetores.

Corolario 2.46. Se V' é um espago vetorial sobre K de dimensdo finita, entdo quaisquer
duas bases de V' sao finitas e possuem a mesma quantidade de elementos.

Demonstracao. Como V tem dimensao finita, V' possui uma base B com um niimero finito n
de vetores. Entao, pelo Teorema 2.44, qualquer subconjunto de V' com mais do que n vetores
é L.D. Portanto qualquer outra base B’ de V' tem um ntmero finito m < n elementos (ja
que uma base é um subconjunto L.I. de V'). Por outro lado, como B’, por ser base, também
gera V| qualquer conjunto com mais do que m elementos de V' é L..D. Com isso, devemos ter
n < m. Assim m = n, ou seja, B e B’ possuem a mesma quantidade de elementos. [ |

Definicao 2.47. Seja V' um espaco vetorial sobre K de dimensao finita. A dimensao de
V' (sobre K) é definida como o nimero de elementos de uma base de V.

Notagao: dimV ou dimg V' (quando for importante destacar o corpo).

Observagao: dimg{0} = 0, para qualquer corpo K (a base é o conjunto vazio).
Exemplo 2.48. dim K" = n;

Em particular, dimR™ = n, dim C" = n.

dimg C = 2;

dimg C" = 2n;

dim P, (K) =n+1;

dim M, (K) = mn.

Para justificar a dimensao de um dado espaco vetorial, basta exibir uma base do espaco.
Fica como exercicio a justificativa das dimensoes dos espago acima.

Corolario 2.49. Seja V' um espago vetorial sobre K de dimensao finita igual a n. Entao
i) todo suconjunto de vetores de V' que contém mais do que n vetores é L.D.;

ii) nenhum subconjunto de V' com menos do que n vetores gera V

(se gerasse, entdo todo subconjunto com n vetores seria L.D.);
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Ainda nao garantimos que todo espaco vetorial tem base. Vamos fazer aqui a prova de
que todo espaco vetorial finitamente gerado tem base. Espacgos vetoriais que nao podem ser
gerados por um ntumero finito de elementos também sempre possuem base, mas para estes
espacos a demonstracao é diferente e comumentemente usa o Lema de Zorn. Deixo aqui o
convite para pesquisarem a demonstracao do caso geral e o Lema de Zorn.

A proposicao a seguir, que usaremos na prova de que todo espaco vetorial finitamente
gerados tem base, vale para espagos vetoriais em geral. Mas por ela ja conseguimos perceber
que o argumento que vamos usar para espacos vetoriais finitamente gerados nao funciona
para espacos vetoriais nao finitamente gerados.

Proposicao 2.50. Seja V' um espago vetorial sobre K e considere B = {vy,va, ..., 0y} um
subcongunto L.I. de V. Se u ¢ [v1,vs,...,vy], entdo o conjunto {vy,va, ..., vy, u} € L.1..

Demonstracao. Suponha que

U1 + Tovo + - + T Uy + Ti1u =0, com z; € K.

Queremos mostrar que x| = X9 =+ = Tp,yr1 = 0. Se x,,11 # 0, entao
I T2 Tn
U= — vy — Vgt — U,
Tm+1 Tm+1 Tm+1
o que contradiz o fato de u ¢ [vq,vs, ..., vy]. Entdo x,,,1 = 0 e com isso

11 + XoUg + -+ XUy, = 0.

Como B é L.1., segue que z; = x5 = --- = x,,, = 0, como queriamos mostrar.
[ |

Corolario 2.51. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado sobre K. Todo conjunto
linearmente independente de V' pode ser completado para formar uma base de V.

Demonstragcao. Se V é o espago nulo, V' nao possui conjuntos linearmente independentes.
Entao podemos supor que V é nao nulo. Como V ¢ finitamente gerado, pelo Teorema
2.44, um subconjunto L.I. de V é finito e tem um nimero méaximo de elementos. Seja
B = {vi,va,...,v,} C V linearmente independente. Se [vi,vs,...,v,] = V, entdo B é
base. Caso contrério, existe u; € V com wuy ¢ [v1,ve,...,0,]. Pela Proposi¢ao 2.50, By :=
{v1,v9, ..., Um,u1} é L.I. Se By gera V', entao By é base. Caso contrario, podemos acrescentar
us € V tal que By = By U{uy} é L.I. Como V é finitamente gerado, esse processo terminar,
pois para algum [ > 0 o conjunto L.I. B; = {v1,vq,..., 0, U1, Us, ..., u} terd que gerar V
pois a inclusao de outro vetor tornara o conjunto L.D., pelo Teorema 2.44.

[ |

Teorema 2.52. Todo espaco vetorial finitamente gerado tem base.

Demonstracao. Primeiro, o espaco nulo tem base, o conjunto vazio. Podemos, entao, supor
que V' é nao nulo. Tome entdao v; € V, com vy # 0. Entao {v1} é um subconjunto L.I. de V'
e, pelo colorario acima, pode ser completado até formar uma base de V.

[ |

No Exemplo 2.41, vimos que qualquer subconjunto L.I. com n vetores de K™ é uma base
de K. Os resultados desenvolvidos acima nos permitem generalizar este fato para qualquer
espaco vetorial de dimensao n.
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Teorema 2.53. Seja V' um espago vetorial sobre K. Se dimV = n, entao qualquer conjunto
com n vetores L.I. em V' forma uma base de V.

Demonstracao. Primeiro lembre que como dimV = n, V possui uma base com n vetores.
Logo V' é gerado por um conjunto com n vetores e assim, pelo Teorema 2.44, todo conjunto
com mais do que n vetores em V é L.D..

Seja, agora, B um conjunto L.I. em V com n vetores. Para mostrar que B é base falta
garantir que B gera V. Suponha que B nao gera V. Entao existe um vetor em V que
nao é combinacao linear dos vetores de B. Pela Proposicao 2.50, adicionando este vetor ao
conjunto B, obtemos um conjunto com n -+ 1 vetores que é L.I.. Mas isso nao pode acontecer,
pois qualquer conjunto com mais do que n vetores em V é L.D. Logo B gera V.

[ |

Sobre a dimensao de subespacos de espacos vetoriais de dimensao finita temos os seguintes
resultados.

Proposicao 2.54. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita e U um subespago de V.
Entao

i) dimU < dimV;

ii) dimU = dimV se, e somente se, U =V
ii1) se U € subespago proprio de V', ou seja, U <V com U #V, entdo dimU < dimV';
w) dimU =0 < U = {0}.

Demonstracao. Seja n = dim V. Entao existem no maximo n vetores L.I. em V e assim,
como todo vetor de U é um vetor de V, em U também temos no maximo n vetores L.I..
Sendo assim, dimU < n =dim V.

Se dim U = dim V/, entao existem n vetores L.I. em U. Como esses n vetores sao também
vetores de V' e dim V' = n, pelo Teorema 2.53, eles formam uma base de V', logo geram todo
V. Como U é subespaco, combinacgoes lineares de vetores de U continuam em U, logo todo
vetor de V' pertence a U e portanto U = V.

Agora, se U = {0}, lembrando que por convengao U é entao gerado pelo conjunto vazio
(), temos que a base de U é o conjunto vazio, que tem zero vetores e assim dimU = 0.
Reciprocamente, se dim U = 0, o conjunto vazio é sua base e portanto U = {0}.

[ |

Teorema 2.55. Seja V' um espaco vetorial sobre K e U e W subespacos de V. Entao
dim(U 4+ W) =dimU + dim W — dim(U N W).

Demonstracao. Seja B = {v1, v, ..., v} uma base de U NW. Como B é L.I., pelo Corolério
2.51, podemos completar B até uma base de U

Bl — {/UhUQ,...,UT7U1,'U/2,...7US}

e até uma base de W
BQ = {vl,vg,...,vr,wl,wg,...,wt}.
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Vamos mostrar que
/
B = {vi,v9, ..., 00, U1, U, . .. Ug, W1, Wa, ..., Wy}

¢ uma base de U + W. De fato, dadov=u+w € U+ W, com u € U e w € W, podemos
escrever u como combinacao linear dos vetores de B; e w como combinacao dos vetores de

By. Com isso, obtemos que v é uma combinacao linear dos vetores de B’ e, portanto, B’ gera
U+ W. Além disso, B’ é L.I., pois

a1vy + agvp + - -+ + @ v + biug + boug + - - - + byus + cywy + cowa + - - + cuwy = 0,

aiabjacl € Ka

T s t
& Zaivi +ijuj +chwl =0
i=1 j=1 =1
s T t
& ijuj = — Zaivi — chwl.
j=1 i=1 =1

Note a soma do lado esquerdo Zj‘:1 bju; pertence a U e a soma a do lado direito pertence a
W. Entao ambas pertencem a U N We portanto podem ser escritas como combinacao linear
dos vetores de B. Assim, existem escalares ki, ko, ..., k, € K tais que

S r t
Z bju; = — Z a;v; — Z qw; = kv + kovg + - + kv (%)
j=1 i=1 =1

Com isso, obtemos
—kwl — kQ’UQ — e = krvr —+ blul -+ b2u2 + -+ bsus = O,

uma combinacao linear dos vetores de By, logo ky = ko = --- =k, =0e by =by = --- =
bs = 0. E voltando a (*) obtemos

r t
- g a;v; — E quw; =0,
i1 =1

que é uma combinagao linear dos vetores de By, entao a; = ay = ---=a, =0ec; = ¢y =
-+-=¢ = 0. Logo B’ é L.I. e portanto base de U + W. Com isso obtemos a igualdade das
dimensoes do enunciado do teorema.

[

Exemplo 2.56. a) Considere os sequintes subespacos de R*

U={(z,y,2,t) ER* |z +y=0 e z—t=0}

WZ{(x,y,z,t)€R4|x—y—z+t:0}

Vamos determinar dim U, dim W, dim(U N W) e dim(U + W).
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b)

U é dado por

{(z,y,2,t) ER* |z +y=0 e z2—t=0}
{(z,y,2,t) ERY |y=—1 e t =2}
{(z,—x,2,2) | &,z € R}
[(1,—-1,0,0),(0,0,1,1)]

Como os vetores geradores acima sao L.1., obtemos dim U = 2.

W € dado por

W ={(z,y,2,t) eR* |2 —y— 2+t =0}
{(z,y,2,t) eRY [t = —w +y+ 2}
{(z,y,2,—v+y+2) | v,y,2 €R}

(1,0,0,—1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)]

Como os vetores geradores acima sao L.I., obtemos dim W = 3.

Para encontrar dim(U NW) e dim(U + W), basta encontrarmos uma delas e a outra
¢ obtida através do Teorema 2.55.

A dimensao dim(U NW) pode ser obtida diretamente pelo conjunto-solugao do sistema
linear homogéneo formado pelas equacoes de U e W

Tty =0
z—t=0
r—y—2+1t=0

Como as equagoes sao independentes, temos uma varidvel livre e portanto dim(U N
W) =1. Com isso, obtemos que

dim(U + W) = dimU + dim W — dim(U N W) =2+3 — 1 = 4.

Considere os sequintes subespacos de R®

U=1[(1,-1,0,0,3),(1,1,-1,0,0), (—1,3,—1,0, —6)]

W =[(-1,-5,3,0,6),(1,—-1,0,1,2)].

Agora, os espacos U e W sao definidos a partir de seus geradores, ao invés de equagoes.
Entdao para encontrar as dimensoes dimU e dim W precisamos verificar se os gerado-
res dados sao L.I. Sendo L.I, formam uma base. Sendo L.D., precisamos retirar do
conjunto de geradores os vetores que sao combinacoes dos outros. E para encontrar-
mos dim(U N W) e dim(U + W) ? Sabemos que U + W wvai ser gerado pela unido dos
geradores de U com os geradores de W. Mas de novo precisamos extrair uma base do
conjunto de geradores. A sequir apresentamos uma ferramenta bastante til para esta
situacgao.
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Observacao 2.57. Sejam vy,v9,..., 0, € K*, U = |v1,v9,...,0,| € considere a matriz
Y Y ) m 2 Y Y ) m
A€ Myun(K) cujas m linhas sao formadas pelas coordenadas dos vetores vy, vy, ..., Uy (08
) ) )
vetores-linha de A sao vy, vy, ...,vy). E seja R a matriz escalonada equivalente a A,
A ~ R.
Entao os vetores-linha wy,ws, ..., w,, de R sao combinacoes lineares dos vetores-linha de
A, logo sao combinagoes lineares de vi,vy, ..., Uy. Com isso, obtemos [wy,ws, ... wy] <
(U1, V2, ..., U], ou seja, o espago gerado pelos vetores-linha de R é subespago do espago gerado
pelos vetores-linha de A. Reciprocamente, pertindo de R podemos fazer as operacies elemen-
tares inversas até obtermos A. Logo, obtemos também que [vy,va, ..., U] < [wy, wa, ... wy].
Assim
[U17U27 oo 7Um] - [w17w27 S 7wm]7

os vetores-linha de A e os vetores-linha de R geram o mesmo subespaco de K.

Agora, algumas linhas de R pode mser nulas e portanto alguns dos vetores wy, ws, ..., Wy,
podem ser nulos. Sejam {wi,ws, ..., wi}, com k < m, todos os vetores nao nulos. Das
propriedades do escalonamento, os vetores-linha nao nulos de R tém uma posicao igual a 1
e todos os outros tém valor 0 nesta posi¢do. Disso seque que {wy,ws, ..., wi} € L.I. e serd
portanto base de U = [vy, v, ..., V).

Exemplo 2.58. Voltando no item b) do exemplo anterior, temos os subespagos

U=1[(1,-1,0,0,3),(1,1,-1,0,0), (1,3, 1,0, —6)]

W =][(-1,-5,3,0,6),(1,—1,0,1,2)]
de R® e queremos determinar dim U, dim W, dim(U N W) e dim(U + W).

Em U, temos

1 -1 00 3 1 -1 00 3 1 -1 00 3
1 1-10 O}J~10 2 -10-3]~10 2 —-10 =3
-1 3 -1 0 —6 0 2 -1 0 -3 0O 0 00 O

Entao U =[(1,-1,0,0,3),(0,2,-1,0,—3)] e dimU = 2.
Para W, temos dim W = 2, pois os 2 vetores geradores nao sao multiplos um do outro.

Para U + W, temos que U + W ¢é gerado pela uniao dos geradores de U e de W. Entao
U+w=](1,-1,0,0,3),(0,2,—1,0,-3),(—1,-5,3,0,6), (1,—1,0,1,2)]. E temos que

1 -1 00 3 1 -1 00 3 1 -1 00 3
0 2 -1 0 -3 0 2 -1 0 -3 0 2 -1 0 -3
-1 -5 30 6|7 71o-6 30 9710 0 00 0
1 -1 01 2 0 0 01 —1 0 0 01 —1

Entao U + W = [(1,-1,0,0,3),(0,2,—1,0,-3),(0,0,0,1,—1)] e tais vetores sao L.I., logo
dim(U + W) = 3. Com isso, obtemos também que

dm(U N W) = dimU + dim W — dim(U + W) =2+2 -3 = 1.
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2.5 Soma Direta
Definicao 2.59. Seja V' um espacgo vetorial e U e W subespacos de V.

i) Dizemos que a soma U + W € direta quando U NW = {0}.

Neste caso, escrevemos U & W .
i) Quando V =U @& W, dizemos que V € a soma direta de U e V.

Exemplo 2.60. Em V = R?, considere
Ur={(z,y) eR* |y =0} = [(1,0)] e Ur={(z,y) €ER*|z=0}=[(0,1)].
Temos Uy NUs = {(0,0)} e Uy + Uy = [(1,0),(0,1)] = R Entao
R* =U; & Us.

Note que considerando
W ={(z,y) | = =y} =[(1,1)]
Temos W NU; ={(0,0)} e W+ U; =R?, i =1,2. Entdo também

R*=UieW e R*=U,aW.
Exemplo 2.61. Seja V = My(K), onde K é um subcorpo de C. Considere

U={Ae My(K) | A= A"}, o subespago das matrizes simétricas,

W ={Ae My(K)| A= —A"}, o subespago das matrizes antissimétricas.

Temos que
AcUNWe A=A" ¢ A=-A" & A=—-A & A=0.

Entao UNW = {0}. Além disso,

A=A & A:(Z

b ), a,b,c e K.
c
Entao dimU = 3. F

A=A o A:(_g 8),()6[(.

Entdio dim W = 1. Com isso, obtemos
dim(U+ W) =dimU +dimW —dim(UNW) =3+4+1—-0=4,

Logo U +W = Ms(K). Mais ainda, Mo(K)=U & W.

Sobre somas diretas, vamos destacar os seguintes resultados que serao bastante utilizados
na teoria de Operadores Lineares.
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Proposicao 2.62. Seja V um espaco vetorial sobre K e Wi e Wy subespagos de V. Entao
V =W, & Wy se, e somente se, cada v € V pode ser escrito de maneira unica v = wy + wo,
com wy € Wi e wg € W,

Demonstracao. Se V.= W; @ Ws, entao cada v € V pode ser escrito como v = wy + w9, com
wy € Wy e wy € Wy, Suponha que v = w} + wh, com w) € Wi e wh, € Ws. Entao

Wy +wy =wy +wy, = wy —w;=wh—wy € Wi NWs.

Como Wy N Wy = {0}, segue que wy — w) = 0 e wy —wy = 0, ou seja, w; = w) e wy = wy.
Reciprocamente, suponha que para cada v € V' existem unicos wy; € Wi e wy € W5 tais
que v = wy + wy. Entao V = Wi + W, Além disso, se w € W7 N Wy, entao w pode ser
escrito como
w=w+0eW 1 +Wy e w=0+weW; +Ws.

Da hipétese de unicidade da expressao, segue que w = 0. Portanto W, NWy = {0} e, assim,
V=W, o W,.
[ ]

Proposicao 2.63. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e Wi um subespaco de V.
Entao existe Wy <V tal que V- =W, @& Wy, que € chamado de complemento de W, em
V.

Demonstracao. Seja B = {uy,us, ..., u;} uma base de Wi. Se Wi = V| entao Wy = {0}.
Caso contrario, podemos completar B até uma base de V', B = {uy, ug, . .., ug, v1, V2, ..., 0}
Tome Wy = chl, Vg, ... ,vlJ. Entao V = W; + W, pois na base B’ cada v € V pode ser escrito
COmMo v = Y -, a;u; + ijl bjv;, com a;,b; € K, e temos Zle a;u; € Wi e Zé.:l bjv; € Wa.
Além disso, Wi N Wy = {0}, pois

k !
veWinNW, = v:Zaiui e v:ijvj

i=1 j=1
k !

= Zaiui — ijvj = 0.
i=1 j=1

Como B’ é L.I, seque que a; = b; = 0,V%,j. Assim v = 0.

Observacao 2.64. O complemento de um subespaco vetorial nem sempre é unico, veja o
Exemplo 2.60.

A soma direta de dois subespacos pode ser generalizada para a soma direta de varios
subespacos da seguinte maneira. Seja V um espaco vetorial sobre K e Wy, Wy, ..., W,
subespagos de V. Defina

W1+W2+---+Wt:{w1+w2+---+wt|wi€Wi, iZl,Q,...,t}.
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Quando
VVZQ(W1++WZ—I+VVZ—‘,—1++W1§>:{O}’ paratOdO i:1a27"'7ta

entao a soma Wi + Wy + - - -+ W, é chamada soma direta de W7, W,, ..., W, e denotada
por
WieWyd---d W,

Se V = W1dWydb- - -@W,, dizemos que V' é a soma direta dos subespacgos Wy, W, ..., W,.

2.6 Coordenadas de um vetor e Matriz de Mudanca de Base

Considere o espago vetorial R™ e sua base canonica C = {ej, e,...,e,}. Entao, para cada
w = (x1,22,...,2,) € R", temos

W = 161 + Toly + - -+ + Tpey.

Assim, as coordenadas do vetor w € R"™ coincidem com os escalares que aparecem na ex-
pressao de w como combinagao linear dos vetores da base C. Motivados por isso, dada uma
base de um espaco vetorial, iremos chamar os escalares da expressao de um vetor nessa base
de coordenadas desse vetor na base dada. Antes da defini¢do precisa, vamos fazer algumas
consideracoes.

Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K e B = {vy,vs,...,v,} uma base de V.
Entao cada vetor w € V' pode ser escrito como combinacao linear dos vetores da base B, ou
seja, existem escalares ky, ko, ..., k, € K tais que

w = ]{711}1 +k?2’l}2+"'+kn1)n.

Além disso, esta expressao para w é Unica, ou seja, os escalares kq, ks, ..., k, € K sdo unicos
tais que w = kyvy + kovg + - - - + kpv,. De fato, se

w = kivy + kovy + -+ kpv, e w =Ly + vy -+ Loy,

entao
]{?1’01 + /{:202 + -+ knvn = llvl + 1202 +---+ ln’Un
= (lﬁ — ll)vl + (k’z — ZQ)UQ + -+ (kn — ln)’l)n =0.

Como os vetores sao L.I., segue que
k’l—ll:O, ]{72—1220, ey ]{Zn—ln:(),

ou seja,
kv =1, kao=1y, ..., ky =1,

o que prova a afirmacao. Isso nos diz que fixada uma base do espago vetorial, os escalares
de um vetor nesta base sao unicamente determinados. Com isso, temos a seguinte definicao.
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Defini¢ao 2.65. Seja B = {vy,vs,...,v,} uma base de um espago vetorial V sobre K e
w €V tal que w = kyvy+kovo+- - -+ kv, com ky, ko, ... k, € K. Os escalares ki, ks, ..., ky
sao chamados de coordenadas de w na base B, que denotamos por

k1
s = |
b
Note que na definicao acima estamos fixando a ordem dos elementos da base B, que

chamamos de base ordenada. Por simplicidade, iremos nos referir as bases ordenadas
como bases, deixando subentendida a ordenagao.

Exemplo 2.66. Seja V = R? e w = (2,1). As coordenadas de w na base candnica C =
{(1,0),(0, 1)} sdo

(2,1)]c = < ; ) C pois w=(2,1) = 2(1,0) + 1(0, 1),
Agora considere a base B = {(2,—1),(3,4)}. As coordenadas de w na base B sdo:
[(2,1)]5 = ( ‘b‘ ) . onde w=(2,1) =a(2,—1) + b(3,4).
Resolvendo o sistema,

2a + 3b =2
—a+4b=1

(2, D)]s = < ) :

No exemplo acima, como as bases C e B de R? sao distintas, obtemos coordenadas di-
ferentes para um mesmo vetor w. Mas existe uma relacao entre tais coordenadas, como

_ 5 _
obtemos a = 7€ b= i

| Zfen

—

veremos a seguir.

Seja V' um espaco vetorial sobre K e sejam
B={vi,vg,...,0,} e B ={u,ug,...,u,}

bases de V. Entao, dado w € V, existem escalares ki, ko,...,k, € K e ly,ls,.... [, € K
(Unicos) tais que

w= kv +kovg+---+ kv, e w=Ulhu +lhus+--+ Il u,.

Assim
k1 ly
ko ly
[wls=1] . e [wlp =
k, Ly

64 Algebra Linear II - Profa. Aline Pinto



2.6 Coordenadas de um vetor e Matriz de Mudanca de Base 2 ESPACOS VETORIAIS

Podemos relacionar as coordenadas de w na base B com suas coordenadas na base B’ da
seguinte maneira:

Como B = {vy,vs,...,v,} é uma base de V e cada vetor u; da base B’ é um vetor de V,
podemos escrevé-los como combinagao linear dos vetores da base B. Assim,

U] = a11V1 + a91V2 + -+ - + Ay Uy

Ug = Q1201 -+ 22V + -+ Ap2Up,

Uy = A1,V1 + CL2'r;v2 + -t appvy
para certos a;; € K,4,j =1,2,...,n. Como
w = liuy + laug + -+ + LUy,
substituindo as expressoes acima, obtemos

w = ll (CL11U1 + a9 g + -+ + anlvn) + l2<a12vl “+ agUg + - -+ + angvn)—i—
+--+ ln(alnvl + A2nV2 + -+ annvn)

= w = (han + bag + -+ + lai)vr + (L + laage + -+ + lnagn )va+ (2)
4+ 4+ (llanl + lganQ + -+ lnann)vn'

Note que na expressao (2) acima temos w escrito como combinagao linear dos vetores vy,
Vo, ..., v, da base B. Como a expressao de um vetor numa base é tnica e temos também
w = kyvy + kovg + - - - + k, v, segue que

kl = llall + l2a12 + -+ lnaln
kg = l1a21 + l2a22 + -+ ln&gn
kn = llanl + l2an2 +-+ lnann

que na forma matricial é escrita como

Ky 11 a2 - Aip L
ko Q21 Qg2 -+ A2y ly
kn An1 Ap2 - Apn ln
Assim,
11 a2 - Qin
Q21 Q22 -+  Q2n
[w]p = . . - [wlg,
An1 Ap2 - Ann

de onde vemos que as coordenadas [w]g e [w]|p de w nas bases B e B, respectivamente, estao
relacionadas.
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Note que: a matriz acima que relaciona [w]s e [w]g tem suas entradas dadas pelos escalares
das expressoes de (1). Mais precisamente, na coluna 1 da matriz estdo as coordenadas de
uy1 na base B, na coluna 2 estao as coordenadas de us na base B, ..., na coluna n estao as
coordenadas de u, na base B. Denotamos esta matriz por [ I |5 . Com isso,

11 a2 - Qin ’ ’ ’
, Q21 Qg2 -+  Q2n
TE= . . T |= [ui]s [uT]B [uT]B
An1 Ap2 - Ann

e chamamos a matriz | [ ]g’ de matriz de mudanca de base, da base B’ para a base B.
Assim

. !, .
onde a matriz [ I |8 é obtida os escrevermos cada vetor da base B’ na base B.

Perceba que olhando a relacao em destaque acima da direita para a esquerda, ela diz que
pegamos as coordenadas de w na base B’, aplicamos a matriz que muda da base B’ para a
base B e obtemos as coordenadas de w na base B.

Exemplo 2.67. Voltando no Exemplo 2.66, foram consideradas as bases C = {(1,0),(0,1)}
e B={(2,-1),(3,4)} de R? e, para w = (2,1), obtemos

ene=(7) ¢ lea- ( i )

Agora, matriz de mudanca de base de C para B € dada por

| |
[1)5= [(1>|0)]B [(07‘1)]3

Vamos entio encontrar [(1,0)]; e [(0,1)]5. Temos

=l

B 2a+3b=1 4 1
(1,0)—&(2,-1)-'-()(3,4) = {—a+4b:0 = a—ﬁ e b—ﬁ,

4 1 i
‘ d 3 2
B 2c+3d =0 _ 3 _ 2
(0,1) =¢(2,—-1) +d(3,4) < {—c+4d:1 S c=-1 ed—11

= (0,1) = —%(2,—1) + %(3,4) = [(0,1)] = ( _E ) .
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Assim,

El= =2l
|

Sl e

~

| |
[1%5= | (00 0Dl :<

Com isso, para w = (2,1), temos relac¢ao

[(2’ 1)]3 = [ I ](lji’ ’ [(2v 1)]Ca

4 3
m ) (1 "1 2
4 )\ 1 2 ] \1
11 11 11

O exemplo acima foi apenas para ilustrar como se calcula a matriz de mudanga de base
e a equacao de mudanca de base. A seguir, alguns exemplos mais interessantes.

ou seja,

Elen

Exemplo 2.68. Considere o problema de, dado um vetor w € R2, encontrar o vetor w'
obtido aplicarmos uma rotacao de angulo 0 no sentido anti-hordrio no vetor w.

¥

Figura 1: Rotacao anti-hordria de angulo § em R?

O problema pode ser resolvido usando a matriz de mudanga de base da sequinte maneira.

Considere o sistema de coordenadas xy. N ¢
Aplicando uma rotacdo anti-hordria de \\
angulo 6 no sistema de coordenadas xy, obte- \\ .
mos outro sistema de coordenadas x'y’. Com A 9‘ S ///7’0
isso, os vetores da base candnica C = {ey, e} * /
sao levados em vetores ortogonais e unitdrios N 2 . .
u) e uh, respectivamente, sobre os eizos x'y’ - \ !
formando também uma base B' = {u}, uy} de \\
R2.

Agora, escrevendo o vetor w = (a, b) e seu vetor obtido pela rotagio w' = (a’, V'), queremos
saber quem sao as coordenadas a’ el de w', ou seja, queremos saber quais sao as coordenadas
de w' na base candnica, [w'lc.
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2.6
. A
Note que, como estamos rotacionando todo |\\‘}; i'a,
o sistema, as coordenadas de w na base C sao \ w\
/ / \
levadas nas coordenadas de w' na base B', ou \ LM \
] "' — au’ " Assi bl LW 7
seja, w' = auy + buy. Assim Ny
\ |/ N
T
a = -
[w ]B’ = . — ] * x
b - \
\
\
Pela teoria que vimos, as coordenadas [w']c e [w']p estdo relacionadas por
no_ B o1
[wle =1l [w]s,
onde |

. A% u;: uy = (cosf, senf)
KT
l: ej ¢ r,': ub, = (—senf, cos )
} > >
€1 e
Entao
W] = cos 6 ), = —sent
Ule =\ genp ¢ Male =\ cosp )7
logo
|
5 , , [ cos® —senf
[T]e = [U|1]c lzle | = < senf)  cosf )
e portanto a relagao [w')e =11 ]?' [w'|p €

a' '\ _ ([ cosf —senf \ [ a
b )\ senf cosf b )°
Assim, dado um vetor w = (a,b) € R%, o vetor w' obtido aplicarmos uma rotacdo de angulo

0 no sentido anti-hordario no vetor w é

w' = (a-cosf —b-senf,a-senf +b- cosh).
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Exemplo 2.69 (Rotagoes em torno dos eixos em R?). De maneira andloga d que foi feita no
Ezemplo 2.68, dado w € R®, vamos encontrar a rotacdo anti-hordria de angulo 6 em torno
do eixo-z do vetor w.

Seja C = {e1, ez, e3} a base canonica de R3. Aplicando a rotagdo nos vetores da base
canonica, obtemos vetores ui,us, us, respectivamente, que formam uma nova base B =
{u},uh,us} de R3. Tais vetores sao dados por:

cos 6
\
Y= 5 P [uj]le = | send
\j // 0
wo=eph s —genf
3 31 ‘ sen
/// Fa s’ [us]e = cos 0
/ o > N O
e r's
2L
el > / 0
s [usle="1 0
! 1
x R
x

Assim a matriz de mudanga de base da base B' para a base C é dada por

| | ] cosf —senf 0
(118 = [We [Whle [uhle | =] senf cosf 0
| | | 0 0 1

Assim, o vetor w' = (a',V/, ") obtido ao aplicarmos a rotagao no vetor w = (a,b,c), € dado
por

a cosf) —senf 0 a
V | =wle=[IEw)sg=| senfd cos® 0 | -| b
c 0 0 1

Deizamos como exercicio encontrar as matrizes de rotacao anti-hordria de angulo 60 em
torno do eixo-x e em torno do eixo-y.

Vamos agora fazer algumas observacoes tedricas importantes sobre as matrizes de mu-
danca de base.

Observagao 2.70. Sejam B e B’ bases de um espago vetorial V de dimensao n > 0.

i) Se B =B, entao a matriz de mudanca de base é a matriz identidade. De fato, sejam
B =B = {v,vs,...,v,}. Por definicio, para determinar a matriz de mudan¢a de
base [ I |5, escrevemos cada vetor da base B' como combinagio dos vetores da base B.
Fazendo isso, obtemos

vy =1vy+0ve+---+ 0.0,
v =01 +1lvys+---+ 0.0,

v, =0y +0vy3+---4+ 1o,
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Assim
1 0 - 0
o | 010
[I]B: [U]B [UQ]B [UH]B = . . = I
| | | 00
Logo

it) Considere mais uma base B” de V', ou seja, considere trés bases B, B' ¢ B" de V.

\

=S
O —®—@
\‘“/

[r)e

8

Entao, dado w € V', temos as coordenadas de w nestas trés bases:
[wls, [wls e [w]s

Para mudar da base B" para a base B', temos a relacdao

[wls = [ 1 1§ [w]s: (3)

e para mudar da base B’ para a base B, temos a relacdao

Substituindo (3) em (4), obtemos
[wls =115 [wly = [1]5[1]5 ws (5)

Note que a relagao acima (leia da direita para a esquerda) estd mudando as coordenadas

. s
de w na base B" para as coordenadas de w na base B. Sabemos que a matriz [ I |5 ¢

a matriz que faz essa mudanca de base, ou seja,

[ws = [ 15 [w]s. (6)

Assim, das relagoes (5) e (6), obtemos

(L5 =[115-[T]§
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ii1) Das observagdes i) e ii), como um caso particular, seque uma outra propriedade im-
portante. Considerando as bases B e B' de V', por ii) e i) obtemos

! 3

[I]i [I]'e‘
© —® " ©
\/

B
=3 - T
(L5 [1E=[1]5=1
Analogamente,
(IG5 (11§ =115 =1

~ . / .. \ . . ,
Entdo vemos que as matrizes [ 1 15 e [ I |5 multiplicadas a direita e a esquerda dd a
matriz identidade. Isso nos diz que as matrizes sao iversiveis e que SaGo Uma a inversa
da outra. Assim, toda matriz de mudanca de base € inversivel e
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3 TRANSFORMACOES LINEARES

3 'Transformacgoes Lineares

Nesta secao vamos considerar fungoes entre espacos vetoriais, mas nao quaisquer funcoes e
sim fungoes que sejam compativeis com a estrutura algébrica dos espacos.
Para entender a definicao a seguir, considere uma funcao

T:U—>YV

entre dois espagos vetoriais U e V' (sobre R).

W Al

=
I

Entao, dados uy,us € U, temos suas imagens T'(uy) e T'(ug) em V' ji que, como T é uma
fungao, todo elemento de U tem uma imagem em V. Agora, como U é um espago vetorial,
temos o vetor soma u; + uy € U e assim esse vetor também tem sua imagem T'(uy + usg)
em V. Por outro lado, os vetores T'(uy) e T(us) pertencem a V', que também é um espago
vetorial, logo temos o vetor soma T'(u;) + T(uz) € V. Para uma fungdo qualquer, temos
os dois elementos T'(u; + ug) e T(uy) + T(uz) em V. Da mesma maneira em relagdo a
multiplicacao por escalar, ou seja, para r € K, temos os vetores T'(ruy), que é a imagem do
vetor ru; pela fungao T, e temos 77T (u1), que é a multiplicagao do vetor T'(u1) pelo escalar r.
A compatibilidade com a estrutura que mencionamos pede que aconteca a igualdade entre
os vetores T'(uy + ug) e T'(uy) + T'(ug) e a igualdade entre os vetores T'(ruy) e v (uy).

Definicao 3.1. Sejam U e V espacgos vetoriais sobre um corpo K. Uma transformacgao
linear de U em V' ¢ uma aplicagao T : U — V' tal que, para quaisquer ui,us € U ek € K,

i) T(uy +ug) =T (ur) + T(ug);
ii) T(kuy) = kT (uq);
ou, equivamentemente, (juntando os dois itens em um)
T(kuy + ug) = kT (uy) + T'(u2).
Notagao: A imagem de u por T pode ser representada por

T(u) ou, simplesmente, por Tu (quando nao ha ambiguidade).

Exemplo 3.2. Sejam U eV espacos vetoriais sobre K.

A funcao nula T : U — V', onde Tu =0, Yu € U, € transformacao linear:
T(ku; +u) =0 e kTup+Tus=k0+0=0, Vuj,up €U e k€ K;
A fungao identidade I : U — U, onde I(u) = u, Yu € U, € transformacao linear:

I(kU1+UQ):kU1+U2:k}[<U1)+[(U2), ‘v’ul,uQeU e ke K.
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Exemplo 3.3. Seja D : P(R) — P(R), dada pela derivada, ou seja, dado p(t) = ag+ a1t +
ast? + - + a,t™, a fungao D € definida por

D(p(t)) = p'(t) == a1 + 2ast + - - + na,t" .

Temos que D € uma transformagao linear. De fato, sejam p(t),q(t) € P(R) e r € R. Entao

D(p(t) +q(t)) = [p(t) + q(t)] = p'(t) + ¢'(t) = D(p(t)) + D(q(t))
D(rp(t)) = [rp(t)] = rp'(t) = rD(p(t)).

Exemplo 3.4. A aplicacao

T: C(la,b],R) — R
fooe [P f@)de

¢ uma transformacao linear. De fato, para quaisquer f,g € C([a,b],R) e k € K,

T(kftg) = / (hf+g)(x)dr = / k(@) +g(e)]dz = & / f(2)da+ / g(2)dr = KT(f)+T(g).

Exemplo 3.5. Seja A € M, (K), K corpo, e considere

T : MnX1(K) — mel(K)
X o T(X)=AX

Temos que T € uma transformagao linear. De fato, VX1, Xo € M1 (K) e k € K,

T(kX: + X2) = AKX, + Xs) = kAX; + AXy = KT(X1) + T(X2).

Exemplo 3.6. Vamos verificar se as sequintes aplicacoes entre espagos vetoriais sao ou nao
transformacgoes lineares.

a) T:R?> = R? onde T(x,y,2) = (v +y,2x — 2).

Vamos verificar se T é transformagdo linear. Sejam uy = (x1,y1, 21), ug = (T2, Y2, 22) €
R3 er € R. Temos que

T(ruy +ug) =T(rey + o, 1y1 + Y2, 721 + 22)
= ((reg + 2z2) + (ry1 + y2), 2(rzy + 22) — (rz1 + 22))
= (r(z1 +y1) + 22 4+ 92,7221 — 21) + 209 — 2)
=r(x; +y1,2x1 — 21) + (2 + Yo, 222 — 29)
= 1rT(x1,y1,21) + T(22, 12, 22)
=rT(uy) + T(ug)

Entao T € uma transformacao linear.
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3 TRANSFORMACOES LINEARES

b) T :R* — R?, dada por T(z,y) = (x +v,2).

Vamos verificar se T € transformacdo linear. Sejam u; = (a,b),uy = (¢,d) € R
Entao
T(uy+us) =T(a+c,b+d)=(a+c+b+d,2)

T(uy)+T(ug) =T(a,b)+T(c,d) = (a+b,2)+(c+d,2) = (a+b+c+d,4) # T(u+us).

Como T nao € compativel com a adi¢cao de vetores, temos que T nao € uma trans-
formacgao linear.

Observacao: Note que, dada uma transformacao linear T : U — V e u € U qualquer,
temos que 7°(0) = T(0.u) = 0.7(u) = 0, ou seja, T leva o vetor nulo de U no vetor
nulo de V. No exemplo, temos T'(0,0) = (0,2). Essa observacao ja justificaria que T
nao é transformacao linear.

c) T :R? — R?, dada por T(x,y) = (z* + y?, ).

Vamos verificar se T é transformagao linear. Sejam u; = (a,b),us = (c,d) € R? e
r € R. Entao

T(ruy) = T(ra,rb) = ((ra)® + (rb)*,ra) = (r’*a® + r’b* ra) = r(ra* + rb*, a)

rT(uy) = rT(a,b) = r(a® + b, a).

Tomando, por exemplo, r = 3, vemos que T(ruy) # rT(uy). Entdo T nao é uma
transformagao linear.

Observagao: Neste exemplo tem-se 7°(0,0) = (0,0), mas ainda assim 7" nao é trans-
formacgao linear.

Exemplo 3.7 (Transformagoes do plano no plano). A seguir algumas transformagdes line-
ares geométricas de R? em R?.

Expansao ou contracao uniformes: dado k € R, com k > 0, defina

T: R - R2
(z,y) = k(z,y)

Temos que T' € uma transformacao linear, pois, dados vy = (x1,y1),vs = (T9,92) € R?
er € R, temos

T(v1+vs) = T(z14+22, Y1+y2) = k(z14+22, y1+y2) = k(x1, y1)+k(22, y2) = T'(v1)+T(v2)

e T(rvy) =T (rey,ry1) = k(rey, ryn) = rk(xy, y1) = T (vr).
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Quando k > 1, dizemos que T é uma expansao uniforme.

T

N\

wr:(f,a)

V'\r: k(iga\

S
7

Figura 2: (k > 1) Expansao Uniforme

Observe que, neste caso, T pega cada ve-
tor de R? e expande seu comprimento
multiplicando-o por k. Como a trans-
formacao faz essa expansio em todos os ve-
tores de R?, o efeito da transformacado é uma
expansao radial de todo o R?* mantendo a ori-
gem fiza.

A28

Kw

w
kl:/'{

Quando 0 < k < 1, dizemos que T' € uma contracao uniforme.

T

N\

v:(f,a)

kv = k(*4)

S

7

Figura 3: (0 < k < 1) Contragao Uniforme

Observe que, neste caso, T pega cada vetor de
R? e contrai seu comprimento multiplicando-
o por k. Como a transformacao faz essa con-

w
Kw L o
K

tracdo em todos os vetores de R?, o efeito oy -~
da transformacao € uma contracdao radial de
todo o R? mantendo a origem fiza. t
Reflexao em relacao ao eixo-y:
T: R? — RR?
Th)
___._W— v (xay) = <—33',y)
E /’. (Verifique que T' é transformagdo linear.)
-x %

5
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3 TRANSFORMACOES LINEARES

Expansao de um fator k > 1 na direcao z:

T : R2 — R2
ARy (z,y) = (kz,y)

(Verifique que T € transformagao linear.)

Rotacao de angulo 0 no sentido anti-hordrio:
Ry :R* — R?
Ry(+) dada por

S A Ry(z,y) = (x cosf—ysenb, zsenf+y cos )

(Verifique que Ry € transformagao linear.)

Observacao 3.8. Se T': U — V' € uma transformacao linear, entao
1) T(0) =0;
2) T(—u)=—-T(u), Vu e U;
3) seu=73y " ku;, comk;, € K eu; €U, entao T(u) = > ", k;T(u;).
O item 3) da observacao acima, nos diz que se u é combinagao linear de vetores u;, entao

T'(u) fica completamente determinado pelas imagens T'(u;) dos vetores u;. Mais além, temos
o seguinte.

Teorema 3.9. Sejam U e V' espago vetoriais sobre K e {uy,us,...,u,} uma base de U.
Entao, para cada subconjunto {vy,ve,...,v,} C V, existe uma tnica transformagao linear
T:U—V tal que T(u;) =v;, i =1,2,...,n.

Demonstragao. Como {uy,us, ..., u,} é base de U, todo u € U pode ser escrito, de maneira
unica, como u = kyuj + kous + - - - + kyu,, com k; € K. Com isso, defina

T:U—=V por T(u)=kwv+ kovy+ -+ kpop,.
Temos que:
(i) Como os k;’s sdo unicos, T" estd bem definida.

(ii) Como cada u; é escrito como w; = Ouy + Oug + -+ - + lu; + - - - + Ou,, temos que

T(UZ):OU1+OU2++1'U2++0Un:'l}2
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(iii) T é transformacao linear. De fato, dados u = kjuy + kaus + -+ - + kpu, € w = ljug +
bus+ -+ lLu,emUerekK,

ru+w = (rky + l))uy + (rks + lo)ug + - - - + (rk, + lp)uy

T(ru+w) = (rky+hL)vr+ (rke + l)va+ - + (rky, + 1) vy,
= r(kivy + kove + - - - + knvy) + Livg + love + -+ - + Lo,
= 7T (u) + T(w).
(iv) T é tnica tal que T'(u;) = v;. De fato, suponha que S : U — V é uma transformagao

linear tal que S(u;) = v;. Entao, Vu € U, u = kjuy + kous + - - - + kpu,, tem-se

S(U) = S(k‘lul + k‘z’dg + -+ k:nun)
= kv + kovg + - - + kv,
=T(u).

Logo S =T. [ |

Exemplo 3.10. Sabendo que T : R? — R? € uma transformacao linear e que
T(1,2)=(3,-1) e T(0,1)=(-2,1),

vamos encontrar T(x,y), para (z,y) € R? qualquer.
Primeiro observamos que os vetores (1,2) e (0,1) sao L.1. e assim formam uma base de

R2. Entdo cada (z,y) € R? pode ser escrito como combinagao linear deles:

a=2x

a(1,2)+b(0,1)=($ay)<:>{ 2a+b=y =b=y—2a=y—2x

Entao
2(1,2) + (y — 22)(0,1) = (z,y).
Agora, como T € transformacao linear, obtemos
T(e,y) = T(2(1,2)+ (y—22)(0,1))
= 2 T(1,2)+ (y—2x) T(0,1)
= 2z (3,-1)+ (y — 2z) (—2,1)
= (Bx—2y+4x,—z+y—21)
= (Tx —2y,—3z+vy)

Portanto T(x,y) = (Tx — 2y, =3z +y) € a transformacdo linear dada.
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3.1 Nucleo e Imagem

Sejam U e V espacos vetoriais sobre K e T : U — V uma transformacao linear. Entao, via
T, estamos levando o espaco U para um subconjunto do espaco V', que é a imagem de T,
ou seja, o subconjunto de V' dado por

Im(T):={T(u) |lueU}={veV |v="T(u), paraalgum ue U}.

Mas para uma tal transformacao linear geral T': U — V, alguma perda pode acontecer. Por
exemplo, a transfomacao linear do Exemplo 3.6 a), leva um espago vetorial de dimenséao 3
em um espaco de dimensao 2, logo algo se perdeu, digamos assim. Para compreender essa
“perda”, vamos considerar o subconjunto de U, que chamamos de niicleo de T, dado por

Ker(T) :={u e U | T(u) =0 (vetor nulo de V)}.
Exemplo 3.11. Voltando no Exemplo 3.6 a), considere T : R® — R?, onde T(x,y,z) =
(x+y, 2z — 2).
O nicleo de T ¢ dado por
Ker(T) = {(x,y,2) € R® | T(x,y,2) = (0,0)}

= {(z,y,2) e R® | (z +y,2z —2) = (0,0)}

= {(z,y,2) eR® |z +y=0 e 22— 2=0}
Entao KerT' é o conjunto-solucao do sistema linear homogéneo

r+y =0
2x —z=0

Assim Ker(T) = {(z, —z,2z) e R® | z e R} = [(1,-1,2)].
E a imagem de T €
m(T) = {T(z,y.2) |(z,y,2) € R}
= {(z+y,2x—2) | z,y,2 € R}
= {x(1,2) +y(1,0) + 2(0,-1) | z,y,z € R}
= [(1,2),(1,0), (0, =1)].
Assim, ImT = R2.
Exemplo 3.12. Sejam U e V espacgos vetoriais sobre K. O nicleo da transformacdao nula
T:U—V,ondeTu=0,VuelU,é
KaT ={ueU|Tu=0}=U

e sua 1magem €
ImT ={T(u) | we U} = {0}.

O nicleo da transformagao indentidade I : U — U, I(u) = u, Yu € U, € dado por
Kerl ={ueU | I(u) =0} ={ueU|u=0}={0}

e sua imagem €

Im/ ={l(u) |[ueU}={u|uelU}=U.
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Exemplo 3.13. Seja D : P(R) — P(R), dada pela derivada, como no Exemplo 3.3.

O nicleo de D ¢€
KerD = {p(t) € P(R) | D(p(t)) = 0}

={p(t) e P(R) | p'(t) = 0}
= {&Q ‘ ag € R}
e sua imagem €
ImD = {p(t) € P(R) | p(t) = D(q(t)), para algum q(t) € P(R)}
=P(R).

Exemplo 3.14. Seja A € M, xn(K), K corpo, e considere

T : MnX1<K) — MmX1<K)
X = T(X)=AX

como no Exemplo 3.5. O nicleo de T é
KerT = {X | AX =0}

e a imagem de T é
ImT = {AX | X € M,»1(K)}.

Para além de subconjuntos, o nicleo e a imagem sao subespagos, como veremos a seguir.
Proposicao 3.15. Seja T : U — V uma transformagao linear. Entao
i) Ker(T) € um subespaco de U;
ii) Im(T) € um subespaco de V.

Demonstracao. i) Por defini¢ao, Ker(T') := {u € U | T(u) = 0}. Entado um vetor u € U
pertence ao nucleo de T" quando ¢ levado no vetor nulo por 7.

Primeiro, temos que, como T é transformacao linear, T leva o vetor nulo de U no vetor
nulo de V, ou seja, T(0) = 0. Logo 0 € Ker(T).

Agora vamos mostar que Ker(7") é fechado para soma e para a multiplicacao por escalar.
Sejam uy,us € Ker(T') e k € K. Como uy,us € Ker(T), temos que T'(u;) = 0 e T'(uy) = 0.
Com isso,

T(kuy + ug) = kT (uy) + T'(ug) = k.0+0 =0,

logo T'(kuy +us2) = 0 e com isso kuy + ug € Ker(7T'). Portanto Ker(7') é um subespago de U.
ii) Por definigao, Im(7T") = {T'(u) | u € U}. Como temos 0 = T'(0), temos que 0 € Im(7T").
Sejam T'(uy), T(ug) € Im(T') e k € K. Entao
kT(ul) -+ T(u2> = T(ku1 + 'LLQ) € Im(T),

o que mostra que Im(7") é um subespago de V.
[
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Sejam U e V espacos vetoriais sobre K. Lembremos que uma funcao qualquer 7 : U — V
é sobrejetora quando Im(7') = V. E T ¢ injetora quando, dados uy,us € U, com uy # us,
entdo T'(uy) # T'(uz2); ou, equivalentemente, dados uy,us € U, se T'(uy1) = T'(uy) entdo
U = Usz.

Por defini¢ao, a imagem de uma transformacao linear 7' : U — V' ja descreve sua sobre-
jetividade. Agora, em relacao a injetividade, notemos o seguinte. Toda transformacao linear
T :U — V leva vetor nulo em vetor nulo. Com isso, se o nticleo da transformacao contiver
algum vetor nao nulo, entao teremos vetores distintos em U sendo levados no vetor nulo de
V e assim a transformacgao nao sera injetora. De fato, veremos a seguir que o nicleo de uma
transformacao linear caracteriza sua injetividade.

Proposicao 3.16. Seja T : U — V uma transformagao linear.
i) Se V tem dimensao finita, entao T ¢é sobrejetora se, e somente se, dim Im7T = dim V.
ii) T ¢éinjetora se, e somente se, Ker(T) = {0}.

Demonstracao. (i) Por definigao, T' é sobrejetora quando ImT = V| e temos que Im7T =V
se, e somente se, dim Im7 = dim V.

(i) Primeiro suponha que 7' é injetora e vamos mostrar que isso implica que Ker(7") = {0}.
Para isso, seja u € Ker(T') um vetor qualquer no nicleo de 7. Como u € Ker(T'), temos
T'(u) = 0. Mas também 7'(0) = 0, assim 7'(u) = 0 = T(0). Como T ¢ injetora e T'(u) = T'(0),
segue que u = 0. Mostramos entao que se um vetor pertence ao nicleo do 7', ele é nulo,
assim Ker(7) = {0}.

Reciprocamente, suponha que Ker(7') = {0} e vamos mostrar que isso implica que T" é
injetora. Para isso, sejam wui,us € U tais que T(uy) = T(uy). Para que T seja injetora,
devemos mostrar que u; = us. De fato,

T(uy) =T (ug) = T(u1) — T(ug) = 0= T(u; —ug) =0.

Entao, como T'(u; — us) = 0, obtemos u; — uy € Ker(7'). Mas, por hipétese, Ker(T) = {0}.
Logo u; — us = 0 e portanto u; = us. Assim, T’ é injetora.
|

Voltando aos exemplos anteriores:

Exemplo 3.17. T : R?® — R? onde T(x,y,2) = (z + y,2z — 2) nao € injetora, pois
Ker(T) = [(1,-1,2)] # {(0,0,0)}. ET € sobrejetora, pois ImT = R

Exemplo 3.18. A transformac¢ao indentidade I : U — U, 1(u) = u, Yu € U, € injetora e
sobrejetora, pois Kerl = {0} e ImI = U.

Exemplo 3.19. D : P(R) — P(R), dada pela derivada, nao é injetora, pois KerD =
{ag | ap € R} # {0}, e € sobrejetora, pois ImD = P(R). De fato, Vp(t) € P(R), pelo Teorema
Fundamental do Cdlculo, tome q(t)=P(t) tal que P'(t) = p(t); assim p(t) = D(q(t)) € ImD.
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Exemplo 3.20. Seja A € M,,(K), K corpo, e considere T : M x1(K) = Mpx1(K), dada
por T(X) = AX. Temos que

KerT'={X | AX =0} ={0} < A ¢ inversivel.

Entao A € injetora se, e somente se, A € inversivel; e, neste caso, T ¢ sobrejetora, pois,
para toda matriz coluna B, o sistema linear AX = B tem solucao, ou seja, existe X tal que
AX = B, de onde obtemos que B =T (X) € ImT.

Seja T' : U — V uma transformacio linear e B = {uy,us,...,u,} um conjunto de
geradores de U. Entao, Vu € U, existem escalares ky, ks, ..., k, € K tais que u =Y, kju;.
Logo

i=1
de onde vemos que {T'uy,Tus,...,Tu,} gera ImT. Quando B é base de U, obtemos em
particular que {Tuy, Tug, ..., Tu,} gera ImT. Em geral, nao podemos afirmar que T'(B) é

base de ImT', isso depende da injetividade de T'.

Teorema 3.21 (Teorema do Niicleo e da Imagem). Seja T : U — V uma transformagao
linear, onde U eV sao espacos vetoriais sobre K e U ¢ de dimensao finita. Entdo

dim U = dim Ker(T") + dim Im(7").

Demonstracao. Seja {uy, us, ..., u,} uma base de Ker(7"). O nticleo de T estéd contido em U,
entdo os vetores uy,us, ..., u, pertencem a U e, por serem base de Ker(7'), sao L.I. Assim
{uy,ug,...,u,} é um conjunto L.I. contido em U. Podemos entdo completar esse conjunto
até obtermos uma base de U

B = {uy,ug,...,u,wy,ws, ..., ws}.

Com isso,
dimU =r+s, onde r = dimKer(7).

Agora vamos olhar para a imagem de 7', Im(7T") = {T'(u) | u € U}. Seja u € U um vetor
qualquer de U. Entao, com B é base de U, podemos escrever u como combinacao linear

U = a1uq + agug + - -+ + a,u, + bywy + bawg + - - - + byw,
com ay,as,...,dr,b1,bo,...,bs € K. Aplicando T', obtemos

T(u) = T(aruy + agug + - + au, + bywy + byws + - -+ + byw,)
= a1 T(uy) + aT (ug) + -+ + a,T(u,) + b1 T (wy) + b T (ws) + - - - + b T (w)
Como uy, ug, ..., u, € Ker(T), temos que T(uy) =0, T'(uz) =0, ..., T(u,) = 0. Com isso,

obtemos
T(u) =bT(wy) + boT(wa) + - - - + bsT (ws).
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Segue entao que todo vetor T'(u) pode ser escrito como combinagao linear de T'(wy), T'(w,),
..., T(wy), ou seja, o conjunto

{T(wy), T (ws),...,T(ws)}
gera Im(7T"). Vamos mostrar que este conjunto é L.I.:
b1 T (wy) + boT (wy) + -+ + b T(ws) =0

= T(b1w1 + bowo + - -+ + bsws) =0
& bywy + bowy + - - + byws € Ker(T)

Como {uy,us, ..., u,} é uma base de Ker(7'), o vetor acima pode ser escrito como combinagao
linear dos vetores wuy, us, ..., u, ou seja, existem escalares ay, as,...,a, € K tais que

biwy + bowg + -+ - + bsws = ajuy + asug + - - - + a, U,
Com isso, obtemos
—QiUy — AUy — -+ — Uy + bywy + bowy + - - - + byws = 0.
Mas B ¢ L.I. entao tal combinagao linear s6 é possivel com escalares todos nulos. Assim
ap =ay =--=a, =0eb =by=---=0b;, =0. Como entao by = by = --- = by, = 0,
obtemos que {T'(wy), T (ws),...,T(ws)} é L.L

Portanto {T'(wy), T (ws),...,T(ws)} gera Im(T') e é L.I., assim é uma base de Im(7") e
dim Im(7) = s. Com isso, obtemos a relacao desejada

dimU =r + s = dim Ker(T") + dim Im(7").
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3.2 Isomorfismos

Definicao 3.22. Sejam U e V' espacgos vetoriais sobre um corpo K e T : U — V uma
transformacao linear. Se T’ ¢ uma bijecao, ou seja, injetora e sobrejetora, dizemos que T €
um isomorfismo de U em V. E dizemos que U e V sdo espagos vetoriais isomorfos quando
existe um isomorfismo de U em V.

Notagao: U =V

Observagao 3.23. Note que se U tem dimensdo finita e U = V| entdo existe um isomorfimo
T:U—= V. Comisso, ImT =V edimU = dimImT = dimV. Assim, V tem dimensao
finita e dimV = dim U.

Teorema 3.24. Sejam U e V espacos vetoriais sobre K. Se dimU =dimV < oceT : U —
V' € uma transformacao linear, entao sao equivalentes:

i) T ¢ isomorfismo;
i) T € injetora;
iii) T € sobrejetora.

A prova do teorema segue do Teorema do Ntcleo e da Imagem.

Observagao 3.25. Note que a hipdtese de dimensdo finita € necessdaria. Por exemplo, a
transformacao linear D no Eremplo 3.19 € sobrejetora e nao € injetora.

Teorema 3.26. Dois espagos vetoriais sobre um corpo K de mesma dimensao finita sao
1somorfos.

Demonstra¢ao. Suponha que dimU = dimV = n e sejam B = {uj,ug,...,u,} e B =
{v1,v9,...,v,} bases de U e V, respectivamente. Entao, pelo Teorema 3.9, existe uma
unica transformagao linear 7' : U — V tal que T'(w;) = v;, i = 1,2,...,n. Temos que T é
sobrejetora, pois dim Im7T = n = dim V. Logo, pelo Teorema 3.24, T' é isomorfismo.

[ |

Corolario 3.27. Todo espaco vetorial de dimensao finita n sobre K € isomorfo a K™.
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3.3 Matrizes de uma Transformacao Linear
Exemplo 3.28. Considere a transformacao linear T : R® — R? dada por
T(x,y,z) = (4o — 2y + 2,20 + 2,22 — 2y + 32).

Representando o vetor (z,y, z) na base candnica C, temos que T'(x,y, z) pode ser representado
matricialmente por

4 -2 1 T
2 01 y
2 =2 3 z
T
Agora, observe que [(z,y,2)]c = Y sao as coordenadas do vetor (z,y,z) na base
z

canonica. Além disso, as colunas da matriz

4 -2 1
A= 2 0 1
2 =2 3

sao as coordenadas de T(1,0,0), T(0,1,0) e T(0,0,1): de fato,

T(1,0,0) = (4,2,2), T(0,1,0)=(-2,0,-2) e T(0,0,1)=(1,1,3),

assim
4 -2 1
[T(l’ 07 O)]C = 2 ) [T<Ov 17 0)]C = 0 € [T(Ov 07 1)]6' = 1
2 -2 3

Por isso, denotamos a matriz A por

[T]C’

pois ela € obtida ao aplicarmos T nos vetores de C e escrevermos suas imagens na base C.
Essa matriz € entdo chamada de matriz de T na base C.

Exemplo 3.29. Vamos encontrar as matrizes de algumas das transformacaoes lineares geométricas
de R? em R? do Exemplo 3.7 na base canénica C.

1. Expansdo ou contra¢io uniformes: T : R? — R?, dada por T(x,y) = k(z,y), onde
keR, comk>0. A matriz de T em relagao a base canonica é:

T(1,0) = k(1,0) = k(1,0) + 0(0,
T(0,1) = k(0,1) = 0(1,0
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2. Reflexao em relagao ao eizo-y:

Y T :R? - R?
(o,!\:T(o/i) T(LO) = (—1,0) € T(()? 1) = (07 1)
-1 0
¢ — = e =
T(q'o) ("P) x [ ]C ( O 1 )

3. Rotacgao de angulo 6 no sentido anti-hordrio:

YN Ry:R?* - R?
o Ry(1,0) = (cos 6, send
R;mﬁ_ _A(' O R,(1,0) o(1,0) = (cosf, senf)
- Ry(0,1) = (—send, cos )
I\ X
!' A . cosf) —senf
(°) x = [Tle = < senf  cosf )

Exemplo 3.30. Considere a transformacdio linear T : R* — R3 dada pela reflexio em
relagao ao plano x = 0. Temos que

T(1,0,0) = (—1,0,0)

/ 7(0,1,0) = (0,1,0)

(0,2,0) //y\// 7(0,0,1) = (0,0,1)
/ Logo

(1e°) (one) ¥ 100

[T]e = 010

00 1

A representacao matricial de uma transfomacao linear pode ser feita em relacao a bases

quaisquer dos espacos envolvidos na transformacao, como veremos a seguir.
Sejam V' e W espacos vetoriais de dimensao finita e T : V' — W uma transformacao

linear. Considere
B ={vi,vs,...,v,} uma base de V

B = {wi,ws,...,w,} uma base de W.
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Vamos associar a 7' uma matriz m X n da seguinte maneira. Como T'(vq), T'(ve),. .., T'(v,)

pertencem a W e B’ é base de W, podemos escrever cada T'(v;) como combinagao dos vetores
da base B’

T(U1> = a11Wy + ag Wy + * - + A1 Wi,

T(UQ) = a12W1 + A29W2o + -+ A2 W,

(7)
T(Un) = Q1p,W1 + A2nW2 + -+ AmnWim,

com a;; € K, Vi, j. Com isso, definimos a matriz de 7' em relacao as bases B e B’ por

a1 Q2 - Aip | | ‘
Q21 Q22 -+  QA2p

Tg=1 . . = Twls [Tw)ls - [T()ls
Am1 Am2 - Amn | | |

Entao, por definigdo, para encontrarmos a matriz [T]5,, aplicamos T em cada um dos vetores
vj de B, escrevemos cada T'(v;) na base B’ e colocamos os escalares desta combinacao linear
na coluna j de [T%.

Exemplo 3.31. Seja T : R? — R?, dada por
T(x,y,z) = 2z +y—2,3c — 2y + 4z2)
e considere as bases
B=1{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} e B ={(1,0),(1,1)}

de R® e R?, respectivamente. Vamos encontrar a matriz [T]g,, ou seja, a matriz de T em
relagcdo as bases B e B'. Temos

Assim

Exemplo 3.32. Considere a transformacao identidade
I1:V =V, dadapor I(v)=nw,

e bases B = {vy,v9,...,0,} e B = {wy,wy,...,w,} de V. A matriz de I em relagio as
bases B e B ¢ dada por

e = Uw)ls Ty - Uy | = [ils [ols - [wls |,

ou seja, (118, é a matriz de mudanca de base da base B para a B'.
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Voltando ao caso geral, para cada v € V| escrevendo v na base B de V

V= X101 + TaUs + - - + TLU,, cCcOM Ty, To,...,T, € K,
temos
T
T2
vs=1 .
Tn,

Aplicando 7" em v, obtemos
Tw) =xT () + x2T(ve) + - + 2,1 ()
= Z?:l ;T (v;)
= o T (Do aijwi) [pelas relagoes de (7)]
= Z?:l 221 LjAij Wi
=i (Z;Q Ij%‘) w;

Note que, na tltima igualdade acima, temos T'(v) escrito como combinagao linear dos vetores
w; da base B’. Assim as coordenadas de T'(v)na base B’ sdo

Z;L:]_ ajjalj xlall + IQCLIQ + L. + l‘naln
[T (v)] Z?—l L2 1021 + TaQ22 + - - + Tpdop
V)|l = = — .

Z?:l Ljmg T10m1 + T2Qm2 + *** + Tplmn

a;i; a2 - QAlp 1

Qg1 Az - A2 To

= ' = (T3 - [o]s
Am1 Am2 " Amp Ty,
Obtemos entao a relacao
‘ [T'(v)]s = [T]g/ - [v]B \ (8)

Forma matricial de T’

Exemplo 3.33. Voltando no Exemplo 3.31, para

T:R* = R? dada por T(z,y,2) = 22 +vy — 2,32 — 2y + 42),

e bases

B=1{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} e B ={(1,0),(1,1)},
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vimos que a matriz de T nas bases B e B' €
-3 2 -1
B _
[T]B’ - < 5 1 3 ) :
Considere agora o vetor v = (2,—3,—1) € R3. Aplicando T, obtemos

T(2,-3,—1)=(4—3—1,6+6—4) = (2,8).

Por outro lado, escrevendo v na base B, obtemos

—1
(2, -3, —1) = —1(1, 1, 1) + (—2)(1, 1,0) + 5(1,0,0), assim [(2, -3, —1)]5 = —2
)
Entao
[T(2> —3, _1)]3’ = [T]g’ ’ [(27 -3, _1>]B
-1
-3 2 -1 6
—9 _
(51 )(2)-(%)

T(2,-3,—1) = —6(1,0) +8(1,1) = (2,8).

Isso ilustra o uso da relagdo (8).

Exemplo 3.34. Sejam
V =P3(R) = {ag + a17 + axx® + azx® | ag, a1, as, a3 € R};
D : P3(R) — P5(R) a derivagao;
B={1,z,2% 23}
A matriz de D na base B é dada por

01 00
5 | | ; | 0020
D= DU D@ D D |~ 9020
| | | | 0000
Com isso, tomando p(r) = 2 + x — 322 + 23, temos que
[D2+x—322+2%))s = [D]E-[2+ 2 — 32>+ 2%5

01 00 2 1

oo 20 I
| 000 3 -3 | 3 |’

00 0O 1 0

o que nos diz que
D2+ x — 32> +2°) =1 — 62 + 32° + 02°.
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Observacao 3.35. Sejam U e V espagos vetoriais sobre K de dimensoes finitas dimU =
n>0edmV =m>0eB eB bases de U eV, respectivamente.

i) Dada uma transformacdo linear T : U — V., fizadas as bases B e B', a matriz [T]5, é
B

unica.
(ii) A reciproca é também verdadeira, ou seja, dada uma matriz A € My,xn(K), fixadas

as bases B e B', existe uma tnica transformagao linear T : U — 'V tal que [T)5, = A.

De fato, vimos no Teorema 3.9 que para cada base B = {uy,us,...,u,} de U e qualquer
subconjunto {vy, vy, ..., v} CV, existe uma inica transformagao linear T : U — V
tal que T'(u;) = v;. Basta entdo definir [T (u;)]g como a i-ésima coluna de A.

A seguir veremos uma série de consequéncias importantes da algebra de matrizes ao se
representar transformagoes lineares por suas matrizes.

Teorema 3.36. Sejam T : U — V e S : V — W transformacoes lineares e m = dimg U,
n=dimgV el =dimg W. Fizadas bases B, B' e B" de U, V e W, respectivamente, temos

| [SoTI =[98 - [T} |

Matriz da transformagdo composta
ou seja, a matriz da transformacao composta S oT € o produto das matrizes de S e de T'.

Demonstracao. Sejam
B={uy,ug,...,u,}, B ={vi,v9,...;0n} e B ={w,wy,...,w}.

Para encontrarmos as matrizes
/
[T] g/ (§ [S] g//

por definicao, escrevemos

T(ul) = a11V1 + 91Uy + -+ A1 Um S(Ul) = b11w1 + bgle + -+ bllwl
T(UQ) = A12V1 + Q22U + -+ + @m2Um, S(UQ) = b12w1 -+ b22w2 + -+ blgwl
T(up) = 101 + G2nV2 + -+ + Qg U S(Um) = bimwy + bawy + - - - 4 bymwy

que podemos escrever como

m l
T(U]> = Z Q45U e S(Ui) = Z bmwk
) k=1

Com isso,

[T)E = (ay)=A e [S]§ = (bu) = B
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Agora, para determinar a matriz [S o T]%,, vamos encontrar (S o T')(u;) para cada u; € B:

(SoT)(uy) = S(T(u;)) =S (L, aivi)
= > aiS(v) = S ai (X briws)
= 22:1 (2232 briais) wr.
Logo
(S o T = (ckj), onde ¢y = Zbkiaij.
i=1
Portanto
[ |
Exemplo 3.37. Considere um conjunto de trés espelhos (perfeitos) dispostos de forma que

sejam dois-a-dois ortogonais. Vamos mostrar que qualquer feizo de luz que incide sobre o
conjunto saird paralelo a direcao de incidéncia.

A reflexao final sobre o conjunto € a composicao de trés reflexies:

Espelho 1: Matriz da reflexao em relagao ao plano x =0

M,

Il
O O =
O = O
—_ o O

Espelho 11: Matriz da reflexao em relagao ao plano y =0
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1 00
My={ 0 -1 0
. 0 01
Espelho 111: Matriz da reflexao em relacao ao plano z =0
e T 10 0
> Mys=1| 01 0
——— 00 —1
o ST & —
V_o_ PLAND

Note que as matrizes My, My e M3 comutam. Isso nos diz que a reflexao final sobre o
congunto de trés espelhos independe da posicao do feixe de luz incidente. E a matriz que
representa a reflexao final sobre o conjunto é

-1 0 0
M:Mg'MQ'Mlz 0 —1 0
0 0 -1

Assim, se o feize de luz incidente corresponde ao vetor (a,b, c), entdo o feize de luz refletido
terd coordenadas (—a, —b, —c), sendo assim paralelo ao feize de luz incidente.

Corolario 3.38. Sejam U e V espacos vetoriais de dimensdo n sobre K e B e B' bases de
U eV, respectivamente. Uma transformacao linear T' : U — V € um isomorfismo se, se
somente se, a matriz [T, € inversivel. Neste caso,

| [TNE = (TE) " |

Matriz da transformagdo inversa

Demonstracao. Se T é um isomorfismo, entao temos a transformacao linear inversa 71! :
V — U de forma que
T oT =1y e ToT '=1Iy

é sao as identidades Iy em U e Iy, em V. Assim, pelo Teorema 3.36 acima e Observacao 2.70
sobre matrizes de mudanca de base, obtemos

[Tt oTg=[15 = [T7Y5 [Tl§ =1
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ToT =8 = (115 175 =1,

Segue entao que [T]5 ¢ inversivel e sua matriz inversa ¢ a matriz da transfomagao linear

inversa T~!, nas bases B’ e B, ou seja, [T7')5 = ([T]5)7".
Reciprocamente, se [T, é inversivel, entdo [T']5, = I,,. Portanto T'(u;), T'(uz), ..., T(u,)

sao L.I., onde B = {uy,us, ..., u,}. Consequentemente 7' é isomorfismo.
[

Observacao 3.39. i) Note que o Corolario 3.38 independe das bases B e B' fizadas, ou
seja, T' € um isomorfismo se, e somente se, qualquer matriz de T € inversivel. Além
disso, se uma matriz de T em bases B e B' € inversivel, qualquer outra matriz de T
também é inversivel.

it) Considere o caso particular em que T : U — U € uma transformagao linear de U nele
mesmo, onde dimg U =n > 0, e B e B’ sao duas bases de U. E considere as matrizes

715 e [Tl&

de T na base B e de T na base B', respectivamente. Agora, considere a composicdao

loTol:
B ; B B 7 B
Vv —V — VvV — V
v — v — TWw) — T(v)
Figura: Diagrama da composta I oT o1
Temos que

[oTol=T.

Entao, considerando as bases conforme o diagrama, obtemos

(T3 =[IoTol]§ =I5 - [T]5 - 11§ (9)
Lembrando que [1)8 € a matriz de mudanca de base de B' para B e que [I5, = ([I]§)7,
denotando
P =[I]3

obtemos de (9) a relagdo

| [T§=P" [T - P | (10)

Semelhanca entre as matrizes de T

. ~ . / ~ . ~ .
Dizemos entdo que as matrizes [T|§ e [T)5, sio semelhantes, pois estio relacionadas

através de uma matriz inversivel P, como na equacdo acima.
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Exemplo 3.40. Considere a transformacao linear T : R?* — R?® dada por
T(z,y,2) = (x4+y—2 —20+4y — z, 4o + 4y + z)

e considere a base canonica C de R? e base B = {(1,1,1),(—1,0,2),(1,1,0)}. A matriz [T)S
de T em relagcao a base canonica é

11 -1
Ts=1 -2 4 —1
—4 4 1

E temos que

T(1,1,1) = (1,1,1) = 1(1,1,1) + 0(=1,0,2) + 0(1, 1,0)
T(—1,0,2) = (=3,0,6) = 0(1,1,1) + 3(—1,0,2) + 0(1, 1,0)
T(1,1,0) = (2,2,0) = 0(1,1,1) + 0(—1,0,2) + 2(1,1,0)

As matrizes [T)S e [T)5 estao relacionadas por

[T)g =P~ [Tle- P,

onde P = (I8 ¢ a matriz de mudancga de base de B para C. Temos que

1 -1 1 ) 2 =2 1
mE={1 01 ) e mE=(H T ={ -1 1 0
1 20 -2 3 -1
Note que

100
det[T]S = det(P - [T]5 - P~ =det[T]5=]0 3 0|=6#0,
00 2

portanto T € isomorfismo. Vamos encontrar T—'. Temos

|
— N~ N

B
ey
aQa
I
—~
e
aa
N~—
L
I
Wk = Wk
|
Wik NI~ oot

Logo
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Por fim, vamos observar que a relagio de semelhanga [T = P~1-[T|S - P, nos dd uma
ferramenta interessante. Suponha que queremos calcular a décima poténcia A° da matriz A
dada por

1 1 -1
A=T5= -2 4 -1
—4 4 1
Como A € semelhante a matriz diagonal
100
D=TE=103 0],
00 2

onde A = PDP~!, temos que

A = (PDP Y'Y = (PDP'(PDP")---(PDP') = PDP !

~ J

-

10 vezes

pois as matrizes P~' e P se cancelam. Assim
AIU — PDIOP—I

Além disso, como D € uma matriz diagonal, podemos ver que

10

1 00 10 0
DY=10 30 =10 390
00 2 0 0 2w
Assim,
1 -1 1 190 0 2 —2 1
A =ppop-t = 1 0 1 0 39 9 -1 1 0
1 20 0 0 2w -2 3 -1

A base B nao foi dada por acaso. Veremos ma secdo sequinte que podemos encontrar,
quando existe, uma tal base de forma que a matriz da transformacao linear seja uma matriz
diagonal nesta base.

4 Formas Canonicas

4.1 Operadores Diagonalizaveis

Definicao 4.1. Seja V' um espaco vetorial sobre K. Uma transformacgao linear
T:V =V

de um espago vetorial V' nele mesmo € também chamada de um operador linear de V. Se
V' tem dimensdo finita e B € uma base de V', a matriz de T na base B €, por simplicidade,
denotada por

ary
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Seja T" : V. — V um operador linear de V e suponha que exista uma base B =

V1, Vs, ..., U, } tal que a matriz |T|z seja uma matriz diagonal:
{ }
A0 0
0 X 0 ,
T)s = . o | NEK,i=1,2,...,n.
0 0 A

n

Sabemos que, por definigdo, a matriz [T]z tem suas colunas j formadas ao tomarmos cada
vetor v; de B, aplicarmos T' e escrevermos suas coordenadas na base B. Com isso, vemos
que

T(Ul) :)\101+0v2+---+0vn:)\1v1

T(vg):OUl+)\2v2+-~-+0vn:)\21}2

T(Un):OU1+OU2+"'+)\nUn:>\nUn
Assim, os vetores v; da base B satisfazem
T(’Uj) = )\j’Uj

ou seja, a imagem de cada vetor da base B é um multiplo escalar dele mesmo.

Objetivo: Determinar se existe uma tal base B de V' tal que [Tz seja diagonal e, em caso
afirmativo, encontrar B.

Como observado acima, uma tal base é formada por vetores v € V' que satisfazem

T(v) = Av, para algum escalar A € K.

Definigao 4.2. Seja T : V — V um operador linear.

i) Um autovalor de T é um escalar A € K tal que existe um vetor ndo nulo v € V. com
Tv = .

i) Se A € um autovalor de T, entdo todo vetor nao nulov € V' tal que Tv = v € chamado
de autovetor de T' associado a \. Denotamos por Autp(\) o subespaco de V' gerado
por todos os autovetores associados a A.

iii) Suponha que dimy V =n < co. Dizemos que T € diagonalizdvel se eriste uma base
B de V tal que a matriz [T)|p € diagonal, o que é equivalente a dizer que existe uma
base de V' formada por autovetores de T.

Exemplo 4.3. Seja T : V — V um operador linear nao injetor. Entao existev € V., v # 0,
tal que Tv =0=0v. Logo A =0 ¢ um autovalor de T'.

95 Algebra Linear II - Profa. Aline Pinto



4.1 Operadores Diagonalizaveis 4 FORMAS CANONICAS

Exemplo 4.4. Seja T : R* — R? a reflexio em relacao a reta y = x. Entio T € a
transformagao linear dada por T(x,y) = (y, ).

Queremos encontrar (z,y) € R%, nao nulo, tal que
T(x,y) = A=, y).
Temos que

T(:c,y):)\(x,y)@(y,x):>\<x7y)<:>{ Y=z @{ A — y=0

T =\y —r+Ay=0

Para ter solugdo (z,y) nao nula, o determinante da matriz do sistema linear obtido deve ser
wqual a zero:

A =1 9

‘_1 )\'—)\—1—()(:))\—1 ou A= —1.
Entao para X = 1 e para A = —1, existe (z,y) # (0,0) tal que T'(z,y) = A(z,y), ou seja,
A=1 e XA = —1 sao autovalores de T'. Vamos encontrar os autovetores associados:
A =1: Do sistema linear acima, para A = 1, obtemos y = x. Entao os vetores (z,x), com
x # 0, sao autovetores de T associados ao autovalor A = 1.
A = —1: Do sistema linear acima, para A = —1, obtemos y = —x. Entdo os vetores (x,—x),
com x # 0, sao autovetores de T associados ao autovalor A = —1.

Tomando entao o autovetor (1,1) associado ao autovalor X = 1 e o autovetor (1,-1)
associado ao autovalor A = —1, considere

B={(1,1),(1,-1)}.

Temos que B € uma base de R? formada por autovetores de T'. Com isso, temos

T(1, 1) = 1(1,1)=1(1,1)+0 (1,—1)
T(1,-1)=—1(1,-1)=0(1,1) =1 (1,—1)

M=o 1)

¢ uma matriz diagonal. Logo T é diagonalizdvel.

e portanto

Exemplo 4.5. Nem todo operador linear possui autovetores. Considere a rotacao anti-
hordria Ry em R? de angulo 0, onde 0 < 0 < 7. A matriz de Ry na base canonica C

(Ry] ( cosf —sen@)
9)c =

é
sen 0 cosf

e assim Ry(x,y) = (xcos —ysenf, xsend + ycosh).
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Queremos encontrar (x,y) € R?, ndo nulo, tal que

Ry(z,y) = Mz, y).
Temos que
Ro(z,y) = Nz,y) < (zcos —ysenb,xsenb + ycosh) = \(x,y)
{ cosf x — senf y = \x {(A—cos@)x+ senff y=0
senf x4+ cosf y =y —senf) x + (A—cosf)y=0

Para ter solugdo (z,y) nao nula, o determinante da matriz do sistema linear obtido deve ser
wgual a zero:

‘ A —cosf sen d

—senfl A\ — cosf ’:()‘_COSQ)2+Sen29=>\2—2c0s0 A+1+#0, para todo \ € R,

pois A = 4cos’ — 4 = 4(cos?0 — 1) < 0, para 0 < 0 < 7.

Como o determinante da matriz do sistema € diferente de zero, o sistema so tem a solu¢do
nula, logo nao existe (x,y) # (0,0) tal que Ry(x,y) = N(z,y). Com isso vemos que Ry nao
possut autovetores.
|Geometricamente, podemos ver que ndo hd vetores ndao nulos de R? que ao serem rotacio-
nados sejam um multiplo escalar de si mesmo. |

Voltemos ao caso geral. Seja T : V — V um operador linear, onde V' é uma espago
vetorial sobre K de dimensao n, e C uma base qualquer de V. Note que

Tw)=M & Mw—-Tw)=0 < (M—-T)v)=0 & veKe(A -T),
onde [ : V — V é a transfomacao identidade. Assim,
A é autovalor de ' & existe v # 0 tal que T'(v) = v
& existe v # 0 tal que v € Ker(A — 1)
Ker(M —T) # {0}
a matriz [\l — T]¢ nao é inversivel

det[A\ — T)e =0

Tt 3

Agora, temos que
AN —=T)e = Me = [T)e = M, — [T)e,

onde I, é a matriz identidade. Logo, obtemos que

A é autovalor de T < det(Al, — [T]¢) = 0.

Definicao 4.6. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita n, T :'V — V um operador
linear e C uma base de V. Chamamos o polinomio

pr(x) = det(zl, — [T)c),

de polinémio caracteristico de T.
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Pelo que vimos acima, os autovalores de T sao (exatamente) as raizes do polinomio
caracteristico pr(x) de T

Exemplo 4.7. Voltando no Ezemplo 4.4, temos T : R* — R? dada por T(z,y) = (y,x).
Seja C a base canoénica de R?. Entdo

01
O polinomio caracteristico de T é
10 01 xr —1
pr(z) = det(zl, — [T)c) = det [:1:(0 ] )—( ] O)] _’ .

E as raizes de pr(x) sao os autovalores de T', logo \y = 1 € Ao = —1 sdo os autovalores de
T.

=22 -1

Exemplo 4.8. Voltando no Exemplo 4.5, temos T : R? — R? dada pela rotacdao anti-hordria
de dngulo 0, onde 0 < 6 < 7. Seja C a base candnica de R%. Entdo

cos —senf
Te = ( sen 0 cos 6 ) '
O polinomio caracteristico de T é

pr(x) = det(xl, — [T|e) = det [x < Lo ) B < cosf —sen® ﬂ

sen 6 cos 6

r — cosf sen 0
—senf x — cosf

= (v —cosf)?® + sen?d = 2° — 2cosf x + 1

As raizes de pr(x) sao os autovalores de T'. Como
pr(N) =X —2cosf A+ 1#0, para todo \ € R,

T nao possui autovalores.

Observagao 4.9. i) A defini¢io de pr(x) nao depende da base de C de V' escolhida. De
fato, se C e B sao bases de V', sabemos que as matrizes [T|c e [T]g sdo semelhantes,
ou seja, estao relacionadas por

[T]e = PHT 5P,

onde P = [I|§ é a matriz de mudanga de base. Entdo, obtemos que

det(z1l, — [T]e) = det(zI, — P~ T|sP)
=det( xP~'I,P — P~ T|gP)
=det( P7! (zI, — [T]5) P)
= det(P™!) det(zI, — [T]5) det(P)
B 1
det(P)

= det(z1, — [T]5).

Assim det(xl, — [T)c) = det(xl,, — [T]g) para quaisquer duas bases C e B de V.

det(x1l, — [T]p) det(P)
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ii) Lembre que Autp(\) € o subespaco de V' gerado pelos autovetores associados ao auto-
valor \. Entao

v € Autr(N\) & v =av1+tagva+---av,., ondea; € K e Tv,= v, 1=1,2...,r.

Com isso,
T(’U) = CllT’Ul + CZQT'UQ + - CLTTUT
= @1 AV + Ao A\Uy + - - - Q@ AV,
= Mayvy + aguy + -+ - a,v,)
= \v
Entao

ve Autp(\) & Tv= & veKer(AM-T).

Portanto, temos que

| Aut\(T) = Ker(\ —T) | (11)

Auto-espago associado a A

Exemplo 4.10. Considere o operador linear T : R? — R? dado por

Seja C a base canonica de R*. O polindmio caracteristico de T € pr(z) = det(xly — [T]e).

Temos que
-3 4
e = ( -1 2 )

o= (3 2) (2 4) =77 )

Entao o polinomio caracteristico de T €

Os autovalores de T' sao as raizes do polinomio caracteristico pr(x) de T, entdo os au-
tovalores de T sao

Os autoespagos associados aos autovalores sao:

A\ = —2: Temos que Autp(A) = Ker(MI —T).

Vamos calcular o nicleo usando a matriz de \qI — T':
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M43 —4 1 —4
AlIQ_WT]C:( l1 A1—2:>::< 1 —4)

Entao Autr(Ay) = Ker(A\I —T) € formado pelos vetores (x,y) tais que
1 —4 r\ (0
1 —4 y ) \0)°
1 —4 x 0
(1) ()= () rwme

Tomando y como varidvel livre, temos x = 4y. Assim

Temos que

Autr(A\) = Ker(MI —T) = {(4y,y) | y € R} = [(4,1)]

Ay = 1: Temos que Auty,(T) = Ker(Aol — T).

Vamos calcular o nicleo usando a matriz de Aol — T':

A+3 —4 4 —4
MQ_[T]C:( B A2—2)2<1 —1>

Entao Autr(Xe) = Ker(Aol — T') € formado pelos vetores (x,y) tais que

(L) ()= (6)
(o)) =(0)= {0 =0 7

Tomando y como varidvel livre, temos x = y. Assim

Temos que

0
0

Autp(Ng) = Ker(Aol = T) ={(y,y) | y € R} =[(1,1)].

Vamos, agora vamos tomar a base B = {(4,1), (1,1)} formada pelos autovetores geradores
dos autoespacos de T'. A matriz de T nesta base € entdao a matriz diagonal

[T]BZ(_(Q) (1))

cujos elementos da diagonal sao os autovalores associados aos autovetores da base B.

Entao T é diagonalizdvel e a matriz [T)c é semelhante a uma matriz diagonal:

[T]s = P '[T]cP, onde P =I[I]5.

P=mg=(1 1)
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entao P é a matriz formada pela base B de autovetores de T', ou seja, as colunas de P sao

0s autovetores da base B. E )
P*l o ( 3 )
— 1 ,
3

Assim, a relagio [T)g = P7YT]cP € entdo
20\ 3 4\ /41
o 1) | _ -1 2 1 1)

Exemplo 4.11. Seja T : R3 — R?, T'(z,y,2) = (3z — 42,3y + 52,—2). A matriz de T na
base canonica é

Wk Wi

W= Wl
Wik Wl
\/
N

3 0 —4
A=10 3 5
00 -1

O polinomio caracteristico de T é

r—3 0 4

pr(z) =det(zls —A)=| 0 x-3 -5 |=(x—-37%z+1)
0 0 x+1
Entdao os autovalores distintos de T sao Ay = 3 e Ay = —1. Os auto-espagos associados sao:

A = 3: Autr(N) = Ker(M I —T). A matriz de \\I — T na base canénica é

A —3 0 4 00 4
Ml — A= 0 Ai—3 =5 =1 00 -5
0 0 A +1 00 4

Entao Autr(Ay) = Ker(\MI —T') é formado pelos vetores (x,y, z) tais que

0 0 4 T 0 42 =0
0 0 =5 y |=10 & —-5z=0 < z=0.
00 4 z 0 4z =10

Assim

Autp(M) = Ker(MI —T) ={(z,y,0) | z,y € R} =[(1,0,0), (0,1, 0)].

Ao = —1: Autr(Ae) = Ker(Aol — T). A matriz de A\l — T na base canonica €

Ao —3 0 4 -4 0 4
Aols — A= 0 A—3 =5 = 0 —4 -5
0 0 Ao +1 0 0 O

Entao Autr(X\g) = Ker(Aol — T') € formado pelos vetores (z,y, z) tais que

_04 _04 _;l Z B 8 o { —4r +42=0 { T — z=
00 0 " 0 —4y —52=0 dy+52=0
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Tomando z como varidvel livre, obtemos x = z e y = —5z/4. Assim

Autp(Ng) = Ker(Aol —T) ={(2,-5z/4,2) | z€ R} =[(1,-5/4,1)].

Tomando a base B = {(1,0,0), (0,1,0),(1,—-5/4,1)} formada pelos autovetores geradores
dos auto-espacos de T', a matriz de T nesta base ¢ a matriz diagonal

30 0
D=[Tlzs=| 03 o0
00 —1

No exemplo acima temos um operador linear de R? que possui apenas dois autovalores
distintos, mas que ainda assim é diagonalizavel. Em geral, se T': V' — V é um operador
linear e se conseguimos uma base B = {vy,vs,...,v,} de V formada por autovetores de T,
entao a matriz de T na base B é

A O 0

] 0 Ay 0
5o : : 0 ’

0 0 A

n

onde os \;” nao sao necessariamente distintos. O nimero de vezes que um autovetor A aparece
na diagonal é igual a dim Autr()\), como veremos a seguir.

Teorema 4.12. Seja T : V — V um operador linear, onde V' é um espago vetorial sobre K
de dimensao finita e sejam A, Aa,..., A, ¥ > 1, o0s (distintos) autovalores de T. Para cada
i, seja B; C Autr(X\;) um subconjunto L.I.. Entdo

BiUB,U---UB, éL.IL.

Para provar o Teorema acima, vamos primeiro provar o seguinte resultado auxiliar.

Lema 4.13. Seja T : V. — V um operador linear, onde V € um espaco vetorial sobre
K de dimensao finita e sejam A1, Ao, ..., A\, ¥ > 1, os (distintos) autovalores de T'. Se
v; € Autr(N;), 1 =1,2,...,r, sdo tais que

v+ v+ o =0,

entao
vV =vy=---=1, = 0.

Demonstracao. Vamos provar o Lema por inducao sobre r. Para r = 1, temos v; = 0. Seja
r > 1 e suponha que a afrimagao seja verdadeira para m vetores, Vm < r — 1. Se

Ul+v2+"'+vr:07 (12)
com v; € Autrp();), entdo Tvy + Tvy + -+ -+ Twv, = T0 = 0, logo

)\1’01 + )\QUQ + -+ )\TUT =0 (13)
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Multiplicando (12) por A; e subtraindo (13), obtemos
()\1 — )\2)1)2 +---+ ()\1 - )\T)UT = 0.

Como v; € Autr();), qualquer multiplo escalar de v; também pertende a Autp()\;). Assim
w; = (A — N)v; € Autp(N), 1 =2,...,7r, €

wy + -+ +w, = 0.

Por hipétese de inducao, seque que wy = --- = w, = 0, de onde obtemos vy =--- =v, =0
e, consequentemente, v; = 0. Logo a afirmacao é verdadeira para r.
[ |
Agora vamos provar o Teorema.
Demonstragao [Teorema 4.12] Para cada i, seja B; = {v;1, 2, ..., Vin, } C Autr(N;), com

B; linearmente independente. Para mostrar que B; U By U ---U B, é L.I., suponha que

ni

ng (s
E aljvlj -+ E (IQjUQj + -+ E CLTjUTj =0
Jj=1

J=1 Jj=1

seja uma combinacao linear dos vetores da uniao, com escalares em K, dando o vetor nulo.
Na combinacao linear, temos que

ni na Ny
Z 15V € AutT()\l), Z A2;V2; € AutT()\g), ce Z Ay Urj € AutT()\r)
j=1 j=1 j=1

Assim, do Lema 4.13, segue que
Zaijvij = O, Vi = 1,2,...,7’.
j=1

E como cada B; ¢ L.I., segue que a;; =0, Vi, j. Logo ByUByU---UB, é LI

Corolario 4.14. Seja T : V. — V um operador linear, onde V €é um espaco vetorial de
dimensao finita sobre K. Se A1, Aa, ..., \. sao todos os distintos autovalores de T, entao T
¢ diagonalizdvel se, e somente se,

i=1

Exemplo 4.15. Seja T : R3 — R3, T'(z,y,2) = (3 — 4y — 42,3y + 5z, —2). A matriz de T
na base canonica €

3 -4 -4
A=10 3 5
0 0 -1

O polinomio caracteristico de T é
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r—3 4 4
pr(z) =det(zls —A)=| 0 2-3 -5 |=(x—-37*z+1)
0 0 x+1
Entao os autovalores distintos de T sao A\ =3 e Ay = —1. Os autoespagos associados sao:

A = 3: Autr(N) = Ker(M 1 —T). A matriz de \\I — T na base candnica é

4
)
4

/\1]3 — A=

o O O
S O =

Entao Autr(Ay) = Ker(MI —T') é formado pelos vetores (x,y, z) tais que

0 4 4 x 0 dy+42 =0
0 0 =5 y |=10 & —52=0 & y=2z=0.
00 4 z 0 4z =0

Assim
Autp(N) = Ker(MI —T) = {(2,0,0) | z € R} =[(1,0,0)]

Ay = —1: Autr(Ny) = Ker(Aol — T). A matriz de Aol — T na base candnica €

-4 4 4
0 0 0

Entao Autr(Xe) = Ker(A\y — T) € formado pelos vetores (x,y, z) tais que

—4o4 4 v 0 —dr+4y+42=0 r—y— 2=0
0 1= vl=1v —dy —52 =0 4y + 5z =0
0 0 0)\= 0 yooEe yese
Tomando z como varidvel livre, obtemos y = —5z/4 e x = —z/4. Assim

Autr(\y) = Ker(A\ol — T) = {(—2/4,—52/4,2) | z € R} = [(—1/4, —5/4,1)]

Temos que Autp(A;) = [(1,0,0)] e Autr(A2) = [(—1/4,—5/4,1)] e estes sao todos os
auto-espagos de T'. Como dim Autr(A1) + dim Autr (X)) =2 < 3, T nao é diagonalizdvel.

O préximo passo serd relacionar dim Autr(A) com a multiplicidade de A como raiz do
polinémio caracteristico pr(\).

Definicao 4.16. Seja A\ um autovalor de um operador linear T : V. — V, onde V € um
espaco vetorial de dimensao finita sobre K, e suponha que

pr(z) = (x — A\)"q(z),

com q(A\) # 0, seja o polinomio caracteristico de T
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i) A multiplicidade algébrica de \ é o inteiro m, que denotamos por ma(\). Assim,
ma(\) € o maior inteiro M tal que (x — \)™ divide pr(x).

ii) A multiplicidade geométrica de \ é a dimensio de seu auto-espago associado
Autp (M), que denotamos por mg(\). Assim

mg(A) = dimg Autr(N).

Proposicao 4.17. Seja A um autovalor de T': V — V', onde dimg V = n. Entao
1 <mg(\) < ma(N).

Demonstragao. Primeiro, como A é autovalor, temos que Autr(\) # {0}, logo mg(\) =
dim Autr(A) > 1. Agora, sejam

W = Autr(A) e s=mg(\) = dim Autr ().

Tome B’ = {wq, ws, ..., ws} uma base de W e B = {wy,wy, ..., ws, Wsi1, ..., w,} uma base
de V contendo B’. Temos T'(w;) = Aw;, para todo ¢ = 1,2,...,s. Entdo a matriz de T' na
base B ¢é da forma

A0 - 0
0 X - 0 Asx(n—s)
Ts=| 0 0 A
0 0 0
B(n—s)x(n—s)
0 0 0 e

Assim
pr(z) = det(zl, — [T)g) = (x — X)*det(xl,—s) — B),

logo (x — A)*® divide pr(z). Como ma(A) é o maior inteiro m tal que (x — )™ divide pr(x),
segue que
s < ma(\).

Observagao 4.18. Seja T : 'V — V um operador linear, onde dimyx V' = n, e suponha que
o polinomio caracteristico de T’ € da forma

pr(z) = (z — A)™ (x = A)"™ - (= A)™,
onde A\, Ag, ..., \. sao distintos. Como
grau pr(z) = dimV,

seque que
dimV =ny +ng+ -+ n,.
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Como, pela Proposicao 4.17,
n; = ma(X;) > mg(\;) = dimg Autr(N;), i=1,2,...,r,
para que aconteca
dim V' = dim Autr(A) + dim Autr(A2) + - - - + dim Autr(N,),
devemos ter n; = dim Autr(N\;), para todo i = 1,2,...,r. Portanto, seque que

T € diagonalizdivel <  ma(\;) = mg(\;).
Sobre a diagonalizagao de operadores lineares, temos entao o seguinte resultado.

Teorema 4.19. Seja T : V. — V um operador linear, onde dimgV < 00, e sejam
A1, Ao, ..., A 08 autovalores distintos de T'. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalen-
tes:

a) T € diagonalizdvel;

b) pr(xz) = (x — A\)"™(x — Xg)™2 -+ (x — \)™, comn; > 1 e mg(\;) = ma(N;), para todo
i=1,2, ...

C) dlmK V= 22:1 dlIIlK AUtT(Az)

4.2 Espaco L(U,V) e o Polinémio Minimal
Sejam U e V espacos vetoriais sobre um corpo K e considere
LU, V)={T:U—V |T étransformacao linear},

o conjunto de todas as transformacoes lineares de U em V. Note que L(U, V') é um espago
vetorial, com a soma e a multiplica¢do por escalar de fungoes: para 7,5 € L(U,V) e k € K,
T + S e kT sao dadas por

(T+S)(u)=T(u)+S(u) e (ET)(u)=kT(u), YueU.
Note que KT + S é uma trasnformagao linear:
(kT + S)(ru+w) = kT (ru+w) + S(ru+ w)
kuTu + ETw + rSu + Sw
r(kTu + Su) + kTu + Sw
r(kT + S)(u) + (KT + S)(w), Vu,we U, r € K.

Com isso, vemos que L(U, V) é um subespago do espago das fungoes F (U, V), logo é um
espaco vetorial. Além disso, temos o seguinte.

106 Algebra Linear IT - Profa. Aline Pinto



4.2 Espaco L(U,V) e o Polinomio Minimal 4 FORMAS CANONICAS

Teorema 4.20. Se dimyg U =n e dimg V = m, entao dimg L(U, V) = nm.

Demonstragao. Seja B = {uy,us, ..., u,} uma base de U e B’ = {vy,v9,...,v,,} uma base
de V. Entao, para toda T' € L(U, V), existe uma tnica matriz m X n associada a T', a matriz
[T)5,. Defina entao

¢: LWUYV) = Mpxn(K)

T > (T15,
Vamos mostrar que ¢ ¢é isomorfismo:

(i) ¢ é uma transformacao linear, pois
p(KT + 8) = [kT + S| = k[Tl + [Slg = ke(T) + o(S),
para quaisquer T, S € L(U,V) e k € K.
(ii) ¢ é injetora, pois
O(T) =0 € Mppun(K) = [T15 = (0)xn = T =0.
(iii) ¢ é sobrejetora. De fato, pela Observagao 3.35(ii), dada uma matriz A € M, x,(K),

existe T' € L(U,V) tal que [T]Bg = A.

Logo ¢ ¢é isomorfismo. Assim dim L(U, V) = dim M,,,«,(K) = mn.
]

Consideremos, agora, o caso especial L(V, V), ou seja, o espago vetorial dos operadores
lineares de V. Note que se T' € L(V, V), entao

T"=ToTo---0oT e L(V,V),
—_—

n

ja que a composicao de transformacoes lineares é também transformacao linear. Com isso,
se p(t) = ag + a1t + agt? + - - + aut™ € P(K), podemos definir o operador linear

p(T): V=V

dado por
p(T) = (IO] + CLlT + CLQT‘2 + o+ am/_Z'Vm7

onde, para cada v € V,

p(T)(v) = agv + a1 T(v) + axT?(v) + - - + ap, T™(v).

Exemplo 4.21. Considere T : R? — R?, onde T(z,y) = (z—y,3x), e seja p(t) = > — 2t +4.
Entao
p(T) =T —2T + 4

p(T)(x,y) = T3(ij> - 2T(Jf,y) + 4($,y)
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Temos
T(z,y) = T*(T(2,y)) = T*(x — y,32) = T(z — y — 32,3(x — y)) =
=T(—2z —y,3z — 3y) = (—2x — y — 3z + 3y, —6x — 3y) = (—Hz + 2y, —62 — 3y),
assim, p(T)(z,y) € dado por
p(T)(z,y) = (=Hx + 2y, —6x — 3y) — 2(x — v, 3z) + 4(x,y) = (—3x + 4y, —8x + y)
Agora, voltando ao caso especial L(V,V'), pelo Teorema 4.20, se dimyx V' = n, entdo

dim L(V,V) = n? Logo existe m > 1 tal que 7°, T, T2, ..., 7™ 1 é L.I. em L(V,V), mas
T° T, T?, ..., 7™ 1 T™ é L.D.. Assim existem ag, a1, as, . .., an_1 € K tais que

T" = aol + a1 T+ asT? + - - + apm T™ 1,

ou seja,
T™(v) = agv + a1 T(v) + aoT*(V) + - + a1 T™ Hv), Yo V.

Considere, entao, o polinomio

m—1
my(z) =2™ — E a;x’,
i=0
onde ag, ay,as,...,a,,_1 sao os escalares dados acima. Entao

mr(T)(v) =0, YveV,

e portanto
mr(T) =0 ¢é o operador nulo.

Além disso, por construcao, m é o menor inteiro positivo tal que 7°, T, T2, ..., T™ 1 T™ é
L.D., o que implica no seguinte.

Afirmagao: Se p(z) € P(K) € tal que p(T) =0, entao p(x) é um multiplo de mp(x).
De fato, dividindo p(x) por mr(x), temos que
p(z) = q(z)mr(z) + (),

onde ¢(z),r(x) € P(K) e r(z) = 0 ou grau(r(x)) < grau(mr(z)). Suponha que r(z) # 0.
Entao r(z) = by + byz + -+ - + bsz®, com by # 0 e s = grau(r(z)) < grau(my(x)) = m. Como
por hipétese p(T') = 0, obtemos

0=p(T) = q(T) omr(T) +r(T) = r(T)
pois mp(T) = 0 é nulo. Assim
r(T) = byl + 0,7+ -+ bT° = 0.

Mas, como b, # 0, segue que {I,T,T?,..., T} 6 L.D., com s < m, o que contradiz a defini¢io
de m. Portanto r(z) = 0 e p(z) é um multiplo de mz(x), o que prova a afirmagao.
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Definicao 4.22. O polinémio minimal de um operador linear T € L(V, V) € o polinémio
monico mr(x) de menor grau tal que mp(T)(v) =0, Yo € V.

Observacao 4.23. Vimos acima que se p(x) € um polinomio tal que p(T)(v) =0, Yv € V,
entdo além de grau(p(z)) > grau(my(x)), temos algo mais forte, temos que mr(x) divide
p(z).

Teorema 4.24 (Cayley-Hamilton). Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita n sobre
K, T e L(V,V) epr(x) o polinémio caracteristico de T'. Entdo

Demonstracao. Seja B uma base de V e A = [T]z. Considere A’ = z1,, — A. Com isso,
pr(z) = det A"

Agora, seja
B = Adj(4) = (b;)
, a matriz adjunta de A’. Entao as entradas b;; de B sao os cofatores da matriz A" = x1,, — A,
portanto representam polindmios de graus no maximo n — 1. Vamos escrever tais polinomios
b;; como
bij = b+ bPx 4 00V

onde b\ € K, k=1,2,...,n — 1. Assim

0+ 0z ol et b M g b e
B = ,
b(o) + bglll)x 4ot b(n 1) 21 . b(o) + b(l) 4 b(n 1) 21

que podemos escrever co1mo

k k k
o) ol b

B=BO Wy ... 4 B(n—l)xn—l7 onde B® —
U

Lembrando que B = Adj(A’), temos que
B.A = Adj(A"). A" =det A" - I, = pr(z) - I,.

Escrevendo pr(x) = ag + a1z + asx? + - - - + a,2", a igualdade B - A’ = pr(z) - I, acima,
¢ reescrita como

(B(O) —+ B(l)aj —+ 4 B(n 1) )(l’[ — A) = (CLO + a1x + a2x2 + -+ anl'n)[n
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Assim
(B(O) +BWg ..+ B(”_l)x”_l)(xfn — A) = aol, + a1,z + asx® + -+ apLa"

Comparando os coeficientes dos polinomios na igualdade acima, vemos que

apl, = —-BOA (xI,)
al, = BO-BWA (xA)
axl, = BW -B®A (x A?)
an1l, = B2 - Br-HA (x A1)
a,l, = BV (x A™)

Entao
aoly, + a1 A+ ayA? + -+ ap 1 AV + @, A" =
= -—BOA 4+ (BO - BOUA)A+ (BD — BAA)A% 4 ... 4 (B2 — B A)An-1 4 =D Ar —
=0.

Assim, como A = [T, temos que

pr(T) = aogl +ayT + aoT? + -+ + ap 1 T" ' 4+ a, T" = 0.

Corolario 4.25. Seja T € L(V,V), onde dimg V' < co. Entdo o polinomio minimal my(x)
de T divide o polinémio caracteristico pr(z) de T.

Demonstra¢ao. Como, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, pr(x) é um polinomio tal que
pr(T) = 0, pela Observagao 4.23, temos que o polinémio minimal my(z) de T divide o
polinémio caracteristico pr(x) de T

[

Exemplo 4.26. Seja T : R? — R3, tal que a matriz na base candnica é

5 —6 —6
A=\ -1 4 2
3 —6 —4

Vamos encontrar o polinomio minimal mr(x) de T. O polinémio caracteristico de T é

r—35 6 6
pr(z) =det(zls — A) = 1 z—-4 =2
-3 6 x+4

=z —-5)(r—4)(x+4)+36+36+18(x —4) +12(x — 5) — 6(z +4)
=23 -5+ 8r—4=(z—1)(z—2)
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Sabemos que my(x) divide pr(z), entdo temos as sequintes possibilidades para o minimal:

Vamos testar:

4 -6 —6
A-1I=| -1 3 2 |+#o0
3 —6 -5
3 —6 —6
A—2l= -1 2 2| #0
3 —6 —6
4 —6 —6 3 —6 —6
(A—1DA-2)=| -1 3 2 -1 2 2|=0
3 —6 -5 3 —6 —6

Portanto, obtemos que mr(z) = (x — 1)(xz — 2).

Como my(x) divide pr(z), temos que toda raiz de mr(z) é também raiz de pr(x). Vere-
mos a seguir que vale a reciproca, ou seja, que toda raiz de pr(z) é também raiz de my(x).

Proposicao 4.27. Seja V' um espago vetorial de dimensdo finitan > 1 e T € L(V,V).
Entdo os polinomios caracteristico e minimal de T possuem as mesmas raizes, a menos de
multiplicidade.

Demonstragao. J& observamos que toda raiz de my(x) é também raiz de pr(x). Reciproca-
mente, seja A € K uma raiz do polinémio caracteristico pr(z). Entao A é um autovalor de
T e assim existe v € V, com v # 0, tal que Tv = \v. Note que T%(v) = A, Vi > 1. Logo, se

1=0
temos que
0=mp(T)(v) = Z a;T"(v) = (Z az)\z> v
i=0 i=0
Como v # 0, segue que
> -
i=0

Portanto A é uma raiz de mr(x).
]

Observagao 4.28. No exemplo anterior, os possiveis candidatos par my(x) eram entdo, na
verdade,

(z—1D(x—-2) e (r—1)(z—2)%
Além disso, o minimal é o de menor grau que anula T'. Como (x — 1)(z — 2)* € o polinémio
caracteristico de T', sabemos de antemao que ele anula T. FEntao bastava saber se T era
anulado, antes, por (x —1)(z — 2).

2
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4.3 Espacgos Vetoriais T-ciclicos

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre K e T € L(V,V). Vimos na segao
anterior que

i) mp(z) divide pr(z)
ii) as raizes de my(x) e pr(z) sdo as mesmas a menos de multiplicidade.

Agora, nesta se¢do, vamos estudar quando mr(x) = pr(x) acontece.

Considere T € L(V,V), onde dimgV = n > 0, e seja v € V, com v # 0. Como
dimV < oo, existe | > 0 tal que {v,Twv,..., T} é LI, mas {v,Tv,..., T} é L.D..
Entao

T = agv + a;Tv + -+ - + alTlv, para certos a; € K.

Assim l
(T = aT")(v) =0,
=0

Denotando my,(z) = #'*1 — ' a2, temos mr, (T)(v) = 0. E temos que

e mr,(x) é o polinomio de menor grau tal que myz,(7)(v) = 0;

e mr,(x) divide myp(x). De fato, sabemos que mp(7T)(w) = 0, Yw € V, entdo em
particular my(7")(v) = 0. Com isso, como mr,(z) é o polinémio de menor grau tal
que mr,(T)(v) = 0, concluimos que myr,(z) divide mr(z) fazendo um argumento
andlogo ao da Observacao 4.23.

Seja B = {v,Tv,..., T} e Cp(v) = [v,Tv,...,T'] o subespago determinado por B.
Note que dimg Cr(v) = 1 se, e somente se, v é um autovetor de 7.

Definicao 4.29. v € V ¢é um vetor T-ciclico de V- = Cp(v). E se V possui um vetor
T-ciclico, dizemos que V € um espacgo 'I'-ciclico.

Exemplo 4.30. Seja T : R® — R3, dado por T(x,y,2) = (0,z,y). Temos que T(1,0,0) =

(0,1,0), T%(1,0,0) = (0,0,1) e T3(1,0,0) = (0,0,0). Logo Cr(1,0,0) = R? e tomando
B ={(1,0,0),7(1,0,0),7%(1,0,0)}, temos que

T =

o = O

0
0
1

o O O

Em geral, seja V = Cr(v) um espago T-ciclico de dimensao n. Seja my,(z) = 2" +

Up 12"+ -+ a1r + ag e considere B = {v,Tv,...,T" 'v}. Entdo a matriz de T' na base
mB é
000 --- —a
100 -+ —a
[T)s = 010 --- —ao
000 -+ —a,1
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Além disso, como dim V' = n, temos que grau(pr(z)) = n, mr,(z) divide mp(x) e mp(x)
divide pr(x). Entao

n = grau(mr,(z)) < grau(mr(z)) < grau(pr(z)) = n,
logo grau(mr(x)) = n. Como mr(x) divide pr(z), segue que mr(x) = pr(z). Portanto
se V espago T-ciclico de dimensao n, entao mr(z) = pr(z).

A reciproca também é verdadeira. A demonstragao fica como exercicio de leitura (Livro
Principal [1], Teorema 5.4.6, pg 156).

4.4 Subespacos T-invariantes

Definicao 4.31. Seja T : 'V — V um operador linear, onde V € um espago vetorial sobre
um corpo K. Um subespago W de V é dito um subespac¢o T-invariante de V quando
T(W) C W, ou seja, quando Tw € W, Yw € W.

Exemplo 4.32. Seja A € K um autovalor de T € L(V, V') e considere
W = Autr(A\) ={v eV | Tv= v}

Temos que, Yv € W, Tv = A € W. Logo cada auto-espaco W de V ¢é subespaco T'-
mvartiante.

Exemplo 4.33. Seja T : R? — R3, dado por T(x,y,z) = (0,z,y).

Tome W = [(1,0,0),(0,1,0)]. Entao T(W) = [T(1,0,0),7(0,1,0)] = [(0,1,0),(0,0,1)] &
W, logo W nao é T-invariante.

Agora tome W' = [(0,1,0),(0,0,1)]. Entao T(W') = [(0,0,1)] € W', logo W' é T-

muariante.

Observacgao 4.34. Seja T : V. — V um operador linear. Listamos a sequir uma série de
observagoes importantes a respeito de subespagos T-invariantes de V.

i) KerT e ImT sao subespagos T-invariantes.

De fato, Vv € KerT, Tv =0 € KerT. E, Vv € ImT, Tv € ImT.
ii) Se A € um autovalor de T', entao Autr(\) é T-invariante.

iii) Se W € subespaco T invariante, como T(W) C W, temos que T|w : W — W € um
operador linear de W.
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iv)

4.5

Seja n = dimgV > 1 e W um subespaco T-invariante de V, com dimg W = m e
1 <m < n. Sejam B uma base de W e B uma base de V' contendo B'. Jd observamos

que T" = T|w : W — W € um operador linear de W. Observe também que como
T'(w) =T(w) e W, Yw € W, a matriz de T na base B é do tipo

[TI]B’ Amx(n—m)
[Ts =
0 B(nfm)x(nfm)

Suponha que V' pode ser escrito como uma soma direta
V=wWoW,d - -oW,

de subespacos T-invariantes W;, i = 1,2,...,r. Entdao, se B; ¢ uma base de W;,
1=1,2,...,7r, temos que

B=B UB,U---UB,

€ base de V. Também temos que a resticio T; = T'|w, : W; — W, é um operador linear

dde W;, i =1,2,...,1r e, com isso, a matriz de T na base B ¢ da forma
[Tl]Bl 0 0
0 T)p, - 0
ms=| |
0 0 - [Ts

onde [T;|p, é a matriz de T; = T|w, na base B; e o0s zeros sao matrizes nulas com as
ordens correspondentes. Assim [T)g € uma matriz “diagonal”em blocos.

Nota também que podemos escrever T' como
T:Tl@TQ@"'@Tr,

onde se v =v) + Vg + -+ v, € a (Unica) expressio dev €V =W, &Wo @ ---dW,,
entao

Tv=Ti@Ta® - OT) (v +v2+ - +1v,) :=Tovy + Tovy + - - - + T, v,

Dizemos, neste caso, que T' é a soma direta dos operadores T, Ts,..., T,.

Operadores Nilpotentes

Definicao 4.35. T' € L(V,V) ¢ dito nilpotente quando existe m > 0 tal que T™ = 0. O
indice de nilpoténcia de T ¢ o menor tal m.

Exemplo 4.36. O operador derivada D : P,(R) — P,(R) € nilpotente de indice n + 1.
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Exemplo 4.37. A = € M3(K) € nilpotente, pois A = 0.

o O O
o O 2
oo o

Observagao 4.38. i) Se T € L(V,V) é nilpotente, entao KerT # {0}.

De fato, seja m o indice de nilpoténcia de T. Entao T™ = 0 e T™ ' #£ 0. Assim,
existe v € V tal que T™ 1 (v) #0. Mas 0 =T™(v) = T(T™ (v)), pois T™ = 0. Logo
T (v) € KerT e, portanto, KerT # {0}.

ii) Nenhum operador linear inversivel € nilpotente.

De fato, todo operador linear T' inversivel tem nicleo nulo. Como KerT = {0}, pelo
item i), T nao € nilpotente.

Teorema 4.39. Seja T € L(V,V), onde dimg V < co. Entio T é uma soma direta de um
operador linear nilpotente e um operador linear inversivel. Além disso, tal decomposicio é
unica.

Lembre que a definigdo de decomposi¢ao de um operador 7' € L(V, V) como soma direta
é, na verdade, uma decomposicao do espaco V' como soma direta de subespacos T-invariantes.
Assim, o teorema diz que V = W, @ Wy, onde Wy e Wy sdo subespagos T-invariantes e T'|yy,
é nilpotente e T'|yy, é inversivel.

Demonstracao. (Ezisténcia da decomposi¢ao) Note que
veKerT =Tv=0=T=T(T(v)) =T(0) =0=v € KerT?.
Assim KerT < KerT?. Em geral, temos a seguinte cadeia de subespacos de T":
KerT < KerT? < KerT? < --- < KerT" < KerT'' < ... < V.

Como dim V < oo, existe m > 0 tal que KerT™ = KerT™", Vi > (0. Vamos tomar o menor
m com essa propriedade, ou seja, tal que

KerT™ * < KerT™ (inclusdo prépria)

e KerT™ = KerT™", Vi > 0.

Com isso, defina Wy := KerT™ e W5 := ImT"™. Vamos mostrar que W e W, assim definidos
induzem a decomposicao desejada:

D) Wi N W, = {0}

De fato,
v e W, =KerT™ T™(v) =0
veW NWy, s e = e
v e Wy =ImT™ v="T"(w), paraalgum w €V
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Entao
0="T"(v)=T"(T"(w)) =T*"(w) = w € KerT?™.

Pela escolha de m, temos KerT?™ = KerT™, logo

=we KerT™ = T"(w) =0=v=0.

i)V =W + W,

De fato, temos que

dim(Wy + W3) = dim Wy + dim Wy — dim(W; N Ws)
=dimW; +dim W5 + 0
= dim Ker7™ + dim Im7™
=dimV,

pois T™ : V — V é um operador linear de V. Logo W; + W, =V.
De i) e i) obtemos que V = W & W,
iii) Wy e Wy sao T-invariantes.
De fato,
wy € Wy =KerT™ = T™(T(wy)) =TT (wy)) =T(0) =0 = T(w;) € KerT™ = Wr;
e

wy € Wo =ImT™ = wy =T"(v), veV = T(wy) =T(T"(v)) =T"(T(v)) € ImT™ = W.

Como W, e Wj sao T-invariantes, podemos considerar as restrigoes 7’|y, e T'|w,. Vamos,
agora, mostar que 7|y, ¢ nilpotente e que T|w, ¢é inversivel, o que conclui a prova da
existéncia da decomposicao. De fato,

(Tw,)"™(wy) = T™(wy) = 0, Y, € W = KerT™, entao (T'|w,)™ = 0 e portanto T'|y, é
nilpotente;
wy € KerTly, = T(wg) =0 e wy=T"(v), paraalgumv eV
= 0="T(wy) =T(T™(v)) = T™(v)
= v € KerT™! = KerT™, pela escolha de m
= T"(v) =0
= wy = 0.
Logo KerT'|w, = {0} e assim T'|w, é inversivel.
(Unicidade da decomposi¢ao) Considere a decomposicao V' = Wy @ W, construida acima e

suponha que V' = U; ®Us, onde U; e Us sdo subespagos T-invariantes, 71 := T'|y, é nilpotente
de indice m’ e Ty := T'|y, é inversivel. Vamos mostrar que

U1 = Wl = KerT™ e UQ = W2 = ImT™.
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Tome k = max{m,m’}. Entao
Wi C U;: sew; € Wy, como Wy <V = U; ®Us,, podemos escrever wy; = uq +us com u; € Uj,
i = 1,2. Agora, como W; = KerT™ < KerT*, temos 0 = T%(w;) = T*(uy) + T%(uy) =
T*(uy), pois (T|y,)™ = 0 e k > m'. Entdo temos T"(uy) = 0. Mas 7|y, é inversivel, logo
uy = 0 e assim w; = u; € Uj.
Analogamente se mostra que Wy C U;. Portanto U; = Wj.

Wy C Us: se wy € Wy, entdo wy = T™(v) para algum v € V. Como v € V, podemos
escrever v = uj +uy com u; € Uy, i = 1,2. Mas, como U; = KerT™, segue que wy = T™(v) =
T (uy)+T™(ug) = T™(ug). Agora, como Us é T-invariante, obtemos que wy = 7™ (us) € Us.

Reciprocamente, se uy € Us, entao us pode ser escrito como us = wy + we, com w; € Wj.
Assim, como Wy C Uy e Wy = Uy, segue que w; = uy —wy € Uy NU; = {0}. Logo
Uy = wy € Wy. Portanto Us C Wy e, assim, Us = Wh.

[ ]

O decomposicao dada pelo Teorema 4.39 é valida para qualquer operador linear de um
espaco vetorial de dimensao finita. Em relacao a parte nilpotente, temos o seguinte.

Proposicao 4.40. Seja T € L(V,V) nilpotente de indice m > 1, onde dimg V < oco. Se
v eV étal que T (v) # 0, entdo

(a) {v,Tv,T?v,..., T™" v} € L.L;

(b) considerando U = [v, Tv, T?v,..., T™ ], existe um subespaco T-invariante W de V
tal que V. =U d W.

Demonstragdo. (a) Suponha que agv + a;Tv + asT?v + -+ + a1 T™ ! = 0, com a; € K,

1=1,2,...,m — 1. Queremos mostrar que ag = a1 = as = --+ = a,,—1 = 0. Suponha que
nao e tome [ o menor indice ¢ tal que a; # 0. Entao ag =a; =---=a;-1 =0 e a; # 0, assim
m—1 @
Tl = —— Ty,
2
i=l+1
Entao
m—1 a m—1 @
Tm=1y — (T 1= o T () = T +1) _ P i | — _ 8 pmti—(41) ()
( )(©) > > (v)
1= 1=

Como m~+i—(I+1) >m, Vi =1+1,...,m—1, temos que T~V (y) Vi = [+1,...,m—1.
Assim T™ v = 0, o que contradiz a hipétese. Portanto ay = a; = as = -+ = a1 = 0 €
{v,Tv, T?v,..., T™" v} é L.I.

(b) Vamos provar a afirmacao por indugao sobre o indice de nilpoténcia m > 1 de T,

Sem =1,entao T =T' = 0. Assim U = [v] e qualquer subespago de V ¢ T-invariante.
Entao {v} pode ser completado até formar uma base {v, wy,wy, ..., w,} de V, encontrando
W = [wy,ws,...,w,] tal que V=Ue& W.
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Suponha m > 1 e que o resultado seja verdadeiro para todos os operadores nilpotentes de
indice menor do que m. Temos que Im7T é T-invariante, logo a restrigdo 1|, € nilpotente
de indice m — 1, pois T™ }(T0) = 0, VT'0 € ImT, e T™*(Tw) # 0.

Além disso, UNImT = [Tv, T?v,...,T™ '] = [Tv,T(Tv),...,T™*(Tv)], com T"2(Tv) #
0. Logo, considerando U’ = U N ImT, pela hipétese de indugao, existe um subespaco T-

invariante W’ tal que
ImT =U" W'

Para construirmos W do enunciado, considere

W'={weV |TweW'}.

Afirmacao 1: V=U + W"

De fato, dado © € V, temos Tv € ImT = U'®W’, logo podemos escrever © = u'+w’, com u’ €
U'ew € W'. Comou €U = [Tv,T?v,...,T™ 0], existem escalares a1, as, ..., a, 1 € K
tais que

u' = ayTv+ aT?*v 4 - + @ T™ 0 = T(a1v + aoTv + -+ + a1 T 20).

cU

Denotando u” = ayv+asTv+-+ ++a, 1 T™ v, temos v’ = T'(u") e, com isso, T0 = T(u")+w'.
= w=TO-u)eW = v-—u" eW"

Logo
v=u"+v—-u" e U+W"
Afirmagao 2: UNW' = {0}

De fato, seja u € UNW'. Como U e W’ sao T-invariantes, temos que Tu € U N ImT = U’
e Tu e W’'. Como U NW'= {0}, obtemos Tu = 0. Assim,

wuelU = u=aw+aTv+- -+ an 1T v, coma; € K
= 0=Tu=agTv+a;T?*v+ -+ ap_oT™ 0+ ap_T™
= agTv+a;T*v+ -+ a, 2T =0 (pois T™ = 0)
(:ag
= U=a, T vel

Como U' NW’" = {0}, segue que u = 0, o que prova a Afirmagao 2.

Da Afirmagao 2 segue que (UNW")NW' = {0}. E, como UNW" <W" e W <W",

segue que existe um subespaco W tal que

W'=WaeW o UnWw"). (%)

Afirmacao 3: W =W @ W’ é o subespaco desejado.
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De fato,
HUNW={0})y WCW eWnUnNW")={0}, logo UNW = {0}.
(i) V.=U +W:  Pela Afirmacao 1,
dimV = dimU + dim W’ — dim(W n W").
Da igualdade (*), obtemos
dim W"” = dim W + dim(U N W").
Assim,
dimV =dimU + dim W.

Como U, W <V, segue que U + W = V.

De (i) e (ii), obtemos que V- = U@ W. Resta mostrar que W é T invariante. Como W C W",
pela definigado de W, temos que T (W) C W'. E como W' C W, obtemos T(W) C W, como
querfamos mostrar.

]

Observagao 4.41. Seja T € L(V,V), onde dimg V =n > 1.

1) Se T ¢ nilpotente de indice m, entdio existe v € V tal que T™ v # 0 e seque da
Proposi¢ao 4.40(a) que
m<n=dmV,

jd que B = {v,Tv,T?*v,...., T™ "} é um conjunto L.I. em V.

Agora, se m = n = dimV, entio B = {v,Tv,t?v,..., T™" v} é uma base de V. A
matriz de T nesta base é

00 -+ 00
10 0 0
[T]B_Ol 00
00 -~ 10

2) Suponha agora que pr(x) = (x — A)". Neste caso, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
o operador linear (T'— XI) € nilpotente. Se o indice de nilpoténcia de (T — \I) for n,
entao usando 1), existe uma base B de V tal que

0 0 0 0
10 00
[T — Mg = 01 0 0
00 -~ 10
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Entao
A0 - 00
1 A 00
[T)5 = 0 1 00
00 --- 1 X

nxn

O item (2) da observagdo acima é um caso bastante particular. Veremos a sequir o caso
geral para operadores lineares nilpotentes. Para isso, vamos considerar a sequinte defini¢ao.

Definigao 4.42. Um bloco de Jordan r x r em )\ é a matriz J.(\) em M,(K) que tem
A nas entradas da diagonal principal, 1 nas entradas da diagonal abaizo e 0 nas demais
entradas, ou seja,

AO - 00
LA -+ 00
JN=101 020
0 0 I A

rXr

Teorema 4.43. Seja T € L(V,V) um operador linear nilpotente de indice m > 1, onde

dimg V =n < 0o. Entao existem inteiros positivost, my, mo, ..., my € vetores vy, vy, ..., v €
V' tais que

(@) m=mg >mg > - >my ;

(b) o conjunto B = {vy, Tvy, ..., T™ vy, vo, Tvg, ..., T™ vy, ..., vy, Ty, ..., T™ 1}

¢ uma base de V' (com isso, mq +mg+ -+ +my =n);
(¢) T™i(v;) =0, para todo i =1,2,...,t ;

(d) Se S for um operador linear de um espago vetorial W de dimensdao finita, entdo os
inteiros t, my, Mo, ..., my associados a S e a T sdo iguais se, e somente se, existe
um isomorfismo ® : V.— W com ®TP~! = S (ou seja, as matrizes associadas a T e
a S sao semelhantes).

Demonstragdo. Como T™™! =£ 0, existe v; € V tal que T™ !(v;) # 0. Pela Proposigao 4.40,
By = {v,Tvy,...,T™ v} ¢ LI e V=W, ® W), onde W, é o subespago gerado por B e
W3 é T-invariante.

Escreva m; = m. Note que como T é nilpotente, a restrigdo de 7" a W3 é também nilpotente
de indice, digamos, ms onde my < m = my. Assim, pela Proposicao 4.40, existe vy € V tal
que By = {vg, Tvy, ..., T™ g} ¢ LI e Wi = Wy @ Wi, onde Wy = [vg, Ty, ..., T™2 1]
e Wy é T-invariante. Repetindo essa argumento, como dimg V' < oo, chegamos aos inteiros
t, my, ma,..., my do enunciado, satisfazendo (a), (b) e (¢). O item (d) fica como exercicio.

[ ]
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Observacgao 4.44. Se T € L(V, V) é nilpotente e t, my, ma,..., my $Go como no enunciado
do teorema acima, entao a matriz de T na base B € da forma

Iy (0) 0 0
0 Jims (O) 0
[T]B - )
0 0 e Jmt(())

onde Jy,,(0) € um bloco de Jordan m; X m; com 0’s na diagonal principal e 1’s na diagonal
abairo da principal, ou seja,

00 --- 00
10 --- 00
T, (0) := 01 --- 00
00 - 10

mM; Xm;

Exemplo 4.45. Considere T € L(C3,C?) tal que pr(x) = (v — 2)3.
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos que
pr(T) = (T —2I)* = 0.

Entao T — 21 ¢ nilpotente de indice m < 3. As possibilidades para o polinomio minimal de
T sao:
r—2, (r—2)% (z—2)>%

Vamos entao analisar cada uma das possibilidades:
e Semrp(x) =x—2, entdo
= T —21 =0 = T — 21 nilpotente de indice 1.

Pelo Teorema 4.43, my = 1 > my e, portanto mgy = 1. Como my +my = 2 < 3 =
dim C3, existe ms com 1 = my > my > ms, logo ms = 1 e, como mq +mg +ms = 3,
temos t = 3. Além disso, existem vy, vy, v3 € C3 tais que B = {vy,vs,v3} € L.L e

Jm (0) 0 0
[T — 205 = 0 Jm,(0) 0
0 0 Jm,(0)

Como my = mg = mgz = 1, temos que Jp,,(0) = (0)1x1. Assim

0
T —2Iz=| 0
0

o o O
o O O
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e portanto

= [T]B - 2[3 —

o oo
o oo
o oo
e
o
|
o ow
oo
N OO

[Que € o caso em que T € diagonalizdvel.]
o Se mp(x) = (v —2)?, entdo
T — 21 tem indice de nilpoténcia my, = 2.

Pelo Teorema 4.43, existe my tal que 2 = mq > my > 1. Como mi+msy < 3 = dim C?,
obtemos mo =1 et = 2. Além disso, existem vy,v9 € V tais que

B={v, (T —2I)(v1),v2} € base de C*

e
o Jm(0) 0
onde
00
I = (1 0) e I = 0
2X2

Portanto

0 01]0 2 0|0

= [T —2Iz= 1 0]0 = [T|s= 1 210
0 01]0 5 0 02
X3 3Ix3

o Se my(x) = (v — 2)3, entao
T — 21 tem indice de nilpoténcia m; = 3 = dim C>.

Entiot =1 e existe v € V tal que B = {vy, (T —2I)(vy), (T —2i)*(v1)} € base de C3 e

= [T -2l = (Jn,(0)) = T)s =

3x3 3x3

o = O

0
0
1

S = N

0
2
1

o O O
4
N OO

4.6 Formas de Jordan

Com os Teoremas 4.39 e 4.43 vistos na sec¢ao anterior, estamos prontos para provar o Teorema
da Forma de Jordan para operadores lineares de espacos vetoriais de dimensao finita.
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Teorema 4.46. Seja T € L(V,V), onde dimg V = n, tal que o polinémio caracteristico
pode ser completamente fatorado como

pre) = (= M) (o = ) o = A
ondes; >1eXN#N\ sei#j7,Vi,7=1,2,...,r. Entao
V=UiaeU:& - U,
onde, para cada i =1,2,...,r, temos
a) dimg U; = s; ;
b) U; é T-invariante ;

c) a restricao de T — NI a U; é nilpotente.

Demonstracao. Para cada 1 = 1,2,...,r, considere T; =T — \;I. Entao T; : V — V é um
operador linear de V' e portanto, pelo Teorema 4.39, T; é uma soma direta de um operador
linear nilpotente e um operador linear inversivel, ou seja, V = U; & W;, onde U; e W, sao T
invariantes e as restrigoes 7T;|y, € T;|w, sao nilpotente e inversivel, respectivamente.

Note que se W é um subespaco qualquer de V' que é T;-invariante, entao W é também
T-invariante. De fato, se T;(W) C W, entao T;(w) € W, Yw € W. Como Tj(w) = (T —
ANl (w) =T(w) — \w e w € W, Yw € W, segue que T'(w) = \w + T;(w) € W, Yw € W.
Logo T'(W) C .

Entao, como U; e W; sao T;-invariantes, para cada ¢ = 1,2,...,r, temos que U; e W; sao
também T-invariantes. Fixado i, sejam

=Ty, e T":=T

W

Como V =U,; & W,, se C; é base de U; e D; é base de W;, entao B; :=C; UD; é base de V' e

[T/}Ci 0
[T]Bl - ( 0 " ) )
[T ]Di

pr(x) = pr(z) - pro ().

de onde concluimos que

Afirmagao: pr/(x) = (z — \I)%.
De fato, como Tj|y, é nilpotente, temos T} = 0 em U;, para algum [. Agora,
T!=0em U; = (T —X\NI)'=0em U, ou seja, (T" — \I) =0 em Uj.

Entao o polindmio f(z) = (x — \;)! anula 7" = T|y,. Com isso, temos que o polinomio
minimal my (z) de T divide f(z). Portanto mq (z) = (z — \;)®. Além disso, como mq ()
e pr () possuem as mesmas raizes, obtemos pr(z) = (z — \;)*.

Resta mostrar que t = s;. Sabemos que T;|w, ¢é inversivel, logo KerT;|y, = {0}, ou seja,
T — M\ tem nucleo trivial em W;. Assim, \; ndo é autovalor de 7" = T'|w,. Logo (x — \;)
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nao divide pr«(x). Mas (x — \;)* divide pr(z) = pr(x) - prv(x), portanto (x — \;)% divide
pr(x). Logo t = s; e pr(x) = (x — A\;)® como afirmamos.
Como pp(z) = (x — N)% e T" = Ty, segue que dimg U; = s; e Uy N (Uy + -+ + U1 +
Uir+---+U.) ={0}. paracadai=1,2,...,r. E como s;+s3+--+s, = dim V', obtemos
V=U,oU,®---dU,.

[

Do teorema acima obtemos o seguinte: como V =U, @ Us @ --- B U, e T; = (T — \1)|y,
é nilpotente, existe uma base B; de U; tal que

Ty (Ni) 0 e 0
0 Tino (A7) 0
[T'lv,]5, = ,
0 0 Ty, (V)
onde, para cada j =1,2,...,t\.,
Ao 00 0
1 XN 0 0
Jm]()\i> — 0 1 N 0
0 0 1\
mj Xm;

é um bloco de Jordan, m; > mo > --- Zm% emy +my+ -+ my,, = dim U;.
Entao B=B;U---UB, é base de V e

VATAR 0 0
0 [T|U2]BQ e 0
[T]s = . . , . :
0 0 [Ty, ]s,

que chamamos de Forma de Jordan associada a 7.

Pelo Teorema 4.43, os nimeros ty,e m;, estao bem determinados a partir de 7". Além
disso, dois operadores lineares S € L(V,V) e T € L(V', V') tém a mesma forma de Jordan
se, e somente se, existe um isomorfismo ® : V — V' tal que ®~17Td = S.

Exemplo 4.47. Seja T : C* — C* dado por
T(Zl, 294,23, 2’4) = (821 — 29, 42’1 + 1222, 92’3 + 22’4, 223 + 624)

A matriz de T na base canonica C de C* é

8 -1 0 0
4 12 0 0
A=[Ts={ 1 o 9 2
0 0 2 6
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Calculando o polinomio caracteristico de T', obtem-se
pr(z) = det(zxly — A) = (z — 10)*(x — 5).
Com isso temos que V = Uy & Uy, com dimc U; = 3 e dime Uy = 1.
Os possiveis polinomios minimais de T sio (v — 10)(z — 5), (x — 10)*(x — 5) e (v —
10)*(x — 5). Calculando, obtemos
my(z) = (x — 10)*(x — 5).

Entao o primeiro bloco de Jordan associado a \y = 10 é 2 x 2. E como dimU; = 3, temos
um sequndo bloco 1 X 1. E para Ao = 5, que é autovalor de multiplicidade algébrica 1, temos
um unico bloco de Jordan 1 x 1.

Assim a Forma de Jordan associada a'T' €

10 0 010
1 10 010
T=1 0 0o 10]o
0 0 015

Exemplo 4.48. Seja T € L(R?,R?) tal que pr(x) = (x +2)* e myp(z) = (x + 2)%

T possui um unico autovalor \y = —2. Como sua multiplicidade em my(x) € 2, temos que o
primeiro bloco de Jordan associado a Ay € 2 X 2. Entdao as possiveis formas de Jordan para
T sao

-2 0] 0 o0 -2 0] 0 0
1 -2 0 0 1 -2/ 0 0
Ji = 0 0]—2 0 ou  Jp= 0 0]—2 0
0 0| 1 -2 0 0| 0 —2
(m =2 e mg=2) (m =2 e me=m3=1)

Para a forma Jy, a base dada pelo Teorema 4.43 € do tipo
B = {v1, (T + 2I)(vy),vq, (T + 2I)(ve) }

e J1 = [T|g. Observe que a sequnda e quarta colunas de Jy estao na forma diagonal, digamos
assim. De fato o sequndo vetor (T+21)(v1) e o quarto vetor (T'+21)(vy) de B sdo autovetores
de T, ji que ao aplicarmos (T+21) nestes vetores, obtemos (T+21)*(v;) = 0, j = 1,2. Entdo,
na forma Ji, temos 2 autovetores L.I. associados ao autovalor —2, ou seja, dim Autyp(—2) =
2.

Para a forma Jy, a base dada pelo Teorema 4.43 € do tipo
B - {Ub (T + 21)(1}1)7 V2, U3)}

e Jo = [T)|p. Neste caso, a sequnda, terceira e quarta colunas de Jy estao na forma diagonal.
De fato os vetores (T + 2I)(v1), vy € v3 de B sao autovetores de T, jd que ao aplicarmos
(T+21I) nestes vetores, obtemos (T+2I)?(vy) = 0, (T+2I)(vy) = 0 e (T+2I)(v3) = 0. Entao,
na forma Jo, temos 3 autovetores L.1. associados ao autovalor —2, ou seja, dim Autp(—2) =

3.
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Exemplo 4.49. Seja T € L(C?,C?) qualquer.

Entao o polinomio caracteristico de T €

pr(z) = (x —a)(x —b), ondea,be C.

i) Sea # b, entao my(z) = (x—a)(z—0b) e C? possui dois autovetores associados a autovalores
distintos. Assim T é diagonalizdvel e existe uma base de C* (formada por autovetores de T')

tal que
m=(54)

ii) Se a = b, entao pr(x) = (r—a)?® e temos duas possibilidades para mr(z): my(z) = (x—a)

oumrp(z) = (r —a)?.

Se mr(x) = x — a, entio mp(T) =T — al anula C* e portanto todo vetor nao nulo é um

autovetor de T'. Assim
a 0
m-( o)

Agora, se mp(x) = (x — a)?, entdo a foram de Jordan de T possui um bloco de Jordan

Jo(a) = Cll 2 e assim a forma de Jordan de T é

n-(3 )

Com isso, podemos concluir que toda matriz A € My(C) é semelhante a uma das matrizes
a 0 a 0
(0 b) ou (1 a)’ a,b e C.

A seguir, reunimos as informagoes obtidas ao longo da sec¢ao sobre a Forma de Jordan de
um operador linear.

em alguma base de C2.

Resumo da Forma de Jordan de um operador linear:
Seja V um espago vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K e T' € L(V, V) tal que
pr() = (2 = M)™ (3= A)® -+ ( = A),
onde \; #\;,Vi#j,ea; >1,1,7=1,2,...,r.
e Entao \; é autovalor de T' com multiplicidade algébrica ma(\;) = «;.

e A multiplicidade geométrica de \; é mg()\;) = dim Autr();), a dimensdo do auto-espago
associado a ;.

126 Algebra Linear IT - Profa. Aline Pinto



4.6 Formas de Jordan 4 FORMAS CANONICAS

o V=U0U:&--®U,, onde U; é T-invariante, dim U; = «; e (T — \;I)|y, é nilpotente.

Com isso, se B; é uma base de U;, entao B=B;UBy,U---UB, é base de V e

[T|U1]31 0 0
0 [T|U2]B2 0
[T]B - )
0 0 - [Tly,]s,

nxn
onde cada [T|y,], € uma matriz a; X .

e Como cada (T — A\ I)|p, é nilpotente, segue que existe uma base B; de U; tal que

Tine, ) 0 . 0
0 T ) 0
T|v.ls: = ,
0 0 T Jmit.(Az‘)
4 o X0
onde cada Jmij () € um bloco de Jordan, m;, > m;, > -+ > m;, > 1emg; +m;, +
My, = Q.

e A base B; que d4 a Forma de Jordan para cada T'|y, é da forma

Bi = {Uil, (T — )\Z'I)(?Jil), RN (T — )\i[)mil_l(’l}il), Vig, (T — >\7JI)<Ui2); RN

(T = M) (0), o i (T = MD)(w, ), (T = MD)™ 7 )

Os vetores “finais” (T — \)™ Y vy, ), (T — NI)™2"Hvy,), ..., (T — )\i])m”z'_l(viti)
sao autovetores L.I. de T associados a A;.

e O ntimero de blocos de Jordan associados a cada \; é igual sua multiplicidade geométrica
mg(A;), ou seja, igual a dim Autr(N;).

e Se o polindmio monimal de T é
my(z) = (z — )\1)61 (x — )\g)ﬁ2 s (x— )\T)BT,

entao o primeiro bloco de Jordan associado a cada \; tem ordem [; X [3;, ou seja,

m;, = ﬁz‘-

e A Forma de Jordan de T é tinica (fixada a ordenagao dos A;’s). E dois operadores T" e
S possuem a mesma forma de Jordan se, e somente se, suas matrizes sao semelhantes,
ou seja, existe uma matriz inversivel P tal que [S] = P~T]P.
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4.6 Formas de Jordan

Vamos encontrar a forma de Jordan da matriz

Exemplo 4.50.

€ M;y(C).
0
—1
det(zls — A) = (z — 2)*(x — 1)(z + 1).

2 0000 0
2000 O
1020 0
111 2

0 0001

1
-1 0100 O

(g

O polinomio caracteristico de A €

A=

pa()

2,0 = 1 e A3 = —1 sao os autovalores de A. O caso sensivel € \; = 2.

Vamos calcular o polinomio minimal de A para saber o tamanho do primeiro bloco de Jordan

associado a .

Entao M\

Temos que

(A-21)(A-D(A+1I) =

-
S OO OO oo
S OO O ™M
S OO Mm H O
OO N O —H O
SO Mm O —H - O
—
31_010
N —
—
OOOOOA..HH
O OO O —H
SO O —+H +H O
o OO o —H O
S —H O - - O
111_.010
(
e N (@]
—
SO oo o H cooco oo
OO OO H O oo oo oo
001_.010 O oo o Mm A
S OO O oo
SO O - +H O
OO O M-
—
— —
< | < S ocmo <o~
Il Il

(A=2D*(A-10)(A+1)=

]ﬂ

00 0O0O0@O0
000O0O00O0
00 0O0O0© O
300000
730000
210000
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0O 0 0 00 O 000O0O0O0
1 0 0 00 O 300000
-1 0 -1 0 0 O 00 0O0O0O O
0O 1 0 00 O 4 3 0000
1 1 1 10 0 5 70 3 00
0 0 0 01 -3 120100
(A=201P3A-1DA+1) =

o

e
—
coococoo
coococoo
coocococo
coocococo
coocococo
cCo oo m—
N———

I
—
coococoo
coococoo
coococoo
coocococo
cCooc o m—
oo mi~a
N—
—
UUOUOQ_U
cooco o~
cooco o
001_4010
SRR =
Ol‘I_AOlO
N——
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Entao mr(z) = pr(z) = (x — 2)4(x — 1)(xz + 1). Com isso, temos um tnico bloco de
Jordan 4 X 4 associado a \y = 2, 1 bloco de Jordan 1 X 1 associado a Ao = 1 e 1 bloco de

Jordan 1 x 1 associado a A3 = —1. Assim, a Forma de Jordan de A €
200 0(0 O
120 0[0 O
7 01 20(0 O
100120 0
00 0O0]1 O
000O0j]0 —1

Note que a informacao de que a forma de Jordan de A tem apenas um bloco de Jordan
associado a Ay = 2 pode também ser vista a partir do auto-espago Auta(N) = Ker(AMI —A):
Temos

0 0 0 0 00
-1 0 0 0 00
1 0 1 0 00
M —A=2-A= 01 0 0 00
-1 -1 =1 =1 00
0 0 0 0 —-13
e
0 0 0 0 00 2 0 I
-1 0 0 0 00 % 0 ;:0
1 0 1 0 00 s |0 o ;_0
0 -1 0 0 00 | ] o 23:
-1 -1 -1 -1 00 25 0 T
00 0 0 -13)\z 0 — =0
Entao

Aut (A1) ={(0,0,0,0,3z26,26) | 26 € C} =1(0,0,0,0,3,1)].

Como dim Aut4(N\) = 1, temos um bloco de Jordan associado a \;.

Exemplo 4.51. Considere

10 -2 04
01 0 —11
B=|00 1 00 [eMsC).
00 0 13
00 0 01

O polinomio caracteristico de B é
pp(r) = det(zls — B) = (v — 1)°.

Entao My =1 € o dnico os autovalor de B.
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Vamos encontrar Autg(A) = Ker(A I — B): Temos

0020 —4
0001 -1
M —-B=I-B=1]100200 0
0000 =3
00 0O0 O
e
00 20 —4 1 0
0001 -1 29 0 223 — 425 =0 z3 =20
00 0O 0 23 =120 & 24— 25 =0 & 23 =10
0000 =3 24 0 24 =0 z5 =0
000O0 O Zs5 0

Entao
Autp(A1) = {(21,29,0,0,0) | 21,20 € C} =[(1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0)].

Como dim Autg(\) = 2, temos 2 blocos de Jordan associados a \y. Como A\ € o unico
autovalor, temos dimU; = dim V' = 5, a soma dos tamanhos dos blocos de Jordan associados
a A1 € igual a 5. Como sao dois blocos, temos duas possibilidades: 1 bloco 3 x 3 e 1 bloco
2x2; 0u 1 blocodx4 e 1blocolx1. O tamanho do primeiro bloco € dado pela multiplicidade
de A\ no polinomio minimal. Temos

B—1I = , (B—1I)?= e (B—1I1)*=0

O OO OO
O OO OO
SO OO NN
S O OO
S W O e
S OO OO
S OO OO
S OO OO
S OO OO
O OO WO

Entao o primeiro bloco de Jordan € 3 X 3 e a Forma de Jordan de B é

10 0/0 0
1 1.0/0 0
J=101 1,0 0
0001 O
0001 1
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5 Espacos com Produto Interno

Nota: Ao longo de todo este capitulo, vamos fixar o corpo K com sendo R ou C.

5.1 Produto Interno

Definicao 5.1. Seja V' um espaco vetorial sobre K. Um produto interno sobre V é uma
fungio (, )V xV — K que satisfaz:
(P1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w);

(P2) (A\u,v) = Mu,v);

(
(
(P3) (u,v) = (v,u), onde a barra significa o conjugado;
(P4) (u,u) >0, seu#0;
para quaisquer u,v,w € V e A € K.

A seguir, algumas observacoes a cerca da definicao acima.
Observagao 5.2. Seja V' um espago vetorial sobre K com produto interno { , ).

1) Segue da defini¢ao de produto interno que

0,v)y = (v,0) =0, YoeV

(v,v) =0 & v=0.

2) De (P1) e (P3) segue

(P5) (u,v+ w) = (u,v) + (u,w), Yu,v,w € V.

De fato,

(v +w) B o+ w,uy B (o) + (w, a) = (,u) + (w, 1) = (u,v) + (u, w).
3) De (P2) e (P3) segue

(P6) (u, \v) = Mu,v), Yu,v €V el € K.

De fato,
(u, ) 2 Do) @ Nosa) = X @, 1) 2 M, v).
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4) Das observagoes 2) e 3) acima, obtemos

(Y @, Y by )= > abylus,vy)
i=1 j=1 ;
para quaisquer w;,v; € V e a;, b; € K.
5) Se K =R, a condi¢io (P3) é
(u,v) = (v,u), Yu,v € V. (%)

Essa simetria se perde quando K = C. De fato, se V. é um espago vetorial sobre C
com produto interno ( , ), temos que

(v,v) >0, YveV,v#£0.

Entao
(iv,iv)y >0, Yve V,u#0.

Por outro lado, se valesse a simetria (*), chegariamos a
(iv,1v) = (v, iv) ® i(iv,v) = i*{v,v) = —(v,v) <0, Yv € V,v#0,

uma contradicao.

Exemplo 5.3. Seja V =K" (K =R ou K =C). Temos que

<(l‘1, s 7xn)7 (yh o >yn)> = 'lel +x2y2 + e +xnyn'

¢ um produto interno sobre K" (Verifique que (P1)-(P4) wvalem!). Este produto interno é
chamado de produto interno candnico.

Em geral, se aq, g, ..., q, sao numeros reais positivos, entao

<($1, B 7':(;71)7 <y17 <o ;yn)> = alxlgl + 052x2y2 +oee anxngn'

¢ um produto interno em K". Verifique que (P1)-(P4) valem e entenda porque os als sdo
numeros reais positivos.

Exemplo 5.4. Considere V = C([a,b],R), o espago vetorial das fun¢des continuas do inter-
valo [a,b] C R em R. Defina

(f.g) = / F(hg(t)dt. Yf.ge V.

As regras de integragao garantem que { , ) como definido acima é um produto interno sobre

V. (Verifique!)
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Exemplo 5.5. Seja V = M, (K), o espago vetorial das matrizes n X n com entradas em K,
onde K =R ou C. O produto interno canénico sobre M, (K) ¢ definido por

<A, B> = Z CLZ‘]‘E‘]‘,
i,j=1

onde A = (a;;) e B = (b;j) sio matrizes em V. Verifique que (P1)-(P4) valem.

Exemplo 5.6. Sejam V e W dois espagos vetoriais sobre K e ( ,) um produto interno sobre
V. SeT :W — V € uma transformagao linear injetora, entdo podemos definir um produto
interno sobre W da sequinte maneira:

(u,wyr := (T(u), T(w)), Vu,we W.

( )1 € de fato, um produto interno: para quaisquer u,v,w € W e A € K, temos

(P1) (u+v,w)r = (T(u+v), T(w)) =(T(u)+T(v), T(w))
T (), T(w)) + (T(0), T(w)) = (u, w)r + (v, w)r

(P3) (w, w)r = (T(u), T(w)) =" (T'(w),T(u)) = (w,u)r

(P4) Para cada u # 0, como T € injetora, temos T'(u) # 0. Entdo

(w, u)r = (T(w), T(w)) = 0, YueW, uo.

Caso especial do Exemplo 5.6: Seja V' um espaco vetorial de dimensao n > 1 sobre K
e sejam B = {v1vg,...,v,} uma base de V e C = {ey,es,...,e,} a base canonica de K.

Consideremos K™ com seu produto interno canonico e seja T : 'V — K" a transformagao
linear tal que T(v;) = e;, 1 =1,2,...,n (que existe e € unica, pelo Teorema 3.9), ou seja,

T(zn: a;v;) = zn:aiT(vi) = zn:aiei = (aq, 0, ..., 0p).
i=1 i=1 i=1

Como T leva base em base, temos que T € um isomorfismo e, portanto, injetora. Entao T e
o produto interno canonico em K™ induzem um produto interno em V dado por:

dadosu =73 " au; ev=>" B,
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(u,v)r = (T'(u),T(v)) = QO i, T (vi), > ey BT (vi))
= (D i e, )iy Bies)
= (a1, q0,...,an), (B1, B2, ..., Bn))

=18 +asfBe+ -+ anBy

Em particular, temos que (v;,vj)r = 0;5, para i,j = 1,2,...,n, onde §; =1 e é;; = 0 para
1.
Agora, note que temos
aq B
&%) B2
[us = [ . e Pls=1 .
o Bn

Com isso, vemos que
(u,v)r = ([uls)" - [v].

Definigao 5.7. Seja V' um espago vetorial sobre K, munido de um produto interno { ).
Para cada v € V', chamamos de norma de v o numero real dado por

[vl] = v/ (v, 0).

Observe que a definicao de norma de um vetor depende do produto interno dado. Além
disso, da definicao segue que

(a) ||v]| > 0,Vv eV, ellv|]| =0 se, e somente se, v = 0;

(®) [lewv]] = /{av,av) = /aa(v,v) © laly/(v,v) = |a - ||v]|, para todo a € K.

MNa=r+iyea=x—iy = aa=2>+1y?=|al?

Exemplo 5.8. Considere V = C* com o produto interno candnico e w = (—%,1-2i,0) € C?.
Entao
(w,w) = ((—2,1-2i,0),(-2,1-2i,0)) =-2. -2} (1-2))(T—2i) = g +5=12

Assim, ||w]] = /{w,w) = @.

A seguir apresentamos algumas desigualdades envolvendo produto interno e a norma
associada.

Proposicao 5.9. Seja V' um espago vetorial sobre K com produto interno ( ,). Entdo
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i) Desigualdade de Cauchy-Schwarz:  [(u,v)| < ||u|| - ||v]|, Vu,ve V.

E a igualdade |{(u,v)| = ||u|| - ||v|| vale se, e somente se, {u,v} € L.D..

ii) Desigualdade triangular:  ||u+v|| < ||u|| + ||v]], Vu,v e V.

Demonstragao. i) Para quaisquer «, 5 € K e u,v € V| temos (Verifique!)
(au — v, au — pv) = |af|Jul|* — 2Re(aB{u, v)) + [B[*]|v]]* (%)

onde, dado z € C, Re(z) denota a parte real de z.
Tomando a = ||v||? e B = (u,v), obtemos

aB(u,v) =||v|[*BB = |[v|*|B]* €R.
Substituindo em (*), obtemos

0 < (au— v, au— Bo) = [ful P[lv]|* = 2[[v| *BI* + [(u, v) *||v]?

= o[ P([ul Pllo]]* = [{u, v)[?). ()
Portanto
[[ul[*[]v]|* = [(u,v) > >0,
ou seja,
[ (u, v} < Jul] - [[v]]-
Agora, se vale a igualdade |(u,v)| = ||u|| - ||v||, obtemos em (**) que
(ou — Bv, au — Pv) = 0.
Assim

au— v =0

Se v =0, {u,v} é L.D. independentemente da igualdade. E se v # 0, entao a = ||v||? # 0.
Portanto, segue da combinagao linear acima que {u,v} é L.D..

Reciprocamente, se {u,v} é L.D., entdo u = Av ou v = Au, para algum A € K, e uma
conta simples mostra que vale a igualdade |(u,v)| = ||u|[*||v]|?. (Verifique!)

ii) Temos que (Verifique!)
lu+[]* = [Jul* + 2Re((u, v)) +[[v|*,  VYu,veV.

Como, para todo z € C, temos Re(z) < |z|, obtemos

i
[l + ol < [l + 2 (w, )] + Holl* < Hull® + 2[full[Jo]] + [[0]]* = (] + [lv]])*.
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5.2 Ortogonalidade

Definigao 5.10. Seja V' um espago vetorial sobre K (lembre que aqui sempre K = R ou
K = C), com produto interno { ,). Dizemos que:

i) u,v € V sao ortogonais quando (u,v) = 0;

ii) BCV ¢éum subconjunto ortogonal quando seus elementos sio dois-a-dois ortogo-
nas;

iii) B CV € um subconjunto ortonormal quando B é ortogonal e ||u|| =1, Yu € B.

Notagao: Escrevemos v | v para indicar que u e v sao ortogonais.

Observagao 5.11. O vetor nulo € ortogonal a todos os vetores de V', pois
(0,v) =0, YvoeV.

Além disso, o vetor nulo é o tinico com esta propriedade. (Por qué?)

Exemplo 5.12. As bases candnicas de R", C", M,,(R) e M,,(C) com os respectivos produtos
iternos canonicos sao conjuntos ortogonais.

Proposicao 5.13. Seja V' um espago vetorial sobre K com produto interno e seja B um
subconjunto ortogonal de V' formado por vetores nao nulos. Entao

i) BéL.L;
i) seuy,ug,...,u, € B ev € [u,ug,..., uy,l, entao
<U,U1> <Uau2> <Uaun>
v = 1+ 2+ -+ U
[fua |2 [|ual[? lunl> "
Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que B é L.I.. De fato, sejam uy, us,...,u, € B e

suponha que
kiuy + kous + -+ - + kpu, =0,  com ki, ko, ..., k, € K.

Fazendo o produto interno com u;, obtemos
</{31U1 + kQUg + 4 knum U1> = <07 ’LL1> = 0.

Assim,
k1<U1, U1> + k2<u2,ul> + -+ kn<un, U1> = 0.

Como B é ortogonal, temos que (u;,u;) = 0, Vu;,u; € B e i # j. Entdo obtemos da
igualdade acima que ki (uy,u;) = 0. Como os vetores em B sao nao nulos, temos (uy,u;) >0
e portanto k1 = 0. Repetindo o mesmo argumento com o produto interno com wu;, para
1=2,3,...,n, obtemos k; = 0 para ¢ = 1,2,...,n. Portanto, os vetores uy, us,...,u, Sao
L.1., para quaisquer uy, us,...,u, € B. Logo B é L.I..
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Agora vamos mostrar a segunda parte do enunciado. Se v € [ug, ug, . . ., uy,], entao existem
escalares by, bo, ..., b, € K tais que

v = b1u1 —l—bqu—|—+bnun

Vamos mostrar que os escalares by, bs, . . ., b, sao iguais aos respectivos escalares da expressao
em ii). De fato, considere o produto interno (v, u;). Substituindo a expessao de v acima,

obtemos
(vyur) = (brug + boug + - - - + by, uy)

= b1<u1, U1> + b2<U,2,U1> 4+ 4+ bn(un, U1>

= biu]]?,
pois B é ortogonal e uy,us, ..., u, € B. Como u; é nao nulo, obtemos
bl — <Ua ul)
[Jua |2
Repetindo o mesmo argumento com o produto interno (v, u;), para i = 2,3, ...,n obtemos
i = <U’ui2>, parai=1,2,...,n,
s |

como queriamos mostrar.
[ |

Corolario 5.14. Seja V' um espago wvetorial sobre K com produto interno e seja B =
{uy,us, ..., u,} uma base ortonormal de V.. Entao, ¥V v € V,
v = (v, ur) ug + (v,uz) us + -+ + (v, Up) Up.
Nosso préximo objetivo é mostrar que todo espago vetorial de dimensao finita sobre K,

onde K = R ou K = C, possui bases ortonormais. A seguir apresentamos o primeiro passo
para demonstrarmos este resultado, que é ortogonalizar uma base qualquer do espaco.

Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt: Seja VV um espaco vetorial sobre K

com produto interno ( ,) e seja B = {vy,vs,...,v,} um subconjunto L.I. de V. A partir de
B vamos construir um conjunto B’ = {wy,ws, ..., w,} C V que seja ortogonal e tal que o
subespago gerado por B’ seja igual ao subespago gerado por B, ou seja, [wy,ws, ..., w,] =
(U1, V2, ..., 0,] € w; L wj, Vi # j. Esta construcao ¢ feita indutivamente como segue. Defina
® W1 =V
o wy = vy — 20y,
2 - 2 w1 ]2 1

Note que wy # 0, pois vy e vg sao L.I.. E w; L wsy: de fato,

(wa, wy) = (v — iT;;T‘lz) wy,wy) = (Vg, W) — <|1|Z’f|}|12> (wy,wy)
= (vg, wy) — L2 |y | |2

= (vg,wy) — (vg,w1) =0
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e definidos wq, ws, ..., wg, com 1 < k < n, definimos w,, por

(Vn,w1) (Vn,w2) (Un,Wn—1) Zn—l (Un,w4)

Wn == Un = T2 W17 TP W2 7 77 7 a2 Wn—1 = Un = Zui=1 T2 Wir

Exercicio: Verifique que w, é ortogonal a wy,ws, ..., wg, com 1 < k < n.

Com isso, B’ = {wy,ws, ..., w,} é um conjunto ortogonal, em particular, linearmente inde-
pendente. Como cada w; é combinagao linear dos v;’s, segue que B’ gera o mesmo subespago
que B.

Exemplo 5.15. Seja V = C3, com o produto interno canénico. Vamos encontrar uma base
ortogonal de C* contendo o vetor (1,2i,0).

Primeiro vamos tomar uma base qualquer de C* contendo o vetor (1,2i,0), como por ezemplo

B = {1)1 = (LQZ,O) y V2 = (07 170) ; Uz = (0,0, 1)}

Agora vamos aplicar Gram-Schmidt para ortogonalizar B e obtermos a base desejada. Defina

wy = vy = (1,24,0)
Entdo [Jwi|? = (wy,w) = ((1,2i,0),(1,2,0)) =1+2 -2 =1+4=5

Wy 1= V2 — <v27w12>w1 = (07 170) + %(L 2i>0) = (%7 %70)

[l

Entio ||ws|* = & + 5= = 1.

Wy = vy — ml”f;wl — <|Tf’v’;‘”|22>w2 = (0,0,1) +0(1,2i,0) + 0(%, 1,0) = (0,0,1)

Portanto B' = {w; = (1,2i,0) , wy = (%,
C? contendo o vetor (1,2i,0).

,0) , ws =(0,0,1)} é uma base ortogonal de

(S

Com o Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt em maos, estamos prontos para
provar que todo espaco vetorial nao nulo de dimensao finita possui base ortonormal.

Teorema 5.16. Todo espaco vetorial de dimensao finitan > 1 sobre K com produto interno
possut uma base ortonormal.

Demonstragao. Seja B = {v1,vs,...,v,} uma base qualquer de V. Aplicando Gram-
Schmidt, obtemos uma base ortogonal B’ = {wq,ws,...,w,} de V. Por fim, tomamos
B = {2 2 e que é uma base ortonormal de V.
[Jw]]? [[wa]] [Jwa|
[
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Exemplo 5.17. Considerando a base ortonormal B' = {(1,2i,0), (%, %,O), (0,0,1)} de C3,
obtida no exemplo anterior, temos que, normalizando os vetores de I3,

B'={(J5. %) . (B..0). (0.0.1)})

é uma base ortonormal de C3.

Observacao 5.18. F interessante observar que trabalhar com bases ortonormais faz com
que o produto interno possa ser descrito em termos das coordenadas dos vetores.

Mais precisamente, seja B = {uy,us, ..., u,} uma base ortonormal de um espago vetorial V
com produto interno. Entao, dados u,v € V', temos que

n n
u = E o e v= E Bius, i, B € K.
i=1 =1

Assim,

<U;U> = <Z ;U Zﬁ]u] Zzalﬁ] uz;ug ( ) Z@zﬂw

=1 7j=1 =1 j5=1
onde em (*) estamos usando o fato de que B € ortonormal.

Logo, para um produto interno qualquer { ;) em V,

n
= Z @i f3;
i=1

¢ dado em termos das coordenadas de u e de v na base ortonormal B. Além disso,
a; = <u7 ul> € ﬁl = <U7 uz)

Uma outra consequéncia interessante da existéncia de bases ortonormais é a seguinte.

Corolario 5.19. Seja V' um espaco vetorial sobre K com produto interno. Sejam B =
{ug, ug, ..., up} e B'={vy,va,...,0,} duas bases ortonormais de V. Entdo, se M = [I]5, ¢
a matriz de mudanca de base, temos que

M- Mt= M- M =1,
ou seja,
M~ =M,
a inversa de M € sua trasposta conjugada.

Demonstracio. Seja M = [I5, = (a;;) € M,(K). Como cada coluna j de M é formada
pelas coordenadas de u; na base B’, temos que

n

uj = E arjvk, J=1,2,...,n.
k=1
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Como B’ ¢é ortonormal, temos que (u;, u;) = §;;. Entdo, como B’ também é ortonormal, da
Observacao 5.18 obtemos que

n n
5@] U”M/U/] E ARV E Clkﬂ)k E @kiakj:E QO
k=1 k=1

para cada 7,5 = 1,2,...,n. O somatorio da direita é exatamente a entrada ji da matriz
produto Mt - M. Logo Mt M =1,.
[

Complemento Ortogonal: Seja V um espago vetorial com produto interno e W um
subespago de V. Considere

={veV | {v,w)=0, Ywe W}.

Temos que W+ é subespaco de V. De fato, claramente 0 € W+; e se u,v € Wt ek € K,
entdo (ku + v, w) = k{u,w) + (v,w) = k0 + 0 = 0. Logo ku +v € W=. Além disso, temos o
seguinte.

Proposicao 5.20. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finitan > 1 sobre K com produto
interno e seja W um subespaco proprio de V. Entao

V=WwaoWw
Em particular, dimV = dim W + dim W+.

Demonstragao. Se W={0}, ndo hé o que provar. Vamos assumir entao que W # {0}. Temos

que mostrar que
Wnwt={0} e V=W4+W

Primeiro, W N W+ = {0}, pois se w € WNW+ entdao w é ortogonal a si mesmo, ou seja,
(w,w) = 0; logo w = 0.

Agora, para mostrar que V. = W + W+, seja B = {w;,ws,...,w,} uma base orto-
normal de W, que existe pelo Teorema 5.16. E considere uma base ortonormal B’ =
{wy,wa, ..., W, Vms1,...,v,} de V contendo B (basta complementar B até uma base de

V' e depois ortonormalizar os vetores aplicando Gram-Schmidt). Entao, pelo Corolério 5.14,
cada v € V é escrito como

v = vazwz—i—Zvvll (14)
i=m-+1

Temos que " (v, w;)w; € W, pois é combinagao linear de B.

E temos que 7 . (v, v;)v; € Wt. De fato, dado w € W, temos

(Z (v,v)v; , w) = Z (v,v;)(v;, w) =0,
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pois, como w € W, temos que w é uma combinacao linear de wy,ws, ..., w,,, que sao
ortogonais a vUp,11, - - -, Un, 10go w é ortogonal a v,,11, ..., v, e portanto cada (v;,w) é igual
a 0.

Entao, de (14), temos que cada v € V pertence a W + W+, ou seja, V. =W + W+,

5.3 Funcionais Lineares e Adjuntos

Definicao 5.21. Seja V' um espaco wvetorial sobre K. Um funcional linear em V é
qualquer transformacao linear f:V — K de V no corpo K.

Seja V um espago vetorial V sobre K. Vimos na Sec¢ao 4.2 que o conjunto L(V, K) de
todos os funcionais lineares em V' forma um espaco vetorial sobre K.

Notagao: Denotamos o espago L(V, K) por V* e o chamamos de espago dual a V.
Pelo Teorema 4.20, temos que dimg L(V, K) = dimg V - dimg K = dimg V. Assim,

dimg V* = dimg V.

Agora seja V um espago vetorial sobre K com produto interno ( ,). Dado w € V, temos
que w define um funcional linear em V* da seguinte maneira:

fo: V. = K
v o= fuv) = (v,w)

Pelas propriedades (P1) e (P2) da definigao e produto interno, mostra-se facilmente que f,,
é, de fato, linear. O interessante é que, em espacos vetoriais com produto interno, todos
os funcionais lineares sao desse tipo, como veremos a seguir. Antes disso, vamos observar
o seguinte: Dados um espago vetorial V' sobre K com produto interno ( ,) e uma base
ortonormal B = {uy, us, ..., u,} de V, cada w € V pode ser escrito como w = Y | a;u;,
com «; € K. Considerando, agora, o funcional linear f, determinado por w, obtemos que

fuw(uz) = (uj, w) = (uy, Z%’Uz’> - Z@Wjauz? = qj.

Com isso, obtemos que

w =" fulu;)u, (15)
j=1
Essa expressao serd usada na demonstracao do resultado a seguir.

Proposicao 5.22. Seja V' um espaco vetorial sobre K com produto interno e de dimensao
finita n > 1. Se f € V*, entao existe um tnico w € V tal que f(v) = (v,w), para todo
velV.
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Demonstracao. (Existéncia) Pelo Teorema 5.16, podemos tomar uma base ortonormal B =
{uy, ug,...,u,} de V. Queremos mostrar que existe w € V tal que f = f,, ou seja, que
f(v) = fu(v), Yv € V. Para isso, tome

w = ZTUJ)UJ

Entao, para k = 1,2,...,n, temos que

n

Julur) = (ug, w) = <%Zf(

3

ukvuj - f(uk‘)
7=1

Como f e f, coincidem nos elementos de uma base, seque que f = f,,, como queriamos.

(Unicidade) Se wy,we € V sdo tais que f = fu, = fuy, ou seja, f(v) = (v,wq) e f(v)
(v, wy), para todo v € V', entao (v, wy) = (v, ws), para todo v € V. Assim, (v, w; —wy) =
para todo v € V. Mas isso implica que w; — wo = 0, ou seja, w; = ws.

0,

Nota: Quando V tem dimensao infinita, proposicao acima nao é verdadeira em geral. En-
tretanto, ela é verdadeira para funcionais lineares continuos sobre Espacos de Hilbert de
dimensao infinita, resultado conhecido como Teorema de Riesz.

A seguir apresentamos uma importante consequéncia da proposi¢cao acima.

Teorema 5.23. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K com produto interno.
Se T € L(V,V), entao existe um inico operador linear T* € L(V, V) tal que

(T(u),v) = (u, T*(v)), para todos u,v € V.

Demonstragao. Para cada v € V, queremos construir sua imagem 7*(v) € V. Para isso,
considere

f: Vv - K
u = fu) = (T(u),v).

Temos que f é um funcional linear, pois para quaisquer ui,us € V e k € K temos que

(16)

fkuy +ug) = (T'(kuy + ug),v) = (KT (uy) + T(uz),v)
= k(T (ur),v) + (T'(us),v) = kf(ur) + f(uz).

Entao, pela Proposi¢ao 5.22, existe um tnico w € V tal que f(u) = (u,w), para todou € V,
ou seja, tal que
(T(u),v) = (u,w), paratodo u€V.

Como w ¢é determinado de modo tnico por v, definimos 7%(v) = w. Com isso, temos pela
construcao que
(T'(u),v) = (u, T*(v)), paratodos u,v € V.
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Resta mostrar que T™ assim definida ¢é linear. De fato, dados u,v;,v2 € V e k € K, temos
que

(u, T*(kvy + v2)) = (T(u), kvy +va) = k(T(u),v1) + (T(u), va)

= ]{?<U, T*(Ul» + <U, T*(Ug» = <U, kT*(Ul) + T*(U2)>
Segue entao que a diferenca entre os dois lados da igualdade acima é igual a zero, ou seja,
(u, KT (v1) + T"(v2) — T (kvy + v2)) =0, paratodo u e V.

Assim, segue que kT (v1)+T*(ve) —T*(kvi+vs) = 0, ou seja, T*(kvy+va) = kT (v1)+T"*(va).
Portanto T ¢é linear.

A unicidade de T™* segue da construcdo. De fato, se S € L(V, V) é tal que (T'(u),v) =
(u, S(v)), para todos u,v € V, entdo

(T'(u),v) = (u, T*(v)) e (T(u),v)=(u,S)), Yu,veV.
Logo
(u, T*(v)) = (u, S(v)), Yu,v €V,
de onde obtemos S(v) = T*(v), para todo v € V, ou seja, S = T*.

O operador linear T* do teorema acima recebe um nome especial.

Definigao 5.24. Seja V' um espago vetorial sobre K com produto interno e T € L(V,V).
Dizemos que T' possut um operador adjunto quando existe um operador linear T €
L(V,V) tal que

(T'(u),v) = (u, T*(v)), para todos u,v € V.

Neste caso, dizemos que T € o adjunto de T.

Observacgao 5.25. a) O adjunto de T', quando existe, depende do produto interno consi-
derado.

b) Fizados uma base ortonormal B = {uy,us,...,u,} de Ve T € L(V,V), podemos dar
a sequinte formula explicita para T :

T*(v) construido na demostragao do Teorema 5.23 é w € V' tal que o funcional linear
fem (16) é f,. Em (15) vimos que

w=3" Pl
j=1

assim, como fi,(uj) = f(u;) = (I'(u;),v), obtemos

n

T"(v) = Z (T'(u;),v)uj, YveV.

=1
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¢) No Teorema 5.23 garantimos que se V € de dimensao finita, entdo todo operador linear
T € L(V,V) possui adjunto. Isso ndo € verdade, em geral, para espagos de dimensdo

infinita. Neste caso, o resultado vale para operadores lineares continuos em espacos de
Hilbert.

Exemplo 5.26. Considere o espago vetorial V.= M, (C) com o produto interno (verifique!)
dado por

(A, B) = tr(BA).
Dada uma matriz M € M,,(C), defina o operador linear

T V -V
A o Tu(A) =MA

Queremos descrever o adjunto (Th)*, que sabemos que existe pelo Teorema 5.23. Para isso,
vamos calcular (Th(A), B):

(Tw(A), B) = (MA, B) = tr(B'(MA)) = tr((B'M)A) = tr((M 'B)*A) = (A, M'B)
Como (Ty(A), B) = (A,MtB>, para todo A € V, temos que, pela unicidade do operador
adjunto, (Tpr)*(B) = M'B.

A seguir algumas propriedades algébricas envolvendo operadores adjuntos.

Proposicao 5.27. Seja V' um espaco vetorial sobre K com produto interno. Sejam T, S €
L(V, V') com operadores adjuntos T* e S*, respectivamente, e A € K. Entao

a) T+ S tem adjunto e (T + S)* =T* + S*;
b) AT tem adjunto e (A\T)* = X\ T*;
c) ToS tem adjunto e (T o S)* = S* o T*;

)

d) T* tem adjunto e (T*)* =T.
Demonstragao. Sejam u,v € V. Entao

(T +9)(u),v) = (T(u) + 5(u),v) = (T(u),v) +(S(u),v)
= (u, T*(v)) + (u, 5*(v)) = (u, (T" + 57)(v))

de onde obtemos a);

((AT)(u),v) = (AT'(u),v) = MT(u), v) = Mu, T*(v)) = (u, \T"(v)) = (u, (\T")(v))

de onde obtemos b);
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((To S)(u),v) = (T(S(u)),v) = (S(u), T"(v)) = {u, S (T"(v))) = (u, (5" 0 T")(v))

de onde obtemos c); e por fim

(T7(u),v) = (v, T*(u)) = (T(v), u) = (u,T(v))

de onde obtemos d).
]

Sabemos (mostramos) que, quando V' é um espago vetorial de dimensao finita sobre K,
qualquer operador linear 7" € L(V, V) tem adjunto. E, quando V' tem produto interno, vimos
na Observagao 5.25 b) uma férmula explicita para T quando fixamos uma base ortonormal
de V. Nos dois préximos resultados veremos como sao as matrizes de 1" e 7™ em uma base
ortonormal.

Proposicao 5.28. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita sobre K com produto
interno. Sejam B = {uy,ug, ..., u,} uma base ortonormal de Ve T € L(V,V). Entdao

T)g = (ai;), onde aj; = (T'(uj),w;), Vi,j.

Demonstragao. Por defini¢ao, a coluna j de [T]p = (a;;) é formada pelas coordenadas de
T'(u;) na base B.
Agora, como B é uma base ortonormal, pelo Corolario 5.14, para todo v € V,

n
v = Z(v,uJuZ
i=1

Em particular,
n

T(u;) =Y (T(uj),ui)u;, para j=1,2,...,n.

i=1

Portanto, temos que a;; = (T'(u;), ;). n

Teorema 5.29. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre K com produto interno
eT € L(V,V). Em relagio a qualquer base ortonormal de V, a matriz de T* é a matriz
transposta conjugada da matriz de T

Demonstracao. Seja B = {uy,us, ..., u,} uma base ortonormal de V' e sejam
[T]s = (ai;) e [T7]s=(by)-
Sabemos da Proposicao 5.28 que

aij = (T'(uz),u;) e by = (T"(uy),u;),
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para todos 7,7 = 1,2,...,n. Agora, pela definicao de T*, obtemos que

bij = (T"(u;), wi) = (wi, T*(uy)) = (T(wi), ;) = @,

Portanto .,
[T"]5 = [T]g-

Exemplo 5.30. Considere T : C? — C3, definido por
T(Zl, 29, 23) = (Zl + 222 N ’iZg , 29 — iZg).

Na base canonica C de C3, temos

1
Tle=1{ 0
0

= O N

—1
Como a base canonica é ortonormal, pelo Teorema 5.29, temos que

t

o 0
e =TTe={ 2 0

SN
<. = O

—1

de onde obtemos que T*(z1, 20, 23) = (21, 221 + 23 , —i22 +i23).

Agora observe que, na base B ={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}, que nao € ortonormal, temos

3 2 0 1 0 0 L
M= i-3 i-2 i e M= 2 1 1|40,
1-2i 1—2 -2 -3 -1 i—1

Com isso, gostariamos de enfatizar a importancia de se ter uma base ortonormal ao apli-
carmos o Teorema 5.29.

5.4 Operadores Autoadjuntos

Defini¢ao 5.31. Seja T' € L(V,V), onde V € um espago vetorial sobre K com produto
interno. Dizemos que T é autoadjunto se T tem operador adjunto e T = T*. No caso
em que K = C, usamos também o termo hermatiano; ¢ no caso em que K = R, usamos
também o termo simétrico.

Vimos no Teorema 5.29 que, em dimensao finita, todo 7" tem adjunto e a matriz de 7™
numa base ortonormal € a transposta conjugada da matriz de T'. Assim, os termos hermitiano
e simétrico para K = C e K = R, respectivamente, na definicao acima ficam bem motivados.

Proposicao 5.32. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre K com produto
interno e T € L(V, V). Entao as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
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i) T € autoadjunto.

ii) m; = [T para toda base ortonormal de V.

iii) Existe uma base ortonormal B de V' tal que [T]; = [T]5.

Demonstracao. Seja B uma base ortonormal de V. Pelo Teorema 5.29, para qualquer
operador linear 7" em V', temos que [T%]g = m;
i) = ii): Se T' ¢é autoadjunto, entdo 7™ = T'. Logo, [T = [T%]s = m;
ii) = iii): imediato.
iii) = i): Se m; = [T, para alguma base ortonormal B de V, entao [T*|z = mztg = [T,
logo T* =T, ou seja, T é autoadjunto.

[

Uma osbervacao imediata da proposi¢ao acima, nos dé o seguinte.

Corolario 5.33. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita sobre K com produto interno,
T € L(V,V) e B uma base ortonormal de V. FEntio T ¢é autoadjunto se, e somente se,
T)g = (aij), com a;; = aj;, Yi,j. Neste caso, em particular, os elementos da diagonal de
[T)5 sao niumeros reais.

Exemplo 5.34. Considere C*> com o produto interno canénico e seja T : C*> — C? dado por

T(z,w)=(22+1+d)w, (1—1i)z+3w).

Fk:<1%i1§i)'

Como C € base ortonormal e [T]c = mé, temos que T € autoadjunto.

Na base canonica C de C?,

Exemplo 5.35. Considere C* com o produto interno canénico, B = {(1,0),(1,4)} e T :

C? — C? tal que
1 2—1
[ﬂ32<2+i —2)'

—t
Temos que [T|p = [T]z, mas B ndo € ortonormal, entdo nao podemos afirmar que T €
autoadjunto. E, de fato, T ndo € autoadjunto: a matriz de T na base candnica C é (mostre!)

(340 —2+3i
[ﬂc_(—4+% —4—@)'

—t
Como C € base ortonormal e [T)e # [T]., temos que T nao € autoadjunto.
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Para espagos vetoriais sobre C, temos as seguintes propriedades.

Lema 5.36. Seja V' um espago vetorial sobre C com produto interno e T € L(V, V). Entao
sao equivalente:

) T =0;
ii) (T'(u),u) =0, para todo u € V;
iii) (T'(u),v) =0, para todos u,v € V.

Demonstragao. Que i) implica em ii) é ébvio. Agora, suponha que vale ii). Entao, para
quaisquer u,v € V, temos
(T(u+v),u+v)y=0.

Desenvolvendo o produto interno acima, obtemos

Analogamente, de (T'(iu + v), u 4+ v) = 0 obtemos
(T(iu),v) + (T'(v),iu)y =0
= (T (u),v) —i(T(v),u) =0 (%)

Multiplicando (*) por i e somando com (**), segue que 2i(T'(u),v) = 0, para todos u,v € V.
Portanto iii) vale.
Por fim, supondo que iii) vale, tome u € V qualquer e v = T'(u). Assim, por hipdtese,
temos (T'(u), T (u)) = 0. Logo, T'(u) = 0 para todo u € V. Portanto, i) vale.
|

Observagao 5.37. Para espagos vetoriais sobre R, a equivaléncia de i) e iii) no Lema acima
ainda € verdadeira. De fato, que i) implica em iii) € bvio e note que, na demonstrac¢ao, o
mesmo arqumento mostra que iii) implica em 1). E iii) implica em ii) trivialmente.

Mas a implicagdo ii)=+iii) nao € verdadeira. Por exemplo, considere T : R? — R? dado por
T(z,y) = (—y,z). Considerando o produto interno canénico em R?, temos

<T($,y), (ZE,y)> = <<—y,l’), (ZE,y)> =—yr+tzy = 07 V(I,y> S R27

mas (T(1,0), (0,1)) = ((0,1), (0,1)) = 1.

Proposicao 5.38. Seja V' um espago vetorial sobre C com produto interno e T € L(V,V).
Entao T é um operador hermitiano (auto-adjunto) se, e somente se,

(T'(v),v) € R, para todo v e V.
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Demonstracao. Se T é hermitiano, entao 7" =T". Com isso,

(T'(v),v) = (v, T"(v)) = (v, T(v)) = (T'(v),v),

logo, (T'(v),v) € R.
Reciprocamente, se (T'(v),v) € R, para todo v € V, entao

(T'(v),v) = (v, T(v)), paratodo veV.

Entao T satizfaz a definicao de adjunto de T', ou seja, T' possui adjunto e T* = T.
[ ]

Note que a proposicao acima nao ¢é verdadeira para espacos vetoriais sobre R, pois neste
caso (T'(v),v) sempre é um nimero real e nem todo operador linear é simétrico.

5.5 Operadores Unitarios

Definicao 5.39. Seja V' um espago vetorial sobre K com produto interno e T € L(V,V).
Dizemos que T € um operador unitdrio quando T € um isomorfismo que preserva produto
mterno, ou seja,
(u,v) = (T'(u), T(v)), Yu,veV.
Exemplo 5.40. Seja V = M,,»1(C) com produto interno (M, N) = N'M e seja
T:V =V, dado por T(X)=AX,

onde A € M,,(C) € dada. Temos que

t

(X,Y)=Y X.
Calculando (T(X),T(Y)), temos que

(T(X),T(Y)) = (AX, AY) = (AY)'(AX) =Y A'AX
para qualquer XY € V. Com isso vemos que T € unitdrio se, e somente se, A'A = I,.

Em geral, temos a seguinte caracterizacao de operadores unitarios.

Proposicao 5.41. Seja V' um espago vetorial sobre K com produto interno e T € L(V,V).
Entao T ¢é unitdrio se, e somente se, T" tem adjunto e T* oT' =T oT* =1, onde I ¢ o
operador identidade.

Demonstracao. Se T é unitario, entao T' é isomorfismo e preserva produto interno. Entao,
para quaisquer u,v € V, temos

(T(u),v) = (T(u), T(T"}(v))) = (u, T~ (v)).

Entdao 7! é adjunto de T e, assim, T*oT =T o T* = I.
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Reciprocamente, se T" tem adjunto e T* oT = T o T* = I, entao T é isomorfismo e
T* = T~ Assim, para quaisquer u,v € V,

(T(u), T(v)) = (u,T*(T(v))) = (w, T~ (T(v))) = (u,v).
Logo, T' é unitéario.

Definigao 5.42. Seja A € M, (K). Dizemos que A € unitdria quando A'A = I,,. Quando
K =R, também dizemos que A é ortogonal.

. =t . ~ :
Note que a condicao A A = I, nos diz que os vetores coluna de A sdo ortonormais,
. . . o 1 ¢t
considerando o produto interno candnico em K™. Mais ainda, temos A™1 = A" e

1l=detl, = det(ZtA) —det A" - det A =detA-det A= det A - det A.
Entao |det A| = 1. Se K = R, entdo det A = £1; se K = C, entdo det A = €', 0 real.
Exemplo 5.43. a) Seja

A:<Z Z)€M2(]R).

Entao A € ortogonal se, e somente se,

a c\ . 41 d —b
(b d)_A_A _ac—bd(—c a)l

Como observado acima, temos que det A = +1. Assim, A € ortogonal se, e somente se,

A=Y b ou A=["1 b , onde a,beR e a®>+b*=1.
b a b —a

Agora, dados a,b € R tais que a®> + b* = 1, existe um 0 (0 < 0 < 27) tal que a = cosf e
b= senf. Com isso, A € ortogonal se, e somente se,

A ( cos —senf ) ou A ( cos sen 0 )

sen f cos 6 senf) —cosb

b) Seja
A= (Z Z) € M,(C).

Entdo A € unitdria se, e somente se,

a C _—t_ -1 _ 1 d—b
(bd>_A_A _ac—bd<—c CL)'

0

, com 0 real. Assim, A € unitdria se, e

b
a )

Como observado acima, temos que det A = e

somente se,
a b 1 0
A= _uit o )= (0 o) ( _

onde 0 € R e a,be C, com |a]*+ [b]* = 1.

R
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5.6 Operadores Normais

Na Secao 4.1, estudamos condi¢oes necessarias e suficientes para um operador linear T' €
L(V,V) de espago vetorial V' de dimensao finita ser diagonalizével, ou seja, possuir uma
base formada por autovetores de T. Mas até entao nao tinhamos levado em consideracao
informagoes sobre produtos internos em V.

Nesta secao, considerando que V' possui produto interno, vamos discutir a existéncia de
bases formadas por autovetores de T" que sao também ortonormais. Para isso, vamos observar
o seguinte:

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre K (K = R ou K = C) e com produto

interno. Suponha que exista uma base ortonormal B = {uy, us,...,u,} de V formada por
autovetores de T, isto é, T(u;) = MNu;, para certos \; € K. Entao, [T]|s é uma matriz
diagonal com diagonal formada pelos autovalores Ay, Ag, ..., \,.

Se K = R, entdo \; = );, para todo i. Logo m; = [T, portanto T' é autoadjunto, pela
Proposicao 5.32.

Se K = C, entao T nao é necessariamente autoadjunto. Mas, como BB é uma base ortonormal,
vimos no Teorema 5.29 que a matriz de 7™ na base B é a transposta conjugada da matriz

de T'. Assim, vale a relacao
[Ts - [T"]s = [T"]5 - [1]s;

ou seja, 1" comuta com 7T™:
ToTl*=T"0oT.

Entao, se V' possui uma base ortonormal de autovetores de T, temos que T' comuta com 7.
Vamos mostrar que a reciproca também ¢é verdadeira. Para isso, vamos chamar operadores
lineares que comutam com seu adjunto de normais.

Definigao 5.44. Seja V' um espago vetorial sobre K com produto interno e T € L(V,V).
Dizemos que T' é um operador normal se T' possui adjunto e T'oT* =T*oT.

Observagao 5.45. a) Todo operador autoadjunto é normal.
De fato, T* =T comuta com si mesmo.
b) Todo operador unitdrio € normal.

De fato, pela Proposicao 5.41, operadores unitarios T possuem adjunto e T o T* =
T oT =1.

¢) Todo maltiplo escalar de um operador normal também € normal.

De fato, se T é normal e A € K, temos ToT" =T*oT e, pela Proposi¢ao 5.27, temos
que (A\T')* = XT*. Entao

(AT)* o (AT) = (AT*) o (AT) = A(T*oT) = AT oT*) = (AT) o (A\T*) = (AT) o (\T)*.
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d) SeT e S sdo operadores normais de V', entao
(T+8) o(T+8S)=T"4+85)o(T+S)=T"cT+T"0S+ 50T +8 08
e, por outro lado,
(T+S)o(T+S) =T +S5)o(IT"+8")=ToT*"+ToS*"+S5S0T"+S0S5".

Assim T+ S € normal se, e somente se, T* oS+ S*oT =ToS*+SoT*. Com isso,
temos que a soma de operadores normais nao € necessariamente normal.

Proposicao 5.46. Seja V' um espacgo vetorial sobre K com produto interno e T € L(V,V)
um operador normal. Entao

a) ||T(v)|| = ||T*(v)||, para todo v € V.
b) Se T(v) = v, parav €V e X € K, entdo T*(v) = v.

c) Se T(vy) = My e T(vy) = Ava, para vi,vy € V e A\, Ay € K com Ay # A, entdo
<'U1,U2> =0

Demonstracao. a) Seja v € V. Pela defini¢ao de produto interno, temos que (T'(v),T(v)) é
um numero real. Além disso, T é normal, entao 7" oT'= T o T*. Assim,

(T'(v), T(v)) = (v, T"(T'(v))) = (v, T(T"(v))) = (T(T"(v)),v) = (T"(v), T"(v)).
Logo [[T(v)[| = [[T*(v)]l-

b) Se T'(v) = Av, entdo (T — AI)(v) = 0 e assim [|(T"— AI)(v)|| = 0. Pelo item a), segue que
(T — AI)*(v)|| = 0. Entao (T'— AI)*(v) = 0, de onde obtemos que T*(v) = \wv.

c) Pelo item b) temos que,

(T(v1),v2) = (1, T*(v2)) = (v1, Agv2) = Aa{v1,v3).

Por outro lado,
(T(U1)7U2> = <)\1U1,U2> = >\1<U1,U2>'
A1

Entao, obtemos que Aa(v1,v2) = A1{v1,v2). Como A\ # Ay, segue que (v, v9) = 0.

Coroldrio 5.47. Seja V' um espago vetorial sobre K com produto interno, T € L(V,V) e
A € K um autovalor de T'.

a) Se T € autoadjunto, entao A € R.

b) Se T é unitdrio, entdo |A| = 1.
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Demonstracao. Seja v € V um autovetor associado a .
a) Como T = T*, segue da Proposicdo 5.46 b), que A = . Logo A € R.
b) Como T* o T' = I, temos que T*(T'(v)) = v. Entao,

T*(T(W)=v = T* (W) =v = M) =v = \wv=u0.

Como v é autovetor, logo ndo nulo, segue que A\ = 1, ou seja, |A| = 1. [ |

Teorema 5.48. Seja V' um espacgo vetorial de dimensao finita n > 1 sobre K com produto
interno e T' € L(V, V). Se T é autoadjunto, entio T possui um autovetor.

Demonstracao. Primeiramente observe que se K = C, pelo Teorema Fundamental de
Algebra, o polinoémio caracteristico pr(z) tem raizes e elas sd@o os autovalores de T'. Logo T
tem autovetor. Vamos assumir, entao, que K = R.

Seja B uma base ortonormal de Ve A = [T]|z. Como T é autoadjunto, temos que
A =A" = A'. Considere o espaco W = M,x1(C) com produto interno (X,Y) = Y'x
e o operador linear S : W — W dado por S(X) = AX. Entao (S(X),Y) = (AX,)Y) =
?t(AX) = (AY)'X = (X, AYY) = (X, AY). Logo S* = S, ou seja, S é autoadjunto.

Agora, temos que pr(z) = det(z] — A) = pg(x). Como W ¢é um espago vetorial sobre C,
temos que pg(z) tem uma raiz complexa A\. Mas como S é autoadjunto, pelo Corolario 5.47,
A € R. Entao A é uma raiz de pr(z) e, assim, 7" possui um autovetor.

[

A hipétese de V ter dimensao finita é necessaria para o teorema acima. Um operador
autoadjunto sobre um espacgo de dimensao infinita pode nao ter autovetores, como mostra o
exemplo a seguir.

Exemplo 5.49. Seja V = C([0,1],C), o espago das fungoes complezas (ou reais) continuas,
definidas no intervalo fechado [0, 1], com o produto interno

Uy%iéfmﬂﬂw

O operador “multiplicagcdo por t”, dado por T'(f)(t) =tf(t), é autoadjunto. De fato,

(T(f),g) = / L (6)g(D)dt = / fOig@dt = (1, T(g)),  Vf.geV.

Logo T™ =T.
Agora, suponha que T(f) = \f, para algum A € C. Entao

(t—=Nf(t)=0, te]l0,1],

e, entao, f(t) = 0 parat # X\. Como f € continua, seque que f = 0. Logo T ndo possui
autovetores.
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Vamos usar o Teorema 5.48 acima para mostrar que se T' é um operador autoadjunto em
um espago de dimensao finita V', entao V' possui base ortonormal de autovetores. Para isso,
precisamos ainda do seguinte resultado auxiliar.

Lema 5.50. Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita sobre K com produto interno e
T € L(V,V). Se W é um subespago T-invariante de V', entdo seu complemento ortogonal
W é T*-invariante.

Demonstragdo. Temos que mostrar que T*(w) € W, Yw € W+, Para isso, para cada
w € W+, vamos mostrar que (v, T*(w)) = 0, Yo € W. De fato, com W é T-invariante,
temos T'(v) € W, Yv € W. Assim (T'(v),w) = 0. Com isso,

(0, T"(w)) = (T(v), w) = 0.

Teorema 5.51. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita n > 1 sobre K com produto
interno. Se T' € L(V, V) é autoadjunto, entao existe uma base ortonormal de V' formada por
autovetores de T'.

Demonstragao. Pelo Teorema 5.48, T possui um autovetor v; € V. Se dimV = 1, entao
{ﬁ} ¢ a base desejada. Vamos supor agora que n > 1 e que o resultado é valido para
todo espaco vetorial de dimensao n — 1. Seja W = [v1], onde v; é um autovetor dado pelo
Teorema 5.48. Entao W é T-invariante. Logo, pelo Lema 5.50, W+ ¢é T*-invariante. Como
T é autoadjunto, temos T* = T, assim W+ é T-invariante e portanto a restrigao 7|1 é um
operador linear de W=. E como dim W+ = n — 1 (Proposi¢ao 5.20), da hipétese de inducio
temos que W+ possui uma base ortonormal {vs, vs, ..., v,} formada por autovetores de T
Como V = W @ W+, segue que B := {ﬁ,v%vg,...,vn} ¢ uma base ortonormal de V'
formada por autovetores de 7', como queriamos.

[ |

Corolario 5.52. i) Seja A € M,,(C) uma matriz hermitiana. Entao existe uma matriz
unitaria M € M, (C) tal que M'AM ¢ diagonal.

ii) Seja A € M,(R) uma matriz simétrica. Entao erxiste uma matriz ortogonal M €
M, (R) tal que M*AM é diagonal.

Demonstracao. Seja T : K" — K™ um operador linear tal que [T]c = A, onde C é a base
candnica. Como A é hermitiana/simétrica e a base canoénica é ortonormal, segue que T é
autoadjunto (Proposi¢ao 5.32). Entao, pelo Teorema 5.51, existe uma base ortonormal 55 de
K" formada por autovetores de T. Logo [Tz é diagonal e

(7] = 1] A [1E,

onde [I]G e [I]5 sdo as respectivas matrizes de mudanga de base.

Considere M = [I]5. Entao M~ = [I]§ e
[T)s=M"AM.
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Agora, como C e B sao ortonormais, pelo Coroldrio 5.19, temos M ~! = M. Portanto
Tg=M AM
e M ' AMé diagonal. [ |

Observamos no inicio desta secao que, para espaco vetoriais V' de dimensao finita sobre R,
se existe uma base ortonormal de V' formada por autovetores de 7', entao T é autoadjunto.
Isso, juntamente com o Teorema 5.51, nos diz que, para espacos vetoriais reais de dimensao
finita, um operador linear T é autoadjunto se, e somente se, se existe uma base ortonormal
de V formada por autovetores de T

No contexto de espagos vetoriais de dimensao finita sobre C, observamos no inicio da
secao que se existe uma base ortonormal de V' formada por autovetores de T', entao T é
normal. Finalizamos este texto com o seguinte resultado, que mostra que temos, na verdade,
a equivaléncia destas duas condigoes.

Teorema 5.53. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita n > 1 sobre C com produto
interno e T € L(V,V). Entao T € um operador normal se, e somente se, existe uma base
ortonormal de V' formada por autovetores de T.

Demonstragao. Ja observamos no inicio da se¢ao que se existe uma base ortonormal de V'
formada por autovetores de T', entao 1" é normal.

Reciprocamente, suponha que 7" é normal. Como V ¢é um espago vetorial de dimensao
finita n > 1 sobre C, T possui pelo menos um autovalor. Seja, entao, v; € V um autovetor
de T, que ja vamos supor tal que ||v1]| = 1. E considere o subespaco W = [v1]. Entao W é
T-invariante. Agora, pela Proposicao 5.46, v; é também autovetor de 7™, logo W é também
T*-invariante. Com isso, pelo Lema 5.50, W+ ¢ T**-invariante. Como T** = T, temos que
W+ é T-invariante.

Como T é normal, a restricio T|y . ¢ um operador normal de W+. Com isso, um
argumento por indugao sobre a dimensao, mostra que existe uma base ortonormal formada
por autovetores de T'.

[ ]
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