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1 Introducao

Este trabalho apresenta um estudo sobre os grupos soltveis. Tem como objetivo mostrar
algumas propriedades e alguns resultados associados a esses grupos. Sera provado que o
subgrupo comutador de um grupo supersolivel é nilpotente. Mostraremos que um grupo
soluvel satisfaz a condicao maximal se, e somente se é policiclico e que todo grupo solivel
que satisfaz a condi¢cao minimal é uma extensao finita do produto direto de um nimero finito
de grupos quasiciclicos.

Mostraremos também o Teorema de O. J. Schmidt que consiste em classificar os grupos
finitos em que todos os seus subgrupos proprios sao nilpotentes, mas eles mesmos nao o sao.
Esses grupos sao chamados de grupos de Schmidt.

Por fim, mostraremos os Teoremas de Hall e o Teorema de Carter.

Grupos Soltuveis sao aqueles que podem ser obtidos como extensoes de grupos abelianos.
Eles sao bem conhecidos por sua relevancia nos problemas de resolucao de equagoes algébricas
por radicais, mas também compreendem uma classe de grupos de interesse puramente teorico,
sobre as quais iremos explorar.



2 Preliminares

Um grupo abeliano é aquele que satisfaz xy = yx para quaisquer elementos do grupo. Os
conjuntos CT,R*, Q*F, C* R* e Q* sao todos exemplos de grupos abelianos com a adicio e
com a multiplicacao, respectivamente.

Seja p um primo, o conjunto C, de todas as raizes da equagao 2?" =1, comn = 1,2, ...,
no corpo dos complexos, é um um p-grupo abeliano (com a multiplicacdo de C). Esse grupo
é chamado de grupo quasiciclico e é um p-grupo abeliano infinito com todos os subgrupos
préprios ciclicos e finitos, ele representado por

Cpoo = <gl7927g37 ‘ gf = 1795 = 91>9§ = g2, >

Uma classe interessantes dos grupos abelianos sao os divisiveis, como por exemplo Q7 e
Cpe~. Um grupo abeliano G ¢é divisivel se para todo inteiro positivo n e para todo g € G, a
equacao nx = g possui pelo menos uma solucao x em G. Em notacao multiplicativa temos
™ = g. Podemos caracterizar os grupos divisiveis da seguinte forma:

Teorema 1 ([1], Teorema 9.1.6). Todo grupo divisivel G pode ser decomposto como soma
direta de subgrupos todos isomorfos ao grupo dos racionais Q com a adi¢ao ou aos grupos
quasiciclicos.

Um grupo ¢é nilpotente se possuir uma série central, i.e.; se possuir uma série normal
de subgrupos

1:G0§G1§§G5:G onde Gz—i—l/GzSZ(G/Gz)

ou, equivalentemente, [G;11, G| < G, para todo i, onde [G;,1,G] é o comutador. Para a
construcao de uma série central defina

G(G) =1 G(G) = Z(G) G+1(G)/G(G) = Z(G/G(G)) 1=0,1,2,...

a sequéncia de subgrupos (;(G) é chamada série central superior. Denotamos por Z(G)
o centro do grupo G. Os p-grupos finitos ou as matrizes uni-triangulares sao exemplos de
grupos nilpotentes.

Teorema 2 ([1], Teorema 16.2.6). Em um grupo nilpotente, todo subgrupo abeliano mazimal
normal € seu proprio centralizador.

Demonstracdo. Seja G um grupo nilpotente e A um subgrupo abeliano maximal normal.
Claramente Ci(A) N¢p(G) = Ca(A)N1 = {1} < A, onde Cs(A) representa o centralizador
em G de todos os elementos de A. Suponha por inducao que Cg(A) N G(G) < A e considere
x € Cg(A) N (41(G). Para todo g € G temos [z,g9] € Ca(A) N G(G) < A, logo (x, A)
é um grupo normal abeliano de G, contendo A. Portanto, devemos ter que x € A, entao
Ce(A) N G1(G) < A, Como (,(G) = G para algum n, temos que Cg(A) = A como
queriamos mostrar. O

Sabemos que o subgrupo comutador [G, G| é normal em G. Tomando o subgrupo comu-
tador do subgrupo comutador e assim por diante, temos uma cadeia de subgrupos



G>G >G> ..

chamada de série derivada do grupo GG. Formalmente definimos os termos da série derivada
como: G0 = [G7,G] onde G' = G'. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes para um
grupo G arbitrario:

(i) G possui uma série normal com fatores abelianos;
(ii) G possui uma série subnormal com fatores abelianos;

(iii) A série derivada de G definida acima termina na identidade apds um nimero finito de
passos.

Definicao 1. Grupos que satisfazem qualquer uma das condi¢oes acima sao chamados de
grupos soliveis.

Uma série subnormal com fatores abelianos é chamada de série soluvel e se G é solivel,
o menor inteiro n tal que o termo de sua série derivada G = 1 é denominado comprimento
de solubilidade. Subgrupos, imagens homomoéficas e o produto direto de um nimero finito
de grupos soltuveis sao soliveis.

3 Grupos supersoluveis

Definicao 2. Um grupo G € dito metaciclico se é uma extensdo de um grupo ciclico por

um grupo ciclico, ou seja, o grupo G possui um subgrupo ciclico normal N tal que o quociente
G/N ¢ ciclico.

Por exemplo, os grupos ciclicos sao sempre metaciclicos, pois todo subgrupo é normal
e ciclico. Assim o grupo quociente também sera ciclico. Os grupos diedrais também sao
metaciclicos, pois sao extensoes de um grupo ciclico de ordem n por um grupo de ordem 2.

Definicao 3. Um grupo € dito supersolivel se ele possui uma série normal com fatores
ciclicos.

Exemplos de grupos supersoliveis sao os p-grupos finitos e os grupos metaciclicos.
Teorema 3. O subgrupo comutador de um grupo supersolivel € nilpotente.
Demonstrag¢ao. Dado um grupos G supersoluvel com a série normal

1=Ng <N <..<N, =G

com N;/N;i; ciclico, queremos mostrar que [G,G] é nilpotente. Primeiramente note que,
|G,G] = G <G implica em N; NG' < G. Veja que temos a seguinte série de G’

{1}:N0mG,§N1mG/§ SNka,:G/
Para mostrar que é uma série central temos que mostrar que

N; N G,/Nl'fl NG c Z(G,/Ni,1 N G/)



Observe que N;NG'/N;_1 NG < G'/N;_1 NG’ pois considerando o seguinte homomorfismo
sobrejetivo ¢ : G — G/N;_1 N G' temos que subgrupos normais do dominio continuam
normais na imagem.

Agora, usando o segundo Teorema do Isomorfismo segue que

(N;NG")N;—1/Ni-1 2= N;NG' /N1 NG

mas (N; N G')N;_1/N;_1 é um subgrupo de N;/N;_; que é ciclico. Os subgrupos de grupos
ciclicos continuam sendo ciclicos, entdao N; N G'/N;_1 NG’ é ciclico.
Afirmamos que o subgrupo derivado centraliza subgrupos normais cujo grupo de automor-
fismos é abeliano, ou equivalentemente, tais subgrupos estao no centralizador do comutador.
De fato, basta considerar o homomorfismo

¢ : G — Aut(N)
g—p(g): N— N

n — gng_1

onde N é normal em G e Aut(N) é abeliano. Note que ker(¢)= Cg(N) e que [G, G| C ker(p),

pois Aut(/N) é abeliano. Para o nosso caso, vale ressaltar que o grupo de automorfismo de

um grupo ciclico é abeliano.

Aplicando a afirmagao acima e usando que G'/N;_; N G’ é o subgrupo comutador de
G/N;_1 NG, temos que N; N G'/N;_1 NG’ estd no centro de Z(G'/N;_1 N G"). O

4 Grupos soliveis que satisfazem a condicao maximal

Um grupo satisfaz a condigao maximal (para subgrupos) se toda cadeia ascendente de
subgrupos se torna constante, isto é, para algum n tem-se

H1 SHQ S an:HnJrl = ...

Os grupos que satisfazem essa condigao sao também chamados de grupos noetherianos.
Note que os grupos finitamente gerados tais que todos seus subgrupos também sao finita-
mente gerados satisfazem a condi¢ao maximal

Definicao 4. Um grupo com uma série subnormal com fatores ciclicos € chamado de po-
liciclico.

Teorema 4 ([1], Teorema 19.2.3). Um grupo solivel satisfaz a condigio mazimal se, e
somente se € policiclico.

Demonstracao. Seja G um grupo policiclico, temos entao a série subnormal
1=G,<G,_1<...<G1 <Gy =G

onde todo fator G;/G;11 é ciclico, com 1 < i < n — 1. Sabemos que os grupos que possuem
todos seus subgrupos finitamente gerados satisfazem a condicao maximal, assim, queremos
provar que G é finitamente gerado. Para n = 0, temos o grupo trivial, que é gerado por um
unico elemento. Suponha por inducao que vale para G, o ultimo subgrupo da série, entao



G /G é ciclico e o conjunto de geradores de GG; junto com o conjunto de geradores de G /G,
é um conjunto gerador de G, pois todo elemento € G esta um alguma classe de G, onde
x = ¢*h, para algum k € Z,h € G;. Assim, segue que G ¢é finitamente gerado. Veja que
subgrupos de grupos policiclico sao policiclicos e portanto, finitamente gerados, que por sua
vez satisfazem a condi¢ao maximal.

Reciprocamente, suponha GG um grupo solivel satisfazendo a condi¢ao maximal e com a
seguinte série com fatores abelianos

os fatores dessa série também satisfazem a condicao maximal, entao sao gerados finitamente
e podem ser decompostos como produto direto de um ntmero finito de grupos ciclicos, pelo
fato dos fatores serem abelianos.

A série acima pode ser refinada para uma série policiclica, entao G é policiclico. O

5 Grupos soliveis que satisfazem a condicao minimal

Um grupo satisfaz a condigao minimal (para subgrupos) se toda cadeia decrescente de
subgrupos depois de um ntmero finito de passos se torna estacionaria, isto ¢,

H1 ZHQ Z ZHn:Hn—i—l = ...

para algum n. Os grupos que satisfazem essa condicao sao também chamados de grupos
artinianos. O seguinte terorema descreve os grupos artinianos soltveis, sua demosntracao
também pode ser encontrada em [[1], Teorema 19.3.2].

Teorema 5 (S. N. Chernikov). Todo grupo solivel satisfazendo a condi¢do minimal é uma
extensao finita do produto direto de um niumero finito de quasiciclicos.

Demonstracdao. Seja G um grupo soltuvel que satisfaz a condi¢ao minimal. Assim, toda cadeia
decrescente de subgrupos de G depois de um numero finito de passos se torna estaciona,
portanto, podemos garantir a existéncia de um subgrupo H que tem indice finito em G e
que nao possui subgrupos proprios de indice finito.

A intersecao de subgrupos de indice finito também tem indice finito entao escolhemos H
de modo que ele seja normal.

Suponha agora o caso em que H é abeliano. Considere o grupo

HP = (" :h€ H) ={h? : h € H}

onde p é um primo. Note que H? < H, pois H ¢é abeliano. Denotando por hq, hs, hs, ... 0s
elementos de H e olhando para o grupo quociente

H/HP? = {hyH?, hyHP hyHP, ...}

queremos concluir que H é divisivel. Primeiro veja que H/H? é um grupo abeliano elementar,
pois h? = 1 para todo h € H, ou seja, todo elemento nao trivial de H/HP tem ordem p.
Sabemos que todo grupo abeliano elementar forma um espaco vetorial, no caso, sobre o
corpo IF,. H e HP satisfazem a condigdo minimal, assim, H/H? também satisfaz a condigao



minimal. O quociente é portanto um grupo de ordem finita, isto é, |H : H?| < oo, mas H

foi definido de modo que nao exista subgrupo proprio de indice finito, entao H = HP.
Agora vamos mostrar que H é divisivel. Para isso, lembremos que H? = H com p um

primo qualquer. Tomando n € Z* podemos escrever n = pips...p, onde p; sdo primos, entao

H"™ = HPipP2---Pr — (le)pz---pr - H

isto é, H" = H pelo fato de H ser abeliano, para qualquer n. Em outras palavras, todo
elemento h € H pode ser escrito como h = a™ onde a € H para todo n inteiro positivo, ou
seja, H ¢é de fato divisivel.

Visto que H é divisivel, segue do Teorema 1 que H pode ser decomposto como soma
direta de subgrupos isomorfos ao grupo dos racionais Q com a adi¢ao ou ao grupo dos
policiclicos. Mas sabemos que Q contém uma cépia do conjunto dos inteiros Z que é um
grupo ciclico infinito e nao satisfaz a condi¢ao minimal. Portanto, H deve ser soma direta
finta de quasiciclicos e o teorema segue para esse caso.

Vamos ao caso em que H nao ¢é abeliano. Considere sua série derivada e denote por A o
ultimo termo nao trivial de tal série, vamos mostrar que A é um subgrupo do centro de H.

Observe que A é abeliano e satisfaz a condi¢do minimal. Usando a primeira parte do
teorema, A possui um numero finito de elementos de cada ordem, logo, os elementos de
A possuem um numero finito de conjugados em H. Tomando a € A e seu centralizador
Cy(a) ={h € H : ah = ha}, temos que o quociente H/C(a) nos dé as classes de conjugacao
de a, como esse elemento possui um nimero finito de conjugados, ele também possui um
nimero finito de classes de conjugagao, i.e., |H : Cgx(a)] < oco. Pelo fato de H nao ter
subgrupo de indice finito, segue que H = Cy(a) e A < Z(H).

H ¢é nilpotente. Isso pode ser feito mostrando que se H é soltivel, entdo H*=9 < ¢;(H).
J& mostramos que A = H*~1 < ¢;(H). O mesmo argumento aplicado ao grupo H/H®*1
de tamanho k — 1, implica que H*=2 /H*=1) < ¢ (H/H®*V), logo H*2 < (4(H), e assim
por diante.

Agora seja B um subgrupo maximal abeliano e normal de H. Usando a ideia anterior
podemos mostrar que B é um subgrupo do centro de H. Agora, aplicando o Teorema 2
segue que B é seu proprio centralizador em H e portanto H = B. Entao provamos que H
deve ser de fato abeliano. O]

6 Teorema de O. J. Schmidt

Teorema 6. Seja G um grupo finito nao nilpotente em que todos os subgrupos proprios sao
nilpotentes. FEntao:

i) G € soluvel;
ii) |G| = p*q?, onde p e q sdo primos distintos;

iii) O p-subgrupo de Sylow P € normal em G e o g-subgrupo de Sylow Q € ciclico.



Demonstragao. 1) Suponha que G seja um contra-exemplo de menor ordem possivel. Se N
é um subgrupo normal proprio nao-trivial de GG, temos que N é nilpotente, logo, é solivel.
Como G/N tem ordem menor que G, e seus subgrupos sao todos imagens homomorfas dos
subgrupos de G, seus subgrupos sdo todos nilpotentes e o teorema segue, dai G/N também
é soluvel, entao G é soluvel. Portanto, basta provar que G nao é simples. Suponha, por
contradicao, que G seja simples.

Suponha que a intersecdo de quaisquer dois maximais de G seja trivial. Seja n = |G|
e M um maximal de G de ordem m. Se G ¢ simples, entao existem (G : Ng(M)] = [G :
M] = n/m conjugados de M em G, e quaisquer dois conjugados de M terdo intercegao nula,
pois os conjugados de M sdo maximais, assim teremos ™ (m — 1) = n — n/m elementos nao
triviais nos conjugados de M. Mas veja que n —n/m > n—n/2 =n/2 > (n—1)/2 ¢
n—n/m<n—2<n-—1,entdo ”T_l <n— = <n—1. Tomando outro maximal K que nao
seja conjugado de M, temos também que ”T_l <n—7<n-—1,onde k ¢ aordem de K, ¢
n —n/k é o nimero de elementos nao triviais nos conjugados de K. Porém, o nimero de
elementos nao triviais em G' é n—1, e nao é possivel que a soma de dois niimeros estritamente
entre ”T_l en—1sejan—1. Isso implica que existem maximais distintos M; e M, de G cuja
intersecao I é nao-trivial.

Escolha I = M; N M, a maior interse¢ao entre dois maximais. Seja N = Ng(I). Como
M, é nilpotente, I < Ny, (I), assim I < N N M. Se I ndo é normal, N < G, entao N estd
contido em um maximal M de G, logo, I < NN M; < M N My, o que contradiz a escolha
maximal de I. Logo, G nao pode ser simples e isso termina a demonstragao de 1).

ii) Suponha, por contradi¢ao, que |G| = pi*p3?...pL*, k > 3. Seja M um normal maximal
de G. Isso implica que G/M é simples (caso contrario existiria um subgrupo normal de G
contendo M) e, ao mesmo tempo, G /M é solivel pois G é soluvel. Logo, |G/M| = p;. Seja
P; o pi-Sylow de G, entao M contém P, parai = 2,..., k. Como M é nilpotente, P, < M e
assim M < Ng(P;). Pelo lema de Frattini, G = M Ng(P;) = Ng(P;), entdao P; <G para i=
2,..., k.

Se k > 3, temos que PP, < GG parai = 2,..., k. Mas isso implica que P, P; é nilpotente,
ou seja, seus Sylows sdo normais. Assim [Py, P;] =1, e P, < Ng(P,) para i= 1,..., k. Logo,
G = Ng(P;). Mas entao todos os Sylows de G sd@o normais, o que implica que G é nilpotente,

a1, Q2

contradicdo. Portanto, k = 2 e |G| = p'p5? = p¥q’.

iii) Seja P o p-Sylow de G' e @ o g-Sylow de G. Seja M um normal maximal de G. Pelas
observagoes anteriores [G : M| = ¢q. Entao M contém um p-Sylow P. Como M é nilpotente,
P < M e, novamente pelo argumento de Frattini, G = M Ng(P) = Ng(P), logo P<G.

Suponha, por contradi¢do, que () nao é ciclico. Entao para todo g € @ temos (g, P)
# G, e isso implica que (g, P) é nilpotente, logo [g, P] = 1. Como isso vale para todo g € @,
[@Q,P] =1e P < Ng(Q), entao @ é normal em G (pois G = PQ = Ng(Q)). Mas isso
implica que todos os Sylows de GG sao normais, entao GG é nilpotente, contradicao. Logo, )
é ciclico.

[



7 Teorema de Hall

Definigao 5. Seja G um grupo tal que |G| = n = p*p3*..p%. Dizemos que k é um
divisor de Hall de n quando k divide n e mdc(k,n/k) = 1, ou seja, k = pfi...p?j, para
iy....7 €{1,...,s}

Teorema 7. Seja G um grupo solivel finito de ordem n e seja k um divisor de Hall de n.
Entao:

i) Existe um subgrupo de G de ordem k.
it) Quaisquer dois subgrupos de ordem k sao conjugados em G

ii1) Qualquer subgrupo de ordem k' tal que k' divide k estd contido em algum subgrupo de
ordem k

Demonstracao. Usaremos indugao sobre n. Sendo o teorema verdadeiro para o grupo trivial,
suponha n > 1 e, como hipd6tese de inducao, que o teorema seja véalido para todo grupo de
ordem menor que n.

Devido a hipétese de que G é solivel, sabemos que G possui um normal minimal A que
é abeliano elementar, entao |A| = p™, m € N. Se p divide k, entdo olharemos para o grupo
G/A de ordem n/p™. Por ter ordem menor que G, G/A satisfaz a hipdtese de indugao.
Como (k/p™) divide (n/p™) e 1 < mdc(k/p™,n/p™) < mdc(k,n) = 1, temos que k/p™ é
um divisor de Hall de n/p™. Assim, G/A possui um subgrupo B/A de ordem k/p™, logo,
B é um subgrupo de G de ordem k. Além disso, todo subgrupo de ordem k deve conter
A (porque qualquer grupo de ordem k contém um p-Sylow, e como todos os p-Sylows sao
conjugados, todos os p-Sylows contém A). Sejam By e By dois subgrupos de ordem k, entao
podemos formar seus quocientes B;/A e By/A. Pela hip6tese de indugao, esses grupos sao
conjugados em G/A. Logo, B; e By sdo conjugados em G.

Suponha agora que p nao divide k. Seja D o maior subgrupo normal de G' cuja ordem
é relativamente prima com k. Como G/D é soluvel, pela hipdtese de indugao, possui um
menor minimal H/D cuja ordem é ¢° para algum primo ¢. Se ¢° nao dividisse k, entdo H
seria um subgrupo normal de GG com ordem relativamente prima a k maior do que D, o que
nao ocorre devido a escolha maximal de D. Logo, ¢° divide k.

Se |D| = d, entao |H| = ¢°d. Seja Q um g-Sylow de H, e Ng(Q) o normalizador de @
em G. Se Ng(Q) = G, entdao Q <G, e como ¢° divide k, segue da mesma maneira que no
caso anterior, com @ e ¢ no lugar de A e p. Logo, suponha Ng(Q) # G. Como H <G e
@ é um Sylow de H podemos usar o lema de Frattini, dai G = Ng(Q)H = Ng(Q)D (pois
Q C HN Ng(Q)). Disso, como k é primo com a ordem de D, temos que k divide a ordem
de Ng(Q), que é um grupo menos que G. Segue pela hipdtese de inducao que Ng(Q), e
portanto GG, possuem um subgrupo de ordem k

Vamos mostrar agora que By e B sao conjugados. Como B; e B, tem ordem k e
|H| = ¢°d, temos que By N H e By N H sao g-Sylows de H, logo, sao conjugados de Q.
Entao exitem 31 e BQ conjugados de By e By tais que B1 NH = Bz NH = Q Considere
agora o grupo <B17B2> Como H < G, temos também que BiNH=Q« (Bl, B2> Entao
podemos olhar para o quociente (Bl, B2> /@, e dai, pela hipdtese de indugao, B, /Q e B, /Q

8



sao conjugados em (El, Bg)/Q Portanto, By e By sdo conjugados e assim By e By também
0 S20.

Isso demonstra i) e ii), agora vamos demosntrar iii). Seja Bo subgrupo de ordem £/, e
seja A, como antes, o minimal normal de G cuja ordem é p™. Se p divide k, entao a ordem
do grupo AB também divide k. Entéo o grupo AB /A, por hipétese de indugao, esta contigo
em algum subgrupo de ordem k/p™ de G/A. Segue que AB, e logo B, estd contido em um
subgrupo de ordem k em G.

Suponha agora que p nao divide k. Nesse caso a hipétese de indu¢ao em G/A nos da que
AB esta contido em um subgrupo C'/A de ordem k. Logo, o subgrupo C' tem ordem p™k.
Por i), C' contém um subrupo B de ordem k. O grupo AB tem ordem p™k, que coincide
com C. Entdo certamente ABB = C'. Dessa igualdade, temos:

[AB| - |B]

_ , C| = p"k, AB| = p™k, B| =k,
AB N Bl ICl=p |AB| =p | B

ICf =
vemos que o grupo D = AB N B tem ordem ', além disso D € B, que é um subgrupo de
ordem k. Por ii), sabemos que D e B séo conjugados em AB, dlgamos B = D9. Portanto,

B esta contido no subgrupo BY de ordem k. Isso completa a demonstragao.
O

8 Teorema de Carter

Definicao 6. Um subgrupo H de um grupo G € chamado subgrupo de Carter de G quando
H ¢é nilpotente e H = Ng(H).

Lema 1 (Generalizagao do teorema de Frattini). Seja C' um subgrupo normal do grupo G,

e seja B um subgrupo de C' com a propriedade de que qualquer By < C que € conjugado de
B em G, € conjugado de B em C. Entdo G = C - Ng(B).

Demonstracao. Seja g € G. Como C'< G, CY9 = C, dai B9 C C. Por hipédtese, existe ¢ € C'
tal que BY = B¢, entdo B = B e assim gc¢~' € Ng(B). Logo, G = CNg(B). O

Lema 2. Se A é um subgrupo de Hall de um grupo soluvel finito G e H é um subgrupo
contendo Ng(A), entao No(H) = H

Demonstracao. E claro que H < Ng(H). Além disso, A < H é um subgrupo de Hall de H,
e todo subgrupo A; < H que ¢é conjugado de A em G é também subgrupo de Hall de H.
Pelo teorema de Hall, A; é conjugado de A em H. Nas condigoes do lema 1, temos que
Ng(H) = HNg(A), e como Ng(A) < H, Ng(H) = H. O

Teorema 8. Um grupo solivel finito G possui pelo menos um subgrupo de Carter. Quaisquer
dois subgrupos de Carter sao conjugados.

Demonstragao. Novamente usaremos inducao sobre |G|. Suponha |G| > 1 e o teorema
verdadeiro para grupos soluveis de ordem menor que G. Seja A um normal minimal de G,
entdo |A| = p™ para algum primo p. Pela hip6tese de indugao, G/A possui um subgrupo



de Carter, digamos K/A, ou seja, k/A ¢ nilpotente e K/A = Ng/a (KA) Considere K, e

Q um p’-subgrupo de Hall de K, ou seja, p nao divide Q| e |K| = |Q| - p'. Mostraremos a
seguir que K = N (Q) é um subgrupo de Carter de G.

Utilizaremos o Lema 1 sobre K, com C = AQ e B = (. Podemos utilizar esse lema
porque K /A é nilpotente, ou seja, seus Sylows sdo normais, e sendo AQ /A um subgrupo de
Hall de K/A ele é produto de Sylows normais, logo AQ/A q K/A Dessa forma, AQ < K.
Além disso, pelo teorema de Hall, se Q; < K é conjugado de @ em G, entao ele ¢ um
subgrupo de Hall de K, logo @) é conjugado de () em K. Entéo, utilizando o Lema 1, temos
que K = N, +(Q)- QA= KA.

O subgrupo K é produto direto de () e K N P, onde P é um p-Sylow de K (note que P é
normal em K, pois K /A é nilpotente). Além disso, como ) é imagem homomorfa do grupo
nilpotente AQ/A, @ é nilpotente. K N P também é nilpotente porque é p-grupo. Logo, K
¢é nilpotente.

Queremos mostrar agora que K = N¢(K). Seja g € N¢(K), ou seja, K = K. Como
A<Ge K = KA, temos que K9 = K949 = KA = K, dalgGNg(K) KeNg(K) C
Ny (K) . Pelo Lema 2, N (K) = K. Portanto, K = NG(K).

Agora, sejam K; e K, dois subgrupos de Carter em G. Vamos mostrar que eles sao
conjugados.

Primeiro provaremos que AK;/A, i = 1,2, sdo subrupos de Carter de G/A. Como K;
é nilpotente porque é subgrupo de Carter, AK;/A também é nilpotente, pois é imagem
homomorfa de Kj;.

Seja g tal que (K;A)Y = K;A e g ¢ K;A. Assim temos |K;A| < |G| e pela hipdtese
de inducao aplicada aos subgrupos de Carter de K;A, temos que existe a € K;A tal que
K7 = K¢, ou Kffl = K;. Mas como K; ¢ o seu préprio normalizador, temos que ga~! € K;,
contradizendo a hipétese de que g € K;A. Logo K;A = Ng(K;A).

Seja (); um p’-subgrupo de Hall de K;. Entao @; é também um p’-subgrupo de Hall
de K;A. Da mesma forma que foi feito antes, temos que Nk, 4(Q;) é nilpotente, e K;A =
Nia(Qi) - QiA = Nk, a(Qi)A. Logo, Nk, a(Qi) = K;.

Pela hipétese de inducdo, AK;/A e AK5/A sao conjugados. Assumiremos entao, subs-
tituindo K5 por um de seus conjugados, que K1A = KyA. Temos que ()2, sendo um p’-
subgrupo de Hall de KyA, é também um p’-subgrupo de Hall de K1 A. Logo @) e ()2 sao
conjugados em KA. Isso implica que seus normalizadores também sao conjugados. Mas no
paragrafo anterior mostramos que os normalizadores sao exatamente K, e K. Portanto, K
e K5 sao conjugados. Isso completa a demonstracgao. O
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