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1 Conjuntos Numéricos

Pense em um conjunto como uma “caixa” onde guardamos coisas que tém algo em comum.
Na matematica, essas caixas podemo guardam diversos tipos de elementos. No nosso caso
em particular, essas caixas guardam numeros. Com essa associagdo em mente, vamos
relembrar os principais conjuntos (caixas) que usamos:

1.1  Os Naturais (N)

Sao os numeros que usamos para contar coisas do dia a dia.

N=1{0,1,2,3,4,... }.

Nota: Adotamos aqui que o zero faz parte dos naturais, embora alguns textos matematicos
possam nao considerar.

1.2 Os Inteiros (Z)

As vezes, precisamos representar perdas ou dividas. Para isso, “espelhamos” os naturais
para o lado negativo.

Z={.,6-3,-2,-1,01,23,...}

Perceba que todo numero natural também € inteiro (N C Z).

1.3 Os Racionais (Q)

Aqui entram as fracdes. Se vocé dividir 1 por 2, o resultado (0.5) nao € inteiro. Ele é racional,
L . . . a .

isto €, um numero que pode ser escrito como uma fragao 3 (com b #£ 0), sendo a € b nUmeros
inteiros.

1.4 Os Irracionais (I)

Existem nimeros que ndao podem ser escritos como uma divisao de dois inteiros (fracao).
Eles possuem infinitas casas decimais que nao se repetem periodicamente. O exemplo mais
famoso nasce naturalmente da geometria:



Diagonal do Qudrado.

Ao calcular a diagonal (d) de um quadrado com lado medindo 1 unidade aplicando
o Teorema de Pitagoras, obtemos d = /2. O nimero /2 vale aproximadamente
1,4142 ... e nao é racional. Ele preenche uma lacuna na reta numérica que as fracoes
nao conseguem cobrir.

Pelo Teorema de Pitagoras:
] d=+2 d? =12 + 12

d?> =2
d=+v2¢Q

1

Figura 1: A diagonal do quadrado unitario € um namero irracional.

1.5 Os Reais (R)

E a unido de tudo: juntando os Racionais com os Irracionais (I), que sdo aqueles niimeros
“quebrados” infinitos que n&o seguem padrao, como o nimero de Euler e, ou 7, ou v/2 etc.

R
Q I

)

1

Figura 2: Diagrama estrutural dos Numeros Reais (R), ilustrando a uni&o disjunta de Racio-
nais (Q) e Irracionais (), e os subconjuntos aninhados.

OBS. E importante comentar que o diagrama acima é apenas ilustrativo para efeitos didaticos
e nao representa a disposicao real dos numeros.



1.6 Intervalos

Um subconjunto é formado por elementos que pertencem a um conjunto maior. No contexto
do Calculo, focamos nos subconjuntos da reta real conhecidos como intervalos. Abaixo,
listamos os tipos de intervalos e suas respectivas notagoes:

1. Intervalo fechado:
[2,3]|={r eR:-2<z <3}

2. Intervalos abertos:

(LLe)={reR:1<z<e},
(00, —2)={reR:z < -2},
(0,400) ={z € R: x> 0}.

3. Intervalos semi-abertos:

[V2,10) = {z € R: V2 < z < 10}
(00,3 ={zr e R:z < 3}.

2 Operacoes com Fracoes

Muita gente tropeca aqui, mas o segredo € a pratica! Vamos direto ao ponto.

2.1 Soma e Subtracao

Caso 1: O denominador (a parte de baixo) é igual.
Facil: mantém o de baixo e opera o de cima.

» Soma de fraces com mesmo denominador

|

» Subtracao de fragdes com mesmo denominador

_CL—C

Veja os casos a seguir:

_|_

by
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a) 2+3 =2

Caso 2: O denominador é diferente.
Nao da para somar laranjas com bananas. Precisamos deixar tudo igual embaixo primeiro
(minimo multiplo comum - MMC):



g_i_g_a-d c-b_ad+cb ™)
b d b-d d-b  bd
1+1_13 1-4 344 7
4 3 12 12 12 12

2.2 Multiplicacao e Divisao
 Multiplicacao: O de cima pelo de cima, o de baixo pelo de baixo. Sem mistério.

+ Divisao: Repita a primeira e multiplique pelo inverso da segunda.

Multiplicacao e Divisao.
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3 Potenciacao e Radiciacao

Poténcia € uma maneira sucinta de escrever uma multiplicagdo. Ao invés de escrever
2.2.2-2-2, escrevemos 2°.

Propriedades da Radiciacao

Propriedades para ter no bolso:

a) a™ - a"™ = o™ (Multiplicagdo: soma os expoentes)

a™

b) ¢- = a™ " (Divisdo: subtrai os expoentes)

am

c) (a™)™ = a™™ (Poténcia de poténcia: multiplica os expoentes)

d) a " = = (Expoente negativo: inverte a fragéo)
-

Radiciacao é o “caminho inverso” da poténcia. Lembre-se que raiz também pode ser escrita
como poténcia fracionaria:

33

vam™ = a



Propriedades da Radiciacao <

Para ter no bolso:

a) Va-b= /a- Vb (Produto: separa em duas raizes)

b) C/% = % (Divisao: separa numerador e denominador)
c) (/a)™ = {/a™ (Poténcia: o expoente entra no radicando)
d) {L/T\/& = "%/a  (Raiz de raiz: multiplica os indices)

e) Sea<b — {/a< Vb (Ordem: adesigualdade se mantém)

Pratica de Consolidacao

Vamos resolver um problema que combina tudo o que vimos. Em Calculo, € comum termos
que simplificar expressdes “assustadoras” antes de calcular limites, derivar ou integrar.
Exemplo: Manipulacao Algébrica.
Simplifique a expresséo abaixo até obter um unico numero e ao final decida o niumero
obtido € racional: ,
3\—1 2
()7 + (3)

E =
18 — /8

Passo 1: Poténcias no Numerador.

. (23)71 =973 — 2% —

o (2)_ 22 _ 4
3 32 7 9

Logo, o numerador é § + 3.

1
3

Passo 2: Soma de Fracoes (Numerador). O MMC entre 8 e 9 é 72 (volte a Equagéo 1 e
confira como fazer essa contal).

9+32 41
7272

14
8 9

Passo 3: Simplificacao de Radicais (Denominador). Nao podemos subtrair raizes direta-
mente (v/18 — /8 # v/10!). Precisamos fatorar:

* VI8=19-2=V9-v2=3V2.

* VB=V4-2=V4-V/2=2V2.
Logo, o denominador é dado por: 3v/2 — 2v/2 = v2(3 — 1) = /2.



Passo 4: A Divisao Final. Finalmente, concluimos que

41
E=12
V2
Divisao de fracao: repete a primeira e multiplica pelo inverso da segunda, portanto
oM 14
T2 V2 T2V2

Passo 5: Racionalizacao (O toque final). Multiplicamos em cima e embaixo por v/2:

41v2 | 41v2
72.2 | 144 |

Conclusédo. Como /2 aparece nao é racional, temos que o nimero resultante também nzo
pode ser.

Lista de Treinamento

Resolva os desafios abaixo. O foco ndo € apenas a resposta, mas o processo.

1. O Desafio das Fracoes Complexas:
Calcule o valor de x na expressao:

Tr =
1+

1
=5
(Dica: Comece resolvendo de baixo para cima).

2. Poténcia vs. Poténcia:
Mostre, com célculos, qual nimero é maior:

A=2)* ou B=2"
(Atencdo: A ordem de resolugdo muda tudo!)

3. Simplificacao Algébrica (Estilo Limites):
Simplifique a expressdo envolvendo poténcias de mesma base:

AR — 0
2. 2n+3

(Dica: Coloque 2™ em evidéncia no numerador e denominador).

4. Soma de Radicais:
Simplifique ao maximo a expressao:

V12 + /75 — 9v/3.
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4 O que é um Polinbmio?

Defini¢ao: Polindmios N
Um polinbmio é uma soma algébrica de termos onde a variavel (geralmente x) é
elevada apenas a numeros inteiros nao negativos (0,1,2,...).

P(x) = 32" — 6z —36
~~— N N~
Grau4 Graul Grau 0

« Grau: E o maior expoente que aparece na variavel. No exemplo acima, o grau é
4.

« Raiz: E o valor de z que zera a equacao.
Exemplo: Note que P(2) = 3(2)* — 6(2) — 36 = 0, logo, 2 é raiz.

5 Como Encontrar Raizes (P(z) = 0)

Para achar as raizes de P(z), a regra de ouro é igualar o polinbmio a zero e isolar o z. A
estratégia muda conforme o grau:

A estratégia € o isolamento direto:

Grau 2 (ax? + bx + )

ar+b=0 Use o discriminante A = b* — 4ac:
axr = —b
b b+ VA
X=—— X=——
a 2a
Exemplo: 2x —4 =0 — x = 2. Nota: Se A < 0, ndo h4 raizes reais.

Curiosidade: A férmula do Grau 2 é obtida completando quadrados.

6 Operacoes com Polindbmios

Somar e multiplicar é intuitivo (agrupa termos semelhantes ou faz a distributiva). As coisas
costumam se complicar na divisao.



6.1 Exemplos Praticos

Vamos calcular a soma e o produto dos polinémios P(z) =2z — 1 e Q(z) = = + 3.
1. Adicao: Basta somar os termos semelhantes (quem tem = com quem tem z, nUmero com
nuamero).

Pz)+Q(z) =2z —1)+ (z+3)
=2x+x—1+3
= 3z + 2.

2. Multiplicacao: Aplicamos a propriedade distributiva (o famoso “chuveirinho”): cada termo
do primeiro polinbmio multiplica todos os termos do segundo.

P(z)-Qx) = 2z —1) - (z +3)
=2r-z+2r-3—1-2—1-3
=222+ 62 —x—3
= 22° + 52 — 3.

6.2 Divisao de Polinomios

Funciona igual a divisdo de numeros que aprendemos na escola. Veja o exemplo abaixo
onde escrevemos o passa a passo de como dividir z? + 10x + 28 por z + 5:

Algoritmo: Divisao de Polin6mios

Queremos dividir D(x) = z? + 10x + 28 por d(z) = z + 5.
A légica € idéntica a divisao de numeros inteiros:

1. Olhe para os Lideres: Divida o termo de maior grau do dividendo (z?) pelo maior
grau do divisor (x).

2 +x =1z (12termo do quociente)

2. Multiplica e Troca o Sinal: Multiplique o resultado (x) por todo o divisor (x + 5) e
jogue para o outro lado com sinal trocado.

z(z +5) = 2° + 5x = Escreva —z° — 5z

3. Soma e Repete: Some as colunas. O primeiro termo deve sumir. Repita o
processo com o0 que sobrou (0 novo dividendo).

4. Critério de Parada: O processo termina quando o grau do resto for menor que o
grau do divisor.




Execucao na Pratica.

224+ 10z +28 |z +5
—z% — bz A )
04 5z + 28
— 9T — 25

3

Conclusao:

2?2+ 10z+28=(z+5) - (z+5)+ 3 .
— ~—— ~—— ~~
Dividendo Divisor Quociente Resto

7 Fatoracao e Produtos Notaveis

Fatorar nada mais € do que reescrever uma soma como um produto. Encare a fatoragcao
como o “caminho de volta” da propriedade distributiva (0 famoso “chuveirinho”):

Fatoracao (Agrupar)

T

Soma: a* + 2ab + V? Produto: (a + b)*

Expanséo (Distributiva)
Interpretacao Geomeétrica

Por que (a + b)? = a® + 2ab + b*? Basta olhar para a area de um quadrado de lado a + b:

a b
/_/H/_H

a? ab{ a

ab bQ{ b

Area Total = a2 + ab+ab + b>

Azul  Retangulos Vermelho




Ferramentas de Fatoracao N

Memorize estes padrdes. Eles aparecerdo em limites, derivadas e integrais.

« Fator Comum em Evidéncia:

ax + ay = a(z + y)

+ Diferenca de Quadrados:

a®> —b* = (a+b)(a—1b)

* Soma e Diferenca de Quadrados:

a® & 2ab + b* = (a £ b)?

+ Soma e Diferenca de Cubos:

a® — b = (a —b)(a® + ab + b?)

a®+b* = (a+b)(a® — ab+ b?)
o

Como saber se é fatoravel? Se vocé tem um polindmio de grau 2 (az? + bx +c) e
encontra as raizes z; e z, (por Bhaskara ou soma e produto), vocé pode sempre fatorar
como:

a(x — 1) (x — x3)

Exercicios Praticos

Aquecimento: Fixando Conceitos

Resolva os itens abaixo para garantir que a base esta sélida:
1. Fatoracao: Cologue o termo comum em evidéncia e fatore a expressao x?® — 4z.
2. Divisao: Realize a divisao polinomial de (z? — 5z + 6) por (z — 2).

3. Investigacao: Se P(z) = 2* — kx + 4 e sabe-se que P(2) = 0, encontre o valor
de k.

10



Desafio: O Caminho do Calculo

Este exercicio simula uma situagao real de Célculo 1: vocé precisa encontrar todas as
raizes de um polinbmio de grau 3 para analisar o sinal de uma funcéo.

Problema: Dado P(z) = z* — 7x + 6:
a) Verifigue se x = 1 € uma raiz.
b) Use a divisdo de polindmios para fatorar P(z).

c) Encontre todas as raizes reais.

A Atencdo: Tente resolver antes de ler a solucéo. A prética é insubstituivel. £\

Solucao Passo a Passo:

Passo A: Teste da Raiz (Aritmética) Substituimos = por 1 na expressao:
P1)=(1))-71)+6=1-7+6=0.
Como deu zero, confirmamos: 1 é raiz.

Passo B: Reducao de Grau (Divisao) Sabemos que se 1 é raiz, entdo P(x) é divisivel por
(r — 1). Vamos dividir 2® + 022 — 7z + 6 (cuidado com o termo fantasma 0x2!) por = — 1.

22+ 022 —Te+6 |z —1
—3 + 22 > +1—6
22— Tz
—2?+x
—6x +6
+6x — 6
0

Logo, podemos escrever: P(x) = (z — 1)(z* + = — 6).

Passo C: Fatoracao Final (Bhaskara/Soma e Produto) Agora precisamos das raizes de
x? + 2 — 6. Procuramos dois nimeros que multiplicados ddo —6 e somados ddo —1 (o oposto
de b).

Numeros: 2 e — 3.

Conclusao: A forma fatorada completa € | P(z) = (z — 1)(z — 2)(x + 3) | As raizes sao
{1,2,-3}.

11
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8 Geometria Analitica

O Plano Cartesiano pode ser pensado como um “mapa” para localizar pontos. Ele é formado
pelo cruzamento perpendicular de duas retas numéricas na origem O(0,0):

 Eixo horizontal (x): Chamado de eixo das Abscissas.
+ Eixo vertical (y): Chamado de eixo das Ordenadas.

Cada ponto P no plano € identificado por um par ordenado (z, y). O primeiro nimero indica
o deslocamento lateral (direita/esquerda) e o segundo o deslocamento vertical (cima/baixo).

y (ordenadas)
A

> 1 (abscissas)

¢C(0,—2)

Figura 3: Exemplos de localiza¢do de pontos no plano.

8.1 Distancia entre dois Pontos

A base da Geometria Analitica é medir distancias no plano cartesiano. Dados dois pon-
tos A(xo,y0) € B(x1,y1), a distancia entre eles pode ser calculado usando O Teorema de
Pitdgoras, se imaginamos um triangulo retdngulo como ilustra a figura abaixo.

12



Formula da Distancia

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo
formado pelas diferengas das coordenadas:

dap = \/(Az)? + (Ay)?,

ou seja: Al 1
: — T
dap = \/(931 —20)* + (Y1 — ¥0)*- ! B
-
Exemplo Pratico.
Calcule a distancia entre os pontos A(2, —3) e B(—2,1).
Solugéo:
y
2 1
B .
dap = \/(132 —21)% + (y2 — 11)? \ L -
=4/(-2-2)2+(1-(-3))? _3J2_ _‘ - 3
V(2224 (1= (-3)) SN v
= /(=47 + (477 Ll
=16 + 16 _ 777777
= V32 = 4V2. 4 A

Fig: Distancia grafica entre A e B.

8.2 A Equacao da Circunferéncia

A a equagao de um circulo € uma aplicacéo direta da formula da distancia. O que & um
circulo? E o conjunto de pontos (z,y) que estdo sempre a mesma distancia R (raio) de um
centro C'(a, b). Usando a férmula da distancia ao quadrado, temos a Equacao Reduzida da

Circunferéncia:

13



Equacéo da Circunferéncia

(= a)? + (y — b)? = RZ.

Onde: (a,b) é o centro e R é o raio.

Exemplo Pratico.
Uma circunferéncia com centro C(2, —3) e raio 4 tem a equagao:

(x—2)2+ (y — (=3))> =42, portanto (z —2)* + (y + 3)? = 16.

9 O Conceito de Funcao

Uma fungéo f : A — B é uma regra que associa cada elemento de um conjunto de partida
(A) a um unico elemento do conjunto de chegada (B).

9.1 Componentes de uma Funcao
« Dominio (D): Todos os valores possiveis para = (de onde saem as flechas).
» Contradominio (C'D): O universo onde o y = f(z) pode estar.

» Imagem (/m): Os valores que y = f(x) realmente assume (onde as flechas chegam).

Dominio Contradominio

Figura 4: Representacao de funcdo: note que o elemento 6 pertence ao contradominio, mas
néo faz parte da imagem.

9.2 Calculo de Dominio (Restricoes)

Determinar o dominio é descobrir para quais valores a funcao “existe”. Essa é a primeira
etapa na analise de qualquer funcao e é fundamental para o Calculo 1, pois sem definir o
dominio, ndo podemos calcular limites ou derivadas com seguranga.

Para encontrar o dominio nos Reais, devemos respeitar duas “regras de ouro”:

14



1. Nao dividiras por zero: O denominador de qualquer fracao deve ser sempre diferente
de zero.

Exemplo:
f(x):xl_2 = r—-2#40 = x #2.

Logo, o dominio é R — {2}.

2. Nao extrairas raiz par de negativo: Em raizes com indice par (quadrada, quarta, etc.),
o radicando (o que esta dentro) deve ser maior ou igual a zero.

Exemplo:
flz)=vVz -5 —= z—-5>20 = x>5.

Logo, o dominio é [5,+00).

10 Classificacao e Analise Grafica

10.1 Teste da Reta Vertical

Uma maneira visual e rapida de verificar se um grafico representa uma funcéo é aplicar o
Teste da Reta Vertical. Imagine deslizar uma linha vertical (como uma régua) ao longo de
todo o eixo z.

» Se qualquer linha vertical cortar o grafico em mais de um ponto, entao o grafico nao
representa uma fungéo.

* O motivo: Isso significaria que um Unico valor de entrada (x) estaria associado a
dois ou mais resultados diferentes (y), 0 que viola a definicdo de fungéo (unicidade da
imagem).

2 pontos

E Fungdo N3o é Funcéo

Figura 5: Teste da Reta Vertical: se a reta tocar o grafico em mais de um ponto, ndo é funcao.

10.2 Tipos de Funcao (Injetora, Sobrejetora e Bijetora)

* Injetora: Elementos diferentes em x geram imagens diferentes em y. Ou seja, a funcao
nunca “repete” o mesmo valor de y para z’s diferentes.
Graficamente: Retas horizontais cortam o grafico no maximo uma vez.
Exemplo: f(z) =2z. Sex =1, y = 2. Se z = 2, y = 4. Nunca teremos dois numeros
diferentes resultando no mesmo valor.

15



» Sobrejetora: A Imagem ¢ igual ao Contradominio. Em termos simples: “ndo sobra
ninguém” no conjunto de chegada sem receber flecha.
Exemplo: f : R — R dada por f(x) = = + 1. Qualquer numero real y pode ser
alcancado por essa funcgao.

- Bijetora: E injetora e sobrejetora ao mesmo tempo. Cada elemento de A corresponde
a um unico de B e vice-versa (casamento perfeito).
Exemplo: f(x) = 3z — 1. Ela é uma reta infinita que ndo repete valores (injetora) e
cobre todo o eixo y (sobrejetora). Sé fungdes bijetoras possuem inversa (f~1).

Exercicios Praticos: Do Basico ao Avancado

Missao de Treinamento
Nao use apenas as férmulas; desenhe e visualize o que esta acontecendo.
1. Distancia:
Mostre que o triangulo formado pelos pontos A(2,1), B(5,5) e C(—2,4) € um

tridngulo isdsceles retangulo.
(Dica: Calcule os trés lados e verifique Pitagoras: a® + b* = ¢2).

2. Circulos:
A equacdo z? + y? — 6z + 4y — 12 = 0 descreve uma circunferéncia.

a) Use a técnica de completar quadrados para encontrar o centro € o raio.
b) O ponto P(5,2) esta dentro, fora ou sobre a linha dessa circunferéncia?

3. Dominio:
Encontre o dominio da fungao abaixo, expressando a resposta em notacao de
intervalo:
VO =22
f@) ="——

(Atencdo: Além da raiz quadrada (sempre > 0), temos que escapar da divisdo
por zero ao mesmo tempo!)

Exemplo Resolvido: Interseccao e Analise

Problema: Encontre os pontos onde a reta y = = — 1 cruza a circunferéncia x2 + 3> = 5.

Passo 1: Montar o Sistema. Queremos os pontos (z,y) que satisfazem as duas equagdes
simultaneamente:
{:ﬁ +y>=5 (I)

y=x—1 (1

Passo 2: Substituicao. Substituimos (II) em (1):

2?4+ (z —1)*=5.
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Expandindo o produto notavel:

P —224+1)=5 = 22* —2r —4=0.

Passo 3: Resolver a Equacao Quadratica. Simplificando por 2: 22 — 2z — 2 = 0.
« Soma = 1, Produto = -2.

* Raizes: 7, =2e 29 = —1.

Passo 4: Encontrar o y correspondente. Voltamos na equacado da reta (y = x — 1):
* Parar; =2 = y; =2—1=1. Ponto A(2, 1).

* Paraz, = -1 = y, = —1—1= —2. Ponto B(-1, -2).

Y

2 +y? =5

B(—1,-2

17



E! Universidade de Brasilia

Departamento de Matematica

SEMANA 02 - AuLA 04
Funcoes Afim e Quadratica

Projeto Elos - 1.°/2026

11 Funcao Afim (A Reta)

A fungédo afim descreve comportamentos lineares, crescimentos ou decrescimentos constan-
tes. A lei desse tipo de fungao tem expressao dada por

f(z) = ax + b,
onde:

* a (Coeficiente Angular): Define a inclinacdo. Se a > 0, a funcéo sobe. Se a < 0, a
funcéo desce.

- b (Coeficiente Linear): E onde a reta corta o eixo y (quando = = 0).

Crescente (a > 0) Constante (a = 0) Decrescente (a < 0)

‘V 1Y !

X xr

> >

v

Figura 6: Comportamento da fung&o afim conforme o sinal do coeficiente a.

11.1 Encontrando a equacao da reta

A inclinacao « (ou m) mede a taxa de variacao da reta, isto é a “rapidez” com que a reta
sobe (cresce) ou desce (decresce). Essa taxa de variagdo como podemos observar abaixo €
sempre constante e igual a.

Definicao: Inclinacao da Reta

" Variagdo Vertical Ay y1 —wo
~ Variacdo Horizontal Az 27 —

(0,9

18



Uma vez encontrada a inclinacao, a equacao da reta é fica completamente determinada.

Equacao da Reta

Dada a inclina¢do a e um ponto conhecido P(zg, ), @ equagao é:

y—yoza(x—xo).

(1'17”y1)

'Ay = y1 — Yo

(ﬂ?oa%)

Figura 7: Interpretagédo geométrica da inclinagao: tan(a) = a = 32.

Exemplo Pratico
Determine a equacgéo da reta que passa por A(1,1) e B(2,3).

solucao:

1. Calculo da Inclinacao (a):

3-1 2 4 1Y
(=5 1717 %
3 1
(A cada 1 passo para a direita, sobe 2). )
2. Equacao da Reta: Usando o ponto A(1,1)
ea=2: 11
T
y—1=2(zx—-1)
=2z — 2. 1

Portanto a equacao da reta € dada pela expressao: y = 2z — 1.

12 Funcao Quadratica (A Parabola)

Um fungéo do 2° grau ou um polinémio de grau 2 tem formato de uma parabola e sua
expressao algébrica é dada por:

f(x)=ar* +bx+c (a#0).
» Concavidade (a):

— a > 0: Sorrindo (U). Possui um ponto de Minimo.
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— a < 0: Triste (N). Possui um ponto de Maximo.

- Intercepto (¢): E o ponto exato onde a parabola corta o eixo .

12.1 Forma Canonica e o Vértice

A forma canénica é extremamente Util para identificar o Vértice da pardbola. Ela reescreve a
funcéo focando no quadrado perfeito:

f(l’) = a(‘r - xv>2 + Yy

Para chegar nela, basta completar quadrados. Veja o resumo algébrico abaixo:

f(z) =az® +br+c Ay

b
=a (xQ + x) + ¢ (a em Evidéncia)
a

o[ g2 -2
i . 2a 2a 2a

Trinbmio Quadrado Perfeito

b\? b rti
:a(z+) _¥Y L. Vértice
2a 4a
( b\2 A Fig: Parabola com concavidade para cima.
=alx+_—| ———.
2a) 4a

Nos célculos acima A = »? — 4ac. Comparando com a estrutura a(z — z,,)? + v, obtemos as
famosas coordenadas do vértice:

Coordenadas do Vértice

As coordenados do Vértice da parabola V' (z,,y,) sao:

12.2 Maximos e Minimos

Uma propriedade fundamental da parabola é que seu vértice V (z,, y,) representa o ponto
de extremo (maximo ou minimo) da funcao. Tal caracteristica € essencial na modelagem de
fenémenos reais, permitindo calcular valores otimizados. No Calculo Diferencial, essa nog¢éao
€ aprofundada através do uso das derivadas das funcées.

Exemplo Pratico (Maximo).
Encontre o vértice da pardbola definida por f(z) = —x? + 4x — 3 e esboce o gréfico.
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Solucao:

1. Identificando os coeficientes:

Como a < 0, a concavidade é para baixo (triste), logo
teremos um ponto de Maximo.

2. Calculando o Vértice V (z,,y,):

b 4 4
"1’/‘1}:——:—7——7:2
2a  2(—1) -2
yo=f(2)=—(2* +4(2) -3
= —4+48-3=1
"

(Alternativamente, y, = — 1
Resultado: O vertice € V(2,1).

21
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Exercicio Pratico:

Estudo de Caso: Otimizacao de Lucro

Cenario: Vocé é o consultor financeiro de uma fabrica. A diretoria descobriu que o
lucro L (em milhares de reais) varia conforme a quantidade produzida = (em toneladas)
segundo a fungao:

L(z) = —x% + 6z — 5.

Sua missao é entregar um relatério respondendo aos pontos abaixo:

1.

Analise de Tendéncia (Concavidade): Olhe para o coeficiente a. A parabola
tem concavidade para cima ou para baixo? Isso significa que a fabrica tera um
lucro maximo limitado ou um prejuizo infinito se produzir demais?

. Ponto de Equilibrio (Raizes): Para quais valores de produgao o lucro é zero

(L(z) = 0)? (Dica: Resolva —z*> + 6z — 5 = 0. Estes sdo os pontos onde a
empresa ndo ganha nem perde).

. Meta de Producao (z,): Qual a quantidade exata (z) que deve ser produzida

para atingir o topo da parabola?

Projecao de Lucro Maximo (y,): Se a fabrica seguir sua recomendacao do item
anterior, qual sera o valor financeiro do lucro maximo?

. Relatério Visual (Esboco): Use os pontos encontrados (Raizes e Vértice) para

desenhar a curva de lucro no grafico abaixo.

L(z) (mil R$)

A

> 1 (ton)

22



E! Universidade de Brasilia

Departamento de Matematica

SEMANA 03 - AuLA 05
Funcao Mddulo e Funcédo Raiz Quadrada

Projeto Elos - 1.°/2026

13 Funcao Médulo

O modulo (ou valor absoluto) de um namero real x, denotado por |z|, representa a disténcia
desse numero até a origem (0 zero) na reta numérica. Como distancia nunca é negativa, o
médulo transforma qualquer numero em um valor nao negativo.

flz) = |z|
45
. - ~ 30
Matematicamente, definimos a fun¢cao mo-
dular f : R — R* como: )
x, sexr >0

r)=|Tr = 1

f(z) = |z| {_% se -0 1
3 —2 1 1 2 3 7T

Fig: Gréfico da fungao moédulo (formato de “V).

Calculos simples de médulos:

b) [8] = 8;
C) | —m|=m;
d) le[=e

Inequacao Modular.

Resolver a inequacao |z —2| > 3 significa determinar conjunto composto pelos numeros
x cuja distancia até o 2 seja maior ou igual a 3:

r—2>23 ou r—2< -3

r>5 ou < -1

Solucao: Portanto a solugéo é dada pelo conjunto S ={z € R |x < —10oux > 5}.

23



13.1 Funcoes Definidas por Partes

Muitas vezes, uma unica férmula nao é suficiente para descrever um fendmeno. Nesses
casos, usamos funcoes definidas por partes (ou trechos), onde aplicamos férmulas
diferentes dependendo do intervalo onde x se encontra.

Exemplo Pratico.
A funcéo sinal deslocada é um exemplo classico. Considere f : R\ {1} — R:

f(z)
A
o
=-1, sex<l1 1 v
5

A compreenséao de funcgdes definidas por partes € fundamental para a analise de existéncia
limites como vocé vera mas suas aulas de Calculo1. Vamos estudar o sinal da funcdo abaixo,
passo fundamental para estudo de Limites laterais:

Ponte para Limites: O Comportamento da Funcao Sinal.

|z — 1

T Vamos investigar o que acontece préximo de = = 1

Considere a fungéo f(z) =
antes de tentar calcular o limite.

1. Abrindo o Médulo (A Defini¢cao): O médulo |z — 1| muda de comportamento dependendo

do sinal de (z — 1):
-1 ser>1
lz—1] = {""” ’ g

—(z—1), sex<1

2. Simplificando a Fungao: Substituindo isso na nossa f(z), a expresséao fica muito simples:

= =1, sex >1 (Direitade 1)
f(z) = ‘

=l — _1, sex <1 (Esquerdade 1)

3. Visualizacao Grafica: Observe o “salto” no gréafico abaixo.

Y

-0 =
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Conclusao Intuitiva: Como a funcdo assume valores constantes totalmente diferentes a
direita (1) e a esquerda (—1), ndo ha como afimar o que ocorre no ponto = = 1.

@ E aqui que entra o conceito de Limites Laterais: para que o limite exista, os
caminhos da esquerda e da direita precisam se encontrar no mesmo lugar.

Analise Introdutéria ao Calculo
~ z+1, . . :
A fungéo f(x) = ﬁ € um exemplo rico pois apresenta dois comportamentos funda-
T
mentais que estudaremos em limites. As famosas assintotas:

1. “Explosao” Vertical (Assintota Vertical): Observe que quando = se aproxima de 0
(pela direita ou esquerda), o denominador fica muito pequeno, fazendo o valor de f(z)
“explodir” para o infinito. No gréafico, vemos a curva subindo sem parar perto do eixo .

2. Estabilidade no Infinito (Assintotas Horizontais): Quando = € um nimero gigante
positivo, a funcéo se “estabiliza” na altura y = 1. Ja quando x € um numero negativo
enorme (muito a esquerda do zero), ela se estabiliza em y = —1. Essas linhas
tracejadas para onde a fungao tende sdo chamadas de assintotas horizontais.

Observe as informacdes acima com a ajuda do grafico abaixo:

H=1+1  sex>0

Hl—-—1-1 sex<0

Neste curso, focamos na ideia geométrica. A definicao formal sera apresentada com o
rigor matematico nas suas aulas de Célculo 1.
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13.2 Propriedades do Médulo

No Calculo, frequentemente precisamos limitar erros e estimar distancias. As propriedades
abaixo sdo fundamentais para isso:

Ferramentas Uteis: Propriedades do Médulo N

1. Abertura de Desigualdade:
Muito usada para definir intervalos em limites (g, 9).

|z <a <= —a<x<a (paraa>0).

2. Desigualdade Triangular:
Fundamental para provar a continuidade de fungdes.

|z +y| < |z| + |yl

3. Desigualdade da Diferenca:
Uma variacdo util da anterior.

[l = Jyl| < = = yl.

14 Funcao Raiz Quadrada

A funcao raiz quadrada € a inversa da quadratica restrita ao dominio positivo (x > 0). Na
pratica, isso gera uma simetria visual: o grafico de \/z é o reflexo perfeito de x? em relagao
aretay = z. E como se a reta y = z funcionasse como um espelho plano entre as duas
curvas, observe a figura abaixo.

Definicao Formal: Ay 72
y = )
£:10,50) = [0.00) 4 S
flz) =z sl
Note que: 9 | T e
« Dominio: = > 0 (n&o existe raiz real de 1! g \/E
negativo). —7
o g T
* Imagem: y > 0 (o resultado da raiz é —>
sempre positivo). 1 4

Figura 8: A /= (vermelho) é o reflexo de z? (azul).
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A Cuidado: A Armadilha do Quadrado .

Muitos alunos tém o impulso de simplesmente “cortar” a raiz com o expoente. Nao
faca isso! A raiz quadrada de um numero real deve ser sempre nao negativa. A regra

correta é:
Va2 = |z||.

Veja por que: Imagine x = —4. Se vocé apenas “cortasse”, o resultado seria —4, 0 que
esta errado (raiz par ndo retorna negativo). O correto é resolver a poténcia primeiro:

V(4?2 =V16=4=]|—4|.

Exercicios de Fixacao (Preparacao para Limites)

O objetivo destes exercicios € treinar a manipulagao algébrica com modulos e raizes,
habilidade essencial para o célculo de limites futuros.

A/ Ar2
Considere a fungéo f(z) = i’r :

a) Qual é o dominio da fungao?
b) Use a propriedade v/a? = |a| para simplificar a expresséo da funcgéo.

c) Calcule f(2) e f(—2). O que vocé observa sobre o sinal?

Reescreva as fungdes abaixo como fungdes definidas por partes (sem usar barras de
mddulo), eliminando a indeterminacao algébrica:

a) f(z) = 'i - ;' (Para z # 3)
b) g(z) = If—_ll (Dica: fatore o numerador como (z — 1)(x + 1))

Desafio de Racionalizacao

Para calcular limites com raizes, frequentemente usamos a técnica de racionalizagéo.
Elimine a raiz do numerador multiplicando pelo conjugado:

VB =2

x—4
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15 O Radiano

A unidade fundamental para medir angulos € o radiano. Ele é preferido aos graus por
permitir uma correspondéncia direta entre medidas angulares e lineares.

Radianos (Medida Natural): O radiano nasce da propria geometria do circulo. 1 radiano é
o angulo formado quando “enrolamos” o raio da circunferéncia sobre a sua borda.

r Arco=r

1 rad

Figura 9: Defini¢do visual: 1 radiano ocorre quando o comprimento do arco € igual ao raio.

Essa definicao cria uma relacao direta e elegante para o comprimento de arco (s):

s=r-0 (coméem radianos)

Veja que uma volta completa (360°) tem comprimento 27, concluimos que 360° = 2r rad.
simplificando, obtemos a relacao fundamental:

m rad = 180°.
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Ferramenta: Conversao de Unidades N

1. De Graus para Radianos:

T
Multiplique o valor por —.
ultipliqu V. p 150

x= 307 T
30° 8% — —| |
180 6

2. De Radianos para Graus:
Apenas substitua o simbolo 7 por 180°.

T B

4 4

16 Circulo Trigonométrico Fundamental

O Circulo Trigonométrico Fundamental € uma circunferéncia de raio unitario (r = 1) centrada
na origem. Ele é a ferramenta fundamental para estender a trigonometria além dos triangulos.

Ao desenhar um angulo « nessa circunferéncia, podemos marcar um ponto P na borda cor-
responde em sua borda. As fungdes seno e cosseno nada mais sdo do que as coordenadas
(o enderecgo) desse ponto como ilustra a figura abaixo.

Ciclo Trigonométrico <

Considere um ponto P(x,y) na circunferéncia de raio 1.

+ Cosseno (cos a): y
E a projecdo no Eixo X (horizontal). Re-
presenta o quanto o ponto ‘caminhov”  ~— | O
para o lado.

>
=

sen «

T = COS

> T
* Seno (sen ):
E a projecao no Eixo Y (vertical). Re-
presenta a altura do ponto em relagao ao

chéo.

-

Dessa forma, qualquer ponto P no circulo trigonométrico pode ser escrito como:
P = (cos o, sen ).

Como a hipotenusa do tridngulo é o raio unitario (r = 1), a aplicacéo direta do Teorema de
Pitdgoras nos fornece uma das mais belas uteis identidades da matematica:
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Relacao Trigonométrica Fundamental.

sen?(a) + cos?(a) = 1. W

17 Graficos e Comportamento

No Calculo 1, as funcbes trigopnométricas aparecem em varias aplicacées. Para estudéa-las
como funcoes de variavel real, faremos uma pequena mudancga de notagado: substituiremos
0 angulo geométrico a pela variavel padrao .

Dessa forma, ao escrevermos f(z) = sen(z), estamos assumindo que x € um ndmero real (o
angulo em radianos «) representando o dominio da fungéo no eixo horizontal.

Com isso em mente, note que a medida que o angulo = aumenta e o ponto P gira pela
circunferéncia e assim suas coordenadas variam ciclicamente.

Entenda o movimento:

» O gréfico do Seno registra a variacao da altura. Ele comeca no chao (0), sobe ao
teto (1), desce ao porao (-1) e volta.

» O gréfico do Cosseno registra o deslocamento lateral. Ele comeca na extrema
direita (1), vai para o centro (0), recua para a esquerda (-1) e retorna.

Diante disso, fica claro que essas funcdes sao periodicas (o padrdo se repete a cada volta
completa, 2x) e limitadas (nunca ultrapassam a faixa entre —1 e 1).

Figura 10: Evolugdo do cos(z) e sen(x) ao longo de uma volta completa (27).

17.1 Paridade da Funcoes Seno e Cosseno

O que acontece se girarmos o angulo no sentido contrario (horario)? Visualmente, ao trocar
x por —z, 0 ponto reflete para baixo, veja a figura abaixo:
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y (Seno)

sen(x)

x (Cosseno)

sen(—x)

Simetria no Circulo: Note que o cosseno (azul) € o mesmo para = € —z, enquanto 0 seno
(vermelho) apenas inverte o sinal.

» Cosseno é PAR: O deslocamento horizontal mantém-se inalterado (simetria no eixo

Y)-
cos(—x) = cos(x).

« Seno é IMPAR: A altura tem o mesmo tamanho, mas sinal oposto (simetria na
origem).
sen(—x) = —sen(x).

18 Soma e Diferenca de Arcos

Frequentemente, precisamos calcular funcdes trigonométricas de somas ou diferencas. A
chave para encontrar essas férmulas esta na geometria do Circulo Trigonométrico.

A estratégia é simples: definimos dois pontos, P e ), associados aos angulos a € 5. Em
seguida, calculamos a distancia d entre eles usando duas ferramentas diferentes (uma
geomeétrica e outra algébrica).

Q(cos B,sen B)

P(cos a,sen a)

Figura 11: Pontos P e @ no Circulo Unitario.
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18.1 Deducao da Férmula (Passo a Passo)

Para encontrar o valor de cos(a — 3), calculamos o quadrado da distancia d* de duas formas
diferentes e igualamos os resultados.

» Passo 1: Pela Geometria (Lei dos Cossenos).
Olhando para o triangulo O PQ na figura, temos dois lados medindo 1 (raio) e o angulo
entre eles é (a — ).
d?> =12+ 1% —2(1)(1) cos(a — B),

portanto:
d*> =2 —2cos(a — f). 2)

- Passo 2: Pela Algebra (Distancia entre Pontos).
Usando as coordenadas P(cos a, sen «) € Q(cos 3, sen 3):

d* = (cosa — cos 3)* + (sen a — sen 3)°.
Expandindo os quadrados e agrupando obtemos:

d* = (cos® a + sen” a) + (cos® B + sen® B) —2(cos a cos 3 + sen a:sen f3)
1 1
=2 — 2(cos acos f + sen arsen 3). (3)

 Passo 3: Conclusao.
Igualando as equagbes (2) e (3):

2 —2cos(a— ) =2 — 2(cosacos 5 + sen asen 3),
e cancelando os termos comuns (2 e —2), chegamos a férmula:

cos(aw — f3) = cosarcos 3 + sen asen 3.

A partir da formula fundamental do cos(a — /), deduzimos as demais identidades fundamen-
tais.

Férmulas: Soma e Diferenca N @ Dica de Deducio:

Lembre que sen(z) = cos(5 — ). Apli-
cando isso em sen(a + b), vocé cai na

cos(av — 3) = cos v cos § + sen avsen 3 t6rmula do cosseno!

cos(a + COS (v cos 3 — sen «vsen

( B) = B B J3 Para Memorizar!:

sen(a + ) = senacos f + sen [ cos « “Minha terra tem palmeiras,
onde canta o Sabia...

sen(av — ) = senacos f — sen f cos a Sen A, Cos B... Sen B, Cos A.”

-
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Exercicios de Fixacao: Conexao com o Calculo

Desafio: Preparacao para o Calculo

Estes exercicios treinam manipulagdes que aparecerdao frequentemente em seus
exercicios de Calculo 1.

1. A Razao Incremental (Derivadas):
No estudo de taxas de variag&do, analisamos um pequeno incremento h. Expanda
sen(x + h) usando a formula da soma e isole os termos para mostrar que:

sen(z + h})L —sen(z) _ sen(z) (ms(f;)_l) + cos(x) (Senh(h)> :

2. Linearizacao de Poténcias (Integrais):
Para integrar poténcias trigonométricas, precisamos reduzi-las.

a) Aplique a férmula da soma em cos(x + z) para demonstrar que:
_ 2 2
cos(2x) = cos” x — sen” x.

b) Substitua sen? z por (1 — cos® x) e isole cos? z para provar que:

1 + cos(2x)

cos’ x =
2

c) Substitua cos? x por (1 — sen®z) e isole sen? z para provar que:

1 — cos(2x)
> :

sen2 T =

Estudo de Caso Resolvido: Pressao Arterial (PIC Jr.)

O Problema: Um cientista modela a presséao arterial de um paciente usando a fungéao
temporal:
p(t) = A+ B cos(3nt).

Onde A, B > 0 sao constantes. Sabendo que a pressao oscila entre:
* Minima (Diastoélica): 78 mmHg
» Maxima (Sistoélica): 120 mmHg

Determine os valores das constantes A e B.

#% Resolucio Passo a Passo:

Passo 1: Analisar os extremos do Cosseno.
Sabemos que a funcédo cosseno varia sempre entre —1 e 1. Logo:
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+ O valor maximo ocorre quando cos(37t) = 1.

+ O valor minimo ocorre quando cos(37t) = —1.

Passo 2: Montar o Sistema de Equacoées.
Substituindo esses valores na equagéo p(t) = A+ B - (...):

Maximo: A+ B(1) =120 = A+ B =120 (Eq.l)
Minimo: A+ B(-1)=7 — A-B=78 (Eq.ll)

Passo 3: Resolver o Sistema
Somando as duas equagdes (I + Il) para eliminar o B:

(A+A)+(B-B)=120478 — 24 =198 — |A =99].

Agora, substituimos A na primeira equagao:

9+B =120 = B=120—99 — |B =21]|

Interpretacao: A pressao media do paciente € 99 mmHg (valor de A), e ela oscila 21 mmHg
para cima e para baixo (amplitude B).

90 PIC Jr. significa Programa de Iniciagao Cientifica Janior.
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Material Complementar: Deducao das Leis no Triangulo

Para deduzir as relagdes métricas em um tridngulo qualquer (ndo necessariamente
retangulo), utilizamos um artificio geométrico simples: tracar a altura.

18.2 Deducao da Lei dos Senos

A ideia é calcular a altura i de duas formas diferentes, usando os senos dos dois angulos
da base.

1. No tridngulo retangulo da esquerda (AHC'), temos:
h
sena = o =

2. No triangulo retangulo da direita (BHC), temos:

h
=" — = asng
a

Conclusao: Como a altura h € a mesma, igualamos as expressoes:

a b
b-sena=a-senff = =
sena  senf

(Aplicando o mesmo raciocinio para a altura relativa ao outro lado, incluimos o termo ¢/ sen ).

18.3 Deducao da Lei dos Cossenos

Aqui usamos o Teorema de Pitagoras duas vezes. Dividimos a base ¢ em dois segmentos:
zre(c—x).

C

=
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1. No triangulo da esquerda (AHC):

« Pitagoras: h? + 22 = > = h? = b? — x?

» Cosseno: cosae =% = x=Db-cosa

8

2. No triangulo da direita (BH(C): Aplicamos Pitagoras usando o lado a como hipote-
nusa:
a® = h*+ (c — )

Substituicdo e Algebra: Substituimos o valor de 12 (passo 1) na equagéo do passo 2:

a’ = (b — 2% + (c — x)?
a® =b* — 2% + (& — 2cx + 1?) (Expandindo o quadrado)
a’® =b*+c* — 2cx (Cancelando — z% com + z?)

Finalmente, como sabemos que x = b - cos a, substituimos x:

a? = b+ 2 — 2be - cos a.
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19 Introducao: A Relacao Fundamental

Os objetos trigonometria nascem da aplicacdo do Teorema de Pitagoras no Circulo Unitario.
Como a hipotenusa (raio) vale 1, as coordenadas de um ponto P definem o cosseno e 0 seno
como ja vimos. Além disso, a tangente de « é definida geometricamente como o segmento
de reta tangente ao circulo no ponto (1,0), interceptado pelo prolongamento do raio.

Y

sen o«

COS &

Identidade Fundamental
Aplicando Pitagoras no triangulo de hipotenusa 1:

sen’(a) + cos®(a) = 1.

20 Extensao para qualquer Triangulo Retangulo

As defini¢des acima funcionam para um raio » = 1. Mas como aplicamos isso a um triangulo
retangulo qualquer, de hipotenusa c e catetos a € b?

A resposta esta na Semelhanca de Triangulos. Para isso, vamos “ampliar” o triangulo do
circulo unitario por um fator c¢. Os angulos se mantém, mas os lados crescem proporcional-
mente.
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COS &

Circulo Unitario

Triangulo Qualquer

Figura 12: A semelhanca de tridngulos justifica as definicdes trigonométricas.

O grande “truque” aqui consiste apenas em perceber que os tridngulos sdo semelhantes.
Isso significa que as propor¢des se mantém: se a hipotenusa aumenta de 1 para ¢, os catetos
aumentam na mesma proporgao.

E portanto da semelhanca do tridngulo unitario e do triangulo qualquer, chegamos as
formulas classicas:

Definicoes no Triangulo Retangulo N

» Seno: Compara o cateto vertical com a hipotenusa.

sena a __ cateto oposto

— |[sen o =
1 c hipotenusa

» Cosseno: Compara o cateto horizontal com a hipotenusa.

cosae b

_ cateto adjacente
~ hipotenusa

— |COS

1 c

» Tangente: Relaciona os dois catetos entre si.

tgioz . g |4 . cateto ODOSTO
1 b 5%~ cateto adjacente |
o
21 Demais Funcoes Trigonomeétricas

Além das trés fungdes principais, definimos outras trés que sédo obtidas simplesmente
invertendo a fracao:

Nome Simbolo Definicao No Triangulo
SECANTE sec o ! Hipotenusa
cos a Cat. Adjacente
COSSECANTE cse o L M
sen o Cat. Oposto
cotg cos « Cat. Adjacente
sen o Cat. Oposto
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Tarefa:

Medicao de Alturas

Um observador O esta situado no topo de uma montanha e avista dois pontos A e B
no nivel do mar. Os observadores em A e B medem os angulos de elevacao « € § em
relagdo ao topo. O observador em O mede o angulo visual v = AOB. Sabendo que a
distancia retilinea AB = d, determine a altura » da montanha.

@)

Figura 13: Representagdo esquematica da situagao.

Seja O’ a projecao ortogonal de O sobre o plano horizontal e denote por 4 a altura da
montanha. Resolva os itens a seguir:

1. Expresse o comprimento do segmento OA em termos do angulo « e da altura h.
2. Expresse o comprimento do segmento OB em termos do angulo 3 e da altura h.

3. Ultilize os resultados anteriores e a Lei dos Cossenos no triangulo AAOB para
determinar h.

A Atencéo: Tente resolver antes de ler a solugéo. A pratica é insubstituivel. £\

3¢ Roteiro de Solucéo:

Passo 1: Os Triangulos Verticais (Retangulos)
Observe os triangulos AOO’A e AOO'B. Eles séo retdngulos em O’. Nosso objetivo é isolar
as hipotenusas (OA e OB) para usar depois.

h h h h
= — A = = — -
sen o OA = |0 p— e senf OB — |OB —
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Passo 2: O Triangulo Inclinado (Lei dos Cossenos)
Agora olhe para o triangulo AAOB (que esta inclinado). Conhecemos dois lados (OA,OB) e
o angulo entre eles (7). A Lei dos Cossenos afirma:

d>=0A>+0OB*—2-0OA-0B -cosn.

Substituindo as expressdes encontradas no Passo 1:

ho\’ ho\ h h
dQ:(sena) +<sen/8> _2<sena> (senﬁ) oS

Passo 3: Isolando a Altura (h)
Como h? aparece em todos os termos do lado direito, podemos colocé-lo em evidéncia:

& = I’

1 . 1 2 cosy
sen?«  sen?f3 senasenf

Isolando 4 e tirando a raiz quadrada, chegamos a férmula geral (usando csc z = 1/ sen x para
simplificar):

d

h = .
vese? o+ ese? f— 2cescacse S cosy
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22 A Equacao Reduzida da Reta

Toda reta n&ao-vertical pode ser descrita algebraicamnete pela equagao:

[y=mrn)

Nesta expressao, cada letra tem um significado geométrico preciso que determina a posicao
da reta no plano:

s

» Coeficiente Linear (n): Indica onde a reta corta o eixo y (ordenada na origem). E o
valor inicial quando x = 0.

» Coeficiente Angular (m): Indica a inclinagao da reta. Ele mede a “taxa de variagao”:
para cada 1 unidade que avangamos em z, 0 valor de y varia m unidades.

Taxa de Variacao
/ m % tg(0)

Valor inicial

Figura 14: Interpretacdo geométrica.

Relacao com a Trigonometria

O coeficiente angular m € numericamente igual a tangente do angulo de inclinagéo 6:

m = tg(0).

* Se 0 < 90°, entdo m > 0 (reta crescente).

* Se 6 > 90°, entdo m < 0 (reta decrescente).
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23 Encontrando a Equacao da Reta

A principal caracteristica de uma reta é que sua inclinagéo é constante. Isso nos permite
determinar sua equacgao conhecendo apenas um ponto e sua inclinagao (ou dois pontos).

Para isso, considere uma reta passando por um ponto fixo Py(xo, y0) € tem inclinagdo m. Se
pegarmos um ponto genérico P(z,y) qualquer nesta mesma reta, a taxa de variagao entre
eles deve ser exatamente m.

Y

Figura 15: Deducéao da equacao da reta a partir da inclinagdao constante.

Pela definicao de coeficiente angular (inclinagéo), temos:

_AY Y=
Ar  x—1x¢

m

Multiplicando cruzado, chegamos a famosa Equacao Fundamental da Reta:

§ Formula |

Y—7% Zm(fﬁ—%)'

* (z0,%0) € um ponto conhecido da reta.
» m é o coeficiente angular.

» (z,y) representa qualquer ponto da reta.

Exemplo Pratico.
Encontre a equacgéo da reta que passa por P(2,3) e tem inclinagdo m = 4.

Solucao:
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1. Substituimos na formula zp =2 e yo =3: y — 3 = 4(x — 2).

2. Desenvolvemos: y — 3 = 4x — 8.

3. Isolamos o y: |y = 4z — 5|

23.1 Posicoes Relativas entre Retas

Para comparar duas retas, basta olhamos para seus coeficientes angulares, isto €, suas
inclinacoes.

23.1.1 Paralelismo

Duas retas distintas r e s sdo paralelas quando possuem a mesma inclinagéo, ou seja,
fazem o mesmo angulo com o eixo horizontal.

Y

Figura 16: Retas paralelas possuem o mesmo angulo de inclinagao.

Condicao de Paralelismo N

Dadasr:y=mix+n; €s:y=mox+ no:

Tl s <= mp=my

(Observacao: Retas verticais sao paralelas entre si, embora ndao tenham m definido).

o

Exemplo 1.
Verifique a posicao relativaentrer : y =3z —5es: 92 —3y+7=0.

Solucao:
Reta r: Ja esta na forma reduzida, logo a leitura é direta:

m, = 3|
Reta s: Isolamos y para descobrir a inclinagéo:
9 -3y+7=0 = Jy=9%+7 = y=3r+ .
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Comparando com y = mx + n, temos:

ms = 3|

Conclusao: Como as inclinagdes sao iguais (m, = m, = 3) mas 0s coeficientes lineares sao
diferentes (—5 # g), elas sdo Paralelas Distintas.

Exemplo 2.
Analise asretasr: 2z —5y+1=0€es:6x— 15y +3 =0.

Solucao:
Método Visual: Note que os coeficientes da reta s sdo multiplos dos da reta r:
2 —by+1=0 =% 6x—15y+3=0.

Reta r Reta s

Verificacao Algébrica: Se simplificarmos a reta s dividindo tudo por 3 (ou isolando
y), voltamos exatamente a equacao de r:

6 3 2 1
15y = 6x + 3 — y:1—5x—|—1—5 — y:5x+5'

Conclusao: Como possuem a mesma inclinacdo e o mesmo coeficiente linear, elas sao
Paralelas Coincidentes (sdo a mesma reta).

23.1.2 Perpendicularidade

Duas retas sédo perpendiculares quando se cruzam formando um angulo de 90°.

Y

O produto das inclinagdes
€ sempre —1.
T

S

Figura 17: Retas perpendiculares.
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Condicao de Perpendicularidade

Para que r L s, ainclinagdo de uma deve ser o “inverso negativo” da outra:

1
m,-ms=—1 o0u mr:—ﬁ.
S

Exemplo 3.
Asretasr:2xr —8y+5=0e s:y=—4x + 3 sdo perpendiculares?

Solucao:

Na reta s, a inclinagéo é imediata: [m, = —4].
Na reta r, isolamos y para encontrar a reduzida:
1 5 1
Sy =2z +5 = "r4 = ==
Y T+ = Y 496 + 3 - m 1

Verificacao:
pemg = (=) (—4) = —1.
e (4) (=4)
Conclusao: Como o produto € —1, Sim, sao perpendiculares.

Exemplo 4.
Asretasr:y = %m e s:y = 2x + 7 sdo perpendiculares?

Solucao: Aqui as inclinagdes ja estdo explicitas (m, = 1/2 e my = 2). Calculando o produto:

1
My -ms=—-2=1.
2

Conclusao: Como o produto é 1 (e ndo —1), nao sao perpendiculares. (Elas sdo concorren-
tes, mas n&o formam 90°).
23.1.3 Intuicao: perpendicularidade

Pense na inclinagdo como “o quanto sobe” no eixo y dividido por “o quanto anda” no eixo x (m = Ay).
Imagine um triangulo retangulo colado na reta r:

+ Se girarmos esse triangulo 90° para formar a reta s, os catetos trocam de posicao!
+ A altura do primeiro vira a base do segundo (inversao).

» Se a primeira reta é crescente, a segunda obrigatoriamente sera decrescente (troca de sinal).
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Sobe a, anda b
my = %

Desce b, anda a b

__b
ms = —

Figura 18: Ao girar 90°, o cateto vertical (a) vira horizontal e vice-versa.

Isso justifica a regra pratica:

a
my = — e mg — ——
a

b

“Inverte a fracdo e troca o sinal.”

24 Taxa de Variacao Média e a Reta Secante

Ja vimos que em uma reta a inclinagao é constante. Mas e se o gréfico for uma curva? Como
medimos o “qudo rapido” a funcao esta crescendo ou decrescendo?

A resposta esta na Taxa de Variacdao Média. Geometricamente, isso equivale a tragar uma reta que
corta a curva em dois pontos (chamada de Reta Secante) e calcular a sua inclinacao.

Y

f(z)

r (Secante)

f(x2)

fler) = ~

z1 Z2

Figura 19: A inclinacdo da reta secante representa a taxa média de variagéo entre z; e xs.
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Definicao Formal N

A taxa de variagdo media de uma fung¢do f no intervalo [z, 2] € dada pela razdo incremental:

Ay _ fan)— fw) _
A mm O

Essa taxa € uma média de quanto a funcao mudou por unidade de z neste intervalo.

G

24.1 Aplicacao na Fisica: Velocidade Média

A aplicagcao mais intuitiva desse conceito é a velocidade média. Se o grafico representa a Posicao x
Tempo, a inclinacdo da reta secante é exatamente a Velocidade Média.

Exemplo 1: O Skatista.

Um skatista passa pela posi¢cao S; = 152 m no instante ¢t; = 5 s e pela posi¢ao Sy = 242 m no
instante ¢, = 20 s. A velocidade média é a taxa de variagao da posicao:

AS  242-152 90
Ym="At = 205 _ﬁ_'

24.2 Variacao em Curvas
Diferente da reta, onde a taxa & sempre a mesma, numa curva (como uma parabola), a taxa média

depende do intervalo escolhido.

Exemplo 2: Langcamento Vertical.

Seja h(t) = —t? + 10t + 2 a altura de uma bola. Vamos calcular a velocidade média em dois
intervalos distintos.

A) Intervalodet=1at = 3:
« h(1) =—(1)2+10(1) +2 = 11.
* h(3) =—(3)?+10(3) +2 = 23.

. Taxa = 2§ = 11 _ g _ 6 m/s (Subindo rapido).

B) Intervalodet =5at=38:
* h(5) = —(5)2+10(5) + 2 = 27.

* h(8) = —(8)% +10(8) + 2 = 18.

18—-27 -9
» Taxa = s_F -3 - —3 m/s (Descendo).

Note como o sinal muda, indicando mudanga na diregdo do movimento.
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25 Introducao: Taxa de Variacao

Vimos anteriormente que uma reta é caracterizado por ter coeficiente angular (inclinagdo) constante.
Ou seja, a taxa de variacao é constante. Entretanto, muitos fendmenos naturais possuem taxas de
variagao que mudam com o tempo. Exemplos classico sdo a meia-vida e velocidade média.

Exemplo 1: Amoxicilina (Meia-vida ~ 1h).

Considerando uma dose inicial de 100mg, a taxa de variagao (velocidade de eliminagéao) diminui
com o tempo:

* 12 Hora: AQ = 50 — 100 = —50 mg/h.
* 22 Hora: AQ = 25 — 50 = —25 mg/h.
* 32 Hora: AQ = 12,5 — 25 = —12,5 mg/h.

Isso mostra que a taxa de variagdo depende da quantidade presente no instante. Veja ainda
gue a velocidade de eliminagao diminuiu (em modulo), ou seja, o processo desacelera com o
tempo.

Visualizacao Grafica: O grafico a seguir apresenta o decaimento em termos de porcentagem da
dose inicial. Como nosso exemplo partiu de 100 mg, os valores coincidem: 100 mg correspondem a
100% da concentragéo, 50 mg a 50%, e assim por diante.

Concentracao
100%
80% - Conceito de Meia-Vida:
A cada intervalo t = 1, a concentragdo

600/0 1 da substancia cai pela metade.

40% -

20% -

0% - \ \ | | ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7  Tempo

Figura 20: Decaimento exponencial.
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Exemplo 2: Velocidade Média vs Velocidade Instantanea.

Um problema central do Célculo Differential € resolver a questédo: Como medir a velocidade em
um instante exato, se a definicdo de velocidade depende de um intervalo de tempo?

. e LA kg . AS :
» Para a Velocidade Média, ndo ha mistério: pegamos dois pontos e calculamos N Geometri-
camente, isso gera uma reta Secante (que corta a curva).

» Para a Velocidade Instantanea, temos um problema: queremos a velocidade quando o
tempo “néo passa” (At = 0). Se aplicarmos a férmula, teremos uma divisdo por zero (g).
Geometricamente, os dois pontos se fundem em um sé, transformando a secante em uma reta
Tangente.

Veja a figura ilustrativa abaixo:

Posicao (5)

Sa

Tangente
/ g )

S1

T o (¢
y . empo (t)

Figura 21: Interpretagdo geométrica: velocidades médias e instantanea.

26 A Reta Tangente e a Derivada

Dada uma fungéo f, para encontrar a inclinagao da reta tangente em um ponto P(zo, f(z¢)), usamos
um ponto auxiliar Q(x, f(z)) e calculamos a inclinagédo da secante:

Ay _ f(@) — flzo)
A x—my

Ao fazermos z se aproximar de x( (ou seja, Ax — 0), a reta secante “tombando” até se tornar a reta
tangente como ilustra a figura abaixo.
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Figura 22: Interpretacdo geométrica das taxas de variacao.

Isso nos leva a definicao formal de Derivada:

Definicao de Derivada N

A derivada de uma fungéo f no ponto xz(, denotada por f’(x¢), é o limite da taxa de variagéo
média quando o intervalo tende a zero:

Fog) = tim T@ = FE0)

T—T0 T — X

ou, equivalentemente fazendo h = = — z¢ (onde h — 0):

f'(ag) = Jim TE0 I = (0]

Exemplo Resolvido.

Vamos calcular a derivada de f(z) = 2% no ponto xp = 1

Solucao. Para Encontrar a inclinagéo da reta tangente a parabola no ponto (1, 1), calculamos a
derivada f(1):

sy e f(@) = f(1)
£ ;11—>ml rz—1
.’E2 _ 12
= li_>m1 p— (Indeterminacéao 0/0)
= lg | (z _;)_(j:r D) (Fatoracao: diferenca de quadrados)
~ lim L“"/j_(fr +1) (Simplificagao)
= lim(zx + 1)
r—1

Conclusao: A derivada € 2. Isso significa duas coisas equivalentes:
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1. Fisica: A taxa de variacao instantanea é 2.

2. Geometria: A inclinagdo da reta tangenteemz =1ém = 2.

81y
— @)=

— Tangenteem z =1

v

: Inclinacao:
i Ay=2 Ay 2
' Ar 1

\ --------- 4 m_AJ:_

Figura 23: Visualizagdo geométrica da derivada de f(z) = z? no ponto = = 1.
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Exercicios de Fixacao

Exercicios: Taxas de Variacao e Tangentes.

1. Fisica e Velocidade (Raizes):
Considere uma particula cuja posi¢cao (em metros) no instante ¢ (em segundos) € dada
por s(t) = v/t, parat > 0.

a) Calcule a velocidade média da particula no intervalo entre t =9s et = 16 s.

b) Calcule a velocidade instantaneaemt¢ =9 s.
Dica: Use a definicdo de derivada via limite:

. V9+h—9
v(9) = lim ————
h—0 h

(Lembre-se de racionalizar o numerador multiplicar pelo conjugado).

2. Geometria da Reta Tangente:
Para cada funcao abaixo, determine a equacao da reta tangente ao grafico no ponto
indicado e faga um pequeno esbogo da situacgao:

a) f(z) = 22 no ponto de abscissa zo = 3.

b) f(z)= % no ponto de abscissa zy = 1.

3. Desafio Teoérico (A Derivada da Reta):
Seja f(z) = ax + b uma fungéo afim (reta), onde a e b séo constantes.

Mostre, utilizando a definicdo formal de limite, que para qualquer x:
fl@)=a

Reflexdo: O que esse resultado nos diz sobre a “inclinacdo” de uma linha reta em
qualquer ponto que vocé escolha?
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27 Introducao

Nesta semana, aprofundaremos o estudo das fungdes classificando-as em injetoras, sobrejetoras e
bijetoras. Também abordaremos a composicao e a inversao de fungdes, ferramentas essenciais para
compreender regras do Calculo, como a Regra da Cadeia

28 Classificacao de Funcoes

Para entender quando uma fungédo pode ser invertida, precisamos analisar como ela conecta o
Dominio (A) ao Contradominio (B). Veja a ilustracao abaixo:

Injetora Sobrejetora Bijetora
A B A B A B

| | — | |
n i n

Elementos dis- Imagem = Injetora + So-
tintos tém Contradominio. brejetora.
imagens distintas. (N&o sobra nin- (Correspondéncia

(Um para um) guém em B) Perfeita)

Figura 24: Classificacao de fun¢des quanto ao mapeamento de elementos.

Definicoes Formais e Exemplos. N

Sejaf:A— B.

* Injetora: f(z1) = f(x2) = x1 = xo.
Exemplo: f(xz) = 2x. Se o dobro de dois numeros é igual, os numeros originais também
séo.

+ Sobrejetora: Para todo y € B, existe = € A tal que f(z) = y.
Exemplo: f : R — [0, c0) definida por f(x) = z2. Todo nimero real ndo negativo possui
uma raiz quadrada.

« Bijetora: E simultaneamente injetora e sobrejetora.

Exemplo: f(x) = z3. Cobre todos os reais (sobrejetora) e valores distintos tém cubos
distintos (injetora).
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29 Funcao Composta

A composigao de fungdes consiste em usar a saida de uma fungédo como a entrada de outra. Imagine
uma linha de montagem industrial: a matéria-prima passa pela primeira maquina (funcao f) e sofre
uma transformacao. O produto resultante entra imediatamente na segunda maquina (funcao g) para
ser finalizado.

O entendimento apropriado desse conceito € fundamental para conseguir usar a Regra da Cadeia
corretamente.

Exemplo Pratico: Cambio.

Imagine que vocé tem Reais (R) e quer converter para Euros (E), mas a casa de cambio s6 faz
trocas via Doélar (D). Vamos definir as funcbes de converséao:

+ Etapa 1 (f): O Real esta valendo 0,20 Délares.
f(z)=0,20- 2.
» Etapa 2 (¢): O Délar esta valendo 0,90 Euros.

g(u) = 0,90 - u.

» Composicao (h): Para converter direto de Real para Euro, aplicamos g sobre o resultado
de f:
h(z) = g(f(x)) = g(0,20x) = 0,90 - (0,20z) =[0,18 - x|

Ou seja, a fungdo composta nos diz diretamente que 1 Real compra 0,18 Euros, sem precisarmos
calcular o Délar no meio do caminho.

flz)=0,22 g(u) =0,9u

h(z) = 0,18z

Caminho Indireto: o %5 0,2z % 0,9(0, 2z)
Caminho Direto: = 2% 0,18z

Figura 25: Diagrama esquematico da composigao.

Definicao: Funcao Composta

Dadas duas funcbes f: A -+ Be g: B — C, afuncdo composta g o f (Ié-se “g bola f” ou “g
composta com f”) é definida por:
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29.1 Praticando a Algebra da Composicao

O erro mais comum em Célculo ndo é na aplicagdo da Regra da Cadeia, e sim na identificagcdo das
funcdes que aparecem na composi¢cdo. Vamos praticar “colocando uma fungéo dentro da outra”.

Exemplo Pratico.
Sejam f(x) =22+ 1 e g(z) = 2z.

a) Calcule ¢(f(x)): Pegamos a fungéo de fora (g) e, onde houver z, colocamos a fungao de
dentro (f).
9(f(2)) =2(2® + 1) = 22° + 2,

b) Calcule f(g(x)): Agora, pegamos a fungao f e inserimos g dentro dela.

flg(z)) = (22)* + 1 =4a® + 1.

Conclusao Importante: Note que g(f(z)) # f(g(z)). A ordem importa!

29.2 O Segredo da Regra da Cadeia: Identificando Quem é Quem

Para usar a Regra da Cadeia no futuro, a habilidade fundamental € saber olhar para uma expressao
complexa e identificar: quem é a funcao de dentro (u) e quem é a funcao de fora (/).

A Desafio de Decomposicédo

Sua Missao: Temos uma fungcao composta h(x). O objetivo € identificar as pecas originais f e
g tal que:

hiz) = (s(x)).

Nao olhe apenas para a fungéo h(z). Olhe para a estrutura dela! Dica de Ouro: Pergunte-se
“Qual conta eu faria primeiro na calculadora?” Essa € a fungéo de dentro (g).

+ FORA: Quem esta por fora? (f)
+ DENTRO: Quem esta por dentro? (g)

Q. Hora da Pratica: Quem é quem?

Vamos fazer aqui a “engenharia reversa” do processo da composi¢cdo. Temos a funcéao final h e
queremos descobrir as pecas que a formaram:

hz) = f (g9(@))

Vamos treinar o olhar para separar essas camadas:
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Funcao Composta i (x) De Dentro u = g(x) De Fora y = f(u)

(A expressao completa) | (O que acontece primeiro) | (O que acontece por ultimo)

(322 4+ 1)° 322 + 1 u®

Dica: Primeiro calculamos o polinémio, depois elevamos a quinta poténcia.

sen(z?) x? sen(u)

Dica: Primeiro elevamos x ao quadrado, depois tiramos o seno do resultado.

CcosxT u

e COS T €

Dica: O expoente é sempre a fungdo de dentro.

Vbr —2 Sz — 2 Vu

: '
A Cuidado! ~

Cuidado com a Notagao! Uma confusdo muito comum acontece com poténcias trigonométricas.

sen’(z) € o mesmoque (senx)?

Neste caso:
* Dentro: sen(x) (Calculamos o seno primeiro).
+ Fora: u? (Elevamos o resultado ao quadrado).

E 0 oposto de sen(z2), onde o quadrado esta dentro!

29.3 Calculo: A Regra da Cadeia

Agora estamos aptos a entender a Regra da Cadeia. A derivada de uma funcdo composta é o produto
das derivadas das fungdes internas e externas. Essa é uma das ferramentas mais poderosas para
derivar expressdes muito complicadas.

Regra da Cadeia N

Se y = g(u) e u = f(x) séo diferenciaveis, entdo a derivada da composta h(z) = g(f(x)) é:

2 lg(f @) = g (F(@) - /@)

"Deriva a de fora (avaliada na de dentro) vezes a derivada da de dentro.”

Exemplo 1: Poténcia.
Derive a fungéo h(z) = (322 + 5)100,
- Fora (f): A poténcia (...)!%. A derivada é 100(...)%.

+ Dentro (¢): O miolo 322 + 5. A derivada é 6z.
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Solucao:
R(z)= 100(3z° +5)% - (6z)

Deriva Fora (copia o miolo) Deriva o miolo

W (z) = 6002 (32% + 5)%|.

Examplo 2: Trigonométrica.
Derive a fungéo y = cos(z?).
» Fora (f): A fungéo cos(...). A derivada é —sen(...).

+ Dentro (g): O &ngulo z3. A derivada é 3z2.

Solucao:

y = —sen(z?)-  (32?)
——
Deriva Fora Deriva Dentro
Organizando (geralmente colocamos o polinémio na frente para ndo confundir com o &ngulo):

y = —3x?sen(z?) |

29.4 Conexao com o Calculo: Por que a Composta é Vital?

A habilidade de enxergar fungbes compostas € o pré-requisito numero 1 para dominar a Regra da
Cadeia. No Calculo, vocé raramente derivara fungdes simples. A regra da cadeia (que nada mais é
do que derivar a composta) aparecera em varias situagoes.

1. Taxas Relacionadas (O Efeito Domind):
Imagine que vocé esta enchendo um baléo esférico.
« O Volume V depende do Raio r (V = 27r®).
* Mas o Raio r cresce conforme o Tempo ¢ passa.

Logo, o Volume é uma funcao composta do tempo:
V(t) =V(r(t))

Para saber a velocidade com que o volume cresce (%), vocé precisara derivar essa composicao!
Tente!

2. Derivacao Implicita (O y é uma funcao disfarcada):
Muitas curvas, como o circulo z2 + y? = 25, ndo possuem o y isolado. Quando derivamos essa
equacao em relacao a x, devemos lembrar que y ndo é uma constante, mas sim uma fungao
de x (y = f(z)) que esté “escondida”.

Ao derivar o termo 2, estamos na verdade derivando uma composta [f(z)]?:

d

=2 Y

~— ~—
derivada de fora derivada de dentro

Sem enxergar a composta, o aluno esquece o 3’ e erra a questéo.

L Resumo: Quem ndo domina Composta, trava na Regra da Cadeia! W
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Exercicios de Fixacao

Preparacao para a Regra da Cadeia.

1. O Treino do Olhar (Decomposicao):
Para aplicar a Regra da Cadeia, vocé precisa identificar quem esta “dentro” e quem esta
“fora”. Para cada fungéo composta h(x) abaixo, identifique u = g(z) (interna) e y = f(u)
(externa).

a) h(z) = sen(z? + 5x)

(Dica: Se vocé fosse calcular isso, qual conta faria primeiro?)
b) h(z) = 3z —2)7
c) h(z) =eV®

d) h(x) = sen?(x)
(Cuidado: Lembre-se que essa notagao significa (sen z)2. Quem é a base e quem é
0 expoente?)

2. A Ordem Importa (Comutatividade):
Sejam f(z) = 22 e g(x) = cos(z).
a) Determine a fung@o composta h1(x) = f(g(z)) e calcule sua derivada h}(x).
b) Determine a fungéo composta ha(x) = g(f(z)) e calcule sua derivada h(x).

c) Conclusao: As derivadas deram iguais?
Interpretacdo: Derivar “o quadrado do cosseno” é o mesmo que derivar “o cosseno
do quadrado”?
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30 Funcao Inversa

Se uma fungao f representa um “processo” de transformagao (como converter Reais para Délares),
a fungéo inversa f~! atua como o comando Desfazer de um editor de textos. Ela reverte a agéo
executada por f e restaura o valor original de entrada.

30.1 Condicao de Inversibilidade
Para que uma fungéo possa ser invertida (ou “desfeita”), o caminho de volta deve ser Unico.

+ O Problema da Ambiguidade: Considere f(z) = 2. Se o resultado ¢ 4, ndo sabemos se o
valor original era 2 ou —2. Essa incerteza impede a criagdo de uma funcéao inversa.

» A Solucao: A funcao nao pode repetir valores de saida. Formalmente, ela precisa ser Binjetora.

30.2 Algoritmo para Determinar a Inversa

i= Algoritmo: Encontrando a Inversa

Para determinar a expresséo de f~!(z), siga os 3 passos:

12 Passo: Igualar (y = ...):
Escreva a funcao na forma de equagao y = f(x).

2° Passo: Isolar (A Algeba):
Manipule a equagéao para deixar o x sozinho em um dos lados.
Resultado esperado: x = g(y).

32 Passo: Trocar:
Na equacao final, troque as variaveis para voltar a notagao padrao:

r— fiz) e y—=z

Exemplo Pratico.

Determine a inversa da fungéo f(z) =2z —5
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93 Solucdo:
1. lgualamos a fungéo a y:
y=2x —5.
2. Isolamos a variavel x:

y+5=2x (passamos o 5 somando),
5 .
% =z (passamos o 2 dividindo).
3. Renomeamos as varidveis para a resposta final:

T4+5

ey =1

Interpretacao: A fungéo original multiplicava por 2 e subtraia 5. A inversa faz o oposto na ordem
inversa: soma 5 e divide por 2.

2 1Y — fz) =225
— @) =5+3

6 | Simetriay =z

Figura 26: Grafico de f(z) = 2z — 5 e sua inversa, mostrando a simetria em relacao a reta
Y= .
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Propriedade Grafica Fundamental

Os graficos de f e f~! sdo simétricos em relagéo a reta y = x (bissetriz dos quadrantes
impares).

— )=
— 7 (x) = In(a)

Simetriay =z

e +

-~

Figura 27: Simetria grafica: As fungdes e” e In(x) sdo reflexos em relagdo a reta y = z.

@ Nota sobre Funcdes Inversas

Optamos por apresentar as Funcoées Trigonomeétricas Inversas mais a frente, integradas ao
contexto de integrais (onde sé@o indispensaveis).

Quer estudar isso agora? Fique a vontade para consultar a Aula 24. Ela é independente e nao
possui pré-requisitos impeditivos.

\

Transicao para o Calculo: Sabendo que o grafico da inversa é um “espelho” da original, as
inclinagdes das retas tangentes (derivadas) também devem estar relacionadas. E isso que o que diz
o teorema a seguir que vocé estudara no Célculo 1.

30.3 Derivada da Funcao Inversa

Se conhecemos a derivada de f, podemos encontrar a derivada de f~! sem precisar encontrar
explicitamente a expressao da funcdo, usando a seguinte relacao:

Teorema da Derivada da Inversa
Se f é derivavel, possuiinversa g = f~! e f/(x) # 0, ento:

o1 e
g(y)_ f/(-'lf) Ondey_f( )

Exemplo Pratico.

Considere a fungéo f(x) = 22 (restrita a « > 0 para ser bijetora). Vamos calcular a derivada da
sua inversa, (f~1)(y), no ponto y = 9.

61



Qs Solucio:

1. Identificar o ponto correspondente (x): Se a entrada da inversa é y = 9, precisamos saber
qual z na fungao original gerou esse valor.

2=90 — 1 =4+3.

flz)=9 = =z
Como z > 0, entdo z = 3.

2. Derivar a funcao original:

fl(x) =2z

3. Aplicar o Teorema: A inclinagdo da inversa em y = 9 € o inverso multiplicativo da inclinagao

originalem z = 3.
N 11 _1
O 7 75 7 o)

Prova Real (Verificagdo): Como nossa fungdo f(z) = z? € simples, podemos encontrar a inversa
explicitamente: g(y) = /y. Derivando diretamente:

iy = Emy o L
9'(y) dy(\/ﬂ) NG
Calculandoem y = 9: . .
/
9) = — = _

O resultado confirma o Teorema!

A Cuidado: Limitagdes Algébricas.

Nem sempre podemos fazer a “Prova Real”. Para uma fungdo como f(z) = 2° +x + 1, é
impossivel isolar o 2 por métodos algébricos simples para encontrar a férmula da inversa.

A Salvacio: E ai que entra a forga do Teorema! Ele permite calcular a derivada (f~!)’ usando
apenas os dados da fung&o original, sem jamais precisarmos encontrar a férmula de f~!(x).
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A Inversa e sua Derivada

1. Algebra da Inversa (O Algoritmo):

Determine a lei da fungéo inversa, f~!(x), para as seguintes fungdes bijetoras. N&o
esqueca de observar o dominio.

a) f(z)=Vz -4
b) f(r) = 2

Dica Técnica: Ao trocar x por y, multiplique cruzado e coloque o y em evidéncia
para consequir isola-lo.

2. Aplicacao do Teorema (Quando a Algebra Falha):
Considere a fungéo f(z) = 2° + = + 1.

a) Tente isolar o z na equagdo y = 2° +z + 1.
(Nota: Vocé vai perceber que € impossivel isolar x analiticamente neste caso. E
aqui que o Teorema salva o dia!)

b) Sabendo que f(1) = 3, use o Teorema da Derivada da Inversa para calcular
(f=1'(3).

Use a relagdo fundamental:

(f ) = onde f(z) = y.
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31 Potenciacao

Vamos relembrar as propriedades fundamentais da potenciacdo, que s&o a base para operar com
exponenciais.

Propriedades de Poténcias N

Para x,a,b € R e bases positivas, temos:

Produto: ¢ -2 = zo+t? Divis&o: T =go?
Poténcia: (z%)" = 29°? Raiz: zt = Vo
Inverso: z " =L Identidade: 2°=1 (z#0)

.

32 Funcoes Exponenciais

Diferente de uma func&o polinomial como 22 (onde a variavel esta na base), na fungao exponencial a
variavel estd no expoente. Isso descreve fendmenos de crescimento ou decaimento muito rapidos
como o de populacdes ou de juros compostos dentre varios outros.

Definicao: Funcao Exponencial. N

Uma fungéo f : R — (0, 00) € chamada de fungao exponencial de base a quando:
f(z) = a,

onde a base a € um numero real positivo e a # 1.

G

32.1 Comportamento do Grafico

O comportamento da fungéo depende inteiramente da base a:

1. Crescente (a > 1): A medida que z aumenta, f(x) cresce rapidamente.

2. Decrescente (0 < a < 1): A medida que = aumenta, f(x) se aproxima de zero.
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Visualizando:
Comportamento da Base « N y

O valor da base define o destino da curva: O<a<ll a>1

1. Crescente (a > 1):

f(x) é crescente. .

2. Decrescente (0 < a < 1): Note que ambas cortam o eixo y no
f(x) decrescente. ponto (0,1) e usam o eixo z: como
~ assintota.
Funcao Crescente (a > 1) Funcao Decrescente (0 < a < 1)
)
flz) =a”
5 |
4
3
2
(0,1)
/
Figura 28: Exemplo com base a = 2 Figura 29: Exemplo com base a = 1/2

32.2 Exemplo Comparativo

Abaixo vemos os gréaficos de y = 3* e seu inverso y = (%)x no mesmo plano. Note a simetria em
relagéo ao eixo y.

Figura 30: Simetria entre bases inversas.
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32.3 A Funcao Exponencial Natural (Base ¢)

Dentre todas as bases possiveis, existe uma muito especial chamada Numero de Euler (e =~ 2.718).
A funcado f(xz) = e® é a Unica cuja taxa de crescimento (derivada) em qualquer ponto € igual ao valor
da propria funcao.

Geometricamente, isso significa que a inclinacao da reta tangente ao gréfico no ponto (0,1) é
exatamente 1.

Yy
N
Propriedade 6 - - Tangente Y=+ 1
Fundamental: — f(z) =¢”
A derivada 51

emz = 0 é:
xr

— =1 1

dxe x=0 4

Ponto (0, 1)

Figura 31: Interpretagdo geométrica da derivada da fungéo exponencial natural.

Qualquer fungao exponencial f(z) = a” pode ser reescrita usando a base e. Para isso, usamos
apenas que as fungdes exponencial e logaritmo sdo inversas uma da outra.

& A Chave para o Calculo

No Calculo, preferimos sempre trabalhar com a base e. Para transformar qualquer base a na
base e, usamos a identidade fundamental (™ = 0):

f(iL‘) — o = ex-ln(a).

Dica: Memorize isso! E assim que vocé vai calcular a derivada de 2* ou 10°.

Isso facilita muito o calculo de derivadas e integrais, pois:

d

T\ _ T d T\ _ T
%(e)—e - %(a)—a -In(a).
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Exercicios Propostos

Exercicios Essenciais: Exponencial e Calculo.

1. Analise do Comportamento (Limites Visuais):
Observe a funcao f(z) = e® e sua inversa (decaimento) g(z) = e~*. Responda intuitiva-
mente:
a) Quando x — +oo (cresce muito), o valor de ¢* tende a?

b) Quando z — —oo (decresce muito), o valor de e* se aproxima de qual nimero?
(Este valor é a Assintota Horizontal do grafico).

c) Afungéo h(z) = 10 - e=2* é crescente ou decrescente? Justifique pelo expoente.

2. Algebra para Pontos Criticos:
Frequentemente em Calculo, precisaremos igualar a derivada a zero. Resolva a equagao
abaixo para encontrar x:
e*® —3e* +2=0.

Dica de Mestre: Faca uma substituicdo v = . Note que e** = (e*)? = u?. Resolva a
quadratica em u e depois volte para x.

3. A Propriedade Magica (Fisica):
A funcao e’ é a Unica cuja velocidade de crescimento é igual ao seu tamanho atual.

Suponha que uma cultura de bactérias tem massa N(t) = ¢! gramas (¢t em horas).
Sabendo que a derivada é N'(t) = e':

a) Qual é a massa inicial (t = 0)?

b) Qual é a velocidade de crescimento no instante ¢t = 0?

c) Conclusao: Compare os valores encontrados em (a) e (b).

O que isso nos diz sobre a relagao entre o tamanho da populacdo e a velocidade
com que ela cresce?
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33 O Conceito de Logaritmo

O logaritmo é, essencialmente, a operacao inversa da exponenciagdo. Se perguntarmos “a qual
expoente devo elevar a base a para obter y?”, a resposta € o logaritmo.

Definicao e Propriedades

Sendo a > 0 e a # 1, definimos:

Propriedades Imediatas:

o

34 A Funcao Logaritmica

A funcéo f dada por f(x) = log,(z) possui dominio restrito aos reais positivos, (0, o), pois ndo existe
poténcia de base positiva que resulte em nimero negativo ou zero. Sua imagem contempla toda a
Reta Real.

Y Atencao:

3 Nao existe
log(0) ou log(—k)

2 f(z) =log,(x)

0)

—_

(x

ntota Vertical

|
—

&

£

o

=

©

E
-2
-3

Figura 32: Representacao grafica do Dominio e Imagem da funcao logaritmica com base
a > 1.

Assi

o ?

Dominio: (0, +o0)
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34.1 O Logaritmo Natural (In)

Quando a base é o numero de Euler e, chamamos de Logaritmo Natural ou Neperiano:

In(z) = log,(z).

Geometricamente, o In(z) representa a &rea abaixo da hipérbole y = 1/t.

Y

Logaritmo Natural
In(z) = /‘1/‘ 1 dt
1

(Area sob a hipérbole)

:\’C\rea = In(z)

= 1 > 1 1 1
x t
Intervalo [1, z]

Figura 33: Interpretacdo geométrica do Logaritmo Natural.

35 Mudanca de Base

Muitas vezes precisamos calcular logaritmos em bases ndo padrdo usando calculadoras que s6
possuem base 10 ou e. Para isso, usamos a formula:

Mudanca de Base N

Para converter um logaritmo de base a para uma base b qualquer:

_logy(z)

08a(2) = fogy(a)”

Caso Especial (Base Natural): Muitas calculadoras e softwares usam apenas a base e. Para
converter:

log,(z) = n(a)’

36 Influéncia da Base no Comportamento

A caracteristica mais importante do grafico logaritmico é determinada pelo valor da base a. Podemos
classificar o comportamento em dois casos distintos:
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Resumo: Crescimento vs. Decaimento

+ Caso 1 (« > 1): A fungcao é estritamente crescente. Quanto maior o x, maior o
logaritmo.

» Caso 2 (0 < a < 1): A funcao ¢ estritamente decrescente. Quanto maior o z, menor o
logaritmo.

Em ambos os casos, o grafico sempre cruza o eixo x no ponto (1,0).

Base0<a<1
(Ex: y = log, /5 2)

(1,0)

Base a > 1
(Ex: y = log, )

Figura 34: Fungéo Crescente Figura 35: Fungéo Decrescente
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Exercicios: Logaritmos e Modelagem

1. Técnica de Resolucao:
Para resolver equacoes logaritmicas, use as propriedades para escrever cada lado da
igualdade como um Unico logaritmo. Determine z:

1
a) 3 In(z) 4+ In(3) = In(5)
(Dica: O 1/3 que multiplica vira expoente antes de juntar as somas).
b) In(z — 1) + In(z + 2) = In(6)
(Atengéo: A soma vira produto. Ao final, verifique se a solugdo encontrada n&o viola
a condigao de existéncia do logaritmo!).

2. Desafio Teorico (Simetria de Bases):
Se a > 1, prove que logaritmos em bases inversas se anulam:

loga(x) + logl/a(x) =0

Dica: Use a férmula de mudanga de base no segundo termo: log, () = lggg%%).
Quanto vale log,(a~')?

3. Aplicacao Real: Decaimento Radioativo e Derivadas
A atividade radioativa segue a lei exponencial A(t) = Age™*.

Um cientista mede uma atividade inicial de 1868 Bq (desintegracdes por segundo). Apds
15 minutos, a atividade cai para 768 Bq.

a) Encontrando o Modelo: Determine a constante de decaimento \.
(Isole o termo exponencial e aplique In dos dois lados).

b) Conceito Fisico: Qual é a meia-vida do is6topo?

(Ou seja, determine o tempo t necessario para que A(t) = % ).

c) Conexao com Calculo (Velocidade):
A taxa de variagao instantanea da radiacao é dada pela derivada A’(t). Calcule
essa velocidade no instante ¢t = 15.
Dica de Ouro: Em vez de derivar tudo do zero, lembre-se que a exponencial satisfaz
a equacgao diferencial:
Al(t) = =X A1)

Basta multiplicar a atividade atual (768) pela constante \ (negativa) que vocé achou
no item (a).
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37 Conceitos Fundamentais

Nesta semana, estudaremos os valores extremos de uma fungdo f. Para facilitar, pense neles como
0s “picos” (maximos) e “vales” (minimos) ao visualizar o grafico de uma funcéo.

37.1 Visualizando os Extremos

Antes das definicoes formais, observe o comportamento da fungéo abaixo no intervalo.

/()

@ MAXIMO GLOBAL
o °
S |
Max. Local E l
\ 3 y=f(z)
< ;
S, 1 Min. Local 1
8 | :
£ 1 1 1 ®
= | |

MINIMO GLOBAL

Entenda a diferenca:

e Maximo Global: O ponto mais alto de foda a curva.

« Maximo Local: O ponto mais alto apenas dentro de sua
vizinhanga A.

e Minimo Global: O ponto mais baixo de toda a curva.

¢ Minimo Local: O ponto mais baixo apenas dentro de sua
vizinhanca B.
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37.2 Definicoes Formais

Seja f : A — B uma fungao, com A, B C R.

Definicoes de Extremos ~

1. Extremos Globais (Absolutos)
O “campedo ou perdedor” de todo o dominio.

» Minimo Global: zy, € minimo global se f(z() < f(z) para todo x € A.
< [z

f
» Maximo Global: z; é maximo global se f(z) < f(z1) paratodo z € A.

2. Extremos Locais (Relativos)
O “campedo ou perdedor” apenas da sua vizinhanga.

» Dizemos que um ponto € extremo local se a desigualdade vale para todo z em um
intervalo aberto I C A contendo o ponto.

» Exemplo visual: No grafico anterior, z; € um maximo local porque ele é o maior
valor dentro do intervalo I (a vizinhanga A), embora z3 seja maior que ele no geral.

.

38 A Conexao com a Derivada

Agora que sabemos 0 que sao os extremos, surge a pergunta pratica: como encontra-los? Nao
é viavel testar infinitos pontos. Precisamos de um “mapa do tesouro”. A derivada (f’) € quem nos
fornece esse mapa. Lembre-se de que f/(z) representa a inclinagcao da reta tangente ao gréafico de
f no ponto correspondente (z, f(x)).

38.1 A Intuicao Geomeétrica
Imagine que vocé esta caminhando sobre o gréafico da funcéo:
 Subindo: f/(z) > 0.
» Descendo: f'(x) < 0.

» No topo ou no fundo, o terreno fica momentaneamente plano.

Condicao Necessaria. N

Se f possui um extremo local em c e f’(c) existe, entdo

f'(c) = 0.

A reta tangente € horizontal.
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Exemplo Visual: O Sinal da Derivada

f(z)
f'(e)=0
Crescente Decrescente
fl(z) >0 4 . /() <0
Tq c Ty x

f(x)

Interpretacdo: A reta tangente (setas vermelhas) aponta para cima quando a fungdo cresce e
para baixo quando decresce. No topo (ponto azul), ela fica perfeitamente horizontal.

39 O Método do Intervalo Fechado

Para encontrar os extremos absoluto de uma fungéo continua f num intervalo fechado [a, b], 0 Célculo
nos da um algoritmo preciso baseada em duas garantias:

As Garantias Teoricas. ~

+ Vai existir? Sim. O Teorema de Weierstrass garante que se f é continua em [a, b], ela
certamente atinge um maximo e um minimo absolutos.

« Onde procurar? A Condicao Necessaria nos diz para olhar apenas onde a derivada é
nula (f' = 0) ou onde ela nao existe (“bicos”).

39.1 A Estratégia de Busca (O Algoritmo)

Nao ha como testar infinitos pontos, assim testamos apenas os “Candidatos”. Para isto, siga este
roteiro:
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i= 0O Método do Intervalo Fechado

Para encontrar os extremos absolutos de f em [a, b]:

PASSO 1: Encontre os Pontos Criticos.
Derive f(x) e ache os numeros dentro de (a, b) onde:

+ f'(x) = 0 (Tangente horizontal);
+ f’(x) ndo existe (Bicos ou pontas).

PASSO 2: Avalie as Extremidades.
Calcule o valor da fungéo nas bordas: f(a) e f(b).
PASSO 3: Compare os Resultados.

« O maior valor encontrado é o Maximo Global.
« O menor valor encontrado é o Minimo Global.

Exemplo Pratico.

Vamos determinar os extremos globais da fungéo f(z) = 2 — 3z 4+ 1 no intervalo fechado
[—2,2].

® Solucio Passo a Passo

PASSO 1: Encontrar Pontos Criticos em (-2, 2)
Primeiro, derivamos e igualamos a zero:

fllx)=322-3=0 = 22 =1 = = =+1.

Verificacdo: Ambos 1 € —1 estao dentro do intervalo? Sim.

PASSO 2: Avaliar as Extremidades
Calculamos o valor da fungdo nas bordas do intervalo [—2, 2]:

* f(=2)=—L
- f(2)=3.

PASSO 3: Comparacao e Conclusao
Reunimos todos os candidatos na tabela abaixo:

Candidato (z) Origem Valor (y) Conclusao

-2 Extremidade -1 Minimo Global
-1 Ponto Critico 3 Maximo Global
1 Ponto Critico -1 Minimo Global
2 Extremidade 3 Maximo Global

Resposta: O valor maximo é 3 e 0 minimo é -1.

&
Visualizacao:
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MAXIMO GLOBAL
y=3

MINIMO GLOBAL
y=-1

Figura 36: Visualizagdo da fungéo f(z) = z* — 3z + 1. Observe que o maximo global ocorre
tanto em um ponto critico (x = —1) quanto em uma extremidade (z = 2).
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Exercicios de Fixacao: Conectando com o Calculo.

Vamos praticar o Método do Intervalo Fechado cobrindo as trés situagdes cléassicas que
aparecem nas provas.

1. A Rotina Padrao (Polinomio Suave):
Encontre os valores maximo e minimo globais de f(z) = x3 — 3x + 1 no intervalo [0, 2].
Dicas de Calculo:

 Use f/(z) para achar os candidatos.
 Atengédo: Vocé encontrard um ponto critico em = = —1. Ele esta dentro do intervalo
[0,2]? Se nao, descarte-o!

Gabarito: Max Global: 3 (em z = 2); Min Global: —1 (em z = 1).

2. Onde a Derivada Falha (O “Bico”):
Determine os extremos absolutos de f(x) = 1 — /3 no intervalo [—1, 8].

Dicas de Calculo:
« Aderivada é f'(z) = —3\32/5.
» Ponto Critico: Em z = 0, temos divisao por zero. A derivada nao existe (grafico tem
um bico). Esse ponto entra na tabela? Sim, pontos onde a derivada falha também
sdo criticos.

Gabarito: Max Global: 1 (em z = 0); Min Global: —3 (em z = 8).

3. Modelagem (Intervalo Implicito):
Queremos dividir o numero 10 em dois niumeros ndo-negativos, x e y, de forma que a
soma dos seus quadrados (z2 + y?) seja a minima possivel.

Dicas de Calculo:

» Transforme em uma fungé@o de uma variavel: Substitua y = 10 — .
* O Intervalo: Como z e y devem ser positivos, 0 menor valor para z € 0 € o maior é
10. Logo, analise no intervalo [0, 10].

Gabarito: O minimo ocorre em xz = 5 (onde y = 5). Soma Minima = 50.
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Ei Universidade de Brasilia

Departamento de Mateméatica

SEMANA 08 - AuLA 15
Modelagem e Otimizagao

Projeto Elos - 1.°/2026

40 Modelagem e Otimizacao: Exemplos Introdutorios

Otimizar significa encontrar o maximo ou minimo de uma fun¢ao que modela um problema real. Para
entender o processo, vamos analisar dois cenarios classicos onde a intuicdo geométrica se encontra
com o Calculo.

Problema 1: O Cercado de Area Maxima

Um fazendeiro tem 100 metros de cerca e quer construir um cercado retangular para suas
ovelhas. Que dimensdes z e y ele deve escolher para que a area seja a maxima possivel?

2. Tradugao para o Calculo

1. Modelagem Geométrica * Vinculo (O que limita):
x 2042y =100 = y =50 — z.

* Funcao Objetivo (O que queremos):
y| Area=z-y |¥ A=uxz-y.

* Funcao de uma variavel:
x Substituindo y:

A(z) = 2(50 — z) = 502 — 22

3. Solugao Visual e Algébrica

Para achar o topo, derivamos A(z) = 50x — z%:

Al(x) =50 — 2x. Max (25, 625)

Igualando a zero (ponto critico):

50 - 22 =0 = 22 =50 = [z = 25|

Logo, y = 50 — 25 = 25.

Conclusao: O retangulo de maior area é, na ver-
dade, um quadrado de 25m x 25m.

Figura 37: A parabola da area
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Problema 2: A Caixa Sem Tampa

Temos uma folha de papeldo quadrada de lado L = 12 cm. Queremos cortar quadradinhos de
lado = nos cantos e dobrar as abas para fazer uma caixa. Qual o valor de = para o volume
maximo?

D 3
<12 — 2z » obrar> ;
// 7777777 ifi
T | 12 — 22
T lado =12
1. O Corte 2. A Caixa

Modelagem e Solucao:
« Volume: V(z) = (Area da Base) - Altura.
« Fungdo: V(x) = (12 — 22)% - o = (144 — 482 + 42?)x = 423 — 4822 + 144x.
+ Otimizacao: Derivar e igualar a zero.
V'(z) = 122% — 962 + 144 = 0.
Simplificando por 12: 2 — 8z + 12 = 0.
* Raizes: (r —2)(z —6)=0 =— x=20uxz =6.

Anélise: Se z = 6, a base seria 12 — 2(6) = 0 (impossivel). Logo, 0 maximo ocorre em [z = 2|,
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Tarefas Guiadas: Modelagem e Otimizacao

Nesta secao, vocé sera guiado passo-a-passo para resolver dois problemas classicos de otimizagao.
Siga o roteiro para construir a solugao.

OBS.: Faca a tarefa 2 somente ap6s estudar o teste da primeira (ou da segunda) derivada.

Tarefa 1: Otimizacao de Custos.
Uma empresa precisa conectar um ponto A a um ponto B do outro lado de um rio.
» Largura do rio: 8 km.
+ Distancia rio abaixo (C' a B): 10 km.
 Custo por agua: R$ 5.000/km.
 Custo por terra: R$ 3.000/km.

O cabo vai de A até um ponto P (na margem oposta) pela agua, e depois de P até B por terra.
Onde deve ficar o ponto P para o custo ser minimo?

Margem A

P Terra (dy) Margem B

T 10 — x

Roteiro de Resolucao:

1. Defina a Variavel: Chame de z a distancia de C até P. Qual é o dominio fisico de x?
(Ou seja, qual o menor e 0 maior valor possivel?).

2. Modele as Distancias:

- Distancia por terra (ds): E simplesmente 10 — z.
« Distancia pela agua (d;): Use o Teorema de Pitagoras no tridngulo AACP. (d; =

Va? + 82).
3. Monte a Funcéao Custo:

C'(x) = 5000 - (dist. agua) + 3000 - (dist. terra)

4. Otimize: Derive C(x), iguale a zero e encontre o valor critico x.

5. Verifique: O valor encontrado é um minimo? (Compare com os custos nas extremidades
z=0ez=10).

Resposta Esperada: O ponto P deve ficar a 6 km de C (z = 6). O custo minimo é R$ 62.000.
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Tarefa 2: Otimizacao Geomeétrica.

Um quadro de 2m de altura esta na parede. Sua base fica 1m acima do nivel dos seus olhos. A
que distancia = vocé deve ficar da parede para que o quadro ocupe o maior angulo de visao (6)
possivel?

Quadro (2m)

im

Roteiro de Resolucao:

1. Identifique os Angulos: Seja a 0 angulo da horizontal até a base do quadro e 8 o
angulo até o topo. Note que § = 3 — a.

2. Trigonometria Basica: Escreva tan(a) e tan(3) em funcao de = usando os tridngulos

retangulos.
3

X

tan(a) = ;l: e tan(f) =
3. Funcao Objetivo: Use a fungao inversa (arctan) para isolar os angulos:
0(x) = arctan(3/x) — arctan(1/z)

4. Derive: Use a Regra da Cadeia para derivar arctan(u). Lembre-se: % arctan(u) = ——

5. Encontre o Maximo: Iguale ¢'(x) a zero e resolva para z.

Resposta Esperada: A melhor distancia é = = /3 metros (~ 1,73 m).
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41 Estudo do Sinal: Teorema do Valor Intermediario

Estudar o sinal de uma fungéo continua f : D — R € fundamental para entender o seu comportamento.
Para isso, basicamente, precisamos responder a trés perguntas sobre a funcao:

Onde ela é positiva? Onde ela é negativa? Onde ela vale zero?

Raiz da Funcao N

Um ndmero ¢ no dominio de f é chamado de raiz ou zero de f se:

fle)=0.

Geometricamente, é onde o grafico da fung&o corta o eixo x.

.

A ferramenta mais poderosa para garantir a existéncia de raizes sem precisar calcular o valor exato
delas é o Teorema do Valor Intermediario (TVI).

Seja f uma fungao continua em um intervalo fechado [a, b]. Se f(a) < d < f(b), entdo existe
pelo menos um numero c € (a,b) tal que f(c) = d.

Em particular, estamos interessados no caso em que f(x) muda de sinal, isto € f(a)- f(b) < 0. Nesse
caso, o resultado acima gaante que existe uma raiz ¢ € (a,b), isto €, f(c) = 0.

Interpretacao Visual: Para ir de um ponto abaixo do eixo (negativo) para um ponto acima do eixo
(positivo) sem “pular” (continuidade), vocé é obrigado a cruzar o eixo 2 em algum momento.

y y
\ ff(b)>0 y ff(b)>0
: ‘o > 7 L >
a b b
¢
f(a) <0 fla) <0
Figura 38: Ideia Intuitiva Figura 39: Exemplo Cubico
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42 Estudo do Sinal e Continuidade

A Permanéncia do Sinal
Se uma fungéo f é continua em um intervalo I e nao possui raizes dentro dele, entdo:

f(z) ndo muda de sinal.

Ela é inteiramente positiva ou inteiramente negativa nesse intervalo.

Dessa forma, para estudar o sinal de f, vocé nao precisa testar infinitos pontos. Bastaria:
a) Encontrar as raizes (sdo os “muros” que separam os sinais).

b) Testar o sinal de APENAS UM ponto “espido” em cada intervalo.

© Nota sobre Raizes

Na teoria isso parece simples, mas na pratica, isolar o x pode ser um pesadelo. A boa noticia?
No Calculo 1, quase sempre temos casos “amigaveis”, onde as raizes podem ser encontradas
sem grandes dificuldades!

Exemplo 1: Aplicacao do TVI.
Mostre que a fungao f(z) = 23 — 4z + 1 possui uma raiz no intervalo [1,2].

Solucao:

1. Verificacao de Continuidade.
A fungéo é polinomial, logo f é continua em todo R, inclusive em [1, 2].

2. Teste dos Extremos (Extremos do Intervalo).

e Paraz=1: f(1) =13 —4(1)+1= -2 (Negativo |).
e Paraz =2: f(2)=2%-4(2)+1=1 (Positivo 1).

3. Diagrama do Sinal.

f(x)
A
f(2)>0
1
Raiz ¢
fe) =0 |
T T >
1 2
-2
f(1) <o

4. Conclusao: Como houve mudanga de sinal (f(1) < 0 e f(2) > 0) e a fungéo é continua, o TVI
garante que existe obrigatoriamente um c € (1, 2) tal que f(c) = 0.
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Veja no gréfico abaixo a posigao exata da raiz. A curva continua conecta o ponto negativo (1, —2) ao
positivo (2, 1), interceptando o eixo z em c.

()

43 Algoritmo e Funcoes Racionais

Para funcdes com expressdes mais complicadas, onde a intuicao visual imediata falha (como divisées
de polinbmios), sistematizamos o processo usando um quadro de sinais:

:= Algoritmo: O Estudo de Sinal

Para determinar os intervalos onde f(x) > 0 ou f(x) < 0:

PASSO 1: Dominio e Restricoes.
Identifique onde a fungéo nao existe.

» Ex: Onde o denominador é zero.

PASSO 2: Encontre as Raizes.
Determine os valores que zeram a fungéo.

* Resolva a equagéo f(.fc) = ( (para fungéo racional: onde o Numerador é nulo).

PASSO 3: “Fatiamento” do Intervalo.
Coloque todos os numeros obtidos nos passos anteriores em ordem na reta real.

* Isso dividira a reta em fatias (intervalos de teste).

PASSO 4: Teste do Espiao.

» Escolha um x( dentro de cada intervalo.
+ Substitua em f(x) para descobrir o sinal final (+ ou —).

Exemplo 2.
Estude o sinal da fungéo racional:
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Solucao:
1. Zeros do Numerador e Restricoes.
* Restricdo: r — 2 =0 — x = 2 (Assintota Vertical).
* Raizes (Zeros): 2> —1=0 = x=1oux = —1.

2. Quadro de Sinais. Os pontos —1,1 e 2 dividem a reta em 4 regides. Colocando os pontos
encontrados na ordem na reta real, obtemos:

Regiao 1 Regiao 2 Regiao3 Regiao 4
@ ® ® R
-1 1 2

Vamos testar o sinal de cada parte da fragéo:

Intervalo (—o0,—1) (=1,1) (1,2) (2,+00)
Ponto de Teste () —2 0 1.5 3
Sinal de (2% — 1) + — + +
Sinal de (z — 2) - - - +
Sinal Global f(z) (-) (+) (=) (+)

Tabela 1: Tabela de variagao de sinais para f(z).

Conclusao:
* f(z) > 0 (Positiva): Em (—1,1) U (2, 4+00).
* f(x) <0 (Negativa): Em (—oo,—-1) U (1,2).

Veja as informagdes acima concatenadas no gréafico. No Calculo 1, vocé estudara ferramentas para
esbocar os gréaficos das fungoes.

f(z)

10 +
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Pratica: Dominando o Estudo de Sinal.

1. Aquecimento (Fatoracao e Divisao).
Para estudar o sinal, primeiro precisamos observar da funcdo. Fatore quando necessario
e determine onde f(z) > 0e f(z) <0:

a) f(z) =23 —4x (Dica: Coloque x em evidéncia primeiro).

2x 4+ 6
b) g(x) = 5—

(Cuidado: O termo 3 — z inverte o sinal de x).

2. A Pegadinha da Multiplicidade.
Estude o sinal de:

h(z) = (z — 1) (z +2).
Reflexao: O sinal muda quando passamos pela raiz x = 1? E pela raiz z = —27

Nota de Calculo 1: Raizes com expoente par (como (x — 1)) geralmente tocam o eixo
x e voltam, sem atravessa-lo. O sinal ndo muda!

3. Desafio Integrado (Continuidade + Sinal).
Considere a funcao definida por duas leis diferentes:

z+1 sex <0,
fl@) =4, -
“—4 sex >0

a) Verificacao de Fronteira. A fungao € continua em 2 = 0? (Calcule os limites
laterais para verificar).

b) Mapa de Sinais. Faca o estudo do sinal completo.
Dica: Analise o sinal de = + 1 apenas no mundo negativo (x < 0) e o sinal de 2% — 4
apenas no mundo positivo (x > 0). Depois, junte tudo.
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44 O que é um Grafico?

Muitas vezes, a expressao algébrica de uma fungdo nao revela seu comportamento de forma intuitiva.
A representagao grafica € a tradugao visual dessa algebra o que nos d4 uma ideia global da funcao.

Definicao Formal

Seja f : A — B uma funcdo. O grafico de f é o conjunto de pares ordenados no plano
cartesiano:

Graf(f) = {(m,y) eRZyxeAey:f(x)}.

Entendendo a Definicao: Do Ponto a Curva.

Para visualizar isso, considere a fungéo simples f(z) = 22 no intervalo [—2, 2]. A definicéo diz
que o gréfico € uma colec¢do de pares (z,y). Vamos listar alguns:

Entrada (x) | Calculo (22) | Par Ordenado (z,v)
—2 (—2)2 =14 (—2,4)
— 1l (1 =1 (—=1,1)
0 02 =0 (0,0)
1 12=1 (1,1)
2 22 =4 (2,4)

Se marcarmos apenas esses pontos, temos a estrutura basica. Se imaginarmos calculando
infinitos pontos intermediarios preenchendo o0s espacos vazios, formando a curva continua que
conhecemos como parabola.

—— Conjunto Graf(f)
e Pares calculados

9 1 1 2

44.1 A Armadilha de “Ligar os Pontos”

No ensino basico, costumamos confiar na técnica de atribuir valores aleatérios para x, calcular
y = f(x) e ligar os pontos. Para casos simples (retas e parabolas), isso funciona bem. Porém, para
funcoes polinomiais de grau maior ou funcoes racionais, essa técnica é uma armadilha.
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Por que “chutar pontos” falha? Considere o polindmio f(z) = 223 + 322 — 12z. Imagine que vocé
testou x = —3,0,2. Ao ligar os pontos cegamente, vocé perde essas informacodes vitais que estao
“escondidas” entre os valores testados, veja o grafico abaixo.

Méaximo Perdido Y
20 |

15 ¢

——  Curva Real -5
A llusao (Pontos) Minimo Perdido
_10 1

Ao ligar esses pontos de modo intuitivo (linha vermelha), a fun¢ao parece ter um comportamento
simples de “descer e subir”. Porém, essa simplificacao ignora completamente os picos maximo e o
minimo que existem na realidade.

45 Transformacoes de Graficos

Ja vimos que simplemsnte chutar os pontos pode nao a melhor estratégia. Por outro lado, se comeca-
mos com uma fungdo com gréfico conhecido (como 22, 23, |z|) podemos e aplicar transformagdes e
obter outros gréficos. Veja a seguir.

45.1 Translacao Horizontal

Dada f(z), a fungdo g(z) = f(z + a) move o grafico lateralmente.
* Se a > 0: Move para a ESQUERDA (contra-intuitivo!).
* Se a < 0: Move para a DIREITA.

----z? (Origem) — (z — 2)> — (z + 2)?

2Esquerda (—2)" T Direita (+2)
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45.2 Translacao Vertical

Dada uma fungéo base f, a nova fungdo h(z) = f(x) + b desloca o gréfico original na dire¢éo vertical.
A légica aqui € direta e intuitiva:

+ Se b > 0: O gréafico SOBE b unidades.
» Se b < 0: O gréfico DESCE b unidades.

Regra de Ouro (Para nao confundir nunca mais).

+ Alteracado DENTRO do parénteses f(z -+ a) mexe no eixo horizontal (eixo z) e tem sentido
contrario ao sinal.

+ Alteracdo FORA do parénteses f(z) + b mexe no eixo vertical (eixo y) e tem sentido
direto (respeita o sinal).

46 Escalas e Reflexoes

Ao multiplicar a funcéo por uma constante k, podemos alterar sua “abertura” (escala) ou sua orientagéo
(reflexao).

46.1 Dilatacao e Compressao Vertical (y = k- f(x))

Aqui, ao multiplicar o resultado y por k. Isso afeta a altura da fungéo.

» Se |k| > 1 (Estica): A funcao cresce mais rapido. O gréfico fica mais “estreito”.

* Se 0 < |k| < 1 (Comprime): A fungéo cresce mais devagar. O gréfico fica mais “largo”.
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f(z) = 22 — 3f(z) (Estica) — 0.3f(z) (Comprime)

Y

46.2 2. Reflexoes (O Espelho)

O sinal negativo age como um espelho.

» Reflexao Vertical (y = —f(x)): Inverte os sinais de y. O que estava em cima vai para baixo.
(Espelho no Eixo z).

 Reflexao Horizontal (y = f(—x)): Inverte os sinais de z. O que estava na direita vai para a
esquerda. (Espelho no Eixo y).

Dica Pratica

Para parabolas centradas na origem (z2), a reflexdo horizontal ndo muda nada pois (—z)? = z2.
Por isso, usamos a fungao /x abaixo para visualizar melhor a diferenga.

/’//// y ) \\\\\
< 2 Originaf ~. ----~
/’/ ! : T !
1 } 4
---- Base: /x }
— —/z (Refl. Vertical) X
— /—z (Refl. Horizontal)

A Cuidado!

Ao fazer f(—x), o dominio original pode se tornar invalido. Nesse caso, vocé deve ajustar o
dominio para que a nova funcao faca sentido. Observe a fungao raiz quadrada na figura acima:
* A original \/x s6 aceita numeros positivos (Grafico a direita pontilhado).

+ Arefletida /—x s6 aceita numeros negativos (Grafico na esquerda).

47 A Conexao com o Calculo
E importante ressaltar que a maneira mais geral e rigorosa de desenhar graficos de funcdes desco-

nhecidas é utilizando as ferramentas do Calculo Diferencial e Integral, que vocé esta estudando no
Célculo 1:
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A Primeira Derivada (f’) nos da onde a fungédo sobe ou desce;

» A Segunda Derivada (/") nos mostra a concavidade (para cima ou para baixo);

+ Os Limites nos dao as assintotas.

Entretanto, o estudo de transformacdes que fizemos agora é essencial para desenvolver a infuicdo
geomeétrica, permitindo que vocé antecipe resultados e verifique se seus céalculos fazem sentido.

Problema Pratico: Esbocando sem Tabelas.

Problema: Esboce o gréafico da fungdo g(x) = (z — 2)® + 1 apenas aplicando transformacdes
na fungéo base y = =3, sem construir uma tabela de pontos completa. Para resolver, vamos

rastrear o ponto de referéncia da fung¢éo cubica, a origem (0, 0), onde ocorre a inflexdo (mudanga
de curvatura).

1. Base (y = 23): Comegamos com a curva padrdo que passa em (0,0).

2. Translacao Horizontal (x — 2): O termo dentro do cubo é negativo. Pela nossa regra,
isso move o grafico 2 unidades para a DIREITA. O ponto vai de (0,0) para (2,0).

3. Translacao Vertical (+1): O termo fora é positivo. Isso move o grafico 1 unidade para
CIMA. O ponto vai de (2,0) para o destino final (2,1).

Yy ----Base: y = 23
41 ;
1
1
3 T lll
1
1
1
2|
7
U
7/
1t
f”// Il x
-1, 1 2 3 4
S =1y
/) Desenhe aqui o grafico de
g —92 1 g(z):($_2)3+1
II
1
1
’I
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48 Introducao Intuitiva

Nas semanas anteriores, nosso foco foi a Diferenciacao: dada uma funcdo de posigao s(t), encontra-
vamos sua taxa de variagao instantanea, a velocidade v (t).

Agora, enfrentaremos o problema oposto, fundamental para as ciéncias e engenharia: dada a taxa de
variagao instantanea, como recuperar a fungao original?

Derivada 4
dt

Posicao Velocidade

s(t) v(t)

Primitiva [

48.1 Interpretacao Geomeétrica

Considere uma particula se deslocando a uma velocidade constante v(t) = 3 m/s. Sabemos, do
ensino médio, que:

L Distancia = Velocidade x Tempo. ]

Esse produto corresponde exatamente a area sob a curva da velocidade quando observamos o seu
grafico.

v(t) (m/s)
3 | o(t) =3
| AREA =9
v=3m/s (Deslocamento)
i 2 3 t(s)

~

At=3s

Figura 40: A conexdo entre Area e Deslocamento. A area do retangulo (3 x 3) equivale
numericamente a distancia percorrida.
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Conclusao Analitica N

Se a area representa o deslocamento s(t), procuramos uma fung¢éo cuja taxa de variagao
(derivada) seja igual a altura do gréfico (3).

» Problema: Encontrar s(t) tal que s'(t) = 3.
* Solucao: s(t) = 3t, pois a derivada de 3t é 3.

Essa fungao s(t) € chamada de Primitiva (ou Antiderivada) de v(t).

-

49 A Familia de Primitivas e a Constante C

No exemplo anterior, vimos que s(t) = 3t € uma primitiva de v(t) = 3. Veja ainda que a derivada
de qualquer constante é zero. Isso significa que fung¢des deslocadas verticalmente compartilham a
mesma derivada.

Considere, por exemplo, a fungéo f(x) = 2. Observe as fungdes abaixo:

s Fi(z) =2 = F|(z)=2x;

s B(z)=22+2 = Fj(r)=2x+0=2;
s F3(z)=22-1 = Fj(x)=22-0=2x.

Isso gera uma familia de curvas paralelas. O formato das curvas sdo idénticos, o que muda é
apenas a altura (dada pela constante ('), observe a figura abaixo.

Familia de Primitivas de f(z) = 2z
y

Primitiva Geral
F(z)=2*+C
C=0

Inclinacdo Constante
m=f'(1) =2

Figura 41: Interpretacdo geométrica da Primitiva Geral. Note que, para qualquer constante
C, ainclinagcédo da reta tangente em x = 1 (pontos vermelhos) permanece inalterada.

Para capturar todas essas possibilidades em uma Unica expressao, usa-se a integral indefinida que
vocé estudara com detalhes na proxima semana na sua de Célculo 1:
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Definicao: Primitiva Geral.

Se F(xz) é uma primitiva particular de f(x) em um intervalo I, entdo a primitiva geral de f é
dada por:

/f(x)da::F(m)+C',

onde C é uma constante arbitraria (chamada constante de integracao).

50 Regras Praticas (A Tabela Inversa)

Para calcular primitivas (Areas e Somas de Riemann), utilizamos o Teorema Fundamental do Calculo,
“invertendo” as regras de derivagao.

Funcao f(x) Integral Indefinida /f(x) dz
k kx +C
anrl
v (n#-1) n—+1 +C
1 In|z|+C
x
e’ e +C
cos(x) sen(z) + C
sen(x) —cos(z) +C
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Exercicios: Aplicacoes da Integral

Em engenharia de produgao e economia, a derivada C’(x) representa o Custo Marginal: o custo
aproximado para produzir mais uma unidade. A primitiva C'(x) representa o Custo Total.

Exemplo Pratico: A Fabrica de Microchips

Uma fabrica de tecnologia determinou que o custo marginal para produzir = lotes de microchips
€ dado pela fungao (em reais):

C'(z) = 32 — 12z + 100.

Sabe-se que, mesmo sem produzir nada (xz = 0), a fabrica tem um Custo Fixo de operacao
(luz, aluguel, salarios) de R$ 2.000,00.

Determine:
1. A fungdo do Custo Total C'(x).

2. O custo total para produzir 10 lotes.

Solucao Guiada Passo a Passo.

Passo 1: Modelagem do Problema
Identificamos que se trata de um Problema de Valor Inicial (PVI). Temos a derivada e um ponto
conhecido:

« Escreva Equacéo: C'(z) =
« Identifique a Condicao Inicial: C'(0) =

Passo 2: Encontrar a Familia de Primitivas
Para achar o Custo Total, integramos o Custo Marginal C’(z):

C(z) = /(3952 — 12z + 100) dz.

gntly,
n+1 )

Calculando termo a termo usando a Regra da Poténcia ([ 2" =

C(z) =

Passo 3: Determinar a Constante Especifica
Aplicamos a condigao inicial C'(0) = 2000 na equagao encontrada: logo K = Logo, a fun¢do de Custo
Total é:

C(z) = x® — 622 + 100z + 2000

Passo 4: Calculo Final
Para encontrar o custo de 10 lotes, calculamos C(10):
Resposta: O custo total para produzir 10 lotes sera de R$ 3.400,00.
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51 O Teorema Fundamental do Calculo

Para conectar a area sob uma curva com as regras de antiderivacao que aprendemos, utilizamos o
teorema mais importante do Calculo Diferencial e Integral.

Teorema Fundamental do Calculo
Se f(x) é continua em [a,b] e F(x) é uma primitiva de f(z) (ou seja, F'(xz) = f(x)), entdo:

; x
Figura 42: Interpretagdo geométrica da integral definida.

Os detalhes formais dessa representacao vocé vai estudar na sua aula de Calculo 1 dessa semana.

Exemplo 1: Reta vs. Parabola.

Calcule a area da regido limitada pelas curvas y = z e y = 22

Solucao:
Passo 1: Esboco e Intersecao
ldentificamos os pontos onde as curvas se cruzam para definir corretamente o intervalo de integracéo:

0=2x2>—2

=z(x —1).

Logo, x = 0 e z = 1 sdo os pontos procurados.
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Regiao
Sombreada

Passo 2: Montando da Integral
No intervalo [0, 1], a reta y = z est4 por cima da parabola y = 2. Portanto, a area é dada por:

A:/Ol(x—xQ)dx.

Passo 3: Calculo
Integramos termo a termo usando a regra da poténcia:

Limite Sup. (z=1) Limite Inf. (z=0)

52 Calculo de Areas Planas

Formalmente, sempre podemos calcular a area de uma regido R qualquer delimitada por duas curvas,
f(z) (teto) e g(x) (ch&o), entre x =a e x = 0.

Definiciao de Area entre Curvas

Se f e g sdo continuas e f(x) > g(x) no intervalo [a, b], a &rea A da regido € dada por:

Aqui 0 nosso trabalho principal € analisar qual fungcéo é maior que da outra. Para isso, vocé pode
seguir 0 passo a passo abaixo que € uma consequéncia do TVI.
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Algoritmo: Quem é Maior?

Se vocé nao souber desenhar o grafico, teste os pontos:

12. Ache as Intersecdo: Encontre os pontos de interse¢ao igualando as fungées (f(x) = g(x)).
Isso define o intervalo [a, b].

22, Escolha um ponto z,: Pegue um numero qualquer z, que esteja dentro do intervalo
(entre a e b).

32. Compare as Alturas: Calcule o valor das duas fungdes nesse ponto:

« Se f(zo) > g(x0), entdo f é o TETO em todo o intervalo.
* Se g(zg) > f(x0), entdo g é o TETO.

Exemplo 2: Funcoes Trigonométricas.

Calcule a area da regiao sombreada na figura abaixo definida pelas curvas y = wsenz €
y = senz no intervalo [0, 7].

Yy = msenx

Yy =senzx

n
2

Figura 43: Regido compreendida entre duas ondas senoidais.

Solucao 1: Sem “Conhecer” o Grafico.

1. Identificar Teto e Chao.
Se néo tivessemos a figura, poderiamos testar um ponto (ex: = = %) no interior do intervalo.
Mas atencao, certifique que a funcdo nao tem intersecao no intervalo em questao:

» A funcdo maior € y = wsenx (pois 7 ~ 3,14 > 1). — TETO
« A fungéo menor é y = sen z. — CHAO

2. Montar a Integral.
A area é a integral do “Teto menos Chao” no intervalo [0, 7]:

A:/ (ﬂsenx—senz) dx.
0 ———  ——~

Teto Chao
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3. Simplificar a Expressao.
Para facilitar, podemos colocar sen z em evidéncia antes de integrar:

A:/ (w—l)senxdx:(ﬂ—l)/ sen x dz.
0 0

4. Resolver a Integral (TFC).
A primitiva de sen x € — cos z. Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo:

A= (r—1)-[—cosz]y

=(r—1)- | (=cosm)—(—cos0)
—_————  ———

Sup. Inf.
Sabendo que cosm = —1 e cos0 = 1:
A=(r—1)-[-(=1) = (-1)]
= (r—1)-[1+1]
=2(r—1).

Resposta Final: A area da regido é 2(7 — 1) u.a..

Solucao 2: “Conhecendo” o Grafico.
Observando o grafico fica mais simples e direto montar a integral. Vemos que no intervalo [0, 7] a
funcé@o “de cima” é g(z) = wsenx e a “de baixo” é f(z) = senz. Portanto, a area

A :/ (msenz — senx) dz.
0

Os demais passos continuam 0s mesmos.
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Exercicio: Projeto Arquitetoénico.

Um arquiteto projetou uma entrada monumental em formato de arco parabdlico. A geometria
da parte superior segue a fungdo f(r) = 4 — 22, onde x € a distancia horizontal do centro e
f(x) é a altura (ambos em metros), conforme ilustra a figura abaixo.

Altura: 4m

VIDRO

IIKQ— Vao Total: 4m

Com base nessas informagdes, calcule a area total de vidro (em m?) necessaria para fechar
esta entrada.

a) Limites de Integracao: Encontre as raizes da fungéao (onde o arco toca o chao, y = 0).
4—g?2=0 = x==+...

b) Montagem: A area é dada pela integral definida da funcao superior menos a inferior
(y =0). ,
A:/ (4 — 2?) dz.

c) Execucao: Calcule a primitiva, aplique o Teorema Fundamental do Célculo e encontre o
valor numeérico.
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53 Integracao por Substituicao (Mudanca de Variavel)

Até agora, aprendemos a integrar fungdes basicas, invertendo as derivadas conhecidas. Por exemplo,
sabemos que /3x2 dz = 23 + C porque a derivada de =3 é 3.
No entanto, muitas integrais ndo séo imediatas. A técnica da Substituicao € uma ferramenta que nos

permite calcular primitivas de funcées mais sofisticadas particularmente Gtil quando no integrando
aparece uma fungédo composta.

A Regra da Substituicao N

Se u = g(x) € uma funcéo derivavel e f € continua, entdo:

Intuigao: Estamos trocando uma integral complicada em = por uma integral mais simples em w.
O termo ¢'(z) d= é “absorvido” pelo diferencial du.

-

O Algoritmo de Resolucao

Para aplicar este método, precisamos observar a estrutura da integral. O objetivo é identificar uma
funcao composta onde a “parte interna” fornece a substituicao, ou buscar uma fungao u cuja derivada
também esteja presente (multiplicando o dz).

Roteiro para escolher u:

1. Identifique a Composicao: Procure a “fungao interna” de uma estrutura composta.
Geralmente ela esté dentro de uma raiz (,/---), elevada a uma poténcia ((...)"), no

expoente de ) ou no denominador.

2. Teste da Derivada: Antes de escrever, verifique mentalmente: “Se eu chamar isso de u,
a derivada (0 du) aparece multiplicando o dx?”.

Exemplo: A Raiz Composta.
Calcule a integral indefinida:

I:/Qx\/1+a:2dx
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Solucao Passo a Passo.

1. Andlise e Escolha de u. Note que temos uma fungdo composta: a raiz quadrada com 1 + z2. O
candidato natural para u é a parte interna da raiz, ou seja, 1 + x>.

« Candidato: u = 1 + z2;

+ Teste: A derivada de 1 + 22 é 2z. O termo 22 aparece na integral? Sim, ele esta multiplicando
0 dx.

Portanto, a substituicdo u = 1 + x> é apropriada para essa integral.

2. Calculo do diferencial du. Derivamos u em relacédo a = para encontrar o termo que substituira o

dz:
du -

dz
3. Substituicao na Integral. Substituimos os termos de = pelos novos termos em u. Observe como
0 “pacote” 2z dx vira apenas du:

2z, portanto du =2zdx.

_ [/ 2. _
I—/ 1+ ZJ;da: /\/ﬁdu
Va u

4. Resolucao na nova variavel: Agora temos uma integral imediata (regra da poténcia com expoente
fracionario 1/2):

(1/2)+1 9
12 4, Y _ 4. 3)/2
/u du 1/2+1+C U +C.

5. Retorno a variavel original (x). Como a integral original dependia de x, a resposta final também
deve depender de z. Desfazemos a substituicdo u = 1 + z2:

2
/2xx/1+:v2dx:§(1+:ﬁ2)3/2—|—0.

54 Integrais Definidas: Mudanca de Limites

Ao calcular integrais definidas com substituicao, o erro mais comum é esquecer que os limites de
integracao (a e b) pertencem a variavel original . Ao mudarmos para u, devemos atualizar os limites
de integragcdo ou resolver a integral indefinida como vimos acima para encontrar uma primitiva e
depois aplicar o TFC.

Teorema da Mudanca de Variavel N

Se ¢’ for continua e ndo nula em [a, b] e f for continua na imagem de u = g(z), entao:

b ) d g(b) F
/a f(g(2))g'(z) dz = / L Jdu

Vantagem: Ao mudar os limites, nao precisamos voltar para a variavel = no final. Calculamos
o valor numérico diretamente em w.

Exemplo: Mudando os Limites.
Calcule a integral definida:
1
I= / 2x(x? + 1)3 dz
0
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Solucao.
1. Escolha de u e du. Seja u = 22 + 1, logo, du = 2z dz. (Note que 2z dx esta pronto na integral).
2. Atualizacao dos Limites. Calculamos os novos valores de u para os extremos de x:

« Limite Inferior: Quandoz =0 — u=0?+1=1.

+ Limite Superior: Quandoz =1 — u=12+1=2.

3. Montagem e Resolucao. Escrevemos a nova integral inteiramente em « (de 1 até 2):

2
I:/ u? du.
1

Agora, aplicamos o Teorema Fundamental do Célculo diretamente em u:

24 14
— 41
16 1 |15
4 4 4

A Cuidado!

Atengéo: Erro Comum Jamais escreva [, u® du. Isso mistura limites de = com variavel u e é
portanto incorreto. Se mudou a variavel, mude os limites de integracao!

Tarefa de Casa

Utilize a técnica da substituicéo para calcular a integral definida:

Sugestao:
» Quem é a fungao interna no expoente? Tente u = /z.
* Qual é a derivada de /z? Ela aparece no denominador?

* Lembre-se: se mudar para u, mude os limites 1 e 9 também!
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55 Introducao Visual

Um Sdlido de Revolucao é criado quando giramos uma regiao plana em torno de um dos eixos
coordenados. Para calcular o volume dos objetos resultantes, usamos um integral definida. Existem
dois métodos principais, dependendo em qual eixo foi feita a rotagao.

56 Método 1: Rotacao no Eixo =

Volume por Discos (Eixo X)

Se a regido delimitada por f(z) gira em torno do eixo x, 0 volume é a soma das areas dos
discos (T R?):

V= /abﬂ[f(a:)]de.

Exemplo: Volume da Esfera.

Vamos mostrar que o volume de uma esfera de raio r € gmﬁ. Giramos o semicirculo y =
Vr?2 — z2 em torno do eixo = (de —r a r).

Solucao. Aplicando a formula acima, obtemos:
T T

V= (V2 —22)?dz = 7r/ (r? — 2?) da.

—r -r

Como a fungéo no integrando € par:
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57 Meétodo 2: Rotacao no Eixo y

Método das Cascas Cilindricas (Eixo Y)

Se a regiao delimitada por f(z) gira em torno do eixo y, 0 volume € a soma das areas laterais
de infinitos cilindros finos (espessura dz). A area lateral de um cilindro é A = 27 - raio - altura.

Logo:
b
V:/ 27r\:v/-f(:c)d:v.

a

Raio  Ajtura

Exemplo Pratico.

Considere a regido limitada pela curva y = 2z — 22 e pelo eixo x (onde y = 0). Calcule o volume
do sélido gerado pela rotacao dessa regido em torno do eixo y.

Solucao:
1. Identificacao dos Limites (a e b): A regido toca o eixo = quando y = 0:
2 —22=0 = z(2-2)=0 —= z=0ex=2.
Portanto, integramos de a =0 a b = 2.
2. Montagem da Integral: Como a rotagao € no eixo y, temos.
* Raio: r = x (distancia até o eixo y).
* Altura: h = f(z) = 2z — 22

Portanto, o volume do sélido é dado por:

2
V= / 2nx(2x — x?) da.
0

3. Calculo:
Distribuimos o z para simplificar o integrando:

2
V= 27r/ (222 — 2%) du.
0

Integramos termo a termo:




Qual método usar?

+ Girar em torno de X: Use Discos (/ my? dx).

» Girar em torno de Y: Use Cascas ( / 2mxy dx).

[# Horado Treino:
A Unica forma de aprender Matematica de verdade é praticando.

Pratica: Volumes de Revolucao.

Resolva os dois casos classicos abaixo:

1. O Método dos Discos (Eixo X):
Considere a regiao limitada pela reta y = 3 pelo eixo x e pela reta vertical z = 4. Gire esta
regido em torno do eixo X.

a) Esboce a regiao e imagine fatias verticais (discos). Qual € o raio R(z) do disco em
funcao de z?

b) Monte e calcule a integral usando o Método dos Discos: V' = /7r[R(9c)]2 dx.

c) Verificagdo Geomeétrica: O sélido gerado é um cone de altura 4 e raio da base 2.

Calcule o volume pela formula V = %mﬂh e veja se o resultado bate.

2. O Método das Cascas (Eixo Y):
Considere a regido limitada pela parabola y = 4z — z2 e 0 eixo = (y = 0). Gire esta regido
em torno do eixo Y.

a) Encontre as raizes para determinar o intervalo de integragéo [a, b|.

b) Imagine cascas cilindricas crescendo do centro para fora:

* Qual é o raio da casca? (r = z)
* Qual é a altura da casca? (h = f(z))

b
c) Monte e calcule a integral: V' = / 2rx f(x) de.

Respostas:
1. a) R(z) ==z/2; b)167/3; c) im(2?)(4) = 167/3.
2.a)[0,4]; b)r=uz, h=4x — 22 c)1287/3.
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58 A Regra do Produto

Sabemos que a derivada do produto, na notacao diferencial, € d(uv) = udv + v du. Integrando ambos
os lados e isolando os termos, obtemos a conhecida:

Férmula de Integracao por Partes

Objetivo: Trocar uma integral dificil (/ « dv) por uma integral mais facil ([ v du).

58.1 Exemplos Resolvidos

Exemplo 1.

Calcule /me“ dz.

Solucao.
Vamos comecar escolhendo u = z e dv = e* dx.

A O Teste Real

Veja o que aconteceu. Ao escolhermos u e dv trocados, chegariamos a uma integral pior de
resolver. Na pratica, 0 método é auto-corretivo. Se travou ou piorou, inverta sua escolha. Nao
gaste energia decorando regras complexas!

Derivamos u: Integramos dv:
U=z dv =e*dx
du=1dzx v ="

Aplicando a férmula (uv — [ v du):

z efde= z e — e’ dx
e N —~

u dv u v v du
=gze¥ —e"+C
:‘e‘r(:r—l)—l-c.‘
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Nao decore, raciocine!
A escolha de u e dv define o0 sucesso da integracdo. Se, ao aplicar a férmula, a nova integral
J vdu parecer mais dificil que a original, vocé provavelmente escolheu o caminho inverso.

A solucao? Simplesmente volte e troque quem € u e quem € dv. Com o tempo, sua intuicao
Ihe dira o caminho certo logo de cara!

Exemplo 2: A Integral “Sé6 tem o v”.

Calcule / In(x) dz.

Solucao.
Parece que nao é um produto, mas podemos imaginar In(x) - 1 dz. Nesse caso, as escolha de u e dv
é simples, uma vez que até entdo sé sabemos derivar In(z). Portanto, o natural seria escolher:

u = In(x) dv=1dx

Aplicando a férmula:

/ln(x)dx:xln(:c) /l‘idl‘
:xln(az)—/ldx
:‘xln(x)—x—i—C.‘

58.2 Exercicio Guiado: Combinando Técnicas

As vezes, uma Unica técnica ndo basta. Um padrdo comum em integrais mais elaboradas é comegar
com uma Substituicao para simplificar o termo e, em seguida, aplicar Partes para resolver o produto
resultante.

Exercicio Guiado.

Calcule a integral indefinida:

I= /sin(\/E) dz.

Passo 1: A Substituicao Inicial. O termo /2 dentro do seno atrapalha a identificagdo imediata da
primitiva. Vamos simplifica-lo.

» Escolha: t = /x.
+ Isole = para derivar mais facil: = = t.
« Diferencial: dz = 2¢dt.

Substituindo na integral original:
- / sin(t) - (2t dt) = 2 / £sin(f) dt.
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Passo 2: Integracao por Partes. Agora temos um produto: um polinémio (¢) vezes uma trigonomé-
trica (sin(¢)). Isso € o cenario classico para a Integragéo por Partes.

/udvzuv—/vdu.

Vamos fazer a escolha estratégica para reduzir o grau do polinémio:

dv=sin(t)dt = v=

Aplicando a férmula:

/ tsin(f) dt =

Passo 3: Conclusao. Nao esqueca o fator 2 que deixamos fora da integral no Passo 1 e de voltar
para a variavel original x.
I = 2[—tcos(t) +sin(t)] + C

Como t = /x, a resposta final é:

—2y/z cos(v/z) + 2sin(v/z) + C.

Dica Pratica

Por que essa ordem?
Se tentdssemos Partes direto na integral original (sin(y/z)), teriamos que escolher u = sin(y/x)

e dv = dx. |sso geraria uma derivada com regra da cadeia (%) que complicaria ainda mais
a integral resultante. A substituicdo “limpa o terreno” antes de atacarmos o problema.

Veja os exercicios da sua lista de Célculo 1 e maos a obra!
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59 Fracoes Parciais

Nessa semana faremos um estudo para auxilar no uso das fragées parciais.

O Conceito
¥ 0 Conceito | N

A técnica de Fragbes Parciais transforma uma fungao racional complexa (dificil de integrar) em
uma soma de fragdes simples (faceis de integrar).

P(x) R A n B n
Q(x) ar+b (ar+0)?2

f(z) =

Condicao Essencial: O grau do numerador P(x) deve ser menor que o grau do denominador
Q(z). Caso contrario, o correto é realizar a divisao de polindmios.

-

Passo 1: Verificacao de Grau (Divisao Polinomial)

Grau do numerador > Grau do denominador?
Se sim, vocé deve dividir os polinémios antes de comecar.

P(z) . Resto(z)
= Quociente(z) + ————~=
Q@) ©)+ Q@)
Exemplo: Divisao Polinomial.
x? + 10z + 28

Imagine que precisamos caclular a integral da funcao f(z) = . Como o grau do

z+5
numerador (2) € maior que o do denominador (1), efetuamos a divisao de polindmios:

2410z +28 |z +5
—(2% + 5z) x+5
5z + 28

— (52 4 25)

3

2
z* 4 10z + 28
Resultado: —— = z+5 +
Integra facil N~——
Logaritmo
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Passo 2: Preparacao do Denominador (Fatoracao)

Apdés garantir que o grau de P(x) < Q(x), o préximo passo é fatorar o denominador Q(z) completa-
mente. Isso significa reescrevé-lo como um produto de blocos mais simples.

O Segredo da Fatoracao

Se vocé conhece as raizes de um polinémio, vocé conhece seus fatores.

Sex=réraiz = (z—r)éum fator.

Exemplo Pratico
Se o denominador for Q(z) = x? — 5z + 6:

1. Calculamos as raizes (Bhaskara ou Soma/Produto): z; = 2 e x5 = 3.

2. Escrevemos a forma fatorada: Q(z) = (z — 2)(z — 3).

Com o denominador fatorado, vocé precisa identifica em qual Caso sua integral se encaixa. Veja as
possibilidades a seguir.

Caso I: Fatores Lineares Distintos

O denominador Q(x) € um produto de fatores lineares distintos (nenhum se repete).

P(JL‘) A1 A2 An
+ Loood — S0
Q(x) ayx+by  agx+ bo anx + by

Exemplo Resolvido: Sistema Linear

1
[ I/id.
Calcule B ——z z

1. Fatorar. Como vimos no exemplo acima, 2 — 5z + 6 = (x — 2)(z — 3).

1 A B
: Fracbes Parciais. = .
2. Montar as racoes rarciails ( 2)( 3) po— + 3

3. Determinar constantes (Sistema). Multiplicando de ambos os lados por (z — 2)(x — 3), obtemos:
1=A(x —3)+ B(z —2).
Desenvolvemos e agrupamos os termos semelhantes:

1=Az—-3A+ Bx —2B
=(A+ B)z+ (-3A—-2B).

Comparando com o lado esquerdo (0x + 1), montamos o sistema:

A+B=0 (termo em z)
—3A—-2B =1 (termo constante)
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Da primeira equacgéo, temos B = — A. Substituindo na segunda:
—3A-2(-A)=1 = -3A4+24=1= -A=1 = A=-1

Logo, B = —(—1) = 1.

4. Integrar.

-1 1
/( + >dx:—ln]$—2\+ln\az—3|+C’.
r—2 x-3

Caso ll: Fatores Lineares Repetidos

Se um fator linear (ax + b) aparece n vezes no denominador (multiplicidade n), devemos incluir
uma fragao para cada poténcia, de 1 até n:

P($) _ A1 AQ An

(az + b)" cw:—f—b+(a:v—i—b)2+'”+(ax—|—b)".

Exemplo: Fator (z — 1) Repetido.
4x

Calcule EEEyEI

4x A B C

(x —1)%(z + 1) x—1+(:c—1)2+x+1'

1. Montar a Decomposicao. Como o fator (z — 1) aparece ao quadrado, precisamos de uma fragéo
para cada poténcia (1 e 2):
4x A B C

G102+l o-1 (@=12 z+1

2. Encontrar as Constantes (Comparacao de Coeficientes): Multiplicando toda a equacéao pelo
denominador original (z — 1)?(x + 1), obtemos:

4o =Ax —1)(z+1)+ Bz +1)+C(z —1)2
Expandindo os produtos notaveis e distribuindo:

dr = A(z* — 1) + (Bz + B) + C(2* — 2z + 1)
= Az? — A+ Bz + B+ Cz? - 20z +C.

Agrupando os termos por poténcia de x:
022 +42+0=(A+C)2® +(B—-2C)z + (~A+B+0)
Igualando os coeficientes correspondentes, montamos o sistema:

A+C=0 (Coeficiente de z?)
B-2C=4 (Coeficiente de )
—A+ B+ C=0 (Termo Constante)
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Resolugao: Da primeira equacgao, temos A = —C'. Somando a primeira equag¢ao com a terceira:
0+0=B+2C — B =-2C.
Substituindo B na segunda equagéo:
(-20)-2C0=4 = -4C=4 = C=—
Voltando para encontrar os outros:
c A=—(-1) = A=1.
« B=-2(-1) = B=2.

3. Integrar. Substituindo as constantes na expressao:

/(x—lgl?x(aﬂrl)dw:/(xi1+($_21)2—x_1|_1> dz.

Cuidado com a Poténcia! .
1 1 - 1
/—du:ln|u|+0, maS/—2du:/u_2du: Lt Lo=-—+0
U U —1 U

Dica Pratica

Calculando termo a termo:

_ —1
/2;:;—1 oo BT 2
—1 x—1

1
°/— de = —1In|z + 1.
z+1

Resultado Final.

dx—ln|x—1|

4x 2
e -1 -2 —ljz41]+C
/(33—1)2(x+1) nle—1f =27 ~Infz+ 1]+ 0

(Opcional: Usando propriedades de Logaritmo, pode—se agrupar os logs:
’z -1
rz+1

Caso llI: Fatores Quadraticos Irredutiveis

Se o denominador contém um fator quadratico ax? + bz + ¢ que ndo pode ser fatorado (onde
A < 0), o numerador correspondente deve ser uma expressao linear (Az + B):

P(z) B Az + B

(ax?+br+c)... '“+a$2+bx+c+

Dica Pratica

Lembre-se que:

1 1 T

113




Exemplo Resolvido: Fator Quadratico Irredutivel.

22 —xr+4 .
Calcule ————dz. Para isso, escrevemos:
x° + 4x

A+Bx+C
x 24+ 4

A solucao envolve separar a integral do termo quadratico em uma substituicao simples (u =
x? + 4) e uma arco-tangente

Solucao.

1. Fatorar o denominador. Veja que (23 + 4z pode ser fatorado e dele obtemos o termo z2 + 4 que é
irredutivel (ndo tem raizes reais).
23+ dx = 2(2? + 4).

2. Montar a decomposicdo. Para o fator linear =, usamos A. Para o quadratico =2 + 4, usamos
Bz + C-:
202 —x+4 A Bxz+C

x(z2+4) oz 2?44
3. Encontrar as constantes. Multiplicando tudo pelo denominador comum z(z? + 4):
20 —x+4=A(2®> +4) + (Bx + C)x
Expandindo e agrupando os termos:

202 — x4+ 4= Ax®> + 4A + Ba®> + Cx
= (A+ B)z? + Czx + 4A.

Por comparacéo dos coeficientes dos dois lados, obtemos o sistema linear:

4A =4 (Termo constante)
C=-1 (Termo em z)
A+ B=2 (Termoem z2)

Resolvendo:
e DeddA =4 — A=1.
eDeC=-1 = C=-1.

» Substituindo A na Ultima: 1+ B =2 = B =1.

4. Integrar.
Substituimos A, B, C na integral:

/2x2—x+4d _/<1+x—1>d
3+ 4x v r x2+4 v
1 T 1
= | =d ——dz— | ——d=x.
/:v x+/x2+4 o /x2+4 .
——

In |z| Subst. u=z2+4 Arco-tangente

Resultado Final.
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/2932—3:+4

1 1
e de =In|z| + 3 In(z? 4 4) — - arctg (az) +C.

2 2

Utilidades

Revisamos aqui algumas relagées trigométricas Uteis.

Caixa de Ferramentas ~

1. Identidades Pitagéricas (Troca de Identidade):

s sen’z +cos?xz =1 (Converte Seno « Cosseno).

s tg?2x+1=sec?z (Converte Tangente <+ Secante).

» 1+ cotg?x = cossec?z  (Converte Cotangente <> Cossecante).
2. Angulo Duplo (Reducio de Grau):

11— 2 1 2

Integrais Imediatas: Os “Arcos” (Decorar) N

Muitas vezes, a integral resulta em uma funcdo inversa. Memorize a forma geral com a
constante a:

1. Arco Tangente (A mais frequente): Vem da derivada de arctan z: 7

1 1 x
/mdflf = aarctg (a) +C

1

1—=x

[ s o = aresen (£) 4.0
T z = arcsen | — :

Cuidado: Esta é a unica que ndo tem o termo é multiplicando fora.

x?’

2. Arco Seno: Vem da derivada de arcsen z: .-

3. Arco Secante: Vem da derivada de arcsec z:

1
—d
/x\/zz—cﬂ v

o

Hora de Praticar: Consolidacao

A teoria fornece o mapa, mas s a pratica faz vocé caminhar. As técnicas de Fracdes Parciais e
Trigonometria exigem repeticdo para que a escolha do método se torne intuitiva na hora da prova.
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Sua Missao

Resolva a Lista de Exercicios C1

Né&o se limite a achar a resposta. Em cada questao, pare e pergunte: “Por que este
método funcionou aqui?”
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60 O Grande Dilema: “Quem é o angulo?”

. .. 1 , . . .
Imagine que queremos resolver a equagao sin(z) = 3 Olhando para o circulo trigonométrico, €

possivel perceber que existem infinitos angulos que satisfazem a equacéo. Abaixo, listamos alguns

exemplos:
T 5%3 137
e T T e
Isso gera um problema para criarmos uma fung¢ao inversa, volte Aula 11 e releia a condicao de
inversibilidade. Uma fungéo precisa devolver um tnico valor para cada entrada.

A Relembre!

O Problema da Injetividade. As fungdes trigonométricas (sen, cos, tg) sdo periddicas, ou seja,
elas repetem valores infinitamente. Por isso, elas ndao sao injetoras em seu dominio natural e,
portanto, nao possuem inversa globalmente.

61 A Solucao: Restringir o Dominio

Para definir as inversas, n6s “cortamos” uma parte do grafico da funcao original, escolhendo apenas
um pedaco onde sabemos que ela nao repete valores. Observe os graficos abaixo e tente imaginar
quais seriam esses recortes!

Seno (sen ) Cosseno (cos ) Tangente (tg )
Y Y )

1+ 1 \ /
P L } } } > T f » T
T 27 —2

—27 — ™ =27 -

ks ™ K T
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Arco Seno.

* Dominio: [-1,1].

* Imagem: [-7, 7.

1. Seno Restrito (-7, 7))

.

Definicao: y = arcsen(x) significa que sen

Para o seno, escolhemos o intervalo fechado [-7, 7).

2. Arcseno (A Inversa)
Y

ol

—~

<y <

ol 3
S

(.
—_
nall_ >

y) = x, com a condi¢ao obrigatdria:

Observe que para o cosseno, nao podemos usar 0 mesmo intervalo do seno, ja que 0 cosseno é uma

funcao par. Nesse caso:

Arco Cosseno.

O corte padrao € o intervalo [0, 7].
* Dominio: [-1,1].

* Imagem: [0, 7].

1. Cosseno Restrito ([0, 7])
Yy

2. Arcosseno (A Inversa)

Imagem: [0, 7]

O<y<m.

Definigao: y = arccos(z) significa que cos(y) = =, com a condig¢ao:
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Por fim, discutimos o arco tangente que possui assintotas horizontais. Veja abaixo:

Arco Tangente.

A tangente tem assintotas verticais em £+ /2. Sua inversa tera assintotas horizontais.

* Dominio: (—oo, ).

1. Tangente Restrita ((— 7, 5)) 2. Arctangente (A Inversa)
Y Y
¥ : i soscosoosooes Gl v=73
//I : 1y : Repete;.’/
- : : - x 1 T
Pt _:E s d —4 4
)/ 2 A1 2/
; ; ¥ e y=-

Defini¢ao: y = arctg(x) significa que tg(y) = x, com a condigao:

s < < T
g ~¥s 73
Limites Importantes:
li tgx = T e li tgxr = T
xggoarc gr = 9 aj_l)IElooaI"C gr = 2.

@ Cuidado com a Notacao!

N&o confunda a notagéo de fungéo inversa com expoente negativo!

1
sen(z)

sen”1(z) #

« sen~!(x) é a fungao inversa (o angulo).

s (senz)”! = € a cossecante (0 inverso multiplicativo).

sen xr

A mesma ideia se aplica as demais funcdes inversas.
N\
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O método da substituicdo trigonométrica é utilizado para resolver integrais que contém radicais das

formas:
Va2 —22, Va2+22 ou Va2?-— a2

A ideia central é eliminar a raiz quadrada utilizando identidades trigonométricas fundamentais.

Ferramentas Necessarias N

Identidades Pitagoricas:

s cos?(f) +sin?() =1 = 1—sin?(h) = cos?(h).

o 1+tg2(0) =sec?(d) == sec?(d) — 1 =tg?(0).

* 1+ cotg?(f) = cossec?(f) ==  cossec? —1 = cotg?(f).

Caso 1: O termo Va? — 22

Associamos a expressao a um tridngulo retangulo onde a hipotenusa € a.

Substituicao por Seno

Estratégia: Associar = ao cateto oposto.
a " Substituicdo: = = asen(d)
Diferencial: dx = acos(6)do
b ]
PR Simplificacao: a2 — 22 = acos(h)

Exemplo Resolvido: Seno

1/9_ 2
Calcule/ x2:c dz.

Solucao.

1. Identificar a. Por comparacéo, a®> = 9, temos a = 3.
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2. Substituir. x = 3sinf = dx = 3cosfdf. E concluir que

V9 — 22 = 3cosb.

3. Integral Trigonométrica. Substituindo na expressao original, obtemos:

Jo _ 2
/de:/WBCOSHdH
x? (3sin6)?
9cos?
= [ ———do
9sin2 4
:/Cotg26d9.

Usando a identidade cotg? # = cossec? § — 1:

/cotg29d9 = /(cossec2 6 —1)dfd = —cotgfd — 0+ C.

adj

4. Voltar para z. Do triangulo: cotg 6 = op V9—1% o § = arcsen(z/3).

xT

/\/97 V9 —a?

— 2
;—dr = —
x

— arcsen (g) +C.

Caso 2: O termo va? + z2

Nesse caso, a € x sdo os catetos do triangulo.

Substituicao por Tangente

Estratégia: Associar = e a aos catetos.
Substituicdo: = = atg(d)
Diferencial: dx = asec?(6)df

Simplificacao: a2 + 22 = asec(d)

Exemplo Resolvido: Tangente

Calcule / V2 + z2dx.

Solucao.
1. Identificar a. Comparando v/4 + x2 com /a2 + 22, vemos que a> =4 — a = 2.

2. Substituicdo (Caso Tangente). = = 2tg — dx = 2sec? § df e portanto:

V4 + 22 = 1/4(1 + tan? 0) = Vdsec? 0 = 2sec .
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3. Integral Trigonomeétrica. Substituindo os termos na integral:

/\/2+x2dx:/(2se09)'(2se020d9):/4se(:39d9:4/se(:30d9.

—_———
dx

Deixamos essa parte para vocé praticar e ao final daremos uma dica:
5 1 1
/sec 6do = §se09tg0 + 51n|sec€+tg9\ +C.
Multiplicando por 4:

4/sec30d0: 2secHtgf + 21n|sech + tgh| + C.

4. Voltar para z. Isolando as fungées trigopnométricas da substituigao inicial:

x V4 + 22
tg9:§ e secf = 5

Resultado Final.

Vit 22 Vit 22
/\/4+x2daz:x;x+21n|—1_;+$+a

- Desafio Guiado: A Integral Ciclica

A integral de sec? § ndo sai por substituicdo simples. Ela exige o método de Integragéo por
Partes e um “truque” algébrico no final.
Siga este roteiro para chegar na resposta:

12 Passo: A Quebra Estratégica. Separe o integrando em dois pedacos para aplicar partes:

/sec39d9:/se(:9-se026d0.
<~ —

dv

2° Passo: Montagem (Partes). Calcule du (derivada de sec) e v (integral de sec?). Aplique a
féormula: [udv =wv — [vdu.

32 Passo: A Identidade Trigonométrica. Dentro da nova integral, aparecera um tg? 0. Use a
identidade fundamental para voltar tudo para secante:

tg? 0 =sec? ) — 1.
42 Passo: O “Loop” (O Grande Truque). Vocé notara que a integral original [ sec?®6dé
apareceu novamente do lado direito com sinal negativo.

+ Chame a integral original de I.
* Vocé tera algo como: I = (termos) — I.

» Jogue 0 —I para a esquerda somando (2] =...) eisole o I.
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Caso 3: O termo /22 — a2

Neste caso, a variavel x é a hipotenusa.

Substituicao por Secante

Estratégia: Associar = a hipotenusa.
Substituicdo: = = asec()
Diferencial: dx = asec()tg(0) do

Simplificacao: /12 —a? = atg()

Exemplo Resolvido: Secante.

/ V2 —16
—dx.
x

Calcule

Solucao.
1. Identificar . Comparando v/z2 — 16 com vz2 — a2, temos a? = 16 — a = 4.

2. Substituicdo. x = 4secf — dx = 4secftghdb e entédo

Va2 —16 = V16sec? 0 — 16 = /16 tg2 0 = 4 tg 6.

3. Integral Trigonométrica. Substituindo na integral original:
raiz

—~
VT~ 1 1tg 0
/udx: 87 (4sechtg0dh)
xr

4sec) — > °
M dx

T

:4/tg29d0.

/4tg9 tgfdh = 4/tg26’d0.
Usando a identidade Pitagérica (tg? 0 = sec?§ — 1):
4/tg2c9d6’ :4/(56020— 1)d = 4(tg6 — 0) + C

=4tgh —40 + C.

4. Voltar para z. Da substitui¢cdo inicial z = 4 sec 6, tiramos:

. secé?zz — 0 = arcsec (§).

2 2_1
-tgﬁzmzq/%—lzi\m.
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Resultado Final.

7]
/mdx = V22 — 16 — 4 arcsec (Z) + C.
x

Treinamento de Elite
Domine a Lista de Exercicios C1

Matematica ndo é esporte de espectador. Se travar em uma questao, nao desanime: é
exatamente nesse ponto que o aprendizado acontece.
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