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Abstract. Sendo o carro-chefe da anédlise moderna, a integral é sem divida uma das pecas
mais familiares do Célculo. Mas a integral com a qual a maioria esta familiarizada, a inte-
gral de Riemann, ¢ na verdade apenas uma entre varias e possui algumas limitacoes. Em
primeiro lugar, a classe das fungoes limitadas Riemann integraveis restringe-se a funcoes
com uma quantidade enumerével de descontinuidades e nem toda derivada é Riemann
integravel. Assim, muitas fungbes importantes nao tém uma integral de Riemann, mesmo
depois de estendermos ligeiramente a classe de fungoes integraveis, permitindo integrais
de Riemann “impréprias”. Além disso, mesmo para funcoes integraveis, é arduo provar
bons teoremas de convergéncia usando apenas as ferramentas normalmente associadas as
integrais de Riemann. Por exemplo, o limite pontual de fun¢oes Riemann integraveis nao é
necessariamente integravel neste sentido. Para superar estas deficiéncias, Henri Lebesgue
propos uma nova noc¢ao de integragao, conhecida como integral de Lebesgue. Esta integral
¢ estritamente mais geral do que a integral de Riemann, ou seja, pode-se integrar uma
classe maior de fungoes. Contudo, ao comparar a integral impropria de Riemann com a
integral de Lebesgue, descobrimos que nenhuma ¢ estritamente mais geral que a outra.
Ademais, o método de Lebesgue é complexo e é necessario uma quantidade consideravel
de Teoria da Medida até mesmo para definir sua integral.

Nem a integral impropria de Riemann nem a integral de Lebesgue geraram uma con-
strucao totalmente satisfatoria de antiderivadas. Nogdes um pouco mais gerais de integral
foram fornecidas por Arnaud Denjoy (1912) e Oskar Perron (1914). Entretando, suas
defini¢oes revelaram-se equivalentes.

Décadas mais tarde, de forma independente, Ralph Henstock (1955) e Jaroslav Kurzweil
(1957) criaram uma formulacao muito mais simples da integral de Denjoy-Perron. Em sua
definicao, a abordagem intuitiva da integral de Riemann é preservada, mas ao contrario da
integral de Riemann que considera parti¢coes marcadas de um intervalo com subintervalos
cujos comprimentos sao limitados por uma constante fixa, Henstock e Kurzweil usaram



uma fungao estritamente positiva ¢ (chamada calibre) para medir o comprimento de cada
subintervalo, ou seja, o comprimento maximo dos subintervalos pode variar. Ao fazer este
pequeno ajuste, descobriu-se que a sua integral também superou algumas das limitagoes
da integral de Riemann, em particular, toda funcao derivavel é integravel. Além disso,
a integral de Kurzweil e Henstock nos permite lidar com integrandos que sao altamente
oscilantes e apresentam uma quantidade nao enumeravel de descontinuidades.

A integral de Kurzweil e Henstock também é conhecida por varios nomes: integral
de Henstock-Kurzweil, integral generalizada de Riemann, integral de Perron e, devido a
sua definicao, também é chamada de integral de calibre. Por ser uma integral consid-
eravelmente mais simples do que a integral de Lebesgue e por englobar as integrais de
Riemann, Newton e até mesmo a de Lebesgue, o interesse por esta integral tem aumen-
tado nas ultimas décadas, e alguns matematicos até defendem que devemos ensinar a
integral de Henstock-Kurzweil ao lado ou no lugar da integral de Riemann ou da integral
de Lebesgue.

Nosso objetivo é apresentar de modo geral, porém simples, o conceito e as principais
propriedades da Integral de Henstock-Kurzweil. Veremos ainda que esta integral é, em
alguns casos, mais vantajosa do que as integrais de Riemann e Lebesgue.
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