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Resumo

Seja L uma &lgebra de Lie sobre um corpo de caracteristica p > 0. KEstudamos
a estrutura de algebra de Lie da dlgebra de Poisson simétrica truncada s(L). Isto é,
determinamos as condigbes necessarias e suficientes para L com respeito as quais s(L) é
Lie nilpotente, Lie nilpotente forte, soluvel e soluvel forte, onde precisamos p > 2 para
estudar a solubilidade. Com respeito as condigoes estabelecidas, especificamos a classe
de Lie nilpoténcia forte de s(L). Além disso, provamos que a classe de Lie nilpoténcia

coincide com a classe de Lie nilpoténcia forte no caso p > 3.

Em nossa abordagem, usamos uma teoria bem estabelecida de delta-conjuntos para
algebras de Lie e teoria de relagoes idénticas para algebras de Poisson. Também estudamos
filtracoes em algebras de Poisson e provamos resultados sobre os produtos dos termos das

séries centrais inferiores para algebras de Poisson.

Shestakov provou que a élgebra simétrica S(L) de uma algebra de Lie arbitraria L,
satisfaz a identidade de Poisson {x,{y, z}} = 0 se, e somente se, L é abeliana. Estende-

mos este resultado para Lie nilpoténcia e Lie solubilidade de S(L).

Palavras-chave: Algebras simétricas, algebras de Poisson, Lie nilpoténcia, Lie solu-

bilidade, algebras de Lie, PI-dlgebras, identidades polinomiais.



Abstract

Let L be a Lie algebra over a field of characteristic p > 0. We study the Lie algebra
structure of the truncated symmetric Poisson algebra s(L). Namely, we determine the
necessary and sufficient conditions for L under which s(L) is Lie nilpotent, Lie strongly
nilpotent, solvable and strongly solvable, where we need p > 2 to study the solvability.
Under established conditions, we specify the strong Lie nilpotency class of s(L). Moreover,
we prove that the Lie nilpotency class coincides with the strong Lie nilpotency class in

case p > 3.

In our approach, we use a well-established theory of delta-sets for Lie algebras and
theory of identical relations of Poisson algebras. Also, we study filtrations in Poisson
algebras and prove results on products of the terms of the lower central series for Poisson

algebras.

Shestakov proved that the symmetric algebra S(L) of an arbitrary Lie algebra L sa-
tisfies the Poisson identity {z, {y,z}} = 0 if, and only if, L is abelian. We extend this
result for Lie nilpotency and Lie solvability of S(L).

Keywords: Symmetric algebras, Poisson algebras, Lie nilpotence, Lie solvability, Lie

algebras, Pl-algebras, polynomials identities.
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Introducao

A teoria de Pl-algebras associativas, isto é, de algebras que satisfazem identidades
polinomiais nao triviais, é uma area classica da dlgebra moderna. Isto é um importante
instrumento para estudar estruturas e propriedades de algebras associativas. Agora, existe
também uma teoria estabelecida de identidades em dlgebras de Lie [1]. Ela tem vérias
aplicagoes na teoria de grupos tais como a solu¢do do Problema Restrito de Burnside (para
maiores detalhes veja [58, 59]). Também, relagdes idénticas foram aplicadas ao estudo de

outras estruturas algébricas.

O primeiro ponto de partida para nossa pesquisa € o resultado de Passman sobre
a existéncia de identidades em anéis de grupos [34] (Teorema 2.1.1, na pégina 52 deste
texto). Este artigo causou uma intensa pesquisa sobre diferentes tipos de identidades
em anéis de grupos, tais como Lie nilpoténcia, solubilidade, identidades nao matriciais,
classes de Lie nilpoténcia, comprimentos de solubilidade, etc. Existem pelo menos 50

trabalhos publicados nesta area.

Latyshev [26] e Bahturin [2] iniciaram o estudo de identidades em algebras envelo-
pantes universais de algebras de Lie. O segundo ponto de partida para nossa pes-
quisa é o resultado de Passman [36] e Petrogradsky [37] sobre a existéncia de identidades
nas dlgebras envelopantes restritas (Teorema 2.3.1, na péagina 55 deste texto). Existem
varios artigos nesta area onde sao estudados diferentes tipos de identidades, tais como Lie
nilpoténcia, solubilidade, identidades nao matriciais, classes de Lie nilpoténcia, compri-
mentos de solubilidade, etc. Assim, Riley e Shalev determinaram condigbes necessarias
e suficientes para algebras de Lie restritas nas quais a algebra envelopante restrita é Lie
nilpotente ou solivel [42]. Também a pesquisa foi estendida a novos objetos, tais como

superalgebras de Lie, superdlgebras de Lie coloridas e produtos smash. Estes problemas
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foram estudados em numerosos trabalhos por Bahturin, Kochetov, Petrogradsky, Riley,

Shalev, Siciliano, Spinelly, Usefi, et. al.

Algebras de Poisson foram definidas primeiro nos trabalhos de Berezin [7] e Vergne
[55]. Algebras de Poisson foram usados para estudar dlgebras envelopantes universais de
dlgebras de Lie, para algebras de Lie de dimensao finita em caracteristica zero. Algebras de
Poisson surgem naturalmente em diferentes areas da dlgebra, topologia e fisica. Aplicando
algebras de Poisson, Shestakov e Umirbaev conseguiram resolver um problema de longa
data: eles provaram que o automorfismo de Nagata do anel polinomial em trés variaveis
Clz,y, 2] é “wild”, (para mais detalhes veja [45]). Propriedades algébricas relacionadas
de algebras de Poisson livres foram estudadas por Makar-Limanov, Shestakov e Umirbaev
[27], [28].

As algebras de Poisson livres foram definidas por Shestakov [44]. A teoria bésica
de identidades para &dlgebras de Poisson foi desenvolvida por Farkas [13, 14]. Vemos
mais desenvolvimentos sobre a teoria de identidades para algebras de Poisson e aplicagoes
as entao chamadas crescimento de codimensoes em caracteristica zero por Mishchenko,

Petrogradsky e Regev [29].

Continuamos a estudar identidades de algebras de Poisson simétricas (truncadas) de
(super)élgebras de Lie iniciado por Kostant [22], Shestakov[44], e Farkas [14]. O terceiro
ponto de partida para nossa pesquisa é o resultado de Giambruno e Petrogradsky
[15] sobre a existéncia de identidades de Poisson multilineares nao triviais nas algebras
simétricas truncadas das algebras de Lie restritas (Teorema 2.5.5, na péagina 60 deste

texto).

A presente tese é dedicada a questao de quando algebras simétricas truncadas das
algebras de Lie sobre um corpo de caracteristica positiva satisfazem as identidades de Lie
nilpoténcia, Lie nilpoténcia forte, solubilidade e solubilidade forte. Também determina-

mos as respectivas classes de nilpoténcia.

Nosso trabalho esta estruturadamente dividido em cinco capitulos. No Capitulo
1, apresentamos conceitos basicos, mas que sao fundamentais para o desenvolvimentos
dos demais capitulos. Incluimos elementos da teoria de algebras de Lie como definigoes
e nogoes de dalgebras de Lie, nogoes de dlgebras de Lie nilpotente e solivel, bem como
resultados que relacionam as subdlgebras e ideais de Lie a estes dois conceitos. Também
apresentamos algumas nocgoes de algebras associativas e de Lie livres, onde para esta

ultima fazemos a construgdo de uma base (como K-espago vetorial) para seus elementos,
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a base de Hall e introduzimos dai, a definicao de PI-algebras. Destacamos a existéncia
de uma algebra envelopante universal para uma algebra de Lie e enunciamos o Teorema
de Poincaré-Birkhoff-Witt. Em uma das secoes, recordamos alguns objetos da teoria de
grupos e definimos um anel de grupo. Por fim, nds apresentamos a definicao de algebras
de Poisson, damos alguns exemplos tipicos e também introduzimos as algebras de Poisson

livre e identidades de Poisson.

No Capitulo 2, apresentamos um compéndio de resultados descobertos por varios
matematicos com respeito a identidades satisfeitas pelas varias estruturas apresentadas no
Capitulo 1. Estes resultados foram valiosas ferramentas para nosso trabalho, portanto
nos apresentamos cada um dos seus enuncidados. Neste capitulo, estao resultados das
identidades de anéis de grupos, algebras envelopantes, dos produtos smash de anéis de

grupos e algebras envelopantes, e das identidades das algebras de Poisson.

No Capitulo 3, apresentamos nossos resultados principais sobre Lie nilpoténcias e
solubilidades da algebra simétrica truncada de uma algebra de Lie sobre um corpo de
caracteristica p > 0. Introduzimos duas nocoes de Lie nilpoténcia que sao dadas por meio
das séries centrais inferiores e poténcias de Lie superiores de dlgebras de Poisson e duas
nocoes de Lie solubilidade que sao dadas por meio das séries derivadas de algebras de
Poisson. O ponto de partida para o Capitulo 4, é a demonstracao do nosso primeiro
resultado principal em que estabelecemos condigoes necessérias e suficientes para L as
quais nos permitem definir identidades de Lie nilpoténcia e Lie nilpoténcia forte satisfeitas
por s(L). Neste capitulo nés apresentamos os delta-conjuntos e suas propriedades que sao
conceitos fundamentais para as nossas provas. Definimos as filtragoes em algebras de Lie
e algebras simétricas truncadas e apresentamos um resultado chave que relaciona estas
duas filtragoes. Desta relacao é possivel especificar a classe de Lie nilpoténcia forte da
algebra simétrica truncada. Também apresentamos alguns resultados que nos permitem
concluir que a classe de Lie nilpoténcia coincide com a classe de Lie nilpoténcia forte. Nés

seguimos uma abordagem proxima a que foi feita por Krasilnikov em [23].

No Capitulo 5, nés demonstramos o nosso segundo resultado principal, que é sobre
a Lie solubidade da algebra simétrica truncada de uma algebra de Lie sobre um corpo de
caracteristica p > 3. Também para estes resultados, apresentamos condi¢oes necessarias
e suficientes que a algebra de Lie L precisa ter para definirmos as identidades de Lie
soltuvel e Lie soluvel forte satisfeitas por s(L). Neste capitulo, usamos o conceito de delta-
conjuntos definido no Capitulo 4. Construimos dois exemplos de algebras simétricas

truncadas que sao soliiveis mas que nao sao soluveis fortes sobre corpos de caracteristica
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p = 2. Finalizamos nossos trabalhos apresentando uma generalizacao dos resultados de

Shestakov [44] das identidades da algebra de Poisson simétrica sobre um corpo arbitrario.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos definicoes e resultados que serao importantes para o
desenvolvimento do nosso trabalho. Primeiro, falaremos de alguns objetos da teoria de
algebras de Lie, tais como algebras de Lie, subalgebras, ideais, morfismos, algebras de Lie
nilpotentes e soluveis. Depois, vamos introduzir as nogoes de algebras livres, como algebras
associativas livres e dlgebras de Lie livres. A partir dos elementos destas estruturas,
definiremos as algebras que satisfazem identidades polinomiais nao triviais e que sao assim
chamadas PI-algebras. Vamos recordar os conceitos de algebras envelopantes universais
de uma algebra de Lie, de grupos e de anéis de grupos. Introduziremos a definicao de
algebras de Poisson, dando quatro exemplos delas e mencionamos as algebras de Poisson

livres e identidades de Poisson.

1.1 Algebras de Lie

Vamos recordar a definicao de algebra nao associativa sobre um corpo K.

Definicao 1.1.1 Uma dlgebra ndao associativa A sobre um corpo K € um espacgo vetorial
no qual € definido uma operagao bilinear - : A x A — A, chamada produto tal que, para

quaisquer a,b,c € A e qualquer a € K, satisfaz os sequintes ariomas:

1. (a+b)-c=a-c+b-c
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2.a-(b+c¢c)=a-b+a-c
3. ala-b)=(aa)-b=a-(ab).
Se a algebra A satisfaz
a-(b-c)=(a-b)-c,
para todos a,b,c € A, entao é chamada dlgebra associativa.
Dada a defini¢ao acima, denotaremos a partir de agora, o produto a - b apenas por ab.

Seja A uma 4lgebra associativa. Denotaremos por A™) (o mesmo espaco) munido

com um produto dado por

[z, y] = zy — yz, x,y € A. (1.1)

Este produto em A7) satisfaz, para todos z,y, 2 € A, as seguintes relacoes:

1. [x,y] = —[y,z] (anticomutatividade ou antissimétrica);
2. [[z,y], 2] + [[y, 2], 2] + [[2, 2], 4] =0 (Identidade de Jacobi).

O espaco A7), com o produto (1.1), é chamado dlgebra de Lie. A seguir, iremos

introduzir a definicao formal de dlgebras de Lie.

Definicao 1.1.2 Seja L um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que L € uma

algebra de Lie ou K-dlgebra de Lie se L € munido com um produto chamado de colchete

ou comutador de Lie

[,]:LxL—L
que satisfaz as sequintes propriedades de Lie:
1. € bilinear;
2. € anticomutativo, isto €, [x,x] = 0 para todo x € L;

3. satisfaz a identidade de Jacobi, isto €, para todo x,y,z € L

ol ] o]+ ] =o.
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Dessa forma, pela definicdo acima, o espaco A7) é chamado de dlgebra de Lie asso-

ciada a dlgebra associativa A.

Antes de prosseguirmos com nossas defini¢coes, vamos adotar o produto mormado a
esquerda. Isto é, se A é uma &lgebra nao necessariamente associativa, entao o produto

normado a esquerda dos elementos x1, o, ..., x, € A é definido por inducao como
[T1, oy .. ] = [ [[w1, @e), 3], ..y s), sen > 1.

Se n = 1, colocamos apenas x;. Além disso, escrevemos, para simplificar,

[yuxvxa"'ax = [yﬂﬂx]

m

Note que se L é uma &lgebra de Lie e z,y € L sao quaisquer, segue da propriedade

antissimétrica de [-, -] que
O0=[z+y,x+y] =zl +[zy + [y 2]+ v,y = [z,9] + [y, ],

de modo que
[l’, y] = _[yv l’] (12)

vale para qualquer dlgebra de Lie. Reciprocamente, se esta condigao vale, entao 2[z, x] =
0, de modo que, se a caracteristica de K nao é dois, entao [z,x] = 0. Portanto, para
algebras de Lie sobre corpos de caracteristica diferente de dois, a condigao (1.2) pode
ser usada no lugar da propriedade 2 da Definicao 1.1.2. Além disso, dizemos que dois

elementos x,y € L sdo comutdveis se [z, y| = 0.

Definicao 1.1.3 Uma dlgebra de Lie L ¢é dita abeliana se quaisquer dois elementos de L

$ao comutdvers.

Agora daremos algumas nogoes de morfismos, quociente e produto. Essas nogoes
fazem sentido e funcionam da mesma forma para uma grande variedade de estruturas

algébricas e alguns deles serao catalogadas, a seguir, para as algebras de Lie.

Defini¢ao 1.1.4 Uma transformacao linear ¢ : Ly — Lo, (com Ly e Ly dlgebras de Lie)

é um:
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1. homomorfismo de dlgebras de Lie se o([z,y]r,) = [p(2),o(y)|L,, para quaiquer
x,y € Ly

2. isomorfismo de dlgebras de Lie se for um homomorfismo de dlgebras de Lie in-

vertivel;

3. automorfismo de Ly se € um isomorfismo de dlgebras de Lie e L1 = L.

Duas dlgebras de Lie Ly e Ly sao ditas isomorfas se existe um isomorfismo ¢ : Ly — Lo.

Seja L uma algebra de Lie sobre um corpo K e sejam H; e Hy K-subespacos vetoriais
de L. Entao definimos

[Hy, Hs] := ([h1,ho] | b1 € Hi,he € Ho) i

o subespaco de L gerado pelo comutador dos elementos de Hy e Hy. Note que [Hy, Hy| =
[Hy, Hy).

Definicao 1.1.5 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K e seja H subespago de L.
Entao

1. H € chamado subdlgebra de Lie ou simplesmente de subdlgebra de L se [H, H| C H;

2. H ¢é chamado ideal de Lie ou apenas de ideal de L se [H,L] C H.

Em particular, o subespaco [L, L] = ([l1,ls] | l1,l2 € L)k é um ideal de L chamado

ideal comutador, ou derivado de L e é denotado por L' ou ainda por L?.

Seja A uma K-algebra. Um endomorfismo ¢ do espago vetorial de A é chamado uma

derivacao se para quaisquer x,y € A, tem-se

o(z,y) = d(z)y + 20 (y).

Exemplo 1.1.6 Seja L uma dlgebra de Lie e seja D(L) o espago vetorial de todas as

derivagoes de L, isto €, operadores lineares do espaco vetorial L que satisfazem

6z, y]) = [0(x),y] + [2,6(y)], o€ D(L), =yel.
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D(L) € uma dlgebra de Lie com produto definido como

16,0)(a) = 5(6(a)) — 0(5(a)), 6,0 € D(L).

Agora, seja x € L, a aplicagio adz : L — L, dada por adz(y) = [z,y], y € L, é
uma derivagao. Tal derivagao é chamada interna. O conjunto ad L = {adz | x € L} das

derivagoes internas de L € um ideal de Lie de D(L).

Exemplo 1.1.7 Seja L uma dlgebra de Lie. O centro de L é o subconjunto

Z(L)={zeL| [ty =0, VyeL}

O centro de uma dlgebra de Lie L é um ideal. De fato, como [0,y] = 0, para todo
y€L,logo0e Z(L). Seye L ex € Z(L), entao [x,y] =0 € Z(L).

Definicao 1.1.8 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K e seja S um subconjunto
de L. Definimos:

1. a subdlgebra de Lie L gerada por S, denotada por Lie(S), como sendo a interse¢do

de todas as subdlgebras de L que contém S;

2. 0 ideal de L gerado por S como sendo a intersecao de todos os ideais de L que

contém S.

Se L = Lie(S), entao dizemos que S gera L como algebra, ou que S é um conjunto
gerador de L como algebra. Uma caracterizagao de subalgebra e ideal gerado por um

subconjunto de uma algebra de Lie é dado a seguir.

1. A subdlgebra de L gerada por S coincide com o subespago de L gerado pelo conjunto

{[8ir, 8ip, - 80,) | 15 €N, s € S}

2. O ideal de L gerado por S coincide com o subespacgo de L gerado por

{[s,a1,...,a;] | s € S,a; € L,k > 0}.
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As propriedades de soma e de intersecao de ideais e subdlgebras estao catalogadas no

seguinte resultado.

Proposicao 1.1.9 ([31], pag. 9) Sejam H, e Hy subespacos de L sobre o corpo K e
deﬁna H, + Hy = {hl + hs ’ h, € Hl,hg < Hg} e HHN Hy := {h ‘ h € Hl,h € HQ}

Entao

1. se Hy e Hy sao ideais, entao Hy + Hy e Hy N Hy sao ideais;
2. Se Hy ¢é subdlgebra e Hy € ideal, entdo Hy + Hy e Hy N Hy sao subdlgebras;

3. Se Hy e Hy sao subdlgebras, entao Hy N Hy € uma subdlgebra.

Agora, sejam L; e Lo algebras de Lie, com respeito ao ntcleo e a imagem de um

homomorfismo entre essas algebras, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.1.10 ([31], pag. 10) Seja ¢ : L1 — Ly um homomorfismo de dlgebras de
Lie. Entao

1. o nucleo ker ¢ é um ideal de Ly;

2. a imagem Im ¢ é uma subdlgebra de L.

Sejam L uma algebra de Lie sobre um corpo K e H um ideal de L. O espago quociente
L/H={T=x+H|z€lL}

consistindo das classes laterais T =z + H :={x + h | h € H} para z € L, é uma algebra

de Lie definindo a soma e o produto de classes por

para todo x,y € L e todo A € K. Estas operacoes estao bem definidas pois H é um ideal,

e ele herda diretamente todos os axiomas de L.

Existe um homomorfismo sobrejetor ¢ : L — L/H, dado por z — T = x + H, de

algebras de Lie chamado de homomorfismo canonico.
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Assim como no caso de algebras associativas, obtemos resultados analogos para algebras

de Lie dos seguintes teoremas.

Teorema 1.1.11 (Primeiro Teorema dos Isomosfismos, [31], pag. 10) Sejap : L —

H um homomorfismo de dlgebras de Lie sobre um corpo K com I = ker . Entao,

Y: L/I — Imgp
z+1 — p(x)

¢ um isomorfismo de dlgebras de Lie.

Demonstracao. A aplicacao 1 estd bem definida uma vez que T = 7 é equivalente a
r—y € I = kery e assim ¢(z) = ¥(y). Isto também prova que ¥ é injetiva, e a
sobrejetiva da imagem de ¢ é por construcao. A aplicagao v é claramente K-linear e um

homomorfismo de algebras pois ¢ o é. 0

Teorema 1.1.12 (Segundo Teorema dos Isomorfismos, [31], pag. 10) Sejam L uma
algebra de Lie sobre um corpo K, I um ideal e H uma subdlgebra. Entao H N1 € um

tdeal de H e a aplicacao

H . (H+1)
(HNI) I
h+(HNI) — h+1

¢ um isomorfismo de dlgebras de Lue.

Demonstragao. O ideal I de L é automaticamente um ideal da subélgebra H + I (veja
o item 3. da Proposicdo 1.1.9). Agora, definindo a aplicacdo ¢ : H — (H + I)/I por
(h) := h+1I, teremos claramente que esta aplicacdo é um homomorfismo de 4lgebras de
Lie. Sua imagem ¢ (H + I)/I uma vez que cada classe lateral tem um representante em

H. O ntcleo de 9 é exatamente H N I e segue que este é um ideal em H. [l

Algebras de Lie nilpotentes e soliveis

Seja L uma algebra de Lie sobre um corpo K. Definimos, por inducao, a série central

inferior de L como v1(L) = L e v,(L) = [y,-1(L), L] para n > 2. Isto nos dd uma
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sequencia decrescente de ideais

L=mn(L) 2 L* =[L,L]=%(L) 2+ 2 %(L) 2+

Definicao 1.1.13 A dlgebra de Lie L é chamada nilpotente, se existe um n € N tal que
(L) = 0.

Se s € N é o menor tal que ~,,1(L) = 0, entao dizemos que L é uma &lgebra de Lie
nilpotente de classe s.

Também define-se, por inducado, os termos da série derivada de L como do(L) = L e

On(L) = [6n-1(L),0,-1(L)] para n > 1. Isto nos dé a sequéncia decrescente de ideais

L=0y(L) D L*=[L,L]=6(L) D+ D 0,(L) D~

Definicao 1.1.14 A dlgebra de Lie L é chamada soluvel, se existe um n € N tal que
dn(L) = 0.

Se s € N é o menor tal que d5(L) = 0, entao dizemos que L é uma algebra de Lie

soluvel de classe s.
O proximo teorema relaciona as definicoes das séries dadas acima com os ideais e

subalgebras de uma algebra de Lie.

Teorema 1.1.15 ([31], pag. 12) Sejam L uma dlgebra de Lie, H uma subdlgebra e I
um ideal. Entao,

1. se L € abeliana, nilpotente ou solivel, entdo o mesmo € valido para H e L/1;

2. se I e L/I sdo soliveis, entao L € solivel também;

3. se L/Z(L) é nilpotente, entao L também é;

4- (L), Y (L)] € Yewm(L) para todo k,m € N;

5. 0p(L) C vau(L) para todo n € N;

6. toda dlgebra de Lie nilpotente € soluvel;
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7. se L € nilpotente e L # 0, entdo Z(L) # 0.

Demonstracao. Considere a afirmagao 1, supondo L uma algebra de Lie abeliana. Entao
claramente todos os produtos em H e L/I sdo zero, assim temos 1 para este caso. Para

os casos nilpotentes e soltuveis as inclusoes

e as igualdades
Yi(L/I)={x+1|xzev(L)} e 6(L/)={x+1]|xecd(L)}

implicam imediatamente em 1.

Para 2, assumimos que ambos I e L/I sao soliveis, isto é, existem m, k € N tais que
Om(L/T) = {0+ 1} e 0,(I) = 0. Mas isto implica diretamente que d,,(L) C I e assim

dm+k(L) = 0 o qual mostra que L ¢ soluvel.

Para provar 3, assumimos que 7, (L) C Z(L), entao

’7n+1(L> = [771{1/)7[/] - [Z(L)’L] = 0.

Agora, nés consideraremos 4. A prova é feita por inducao sobre m, fixando k > 1.
A afirmagao vale para m = 1 pela defini¢ao de vy441(L) = [yx(L), L]. Agora vamos supor
que a afirmagao 4. é valida para m < r e para todo k. Entao pela identidade de Jacobi
na forma [[z,vy], z] = —[[y, 2], z] — [[2, z], y], para todos z,y,z € L e pelo argumento de

inducao, segue que

(), 1 (L)) = |2, [ (L), L]

10 (L), L], (L)
1L (L)) (L) + (L), 3 (2), 2]
[7k+r(L)> L] + h/k-&-l(L)» L]

S Verrs1(L).

N

N
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A afirmagao 5 segue por indugao sobre n. Temos que do(L) = L = (L) = vo0(L),

para o caso n = 1. Vamos supor que para n > 1 tenhamos d, (L) C 9 (L), entao

Ons1(L) = [0n(L), 6n(L)] € [12n (L), 72 (L)] € Y2ng2n (L) = y2ms1 (L),
usando a afirmacgao 4.

Para a afirmacao 6, suponhamos que L ¢é nilpotente de classe n, isto é, existe n
tal que v,41(L) = 0. Assim, para todo k > n, vamos ter v,(L) = 0. Mas entdo,
On(L) € yan(L) = 0 (uma vez que 2" > n, para todo n > 0). Desta forma, segue que L é

soluavel.

Agora, para a afirmacao 7, note que se L é nilpotente de classe n, entao 7,41(L) =
[Yn(L), L] = 0, mas v,(L) # 0. Este ltimo termo da série central inferior é ndo nulo e

estd contido no centro de Z(L). O

1.2 Nocoes de algebras livres

Nesta secao iremos assumir todas as defini¢oes e resultados com respeito as variedades

de algebras.

Algebras associativas livres

Antes de introduzirmos o conceito de dlgebras associativas livres, vamos recordar a
definicao de produto tensorial de espagos vetoriais, em seguida definiremos a estrutura de

anéis graduados.

Defini¢ao 1.2.1 Sejam V' e W espagos vetoriais, sobre o corpo K, com bases {v; | i € I}
e {w; |j € J}, respectivamente. O produto tensorial V@ W =V @x W de'V e W €
o espago vetorial com base {v; ® w; |1 € I,j € J}. Definiremos em V ®@ W a seguinte

rela¢ao

(Zam) ® <Zﬁjwj> = ZZO{iﬁj(Ui@U}j), v e Vwj e Wa,, 5 € K.

el jeJ icl jeJ

Os elementos de V' ® W satisfazem as seguintes propriedades:
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L (01 +v2) @w = (v @w) + (v ® w);
2. v® (wy +ws) = (v@wy) + (v wy);
3. (W) @w=Av®w);

4. v® (Aw) = AMv @ w);

para quaisquer vi,vs,v € V,wy,wy, w € We X € K.
Sejam A e B K-algebras e consideremos em A ® B o produto bilinear definido por

- (A®B)x (A®B) — (A®B)
(a1 ®by), (a2 @ b3)) +— (a1 ®by) - (ag ® by) = aras & bybs.

O espaco vetorial, munido com este produto, é uma K-algebra chamada de produto

tensorial das dlgebras A e B.
Caracterizacao por uma propriedade universal

O produto tensorial de espacos vetoriais, definido como acima, satisfaz a seguinte
propriedade universal: existe uma aplicagao bilinear ® : V. x W — V ® W tal que, para
qualquer outro espacgo vetorial U junto com uma aplicacao ¢ : V x W — U, existe uma

unica aplicagao linear v : V@ W — U que satisfaz ¢ = ) o ®, ou seja, que faz o diagrama

VxW-2-VeWw

“"l/

U

comutar.

Além disso, se (Z,®) é um outro par satisfazendo a mesma propriedade universal,

entao Z =2V W.

O produto tensorial também opera em aplicagoes lineares entre espagos vetoriais.
Especificamente, dadas duas aplicagoes lineares ¢ : V — U e ¢ : W — U entre espagos

vetoriais, o produto tensorial das duas aplicagoes lineares ¢ e 1 é uma aplicacao linear
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PRV VoW —=U
dada por
(pRYV)(vRw)=pl)Y(w),veV,weW.

Recordemos rapidamente a definicao de anel graduado, ideal graduado e dlgebra quo-

ciente graduada.

Definicao 1.2.2 1. Um anel R é chamado um anel graduado se ele é a soma direta
de subgrupos aditivos: R = Ry® Ry & Ry & --- tais que R, R,, C R,y para todos
n,m > 0. Os elementos de R, sao ditos elementos homogéneos de R de grau n e

R, é chamado a componente homogénea de R.

o0

2. Um ideal I do anel graduado R é chamado um ideal graduado se I = € (I N R,,).
n=0
3. Um homomorfismo ¢ : R — S entre dois anéis graduados é chamado um homomor-

fismo graduado se p(R,) = S,, para k =0,1,2,....

Além disso, se R é um anel graduado e I um ideal graduado de R, colocando I,, = I N
R,,, para todo n > 0, temos que R/I é naturalmente um anel graduado cujas componentes
homogéneas de grau n sdo isomérficas a R, /I,. Isto é demonstrado provando que a

aplicacao
(.oyrny.r) = (.o.,rpmodl,,...)

é sobrejetiva com nucleo I = @1, e portanto, define um isomorfismo de anéis graduados.

Agora, seja X = {x; | i € I'} um conjunto nao vazio de variaveis e seja V = (x; | i €

Ik o espago vetorial sobre um corpo K com base em X.

A algebra tensorial A = A(X) do espago vetorial V' sobre K é dada por

AX)=1eVeVeVe - aVe - Ve+---
—_———

=/ ®n

com o produto denotado por * e definido por

(1@ @) * (YO QYn) =1 QT QY1 @+ @ Y.
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Estendemos este produto pela lei distributiva. A base de A(X) sdo todos os monomios
nos elementos de X. Vamos dizer que dois monomios z;, ® -+ @ x;, € T;, @ -+ ® @,
em A sao iguais se, e somente se, i1 = Ji, ..., i, = jr € n = k. Com respeito a esta

multiplicacao temos V& x V®m C y®ntm,

Este produto é associativo e a algebra A = A(X) pode ser decomposta naturalmente

CcOo1mo

A= @An, onde A, =V®",

n=0
onde os elementos de A,, sao chamados monomios de grau n, isto é, mondémios que tem

comprimento n.

Agora, como A, x A,, C A,.m, para todos n,m > 1, temos que A é graduada por

grau, ou seja A tem uma estrutura de dlgebra graduada (veja Defini¢ao 1.2.2).

A élgebra associativa A = A(X) é livre no sentido de que ela satisfaz a propriedade
universal definida acima para produto tensorial de espacos vetoriais que é estendida a
toda A. Isto é, se B é qualquer K-dlgebra e ¢ : V — B é uma aplicacao linear, entao
existe um tnico homomorfismo de algebras  : A(X) — B tal que @|,, = ¢. De fato,

vamos supor que ¢ : V' — B é uma aplicacao linear. Entao,

(T1,- 5 20) = (1) -+ ()

¢ uma aplicacao multilinear de V' x --- x V em B. Ela induz a uma tnica aplicacao linear
p: A, = B que aplica 11 ® -+ - @z, em (1) - - - p(xg). Segue da definigdo do produto *

em A que P é um homomorfismo de algebras.

A partir de agora, denotaremos o produto r; ® - -+ ® x,, por x1---Z,, e (u) * (v) de

u,v € A(X) simplesmente por (u)(v).

Exemplo 1.2.3 Suponhamos que X = {x,y}, entao

2 2 -1
AX) =1, z,y,z° zy,yz,y°, ..., 2", 2"y, y" L k.
~ ——— N ~ v
grau 1 grau 2 grau n

Exemplo 1.2.4 Suponhamos que X = {xq,xs,..., 21}, entao A = & A, A, € gerado
n=0

como K-espago pelos monomios x;, - - - x;, de grau n, além disso dim A,, = k™.



Capitulo 1. Preliminares 18

Os A,’s sao chamados de componentes homogéneas de A. Esta decomposicao pode

ser ainda mais refinada como a seguir.

Para cada n > 1, consideramos a k-upla o = (g, g, ..., @, 0,0,...,0) e denotamos

la] = a3 + as + -+ + . Entao A, pode ser decomposta na soma direta

A, = @Aa.

laj=n

Os elementos de A, sao monomios x;,x;, - - - x; tais que x;, aparece aj-vezes, ;,
aparece ap-vezes, ..., r; aparece ag-vezes. A k-upla o = (aq, a9, ..., qy,...) ¢ chamada
multigrau e se x;,x;, - - - T;, € A, dizemos que ele é de multigrau . Em particular, se no
monomio x;, z;, - - - ;, , cada variavel aparece uma unica vez, dizemos que este monomio ¢
multilinear de multigrau o = (1,1,...). Assim, A, é o subespaco de A gerado por todos
os mondmios de multigrau o = (aq, s, ..., ax). Os A,’s sdo chamados de componentes

multihomogéneas de A.

Temos também que A(X) é decomposta na soma

AX) =3 A,, Ay =(xyy,...,xi )k a=(ag,...,0,,0,0,...,0) — multigrau.

Por exemplo, se a = (2,3,1) e X = {x,y, 2}, entao A, = (z%y*z, vz2y?, .. )

Claro que se a = (aq, ..., 0;,,0,0,...,0) e B = (S1,...,00,0,0,...,0) sdo multigraus,
entao

A 0m 00,00 AB1,080,00,.0) © Aar+81,. 00+ 61.0.0,...0)

onde k = max{n, m} e neste caso dizemos que A = A(X) é uma algebra multigraduada.

Algebras absolutamente livres

Seja V a classe de algebras lineares, isto é, se B € V, entao existe apenas o produto
linear x : B x B — B definido em B.

Seja X = {x; | i € I}, conjunto nao vazio de varidveis. Denotaremos o grupdide livre

sobre X por I' = T'(X), que é o conjunto de todos os monémios nao associativos nas
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variaveis de X definido por

D(X) = {xi, v x xj, x5 % (2 % xp), (25 % x5) * Tp, ...}

Temos que

. x; éditodegraul Vel
. xyxx; ¢ ditode grau2 Vi, jel;

. xx (x % ), (T % ) * oy sao ditos de grau 3 Vi, j,k € I;

Dessa maneira, I',, denotara o conjunto de todos os produtos de n varidveis de X,
ou seja I'y = {u(wy,...,x;,) | ;; € X}. Além disso, se f € I', e g € T, entao
(f * g) € Fn+m-

O grupéide livre I' = I'(X) é graduado, isto é, I' = |J T',,.

n=0

Se a = (a1, ag,...) é multigrau e denotando |o| = a3 + as + -+, + -+, entdo I’

¢ multigraduado com I' = |JI',. Dessa forma, I';, = |J T,

o |a|:n

Agora, sejam K um corpo e X = {z; | i € I'} um conjunto nao vazio de variaveis. Seja
' =T(X) o grupdide livre sobre X. Introduzimos a dlgebra absolutamente livre sobre X
cuja base é I', e denotamos por F' = F(X). Os elementos de F' sdao chamados polinémios.

A multiplicagao em F' ¢é definida da seguinta maneira: se f,g € F, onde f = > A\,

G =Y per Ho¥ entao

u,vel’

A algebra F'(X) é livre no seguinte sentido: se B é qualquer algebra linear e {b; | i €

I} C B, entao existe uinico homomorfismo ¢ : F(X) — B definido por ¢(x;) = b;, Vi € 1.

E claro que um homomorfismo definido em F'(X) respeita os parénteses. Por exemplo,

p(((zxy) x 2) x2) = ((p(2) * p(y)) * 9(2)) * ().
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Naturalmente, F'(X) é graduada e multigraduada, onde F,,(X) é o espago gerado por
[ (X) e F\(X) é gerado por I'y, n € N e o é multigrau. Desse modo, F/(X) se decompde
em somas diretas:
F(X)= & Fy,(X) e F(X)=aF,(X).

n=0 «

Além disso, para quaisquer naturais n, m e quaisquer «, § multigraus, temos
FoxFp CFom e FuxFgCFyps.

Algebras de Lie livres

Defini¢ao 1.2.5 Seja X = {z; | i € I} um conjunto nao vazio de varidveis. Dizemos
que o K-espaco vetorial L gerado por X ¢é uma dlgebra de Lie livre sobre o conjunto X
se L é uma dlgebra de Lie e, para qualquer dlgebra de Lie B e qualquer {b; | i € I} C B,

existe um unico homomorfismo ¢ : L — B tal que ¢(x;) = b;.

Recorde que, pela Definicao 1.1.2 uma algebra L é chamada algebra de Lie se, e

somente se, satisfaz

1. zxx=0;

2. J(z,y,z) =xx(yxz)+yx(zxx)+2zx(r*xy) =0, onde J é a identidade de Jacobi.

Seja F' = F(X) a algebra absolutamente livre sobre o conjunto nao vazio de variaveis
X ={x; | i €I} esejal CF o ideal gerado por todos os elementos de F(X) do tipo
f*fej(f’g7h)7f7g7hep'

Como espaco, temos que

I=(ups--usk(f*f)skusgy - xugv v, % J(f,9,h) % vpp1 %+ % U)K,

onde w;,vj, f,g9,h € F.

Assim, temos o seguinte resultado.

Lema 1.2.6 ([1], pag. 46) A dlgebra quociente L(X) = F(X)/I é uma dlgebra de Lie

livre sobre o conjunto X.
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Demonstragao. Primeiro, note que L(X) é, de fato uma algebra de Lie. Como
LX)=F(X)/I={u+1|ueF},

temos que,

(u+D)*s(u+1)=(usxu)+usxl+Ixu+Ix1CI

Ju+Lv+TLw+1)=Juv,w)+1ClI.

Agora, seja H uma algebra de Lie qualquer e seja {h; | i € I} C H. Como F(X) é
livre, existe um tnico homomorfismo ¢ : F(X) — H, dado por ¢(z;) = h;. Claro que os
elementos de F/(X) que sao da forma fx* f e J(f, g, h) sdo levados no zero. Logo I C ker ¢
e pelo Teorema 1.1.11, existe um homomorfismo induzido ¢ : L(X) = F(X)/I — H
definido por p(u + I) = ¢(a), cujo nicleo é ker /1. O

Lema 1.2.7 A dlgebra de Lie livre livremente gerada pelo conjunto nao vazio X =

{z; | i € I} € dnica, a menos de isomorfismos.

Demonstragao. Recorde que pela propriedade universal de L(X), para toda H algebra de
Lie e para todo {h; | i € I} C H, existe um tnico homomorfismo ¢ : L(X) — H tal que
©(x;) = h;. Suponha que exista outra édlgebra de Lie livre sobre X, isto é, existe L;(X),
entao ela deve satisfazer a propriedade universal também para qualquer algebra de Lie H,
em particular, para L(X). Ou seja, exite um tnico homomorfismo ¢’ : L1(X) — L(X)
tal que para todo {z; | i € I} C L(X), ¢'(y;) = x;. Da mesma forma, existe dnico
¢ L(X) = Li(X), tal que para todo {y; | i € I'}, ¢(x;) = y;. Denotando I(x) e Ir,(x)
as funcoes identidades de L(X) e L;(X), respectivamente, temos que Irxy(z;) = x; e
I, (x) (i) = i Logo,
]L(X)(ilfz') =x; = ¢ o p(wy),

assim como

Iy ) (i) = 9 = 00 ¢ (yi),
Portanto, ¢ é inverso de ¢'. Isto é, ¢ e ¢’ sdo isomorfismos. O

Lema 1.2.8 ([1], pag. 46) Seja L(X) = F(X)/I a dlgebra de Lie livre. Entao L(X) é

graduada e multigraduada.
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Demonstracao. Para provarmos esta afirmacao, primeiro precisamos mostrar que I é um
ideal homogéneo e multihomogéneo. Isto é, que I possui as seguintes decomposigoes, com

respeito as decomposigoes de F/(X):

I=&(NF) e I=a(NF,),
n=0 «

onde a = (g, ..., 0, ...).

Como os dois casos sao semelhantes, provaremos somente a segunda decomposicao.

Denotaremos por I, a intersecao I N F,, onde a = (aq,...,Qp,...).

Seu=>_Alq €1, uy € F,, \y € K, queremos provar que u, € I. Por definigao, [
¢ gerado por uy * - - -k us *(f* f)%k Uy k- xup € por vy k- kv, % J(f, g, h)%k vppr k- KV,

Assim, seja f = 31_| Aoy fas, €ntdo

(f5F) =D Ao (far * fa) + D Aada, (fa, * fay + fa, * far):

claro que o produto fo, * fo, € Fao, estd em I. A soma fo, * fo, + fo; * fo, € Fa,ta; €
igual  (fo, + fo,)(fa, + fa) = fau * fo, = fa, * fa, 0 qual estd em I.

Sejam agora, f =3 Aafa, 9= _5Hpgs, h = Zv vyh., entao
J(f>g> h) = Z)\aﬂﬂy’y‘](faagﬁa h'y)

onde J(fo, 93, hy) € I N Foipiy é homogeéneo.

Vamos denotar L, (X) = (F,,(X))/I, e Lo(Fy) /I, onden € Nea = (aq,...,qp,...).

Uma vez que I é homogéneo, vamos ter

1.3 Algebra envelopante universal

Seja L uma algebra de Lie, sobre um corpo K, gerada pelo conjunto nao vazio {v; | ¢ €

I'}. Recorde que cada dlgebra de Lie L sobre um corpo K é um espago vetorial sobre K.
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Seja T' = T(L) a algebra tensorial de L sobre K, isto é, T' é uma &lgebra com base no

espaco vetorial L que por definigao é
T =L ®L D - BL, D

onde Ly=LelL,=LRL®---® L, n vezes.

Neste caso, T' tem uma estrutura natural de algebra associativa com unidade, nao
comutativa e graduada e é uma algebra associativa livre gerada por X. Seja I o ideal

bilateral de T que é gerado por todos os elementos da forma
$®y—y®x—[x,y], x,yGL
e sejam U = U(L), a dlgebra quociente T'/I e i : L — U a composigao ¢ = po j, onde j é

a inclusao canonica de L em T' e p é o homomorfismo canénico de T" em T'/1. Note que,

como kerp = [ e pela definicao de I, temos

p(z,y]) =plr@y—-y®@).

Portanto, para qualquer x,y € L,

i(lz,9]) = plx,y])

Logo, i ¢ um homomorfismo de &lgebras de Lie da &lgebra L em U(L)(7).

O par (U, i) satisfaz a propriedade universal para L. De fato, sejam A qualquer dlgebra
associativa com 1 e ¢ : L — A) um homomorfismo qualquer de dlgebras de Lie, entéo

pela propriedade universal da dlgebra tensorial 7', existe uma tnica extensao de ¢ a um
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homomorfismo de dlgebras  : T' — A. Agora, se x,y € L, entao

Prey—yer—[r,y]) = 0@)ey)—vy)e) —p(r,y])

Portanto, I C ker® o que implica que p define um homomorfismo de algebras ¢ :

U=T/I - A, dado por @ = 1) o p. Agora, para qualquer x € L, temos

poi(r) =yopojr)=pojx)=p(),

o que mostra que o diagrama

¢ comutativo. O homomorfismo é tnico porque i(L) gera U, uma vez que L gera T

A dlgebra quociente U(L) = T(L)/I é chamada de dlgebra envelopante universal da
algebra de Lie L.

Formalmente, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.3.1 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K. Suponha que i : L —
U(L)7) seja um homomorfismo de dlgebras de Lie da dlgebra L na dlgebra de Lie associada
com a K-dlgebra associativa U(L). O par (U(L),i) é chamado de dlgebra envelopante
universal de L se para cada K-dlgebra associativa A e cada homomorfismo de dlgebras de

Lie f : L — A existe um tinico homomorfismo f : U(L) — A tal que o diagrama
L—>U(L)

1A

A

comuta, isto €, foi= f.
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A aplicacdo i : L — U(L) é a projegao canonica de K-espagos vetoriais definida pela

projecao L C T(L) — U(L) a qual é um homomorfismo de élgebras de Lie dada por

i: L — UL
I w— I+1

Lembrando que I é o ideal de T'(L) gerado pelos elementos da forma r®@y—y®@z—[z, y],
para todos x,y € L, a aplicagao i : L — U(L) é injetiva e (1) Ni(L) = (. Assim, temos a

seguinte definicao.

Definicao 1.3.2 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K e seja (U(L),1) a sua
dlgebra envelopante universal. O ideal de U(L) gerado por i(L), a imagem de L por i, é

chamado o ideal de aumento de U(L) e é denotado por w(L).

Equivalentemente a esta defini¢ao, temos que w(L) é o nicleo do homomorfismo € :
U(L) — K, chamado de homomorfismo de aumento de U(L).

O proximo resultado é o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, o qual nao daremos
a prova dele aqui porque existem varios livros que dao uma prova para ele, veja por

exemplo [10], pagina 67 & pagina 69, [11], pagina 11 e [20], pagina 159.

Teorema 1.3.3 (Poincaré-Birkhoft-Witt) Seja L uma dlgebra de Lie com base dada
por {z; | i € I}, onde I é um conjunto de indices ordenado. Entdo U(L), a dlgebra

envelopante universal de L, tem uma base formada pelos monomios

Ljy Ly * * * Ty, 21§Z2§§21, ijE[, k:0,1,2,...

Nos referimos a estes monoémios da base de U(L) obtidos a partir do Teorems 1.3.3

como PBW-monoémios.

Observe que se L = (x1,...,2,)x é uma algebra de Lie de dimensao finita, entao
U(L) = (' --2% | a; > 0)k. Ese L = (xq,...,2,) é abeliana, isto é, [x,y] = 0 para
todos z,y € L, entdo U(L) é isomorfa ao anel de polinomios K{z1, ..., z,].

Lema 1.3.4 A menos de isomorfismos, a dlgebra envelopante universal U(L) de uma

algebra de Lie L ¢é unica.
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Demonstracao. Sejam (U(L),i) e (V(L),j) élgebras envelopantes universais de L, entao
existe um tunico isomorfismo h : U(L) — V(L) tal que h oi = j. De fato, da propriedade

universal de U(L) e V(L) temos a existéncia de aplicagoes f e g tais que os diagramas

L—">U(L) L—1>V(L)
Ji e | A
V(L) U(L)

comutam. Consequentemente, temos

(gofloi=goj=i, (fog)oj=foi=]

Portanto, os seguintes diagramas sao comutativos

Por outro lado, obtemos diagramas comutativos se considerarmos idy () e idy (r) ao
invés de go f, fog, respectivamente. A unicidade da definicao implica que go f = idy(r,)

e fog=idy). Portanto, f e g sao isomorfismos. O

Sejam X = {z; | ¢ € I} um conjunto nao vazio de variaveis, L(X) a élgebra de Lie
livre sobre X e considere U(L(X)), a dlgebra envelopante universal da dlgebra L(X). J&
sabemos pelo Lema 1.2.7 e pelo Lema 1.3.4 que L(X) e U(L(X)) sdo unicas (a menos de

isomorfismos). Entao o préximo resultado é vélido.

Lema 1.3.5 (Teorema de Witt, [20], pag. 168) Seja A(X), a dlgebra associativa li-
vre gerada por X e seja H a dlgebra de Lie Lie(X) = ( [zi, Tiyy - x| | i € X )i

gerada pelos comutadores dos elementos de X. Entao

1. H éisomorfa a L(X), dlgebra de Lie livre gerada por X ;
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2. AX) = U(L(X)).

Demonstrag¢ao. Primeiro, vamos provar 1. Seja B uma &algebra de Lie qualquer e seja
U(B) sua algebra envelopante universal. Queremos mostrar que, para qualquer conjunto
{bi | i € I} C B, existe um homomorfismo ¢ de H em B tal que ¢(z;) = b; e que ele
é tinico. Note que, H = Lie(X) é uma subélgebra de Lie gerada por X de A(X)), a
algebra de Lie associada a A(X). Assim, existe a inclusdo canonica j : H < A(X). Pela
propriedade universal da algebra associativa livre A(X), existe um tnico homomorfismo
¢ de A(X) na algebra U(B), definido por ¢(x;) = b;, onde b; € B, i € I. A restrigao de
¢ sobre H é um homomorfismo de H em U(B)). Como, ¥([z;, x;]) = [(z;),¥(x;)] =
[b;,b;] € como B gera U(B), segue que a imagem de H estd em B e isto nos da que

H = Lie(X) é livre na classe das algebras de Lie.

Agora, considere a afirmacdo 2. Seja B uma algebra associativa, e seja B(™) a dlgebra
de Lie associada a B, considere também ¢ : Lie(X) — B um homomorfismo. A
aplicacdo ¢ : X — B definida por ¢(z) = ¢(z),z € X, induz um tnico homomorfismo
Y A(X) — B. Como ¢(x) = ¥(z), temos que a restricdo de 1 sobre H é igual a .
Mas esta é a definicao de dlgebra envelopante universal, o que pelo Lema 1.3.4 nos da
UH) = A(X). OJ

Base de Hall

A defini¢do que apresentamos a seguir pode ser encontrada em maiores detalhes em
[1], na pégina 48. Seja X = {z; | i € I} um conjunto nao vazio de varidveis totalmente
ordenado e seja I' = T'(X) o grupdide absolutamente livre sobre X com o produto x.
Considere o conjunto R = R(X) C I'(X).

Defini¢ao 1.3.6 Dizemos que R = R(X) € uma familia base com a boa ordenac¢do >, se
satisfaz as sequintes condicoes:

(R1) X C R;

(R2) w=uxv € R se, e somente se:

(i) u,v € R;

(ii) u > v;
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(1ii) se u = uy * ug entao v > uy

(R3) u*v > wv.

Colocamos R, = RNT,(X),R, = RNT,, onde n € N e a = (ay, ag,...) um multigrau.

Podemos construir o conjunto R(X') como um conjunto bem ordenado. Se colocarmos
Ry = X e inserirmos neste conjunto qualquer boa ordenacao, entao os conjuntos R,,
n = 2,3,... podem ser bem definidos de maneira que R,,; contenha R, e todos os
monomios de grau n + 1 de R, x R, os quais satisfazem (i) e (iii). Estendemos a
ordenacao de R, a R, arbitrariamente, mas para ter certeza que qualquer u € R, .1\ R,

o0
e v € R, temos u > v. Entao, podemos colocar R = J R,. Qualquer familia base deste
n=1

tipo é chamada base se Hall.
Em particular, denotando por d o grau de um monoémio u € I'(X), podemos trocar a
condicao 3 por:

(R3’) se d(u) > d(v) entdao u > v.

Por exemplo, considere o conjunto X = {z,y} com y > x e o produto sendo os

comutadores de Lie [, |. Entao a base de Hall para este conjunto sera

R=R URyU---UR,U---

onde R, contém monomios de grau n, isto é

Ry >
. RZ:[yax];

. R3: [[y,l’],l’], [[yvm]ay};
>x <y

. Ry [[ly, ), 2] 2], [[ly, 2], =], 9], [[[v; 2], 9] v];
- B [[[lys 2l 2], 2], 2], [[[ly, 2] 2], 2], 9], [[[ly, 2], 2], 9] 9], [[[ly, 2] 9], 9], 9],
ly: =], 2], [y, 1], [[ly, 2], 9], [y, «]];



Capitulo 1. Preliminares 29

NOte7 por exemploa que [[[[ya I’], [L'j| > 33] ) :U] ) [[[[y7 .CE], 3:] ) .T] ) y} ) [H:[y7 33], .1'] ) y] ) y} )
[H[y, x],y},y},y] sao de multigrau o = (4,1), enquanto que os elementos de multigrau

B =(3,2) sdo [[[y.2].z].[y,2]] e [[[v. 2] 9], [y, =]

Seja X = {x; | i € I} um conjunto nao vazio de varidveis totalmente ordenado e seja
L = L(X) a algebra de Lie livre sobre X. Considere a multigraduagao de L, isto é, a
decomposicao na soma direta L = @ L,. Entao, com respeito a base de Hall, como foi

construida acima, vale o seguinte resultado.
Lema 1.3.7 ([1], pag. 48) Para todo a-multigrau fizo, L, = (R,) k-

Demonstragao. A prova é feita por inducao sobre n = |a|. Considere a base de inducao
|a] = 1. Entdo, neste caso, R, = I'y = {2, }-letra e ndo ha nada a fazer. Agora, vamos
supor |a| > 1. Qualquer elemento em L, é combinacdo linear de elementos da forma
w = [u,v], onde u € Lg e v € L, com 3+ v = «. Por inducdo, u € (Rg)x e v € (R,)k.
Por distributividade, podemos nos restringir ao caso quando w = [u,v] e u € Rg, v € R,
com + v =aewu>wv (usando a anticomutatividade). Continuaremos a prova, usando
inducao sobre |/3|, para provar que w como acima é uma combinagao linear de monémios

da base wy = [ug,v1], ..., ws = [us, vs], onde w; > v, i =1,2,...,s.

Se |f| =1, entdo u € Rg = xp-letra e u > v, onde v é a palavra vazio (|y| = 0), por
(iii) se u = uy *ug entdo w € R,. Nao temos que verificar nada. Suponhamos que |5| > 2.
Entao w = [[uy, us],v]. Temos duas situagoes a considerar: uy < v e ug > v.

. se up < v, entdo (iii) é vélido, o que implica que w € R,, (por definigao);

. se us > v, entao pela identidade de Jacobi

w = HU17U2],U]
= —[[v,u1], ug] — [[ug, v], u4]
= [[u1, v], ua] — [[uz, v], us].

Por indugado, os monémios [uy,v] e [ug,v] (v < us < uy) podem ser escritos como

combinagao linear de monomios da base v’ tais que v’ > v.

Assim, por indugao, verificamos que se w = [u,v] u,v € R, u > v isto implica que w

é combinagao linear de monoémios w’ € R tais que w' = [u/, us] € R com w' > uy >v. O
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Recorde que, pelo Lema 1.3.5, a édlgebra envelopante universal U(L(X)) da algebra
de Lie livre L(X), ¢é isomorfa a A(X). Pelo lema anterior, obtemos L(X) = (R(X))x.

Agora, pelo Teorema 1.3.3 (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt), segue o préximo lema.

Lema 1.3.8 ([1], pag. 49) A dlgebra associativa livre A(X) sobre o conjunto X total-

mente ordenado, € gerada como espaco pelos monomios da forma

wiws - ws,  wp <wy < --- < wg, s> 0,w; € R(X). (1.3)

Assim, podemos destacar o seguinte resultado.

Lema 1.3.9 ([1], pag. 50) Todo monémio a = x;, ---x;, € A(X), admite tinico reor-

denamento em colchetes como em (1.3).

Demonstragao. Primeiro, vamos provar a existéncia. Suponha que na palavraa = z;, - - - x;

n

tenhamos que x;, -+ x;, = T, Wy - Wws, com we < wy < - < wy e w; € R. Entao temos

n
dois casos a considerar: z;, < wy e x; > ws. Se z;; < wg, entao ja esta feito. Suponha que
x;, > wy. Considere p o maior nimero inteiro positivo tal que w’ = [[z;,, ws), ..., w,| € R,
([zi,,wa] € R), entdo a = w'wpyi1---ws e w, < wypy1 0 que implica que w' < wyqy
(caso contrério, se w’' > wyy1 entdo [x;,, ..., Wp+1] € R e p ndo seria o maior). Assim, a

existéncia estd provada.

Agora, vamos supor que a = z;, - - - x;, admite duas reordenagoes, isto é, w; ---w; e

/ / _ A
wi-cwl, onde wy = [[x;,,a1],a9,...,q] com a; < ... < e wy = [[T5,,01],b2, ..., by
com b < ... < b,. Denotando a’ = x;,---z;,, entdo @’ = ajay---quws---ws € @’ =
biby -+ - bwh - - -w!.. Pela propriedade da base, temos ¢; < wy; < wy < ... < wy e by, <
w) < wh < ... <w.. Entdo @ é inicamente reordenado como queremos. Para provar

isso, ¢ suficiente ver que a; < wy e b, < w). Mas este é o caso, pois aplicando a condigao

(R3), temos a; < wy < wy, assim como também b, < w)] < w). Pela hipétese de indugao

aplicado a @', teremos a1 = by, ..., a = by, wy = wh, wy = w.. e devemos ter | = m pois
caso contrario, terfamos [[z;,, a1], ag,...,q;] € R com [ maior com essa propriedade, mas
também terfamos [[x;,,a1],as, ..., a,] € R com m também maior com essa propriedade,

o que é uma contradicao. Portanto, [ = m e s = r. Agora, como q; é o ultimo tal que

[[zi,, a1], as, . .., ;] € R, temos provado a unicidade. O
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Teorema 1.3.10 ([1], pag. 51) Seja X wum conjunto nao vazio e L(X) a dlgebra de
Lie livre sobre X. Os monomios da base R(X) formam uma base de L(X) como espago

vetorial.

Demonstragao. Considere a-multigrau qualquer fixo. Temos que, se A = (X) é a dlgebra
associativa livre, entao A, é gerado como K-espaco pelos monomios a = x;, - - - x;, de
multigrau «, dim A, < co. Mas pelo Lema 1.3.8, A, é gerado pelos monomios do tipo
wy - we, w; € Ry comwy, < -+ < wg e multigrau a. O Lema 1.3.9 diz que o niimero destes
elementos é o mesmo, o que significa que {wy - - - ws | w; € R,w; < ... ws} sdo linearmente

independentes. Isto implica que {w; | w; € R} sao linearmente independentes. O

Identidades

Todas essas construgoes nos possibilitam definir o conceito de identidade de algebras
associativas e de Lie sobre um corpo K. Isto é, qualquer equacao da forma f = 0, sendo
f € A(X) (f € L(X)) um polinémio nao trivial, onde A(X) é uma algebra associativa livre
(L(X) é uma &lgebra de Lie livre) sobre K. Esta identidade é satisfeita por uma élgebra
B associativa (de Lie) se, e somente se, para qualquer homomorfismo ¢ : A(X) — B
(p: L(X) — B) temos ¢(f) = 0. A parte da nao trivialidade vem do fato de f ser nao

nulo.
Equivalentemente, temos a seguinte definicao.
Definicao 1.3.11 Seja A uma K-dlgebra e f = f(x1,22,...,2,) € A(X) (f € L(X)).

Dizemos que f = 0 € uma identidade polinomial de A se f(ay,as,...,a,) = 0, para

quaisquer aj, s, . ..,a, € A.

Diremos usualmente que f = 0 é uma identidade para A ou que A satisfaz f = 0.
Como o polinémio identicamente nulo f = 0 é uma identidade para qualquer algebra A,

fazemos a definicao a seguir.

Definigao 1.3.12 Se A satisfaz uma identidade polinomial nao trivial f = 0, entao

dizemos que A € uma Pl-dlgebra.

Daremos alguns exemplos de Pl-algebras.
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Exemplo 1.3.13 Se A ¢ uma dlgebra comutativa, entao A é uma PI-dlgebra que satisfaz

a identidade [x,y] = 0.

Exemplo 1.3.14 Qualquer dlgebra nilpotente é uma Pl-dlgebra. De fato se, A"t = 0,

para algum n > 1, entdo x1--- T, = 0 € uma identidade polinomial para A.

Exemplo 1.3.15 Seja A uma dlgebra nil de expoente limitado. Isto significa que eziste
um inteiro n > 1 tal que a™ = 0, para todo a € A. Entdo claramente z" = 0 € uma

identidade polinomial de A.

Exemplo 1.3.16 Seja A uma dlgebra associativa de dimensao finita e seja dim A = n <

0o. Entdo A satisfaz a identidade standard de grau n

Stp(x1, ..., 2,) = Z (sign o)@e(1) - - - To@m) = 0, (1.4)

oESH

onde S,, é o grupo simétrico de grau n.

Temos ainda o Teorema de Amitsur-Levitzki.

Exemplo 1.3.17 (Teorema de Amitsur-Levitzki, [11], pag. 79) Seja My(K) a dlgebra
das matrizes k x k com entrada em K. Entao My(K) satisfaz a identidade standard de
grau 2k

Stzk(l'l, c. ,l’gk) =0.

Podemos definir algebras de Lie nilpotentes e soliveis em termos de identidades de

L(X).

Definicao 1.3.18 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K. Se L satisfaz a identi-
dade

[T1,Zoy .., Tsy1] = [ [[71, 22|, 23], . ., 2s1] =0

e L nao satisfaz relacdo de tamanho menor, dizemos que L € nilpotente de classe s.
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Agora, definindo por indugao os monomios a seguir:
(51(£U1,96’2) = [331,5U2];

02 (1, T, T3, 4) = [01(21, 22), 01 (3, 24)] = [[m1, 23], [w5, 24]];

6n(l’1, Ce ,.27271) = [5n_1<.f131, Ce ,[L'Qn—l), (5n_1(x2n_1+1, P ,[L’zn)}’

temos a seguinte definicao.

Definicao 1.3.19 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K. Se L satisfaz a identi-
dade
de(x1, ..., x9e) =0

e nao satisfaz outra relacdo para k < ¢, entdo dizemos que L ¢é soluvel de classe c.

A Lie nilpoténcia (forte) e a Lie solubilidade (forte) em algebras

associativas

Seja A uma algebra associativa arbitraria e considere o produto comutador de Lie
em A como [z,y] = xy — yz, x,y € A, recorde que este produto satisfaz os axiomas da
Definigao 1.1.2. Para cada inteiro positivo m, denote por v,,(A) o m-ésimo termo da série
central inferior de A, ie., 11(A) = A e vp11(A) = [m(A), A], n > 1. Isto nos d4 uma

sequencia decrescente de ideais

A=1(A) 2 72(A) = [A,A4] 2 35(4) 2 ---

A algebra A é dita Lie nilpotente se, para algum inteiro positivo n, temos 7, (A) = 0.

Dizemos que A é Lie nilpotente de classe s se vs11(A) = 0 mas v5(A) # 0.

Definimos também as chamadas poténcias de Lie superiores como a seguir. A cada
passo nés pegamos o ideal gerado pelos comutadores, isto é, colocamos A = A e A™ =
[A™=1DA] . A para todo n > 1. Também ganhamos uma sequéncia decrescente de ideais
de A.
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Assim, dizemos que uma algebra associativa A é Lie nilpotente forte se, para algum
inteiro positivo n, temos A™ = 0. Dizemos que A é Lie nilpotente forte de classe d

quando A = 0 e ndo satisfaz condicao semelhante para d — 1.

Observe também que
n(A) C APy >,

Isto significa que a Lie nilpoténcia forte de classe d implica a Lie nilpoténcia de
mesma classe d. A nilpoténcia de classe 1 é equivalente a nilpoténcia forte de classe 1 e é

equivalente ao fato de A ser uma algebra de Lie abeliana.

Agora, para cada inteiro positivo m, denotaremos por d,,(A) o m-ésimo termo da

série derwada de A, i.e., do(A) = A, 0p1(A) = [0,(A),d,(A)], n > 0.

A dlgebra A é dita Lie solivel se, para algum inteiro positivo n, temos d0,(A) = 0.
Dizemos que A ¢é Lie solivel de classe s se, e somente se, 65(A) = 0, mas ds_1(A) # 0.

Uma outra condicao equivalente é que existe a cadeia dos ideais de Lie
A=AyDA D---DA, =0,

tais que os fatores A;/A; 1,1 =0,...,s— 1, s@o abelianos e s é minimal.

Definimos também as chamadas séries derivadas superiores como a seguir. Colocamos

00(A) = A, 0n41(A) = [6a(A), 0,(A)] - A, n > 0.

Assim, dizemos que A é Lie soluvel forte se, para algum inteiro positivo n, temos
6,(A) = 0. Dizemos que A é Lie solivel forte de classe s se, e somente se, 05(A) = 0, mas

gs_l(A) # 0. Uma outra condigao equivalente é que existe a cadeia dos ideais
A=AyDA D---DA, =0,

tais que os fatores A;/A; 1,1 =0,...,s— 1, s@o abelianos e s é minimal.

Observe também que

5,(A) C 8,(4), s> 0.

Em particular, a solubilidade forte de classe d implica a solubilidade de classe d. A
solubilidade de classe 1 é equivalente a solubilidade forte de classe 1 e é equivalente ao

fato de A ser uma &lgebra de Lie abeliana.
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Filtracao crescente e algebra graduada associada

Definicao 1.3.20 Uma dlgebra U € dita filtrada se, para cada inteiro nao negativo i, estd

definido um subespaco U; tal que

1. U, CcU, sen<m;
2. Uy Uy CUpim, Yn,m > 0;
3. UnZO U,=U;

Uma importante nocao associada com a algebra filtrada U é a dlgebra graduada asso-

ciada U = gr(U). Obtemos esta algebra formando o espaco vetorial

gI’(U) = U = % Ui, onde Uz = Ui/Uifl, [§ U,1 =0.
=0

A multiplicacio em U é definida, componente a componente, por
(UZ' + Ui,l)(vj + Uj71> = V;iV; + UiJrj,l

onde v; € U; e v; € U;. Além disso, se v; = u,modU;_; e v; = u;modU;_; entao

ViV; = U;Uj mod Ui+j—1-
Agora, seja L uma algebra de Lie e seja U = U(L), sua envelopante universal. Defi-
nimos a seguinte cadeia crescente de subespacos de U por

Up=(1), Ui=(L)+L+L+---+ L' i>1

onde L' é o subespaco de U(L) gerado por todos os produtos de i elementos de L. A
sequéncia de subespagos {U,, | n > 0}, definida acima, é uma filtragao para U(L). De

fato,

Uy Un = (B+L+--+L")- (1) +LA+---+L")
C )+ -+ L""=U,im, ¥Ym,n>0.

Além disso, pelo Teorema 1.3.3, os produtos da forma v;,v;, - --v;, geram U,, para

cada n > 0. Dessa maneira, temos U(L) = |J,,>, Un.-
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Defini¢ao 1.3.21 A filtra¢io {U, | n > 0} € chamada de filtracao crescente de U(L).

Seja U = gr U(L) a algebra graduada associada. Pelo Teorema 1.3.3, L gera U, entdo
o quociente L = U, /Uy = ((1) + L)/(1) gera a algebra U. Se {v; | i € I}, I ordenado, é

uma base para L, entdo as classes laterais 7; = v; + (1) em U; geram U. Agora, sejam v;

@

v, entao v;0; = v;v; + Uy, U,0; = vjv; + Uy e como vv; — v;0; = (v, v] € Uy, segue que

U = 1_JJUZ‘.

2|
<

Assim, os geradores comutam e consequentemente U é uma algebra comutativa. Segue
que cada elemento de U é uma combinacio linear dos elementos 1 = 1,7;,0;, - - - U;,,, 11 <
1o < ... < 1,. Pelo Teorema 1.3.3, os diferentes monomios indicados aqui, formam uma
base para U. Isto significa que os 7;’s sdo algebricamente independentes e U = gr(U(L))

¢ a algebra dos polinomios nesses elementos, isto é

gr(U(L)) = Klvy, v, .. ]

Recordando que qualquer algebra de Lie L sobre um corpo K ¢é um espago vetorial,

temos a definicao a seguir.

Definicao 1.3.22 A dlgebra simétrica de um espaco vetorial L sobre um corpo K € o
quociente da dlgebra tensorial T'(L) pelo ideal J gerado por todos os elementos do tipo

r®y—y®x, para todos x,y € L. A dlgebra simétrica T(L)/J € denotada por S(L).

Nés identificamos S(L), a dlgebra simétrica da algebra de Lie L, com a algebra gra-

duada gr(U(L)) associada construida a partir da filtragdo crescente de U(L).

Algebras de Lie restritas. Superalgebras de Lie

Agora, iremos apresentar outras duas estruturas da teoria de algebra de Lie que sao as
dalgebras de Lie restritas e as superdlgebras de Lie. Antes, iremos mencionar um resultado

muito util para a construcao da envelopante restrita que sera apresentada a seguir.

Seja {v; | © € I} uma base ordenada de L e suponha que para cada v;, existem um

inteiro positivo k;, um elemento z; do centro de U(L) e um elemento u; € Uy, tais que

k.
vt = U+ 2.
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Entao vale o seguinte resultado.

Lema 1.3.23 ([51], pag. 58) Os elementos da forma

Brpbe gz (1.5)

Uiy Vi, ir Fi1 “ia i

onde iy < ...<i,, 0<B; <kj,v,>0er=1,2,..., formam uma base para U(L).

Definicao 1.3.24 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K de caracteritica p > 0.

Suponhamos que em L existe uma aplicagao

p] : L — L
r — zlPl

chamada p-aplicacao, que satisfaz:

1. (ax)Pl = aralPl, z € L, ac K;
2. ad(zlP) = (adz)?, z € L;

9. (x+y)Pl =l 4yl 4 SV si(2)y), @,y € L.
onde is;(z,y) € o coeficiente de X'™' em z(ad(Ax + y)P). Entdo o par (L,[p]) é chamado

algebra de Lie restrita, ou p-dlgebra de Lie.

A origem da nocao de algebra de Lie restrita, vem da seguinte observacao: seja A
uma algebra associativa sobre um corpo de caracteristica p > 0. Entao, a algebra de Lie
A) associada a algebra A e a aplicacdo = + 2P,z € A (a poténcia ordindria dentro de

A) satisfazem os axiomas acima.

As nogoes de subdlgebras, ideais, morfismos de Lie restrita sao padroes e alguns deles

serao catalogadas a seguir sem mais comentarios.

Definicao 1.3.25 Seja (L, [p]) uma dlgebra de Lie restrita. Dizemos que a subdlgebra
H C L (ideal I < L) é uma subdlgebra restrita (ideal restrito) de L se, e somente se,

P e H VYeeH (2P el vzel.
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Defini¢ao 1.3.26 Sejam (L1, [p)1), (Le, [pl2) dlgebras de Lie restritas sobre um corpo K.
Uma aplicagao ¢ : L1 — Ly é chamada restrita (ou p-homomorfismo) se ¢ € um homo-

morfismo de dlgebras de Lie e o(zP1') = (p(2))P2, para todo x € L.

Proposigao 1.3.27 ([51], pag. 67) Seja (L, [p]) uma dlgebra de Lie restrita. Suponha
que ¢ : L — G € um homomorfismo de dlgebras de Lie, da dlgebra de Lie L na dlgebra de
Lie G, tal que ker(yp) € um ideal restrito. Entao existe uma unica p-aplicag¢io sobre p(L)

tal que ¢ : L — @(L) é um p-homomorfismo.

Este resultado é importante, pois se I é um ideal restrito de uma algebra de Lie
restrita L, entdo a definicdo (z + I)P) := 2! + I faz de L/I uma algebra de Lie restrita

tal que o homomorfismo canénico 7 : L — L/I é um p-homomorfismo.

Agora, iremos introduzir para algebras de Lie restritas, o conceito analogo como para
algebras de Lie ordinarias, que é a nocao de dlgebra envelopante universal com a propri-

edade de “restricidade”.

Definicao 1.3.28 Seja (L, [p]) uma dlgebra de Lie restrita sobre um corpo K de carac-
teristica positiva p. Um par (u(L),1), consistindo de uma dlgebra associativa sobre o corpo
K com unidade e um homomorfismo restrito i : L — u(L)(™), é chamado de dlgebra en-
velopante universal restrita se, dada qualquer dlgebra associativa sobre K com unidade e
qualquer homomorfismo ¢ : L — A7) existe um 1inico homomorfismo @ : u(L) — A de

dalgebras associativas tal que ¢ =P oi.

A existéncia de u(L) pode ser comprovada da seguinte forma.

Seja {v; | i € J} uma base ordenada da dlgebra de Lie restrita (L, [p]). Aplicamos
P Pl A

o Lema 1.3.23, considerando k; = p e escolhendo os elementos do tipo z; = v; —v; .
derivacao interna destes elementos é trivial, isto é, pelo axioma 3 da Definicao 1.3.24,

temos

adz = adv’ —ado?

= (adv)? — (adv;)? = 0.

Isto implica que z; ¢ um elemento central de U(L), isto ¢, z1, ..., 2, € Z(U(L)). Além
[p]

disso, v;” € L = Uy C Up_1. Seja I o ideal de U(L), gerado por todos os elementos
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z =vf — vl[p]. Por z; € Z(U(L)), o ideal I é bilateral. Pelo Lema 1.3.23, I é gerado por
todos os elementos da forma v - - o727 ... 27 onde j; < ... < jn, 0 < B < p, Ve = 0,

Jt Jn “h1 Jn
k=1,2,....,n, n>0.

Entao os elementos

i(W)iWE) i), i< <ja, 0SB <p, k=1,2,...,n, n>0  (1.6)

formam uma base para U(L)/I. Entao, definimos w(L) := U(L)/I e i(x) = = + I, para
cada x € L.

De fato, (u(L),i) definida acima satisfaz a propriedade universal. Primeiro, seja

> ajv; € L, entdo a aplicacdo L — U(L) que pega z € L e leva em 2P — ) 6 tal que
(Zav-)p— (Za-v-)m —Zap(vp—v[p]) = 0(mod )
3% i) = 2.4\ ) = :

Agora, seja A uma algebra associativa sobre K e seja ¢ : L — A7) um homomorfismo
tal que p(zP)) = (¢(x))? para todo x € L. Entdo, ¢ possui a tinica extensdo @ : U(L) — A
tal que

@(Zj) = @(Uj — v )

= 0, paratodojeJ

Dessa maneira, $(/) = 0 e obtemos o homomorfismo induzido ¢ : U(L)/I — A,

definido por ¢(a + I) = ¢(a). Como i(L) gera U(L), 1 é unicamente determinado por
p=1ori.

Definicao 1.3.29 Uma superdlgebra de Lie é um espa¢o vetorial Zso-graduado, isto é
L = Lo® Ly que junto com uma aplicagao bilinear [-,-] : L — L € tal que

1. [La, Lg) € Lovg, «,B € Zy (Zy-graduagdo);

2. [,y = —(=1)*"Fly, 2], x € Lo, y € Lg, a, B € Zs, (anticomutatividade graduada);

3. [:C, [y, z]} = [[:c,y]&] + (=1)ath [y, [m,z]], xr € Lo, y € Lg, (identidade de Jacobi
graduada).
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Agora iremos definir a algebra envelopante universal de uma superalgebra de Lie, e
em seguida iremos enunciar a versao do Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt para estas

algebras.

Definicao 1.3.30 Seja L uma superdlgebra de Lie sobre um corpo K. Uma dlgebra
envelopante universal de L é um par (U(L),i), onde U(L) € uma dlgebra associativa com
unidade sobre o corpo K ei: L — U(L) € uma aplicagao linear satisfazendo a sequinte
relacao

i(lz,y]) = i(2)ily) — (=1)*Pi(y)i(z), (1.7)

tal que a sequinte propriedade universal € satisfeita: se A € outra dlgebra associativa com
unidade sobre K e ¢ : L — A € qualquer aplicagao linear satisfazendo (1.7), entao eziste

um unico homomorfismo @ : U(L) — A tal que poi = .

Observe que a algebra A nao necessariamente é Zo-graduada. Como (U(L), i) é defi-

nida pela propriedade universal, a unicidade é determinada pelo argumento padrao.

Exibiremos agora a existéncia de (U(L),7). Considere T'(L) a algebra tensorial de L

e seja I o ideal de T'(L) gerado por todos os elementos da forma

r®y— (-1)*"y @z —[z,y.

Entao definimos U(L) = T'(L)/I. A aplicagao i é a composi¢ao da inclusdo L — T'(L)
e aplicagao canonica T(L) — U(L). Note que T(L) tem uma Zy-graduacao que vem de
L. Como o ideal I é gerado por elementos homogéneos, segue que U(L) é Zy-graduada
também. Observamos também que U(L) é gerada pela imagem de ¢ uma vez que T'(L) é

gerada por L.

Agora, enunciaremos o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt para superalgebras de Lie.
Teorema 1.3.31 Seja L = Lo @ Ly uma superdlgebra de Lie sobre um corpo K. Se
Xo = {e; | i € I} € uma base ordenada para Ly e se X1 = {f; | j € J} € uma base

ordenada para Ly, entdo dlgebra envelopante universal U(L) de L € gerada, como espago,

por todos os monomios do tipo

@) Q2

an £61 £B2 B
€ iy ”'e’innfjl sz '”fimm

onde iy < iy <+ <ip, j1 <Jo<-+<jm,a>0¢ep;€{0,1}.
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Em particular, se L = Ly & L; é uma superalgebra de Lie abeliana onde Ly, =
(e1,...,en)ic € L1 = (f1,..., fm)Kk, entao U(L) é isomorfa ao produto tensorial (como

espago vetorial), das seguintes dlgebras
U(L) = K[ZEl,...,In] ®KA(§1,...,£m)

onde A(&r,... &m) = (67" &xm | a; € {0,1}), ¢ dlgebra de Grassmann finitamente

gerada.

1.4 Grupos

Nesta se¢ao, iremos recordar algumas defini¢coes de grupos para que possamos menci-

onar os resultados contidos no proximo capitulo.

Defini¢ao 1.4.1 Um grupo é um par (G,-), onde G é um conjunto nao vazio e - € uma

operacao bindria definida em G satisfazendo os sequintes axiomas:

1. (a-b)-c=a-(b-c), para todos a,b,c € G, i.e., - € associativa;

2. existe um elemento eq € G, chamado identidade, tal que para todo a € G, tem-se

€Eg-a=a-eg =a,

3. para cada a € G existe um elemento a=' € G, chamado inverso de a, tal que

1 1

a-a” " =a-a=egq.

O grupo (G,+) € chamado abeliano se a-b=b-a, para todos a,b € G.

Definicao 1.4.2 Seja p um primo e seja G um grupo finito. Dizemos que G € um p-grupo
se a ordem de G, |G|, € um poténcia de p, isto €, se |G| = p", para algum n inteiro ndo

negativo.

Recorde que num grupo G, o produto comutador de dois elementos g, h € G ¢é definido
por

lg,h] = g~ 'h~'gh.
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O subgrupo G’ é definido por
G'=1[G,Gl=(lg;h] | g.h € G)

e é chamado de subgrupo comutador, ou ainda de subgrupo derivado de G.

Dizemos que o grupo G é um grupo p-abeliano se o seu subgrupo comutador G’ é um

p-grupo. Claro que se p = 0, entao G é abeliano.

Para qualquer grupo (finito ou infinito), definem-se os seguintes subgrupos indutiva-

mente

NG =G, 7%(G)=Mm(G),Gl e 7in(G)=[nuG) Gl
A cadeia de subgrupos

1(G) > 72(G) =2 3(G) = -+
é chamada a série central inferior de G.
O termo “inferior” indica que v;(G) > 7i+1(G).

Dizemos que o grupo G é nilpotente quando v, (G) = {eg} para algum n > 0. Se o

interio c+ 1 > 0 é o menor com essa propriedade, dizemos que G é nilpotente de classe c.

Agora, seja K um anel (ndo necessariamente um corpo). Entao, temos a seguir, a

definicao que combina um grupo G com o anel K que é o anel de grupo.

Definicao 1.4.3 Seja K um anel comutativo com unidade e seja G um grupo qualquer
com a operagao de grupo multiplicativa. Define-se o anel de grupo K[G] do grupo G como
o K-mddulo livre com base em {g | g € G} e coeficientes em K como sendo o conjunto

de todas as somas
Z ayg, ay € K,

geG

onde a multiplicagao em K[G] é dada por

(D a0g) (Do 8ih) = 3 agbugh, g B € K.

geG heG g,heG

Lema 1.4.4 Seja K um anel comutativo e seja G um grupo. Definimos a aplica¢ao
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f: K[G] = K por
f(Zagg) = Zag, ay € K.
geG geG
Entao f € um homomorfimo de anéis sobrejetivo e B ={g—eqg: g € G,g # eg} €

uma base para o K-modulo livre ker f.

Demonstracao. Obviamente, f estd bem definida, é aditiva e sobrejetiva. Agora, sejam

r= Y aggey= >y, PBph, entdo
geG heG

fay) = F(Z (Y anb)o)

geG  g1,92=g

= Z Z a!]1ﬁ92

9€G g192=9
= (Za)(25)
geCG geCG

Assim, f é um homomorfismo de anéis. Logo, ker f é um ideal de K[G] e portanto

um K-modulo. Agora,

T = (Zagg> € ker f & <Zag> =0

geG geG

Sr=a— (Zag)eG:Zag(g—eg).

geG geqG

Portanto, ker f, como um K-mdédulo, é gerado pelo conjunto B = {g—eg | g € G,g #
eq}t. Entdo, o conjunto B ainda gera ker f. Para mostrar que B é uma base para ker f

como um K-mddulo suponhamos que > ., a4(g — eg) = 0. Entao,

Zagg = (Za9>eg.

geG geqG

Mas g # eq para todo g € B e entao ay = 0 para todo g € B. O

Definigao 1.4.5 O homomorfismo de anéis f, como definido no lema acima, é chamado

aplica¢io de aumento e o nicleo ker f € chamado ideal de aumento de K[G].
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Recorde que a acao de um grupo GG em um conjunto X é um homomorfismo de G no

grupo das fungoes biunivocas de X, que é denotado por B(X).
Denotando uma acao (& esquerda) por
v: G —  B(X)
9 = wg=¢(g)
temos que ¢, = ¢(g) é uma bijecao no conjunto X, que associa a cada elemento z € X a
um outro elemento ¢, (z). Como ¢ é um homomorfismo, entao temos que
L. w4(pn(z)) = pgn(x), para todos g,h € G e x € X;
2. @e, = ldx, ou seja, ¢, (x) = x, para todo x € X;
3. @, ' = g1, para todo g € G.
Quando temos um grupo G agindo sobre um grupo H por automorfismos, nds cons-
truimos um novo grupo, isto é, munimos o produto cartesiano H x G com a seguinte

operacao
(h1,q1) - (ha, 92) = (hlSOgl(hz)aglgz)'

E com essa operagao, o produto cartesiano ganha uma estrutura de grupo, que ¢é o

produto semidireto de H por G e ¢ denotado por H x, G.

Seja A uma algebra sobre um corpo K. Sabemos que o conjunto dos automorfismos
de A, Aut(A) é um grupo com respeito a composicao de fungdes. Suponha que G age na

algebra A por automorfismos:

v: G — Aut(A)
g =  pg A = A

r = @)

g€ G,z e A Colocando g * z = p,(x) = ¢(g)(z), pode-se formar um novo espago que
codifica em si a estrutura do grupo G, a estrutura de A e a agao ¢ de G em A, o produto

smash R = A#K|G]. Isto é o espago vetorial R = A®x K[G] dotado com a multiplicagao

(a1, 91) - (a2, 92) = (a1(g1 * az2), 9192), ai,as € A, g1,92 € G.
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Por linearidade, também o anel de grupo K[G| age sobre A:

(a1g1Faagat- - Fangn)xa = ai(gixa)+az(gaxa)+ - -+an(gn*a), a€A g €G o €K.

Em particular, se um grupo G age sobre uma algebra de Lie L (restrita), entdo essa
acao pode ser estendida até a agdo sobre a dlgebra envelopante universal (restrita) U(L)
(u(L)) de L e podemos formar o produto smash U(L)#K|[G], (u(L)#K[G]). Para estes
produtos, foram descobertos varios resultados com respeito as identidades polinomiais

nao triviais satisfeitos por eles. Mencionarems alguns deles no Capitulo 2.

1.5 Algebras de Poisson. Exemplos

Algebras de Poisson surgem naturalmente em diferentes areas da algebra, topologia e

fisica.

Algebras de Poisson foram introduzidas em 1976 por Berezin [7], veja também Vergne
[55] (1969). Algebras de Poisson foram usados para estudar algebras envelopantes univer-
sais de élgebras de Lie, para dlgebras de Lie de dimensao finita em caracteristica zero [22],
[32]. Subdlgebras comutativas em dlgebras de Poisson simétricas sdo usadas para estudar
subalgebras comutativas em algebras envelopantes universais de algebras de Lie semis-

simples de dimensao finita em caracteristica zero [52], [56].

A partir de agora, iremos considerar K um corpo de caracteritica p > 0, a menos dos

casos especificos.

Um espaco vetorial A sobre um corpo K é uma algebra de Poisson desde que, além
de uma adicao, A tem duas operagoes K-bilineares as quais sao relacionadas pela regra

de Leibnitz. Mais precisamente, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.5.1 Um K-espago vetorial A € uma dlgebra de Poisson se ele tem dois K-

produtos tais que:

1. A € uma dlgebra associativa comutativa com unidade com multiplicacao denotada

pora-b (ouab), onde a,b € A;
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2. A € uma dlgebra de Lie em que tradicionalmente a operagao de Lie € denotada pelos

colchetes de Poisson {a,b}, onde a,b € A;

3. estas duas operagoes estao relacionadas pela regra de Leibnitz:
{a-b,c} =a-{b,c}+b-{a,c}, a,b,c € A.

Os exemplos tipicos sao dados a seguir.

Exemplo 1.5.2 Considere o anel de polinomios

H,,(K)=K[X1,...,Xm, Y1,..., Y]

Se colocarmos {X;,Y;} = d;j, onde d;; € o simbolo de Kronecker, e estendermos estes
colchetes pela regra de derivagao, a dlgebra resultante é uma dlgebra de Poisson com

respeito a multiplicacao natural, onde os colchetes de Poisson sao

 ~~[O0f 99 Of 9y
{f’g}_;<0_&5_3§_3_ﬁ0_&)’ [, 9 € Hy,, (K). (1.8)

Nos referimos também a dlgebra de Poisson Ha,,(K) como a dlgebra Hamiltoniana.

Exemplo 1.5.3 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K, com K-base {vy,va,...}.

Considere a dlgebra simétrica da dlgebra envelopante universal (veja [10], pagina 76):

um anel de polinomios. Definimos o colchete de Poisson por:
{v,w} = [v,w], v,w e L,
e estendendo por linearidade e por derivacoes:

{vi - vj, v} = v - {vj, v} +v; - {vi, v}

Assim, S(L) € uma dlgebra de Poisson, chamada dlgebra de Poisson simétrica.
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Exemplo 1.5.4 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K de caracteristica p > 0,
com uma K-base {vi,vq,...}. Considere uma dlgebra quociente da dlgebra de Poisson
simétrica

s(L)=S(L)/(v" | v eL).
Temos um anel de polinomios truncados. Por
(P uy =po? Ho,u} =0, veLucs(l)

0s colchetes de Poisson sobre S(L) produzem um colchete de Poisson sobre s(L). Assim,
s(L) € uma dlgebra de Poisson chamada dlgebra simétrica truncada. Observe que L nao

necessariamente é uma dlgebra de Lie restrita.

Exemplo 1.5.5 Seja K um corpo da carateristica positiva p. Introduzimos a dlgebra de

Poisson Hamiltoniana truncada como
ho(K) = K[Xy, ..., X, Y1, .., Y /(XPYP |i=1,...,m),
onde o colchete € definido por (1.8), veja Exemplo 1.5.2, e usando a observagdo do Exem-

plo 1.5.35.

As algebras Hamiltonianas ha,,(K) e Hy,,(K) na classe das dlgebras de Poisson tem
um papel semelhante ao das dlgebras de matrizes M,,(K) na classe das édlgebras associa-

tivas.

As nogoes de subalgebra de Poisson, ideais de Poisson e morfismos de Poisson, sao

conceitos padroes e sao definidos em termos dos colchetes de Poisson.

Definigao 1.5.6 Seja A uma dlgebra de Poisson sobre um corpo K e sejam H e I su-

bespacos de A. Entao

1. H ¢ dita subalgebra de Poisson se H-H C H e {H,H} C H;

2. 1 ¢é dito ideal de Poisson se [ -AC 1 e{l,A} CI.
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Definicao 1.5.7 Sejam duas dlgebras de Poisson Ay e Ay sobre um corpo K. Um homo-
morfismo de dlgebras ¢ : Ay — As € chamado homomorfismo de dlgebras de Poisson se

© preserva os colchetes de Poisson, isto €, para quaisquer f,g € Ay,

o1f, 9t a = {p(f), (9)} A,

1.6 Algebra de Poisson livre e identidades de Poisson

O objetivo desta secao ¢ descrever alguns fatos basicos sobre identidades polinomiais

de algebras de Poisson.

Seja K um corpo qualquer de caracteristica 0 e seja X = {1, xs,...} um conjunto

nao vazio de varidveis enumeravel.

Definigao 1.6.1 A dlgebra de Poisson livre sobre X é uma dlgebra de Poisson P(X) que
Junto com uma aplicagao i : X — P(X) € tal que dada qualquer aplicagio ¢ : X — A
em uma dlgebra de Poisson A, ela pode ser unicamente estendida a wm homomorfismo de

dlgebras de Poisson @ : P(X) — A tal que o diagrama

X —% P[X]

|4

A

¢ comutativo, isto €, p =P o1i.

Considere a algebra de Lie livre L = L(X) sobre o conjunto das varidveis X, e sua
algebra simétrica F'(X) = S(L(X)), como na Defini¢ao 1.3.22. Entao, F(X) é a dlgebra

de Poisson livre nas varidveis z € X, como foi demonstrado por Shestakov [44].

Por exemplo, seja L = L(z,y) a élgebra de Lie livre de posto 2. Consideramos a base
de Hall (veja Teorema 1.3.10) dela

L= (z,y,ly,z], [y, z], ], [y, =], 9], [[[y, ], 2], 7], . . ) e
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Obtemos a édlgebra de Poisson livre S(L) de posto 2, que tem uma base canonica nos

monomios como a abaixo:

T O R O 3 S R B S NP P L

K

onde apenas uma quantidade finita de n;’s, 7 > 1, sao diferentes de zero.
A definicao de uma Pl-dlgebra de Poisson é padrao, as identidades sendo elementos

da dlgebra de Poisson livre F'(X) de posto enumeravel. Assumiremos que os fatos basicos

sobre variedades de dlgebras lineares sao conhecidas do leitor, (veja, por exemplo, [11]

e [1]).

Considere a &lgebra de Poisson livre F/(X) com conjunto gerador enumeravel X =
{z; | i € N}. Seja P, = P,(X) C F(X) o subespago dos elementos multilineares de grau

nem x,...,T, Considere também o subespaco ()2, C Ps, gerado pelos elementos

{mm ) xa2} ’ {xaav C("044} e {‘/L‘Oanl’ :L‘OCQn}'

Segundo Farkas [13], chamamos os elementos de Qs, de polinémios customary. Uma

base canonica de (s, ¢ dada a seguir

Q2n = ({zr1), 22} - {Zr) Tr b A{Zr@a—1): Trem | T € San,
(1) < 7(2), 7(3) <7(4),...,7(2n — 1) < 7(2n),
T(l)<7(3) < -+ <7(2n—1))k.

Denote por 15, o conjunto das permutacoes T € S, satisfazendo as condigoes acima.

Note que |Ts,| é igual ao nimero de partigoes do conjunto {1,2,...,2n} em pares.

Escrevemos uma identidade customary nao trivial como:

Z Ad 1), Tr@) AT 3), Tr ) ATr @1, Tren) ) =0, A € K,

T€TH,

onde A\, = 1, para a permutagao identidade e € T5,.

A importancia de polinémios customary é explicado pelo seguinte fato descoberto por

Farkas.



Capitulo 1. Preliminares 50

Teorema 1.6.2 (Farkas, 1998, [13]) Suponha que V é uma variedade dlgebras de Pois-
son nao trivial sobre um corpo K de caracteristica zero. Entao V satisfaz uma identidade

customary nao trivial.

Vamos mostrar a ideia da demonstragao. Seja uma algebra de Poisson R que satisfaz
a identidade f(X,Y,Z) = {{X,Y}, Z} = 0. Entao, R satisfaz também a identidade:

0=f(X1X2,Y. Z) - X1 f(Xo,Y, Z) — Xof(X1,Y, Z)
= {{X1X27Y}a Z} - Xl{{X27Y}7 Z} - XQ{{X17Y}7 Z}
={X1,Y X, Z} + {Xo, Y H{ X3, Z},

obtemos um polinomio customary. Farkas chamou isso de processo de customariza¢ao [13],

que ¢ um analogo do processo de linearizagao para algebras associativas bem conhecido.

De fato, os argumentos de [13], provam o seguinte resultado.

Teorema 1.6.3 (Farkas, 1998, [13]) Suponha que uma dlgebra de Poisson A satisfaz
uma identidade de Poisson multilinear ndo trivial. Entdo A satisfaz uma identidade

customary nao trivial.

Vamos explicar porque nos precisamos de polinomios multilineares no caso da carac-
teristica positiva p. O processo de linearizacao simplesmente nao funciona para algebras
de Poisson em caracteristica positiva como no caso de algebras associativas ou de Lie. De
fato, por exemplo, a identidade de Poisson {z,y}? = 0 é dada por um elemento nao nulo

da dlgebra de Poisson livre F'(X). Observe que sua linearizagao completa ¢ trivial:

> Az vx} - AZow) U} = P {21, 0z} T, Yaiy } = 0.

o,TES TES

Além disso, checa-se que qualquer élgebra simétrica truncada s(L) satisfaz a identi-
dade {z,y}* = 0. Com efeito, sejam a, b € s(L), entao {a, b} é um polinémio truncado sem
o termo constante, sua p- ésima poténcia é zero pela regra de Frobenius (v+w)? = vP+wP.
Assim, nao faz sentido estudar identidades de Poisson arbitrarias para algebras simétricas

truncadas.

Na teoria de PI-algebras de Poisson, o analogo do polinomio standard associativo é o
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polinémio de Poisson standard como abaixo ([13], [14]):

St2n = St2n(x17 s 7*1'271) = Z <_1)J{$0(1)7 $0(2)} to {xcr(anl); xU(Zn)}'

oc€Tay

Este é um polinoémio customary e ele é antissimétrico em todas as varidveis [13].

Temos o seguinte fato semelhante ao de algebras associativas.

Teorema 1.6.4 (Mishchenko, Petrogradsky, Regev, 2007, [29]) No caso de carac-

teristica zero, qualquer Pl-dlgebra de Poisson satisfaz uma identidade

(Stgn(l'l, c. ,$2n>)m = O,

para alguns inteiros n, m.

Outro fato importante sobre identidades standard é como a seguir.

Lema 1.6.5 (Farkas, 1998, [13]) Seja A uma dlgebra de Poisson sobre um corpo ar-
bitrario K gerada por k elementos como uma dlgebra associativa. FEntdo A satisfaz a
identidade standard

Sth(xly s Jme) = 07

sempre que 2m > k.



Capitulo 2

Identidades dos anéis de grupos e

algebras envelopantes

Neste capitulo, nés fazemos uma breve exposicao dos resultados sobre a existéncia de
identidades polinomiais nao triviais dos anéis de grupos, algebras envelopantes, produtos

smash e algebras de Poisson.

2.1 Identidades dos anéis de grupos

Passman obteve condigoes necessdrias e suficientes para o anel de grupo K[G] satis-

fazer uma identidade polinomial nao trivial sobre um corpo K de caracteristica qualquer.

Teorema 2.1.1 (Passman, 1972, [34]) A dlgebra de grupo K[G] de um grupo G sa-
tisfaz uma identidade polinomial nao trivial se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao

satisfeitas.

1. Existe um subgrupo normal A C G de indice finito;

2. A € abeliano se K € de caracteristica zero, e o subgrupo comutador A" € um p-grupo

finito se K € de caracteristica p > 0.
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Recordando que um grupo G é dito 4p-abeliano se G é abeliano para p =0 e se p > 0,

G', o subgrupo comutador de G, é um p-grupo finito.

Em [33] Passi, Passman e Sehgal consideraram identidades polinomiais que corres-

pondem a Lie nilpoténcia e a Lie solubilidade de K[G].

Teorema 2.1.2 (Passi, Passman, Sehgal, 1973, [33]) Seja K[G]| um anel de grupo
de um grupo G sobre um corpo K, char K = p > 0. Entao

1. KI[G] € Lie nilpotente se, e somente se, G é p-abeliano e nilpotente;
2. K[G] ¢é Lie solivel se, e somente se,

(i) G é p-abeliano, para p # 2 e

(i1) G tem um subgrupo 2-abeliano de indice no mdzimo 2, para p = 2.

Existe uma formula para a classe de Lie nilpoténcia de um anel de grupo sobre um
corpo de caracteristica positiva. Seja G um grupo, K[G] o anel de grupo do grupo G,

define-se os subgrupos de dimensao de Lie de G como:

Dy x(G)=Gn(1+K[G™),  n>0,

)

onde K[G]™ é o n-ésimo termo das poténcias de Lie superiores de K[G].

Bhandari e Passi descreveram os subgrupos de dimensao de Lie como [9]:

Duu(@ = [[ W@, nxo (2.1)

(i-1)pk>n

Teorema 2.1.3 (Bhandari, Passi, 1992, [9]) Sejam G um grupo, K um corpo de ca-

racteristica p > 3 tais que o anel de grupo K[G] é Lie nilpotente. Entao a classe de Lie

nilpoténcia de K[G] € igual a

1+ (p—1)>_ mlog, (D x(G) : Dimen) x(G)).

m>1
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2.2 Identidades das algebras envelopantes universais

Em [26], Latyshev provou que a élgebra envelopante universal de uma dlgebra de Lie
de dimensao finita sobre um corpo de carateristica zero satisfaz uma identidade nao trivial
se, e somente se, a algebra de Lie é abeliana. Mais tarde, Bahturin notou que a condicao

de a élgebra de Lie ser de dimensao finita nao era necessaria, (veja [1]).

Bahturin estabeleceu também um teorema semelhante sobre a existéncia de uma iden-
tidade nao trivial para a algebra envelopante sobre um corpo de caracteristica positiva

€cOmo a seguir.

Teorema 2.2.1 (Bahturin, 1974, [2]) Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K
de caracteristica positiva. Entao a dlgebra envelopante universal U(L) satisfaz a uma

identidade polinomial nao trivial se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

1. existe um ideal abeliano H C L de codimensao finita;

2. todas as derivagoes internas ad x, x € L sao algébricas de grau limitado.

Além disso, Bahturin encontrou condig¢oes necessarias e suficientes para a &algebra
envelopante universal de uma superdlgebra de Lie sobre um corpo de caracteristica zero

satisfazer uma identidade polinomial nao trivial [3].

Teorema 2.2.2 (Bahturin, 1985, [3]) Sejam K um corpo de caracteristica zero, L =
Lo @& Ly uma superdlgebra de Lie e U(L) sua dlgebra envelopante universal. Entdo U(L)
satisfaz a uma identidade polinomial nao trivial se, e somente se, as sequintes condi¢oes

sao validas:

1. Lo € uma dlgebra de Lie abeliana;

2. Ly contém um Lo-submddulo M tal que ambos Li/M e [Lg, M] sao de dimensao
finita,

3. [M, M] = 0.
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2.3 Identidades das algebras envelopantes restritas

Passman em [36] e Petrogradsky em [37] descreveram a algebra de Lie restrita cuja
algebra envelopante restrita u(L) satisfaz a uma identidade polinomial nao trivial. Isso

deu o resultado principal para nossa pesquisa.

Teorema 2.3.1 (Passman, 1990, [36], Petrogradsky, 1991, [37]) Seja L uma p-dlgebra
de Lie. Entao a dlgebra envelopante restrita w(L) satisfaz a uma identidade polinomial

nao trivial se, e somente se, existem ideais restritos Q C H C L tais que

1. dim L/H < oo, dim Q) < oo;
2. H/Q € abeliano;

3. Q) € abeliano e tem uma p-aplicacdo nilpotente.

Em [42], Riley e Shalev determinaram quando u(L), considerada como uma algebra
de Lie, é soluvel (para p > 2), nilpotente e quando ela é n-Engel, isto é, quando ela

satisfaz a identidade [z,,y] = [z,y,...,y] = 0, onde y aparece na expressao n vezes.

Teorema 2.3.2 (Riley, Shalev, 1993, [42]) Seja u(L) a dlgebra envelopante restrita

de uma algebra de Lie restrita L sobre um corpo K, de caracteristica p > 0. Entao
1. u(L) € Lie nilpotente se, e somente se, L € nilpotente, L? é de dimensdo finita e
p-nilpotente;

2. u(L) € n-Engel para algum n se, e somente se, L € nilpotente, L*> € p-nilpotente e

L tem um ideal restrito A tal que ambos L/A e A" sdo de dimensao finita.

3. u(L) é Lie solivel se, e somente se, L* é de dimensdo finita e p-nilpotente, para
p#2.

No Teorema 2.3.2, p-nilpotente denota que a p-aplicagao é nil.

Seja L uma algebra de Lie restrita sobre um corpo K de caracteristica p, Riley e

Shalev definiram as subdlgebras de dimensao de Lie superiores de L como abaixo [41]:

Dwy(L) = Lnu(L)™,  n>0,
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onde u(L)™ é o n-ésimo termo das poténcias de Lie superiores da dlgebra u(L).

(Nossa enumeracao é alterada em compagao com [41]). Riley e Shalev obtiveram

outras descrigoes semelhantes aquelas (2.1) para anéis de grupo [41]:

Duy(L)= > %Ly, nxo0. (2.2)

(i-1)pF>n

O seguinte é um resultado anédlogo para classes de Lie nilpoténcia para anéis de grupo

(veja Teorema 2.1.3).

Teorema 2.3.3 (Riley, Shalev, 1995, [41]) Seja L uma dlgebra de Lie restrita sobre

um corpo K de caracteristica p tal que u(L) é Lie nilpotente. Entao

1. A classe de Lie nilpoténcia forte de u(L) € igual a

L+ (p—1)> mdim(Dm)/Dim));

m>1
2. No caso p > 3, a classe de Lie nilpoténcia coincide com a classe de Lie nilpoténcia

forte.

O caso quando o corpo tem caracteristica 2 foi determinado em [50].

Teorema 2.3.4 (Siciliano, Usefi, 2015, [50]) Seja L uma dlgebra de Lie restrita sobre
um corpo K de caracteristica 2. Seja K o fecho algébrico de K e coloque £L = L ®k K.
Entao u(L) é Lie solivel se, e somente se L tem um ideal I restrito 2-nilpotente de

dimensdo finita tal que £ = L/ satisfaz uma das sequintes condiges:

1. L tem um ideal restrito abeliano de codimensao no mdximo 1;

2. L ¢ nilpotente de classe 2 e dim L£/Z(L)

3;

- <$1,x2,y>?@ Z<£); onde [xlhy] = T, [«7327y] =Ty, € [x17x2] € Z<£)7

(|

3.

4. L= {z,y)x®HSZ(L), onde H ¢ uma subdlgebra restrita abeliana forte de dimensao
finita de L tal que [x,y] =z, [y,h] = h, e [x,h] € Z(L) para cada h € H;
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5. L={(2,9)%x®H®Z(L), onde H é uma subdlgebra abeliana de dimensdo finita de
L tal que [x,y] =z, [y,h] = h,[x,h] € Z(L), e [, = h? para cada h € H.

Siciliano provou em [46] que, no caso p > 2, a solubilidade forte da dlgebra envelopante
restrita u(L) é equivalente a sua solubilidade. Também, a solubilidade forte, no caso p = 2,
¢ descrita pela mesma condicao dada na Parte 3 do Teorema 2.3.2. No caso p = 2, ele
mostrou um exemplo de uma &lgebra envelopante restrita u(L) que é solivel mas nao é

soluvel forte.

Lie solubilidade, Lie nilpoténcia e outras identidades nao matriciais para algebras
envelopantes (restritas) de superdlgebras de Lie (restritas) sao estudadas em [8], [48],
[47], [53] e [54]. Mais sobre comprimentos solubilidade de Lie, classes de Lie nilpoténcia

para u(L), ou elementos simétricos de u(L), etc, veja [49].

Para o caso de p-superalgebras de Lie, veja em [2], p-superdlgebras de Lie coloridas,

veja em [4].

2.4 Identidades dos produtos smash

Outros desenvolvimentos foram obtidos para o produto smash da forma U (L) #K|[G]
e u(L)#K|[G] em [5], onde um grupo G age por automorfismos sobre uma algebra de Lie
(restrita) L. Estes resultados sao interessantes porque eles combinam ambas situagoes,

anéis de grupo e algebras envelopantes.

Teorema 2.4.1 (Bahturin, Petrogradsky, 2002, [5]) Suponha que um grupo G age
por automorfismos sobre uma p-dlgebra de Lie L. Entao u(L)#K[G| é uma Pl-dlgebra

se, e somente se,

1. existem subdlgebras restritas G-invariantes Q C H C L com

(a) dim L/H < oo, dim @ < oo;
(b) [H, H] C Q;

(c) Q é abeliana com uma p-aplica¢ao nilpotente;

2. existe um subgrupo A C G com
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(a) |G : Al <oo;
(b) o subgrupo comutador A’ é um p-grupo abeliano finito;

3. A age trivialmente sobre H/Q).

Teorema 2.4.2 (Bahturin, Petrogradsky, 2002, [5]) Sejam G um grupo, L uma dlgebra
de Lie sobre um corpo K de caracteristica p > 0 e suponha que G age sobre L por au-

tomorfismos. Entao U(L)#K|[G| é Pl-dlgebra, se e somente se, as sequintes afirmagoes

sao vdlidas:

1. existe um ideal abeliano G-invariante H C L de codimensao finita e todas as de-

rivacoes internas ad x, para qualquer x € L, sao algébricos de grau limitado;

2. existe um subgrupo normal A C G de indice finito tal que A, o subgrupo comutador,

¢ um p-grupo finito abeliano;

3. A age trivialmente sobre L.

Identidades para o produto smash U(L)#K|[G], onde L é uma superalgebra de Lie

em caracteristica zero foram estudadas em [21].

Teorema 2.4.3 (Kochetov, 2003, [21]) Seja L = Lo® Ly uma superdlgebra de Lie so-
bre um corpo K de caracteristica zero. Seja G um grupo agindo sobre L por automorfismos
de dlgebra graduada. Entdo o produto smash U(L)#K|G] é Pl-dlgebra, se e somente se,
existem subespacos N e M Lgy- e G-invariantes com N C M C Ly e um subgrupo A de G

tais que:
1. N e L1/M sao de dimensao finita,
2. [Lo, Lo) = [M,M] =0 e [Ly, M] C N;
3. A € abeliano e tem indice finito em G;

4. A age trivialmente sobre Ly e sobre M/N.
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2.5 Identidades das algebras de Poisson simétricas

O seguinte resultado é um anédlogo do teorema classico de Amitsur-Levitzki sobre
identidades de anéis de matrizes. De fato, Kostant usou uma outra linguagem, mas como
observou Farkas [14], Kostant na verdade demonstrou o resultado sobre identidades de

algebras de Poisson.

Teorema 2.5.1 (Kostant, 1981, [22]) Seja L uma dlgebra de Lie de dimensdo finita
sobre um corpo de caracteristica zero. Entdo, a dlgebra de Poisson simétrica S(L) satisfaz
a identidade de Poisson standard Stog = 0 sempre que 2d excede a dimensdo da orbita

coadjunta mdxima de L.
A nilpoténcia de classe 2 das algebras simétricas foi considerada por Shestakov.

Teorema 2.5.2 (Shestakov, 1993, [44]) A dlgebra simétrica S(L) de uma dlgebra de
Lie arbitraria L satisfaz uma identidade de Poisson {x,{y,z}} =0 se, e somente se, L é

abeliana.
Em [14], Farkas provou a seguinte afirmacgao semelhante ao Teorema 2.5.1 de Kostant.

Teorema 2.5.3 (Farkas, 1999, [14]) Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo de
caracteristica zero. Entdao a dlgebra simétrica S(L) satisfaz a uma identidade de Poisson

nao trivial se, e somente se, L contém uma subdlgebra abeliana de codimensao finita.

Giambruno e Petrogradsky em [15] estenderam este resultado para uma &lgebra de

caracteristica arbitraria.

Teorema 2.5.4 (Giambruno, Petrogradsky, 2006, [15]) Seja L uma dlgebra de Lie
sobre um corpo de caracteristica arbitrdria. Entdo a dlgebra simétrica S(L) satisfaz uma
wdentidade de Poisson multilinear nao trivial se, e somente se, L contém uma subdlgebra

abeliana de codimensao finita.

O seguinte resultado foi obtido para a algebra simétrica truncada s(L) de uma p-

algebra de Lie.
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Teorema 2.5.5 (Giambruno, Petrogradsky, 2006, [15]) Seja L uma p-dlgebra de Lie.
Entao a dlgebra simétrica truncada s(L) satisfaz uma identidade de Poisson multilinear

nao trivial se, e somente se, existe um ideal restrito H C L tal que
1. dim L/H < oo,

2. dim H? < oo;

3. H é nilpotente de classe 2.

Este resultado é fundamental para nés porque as identidades de Lie nilpoténcia (forte)

e solubilidade (forte) sao multilineares e nés usamos ele na forma do Teorema 4.1.4, veja

abaixo.



Capitulo 3

Resultados principais

Neste capitulo, introduzimos duas nogoes de Lie nilpoténcia e Lie solubilidade para
as algebras de Poisson, definindo as séries centrais inferiores, poténcias de Lie superiores,
séries derivadas e séries derivadas superiores. Depois, apresentamos nossos resultados
principais. O primeiro nos da condigoes equivalentes com respeito as identidades de Lie
nilpoténcia e Lie nilpoténcia forte da édlgebra de Poisson simétrica truncada s(L). O
segundo nos da condigoes equivalentes com respeito as identidades de Lie soluvel e Lie
soluvel forte, neste caso em caracteristica p > 3. Usaremos os termos Lie solivel/Lie

nilpotente quando nos referimos a estrutura de Lie de algebras de Poisson.

3.1 Duas nocoes de Lie nilpoténcia de algebras de

Poisson

Seja R uma algebra de Poisson arbitraria. Para cada inteiro positivo m, denote por
Ym(R) 0 m-ésimo termo da série central inferior de R, ie., 11(R) = R e vo411(R) =

{7 (R), R},n > 1. Isto nos dd uma sequéncia decrescente de ideais

R=n(R)27%(R)={R, R} 2 7s(Rk) 2 -

Considere também os seus ideais gerados R = ~,(R)R, n > 1, chamados de
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poténcias de Lie inferiores. Dizemos que R é Lie nilpotente de classe s se vs11(R) = 0
mas vs(R) # 0. Claramente, a condicio v,11(R) = 0 é equivalente a R = 0 ou a

identidade de Lie nilpoténcia:

{. .. {{Xo,Xl},XQ}, AN 7Xs} =0.

Definimos também as chamadas poténcias de Lie superiores como a seguir. A cada
passo nés pegamos o ideal gerado pelos comutadores, isto é, colocamos R = R e R™ =
{R(”_l),R}R para todo n > 1, (observe que estamos usando a numeragao alterada de
poténcias de Lie superiores que foi feito em [41]). Também ganhamos uma sequéncia
decrescente de ideais de R. A condicao R@ = 0 é equivalente a identidade de Lie

nilpoténcia forte de classe d

(. X0, X0} - Vi, X} - Yau oo, Xaa } - Yior, Xa} = 0. (3.1)

Assim, dizemos que uma algebra de Poisson R é Lie nilpotente forte de classe d quando
R satisfaz a identidade (3.1), ou equivalentemente que R“*!) = 0 e nao satisfaz condicio

semelhante para d. Observe também que

Yn(R) € R™D > 1. (3.2)

Isto significa que a Lie nilpoténcia forte de classe d implica a Lie nilpoténcia de
mesma classe d. A nilpoténcia de classe 1 é equivalente a nilpoténcia forte de classe 1 e é

equivalente ao fato de R ser uma &lgebra de Lie abeliana.

3.2 Duas nocoes de Lie solubilidade de algebras de

Poisson

Seja R uma &algebra de Poisson arbitraria. Para cada inteiro positivo m, denotare-
mos por 6,,(R) o m-ésimo termo da série derivada de R, i.e., 0o(R) = R, 0p41(R) =
{6n(R),0,(R)}, n > 0.
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Por inducao, definimos polindémios:

51(X1>X2) = {X17X2};
52(X17X27X37X4) == {{XlaX2}; {X3aX4}}7

5S+1(X1, XQ, ce ,X25+1) == {(Ss(Xl, e 7X25>, 6S(X25+1+1, e ,X25+1)};

Agora, R é dita Lie solivel de classe s se, e somente se, d0,(R) = 0, mas ds_1(R) # 0, ou
equivalentemente, R satisfaz a identidade de Lie solubilidade d5(X7, ..., X2:) = 0 (onde

s é minimal). Uma outra condi¢do equivalente é que existe a cadeia dos ideais de Lie
R:RoDRlD"'DRS:O,

tais que os fatores R;/R;11,1=0,...,s — 1, sdo abelianos e s é minimal.

Definimos também as chamadas séries derivadas superiores. Colocamos go(R) = R,
Ons1(R) = {0a(R),0,(R)} - R, n > 0. Por inducdo, definimos polinémios como:

01(X1, X2, Y1) = { X1, Xo} Y1

52(X17X27X37X47}/17}/27}/}>) = {{XlaXZ}}/la {X3aX4}}/2}}/3a
gn+1(X1, P ,X2n+1,}/17 e ,}/’Qn-‘rl,l) =

{g’rL(Xla S 7X2"7)/17 s 7Y2”—1)a

5n(X2n+1, e ,X2n+1,}/2n, e ,}/2n+1_2)}Yén+1_1;

Assim, dizemos que R é Lie solivel forte de classe s se, e somente se, d5(R) = 0, mas

ds_1(R) # 0, ou equivalentemente, R satisfaz a identidade de Lie solubilidade forte

5o(X1, .., Xoe, Yi, .o Youy) =0,

onde s é minimal. Uma outra condi¢ao equivalente é que existe a cadeia dos ideais de
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Poisson
R=RyDR;D---DR;,=0,

tais que os fatores R;/R;11,1=0,...,s — 1, sdo abelianos e s é minimal.

Observe também que

5,(R) C 3,(R), s> 0. (3.3)

Em particular, a solubilidade forte de classe d implica a solubilidade de classe d. A
solubilidade de classe 1 é equivalente a solubilidade forte de classe 1 e é equivalente ao

fato de R ser uma algebra de Lie abeliana.

3.3 Lie nilpoténcia de algebras de Poisson simétricas

truncadas

O nosso primeiro resultado principal é o seguinte.

Teorema 3.3.1 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo de caracteristica p > 0.
Considere sua dlgebra de Poisson simétrica truncada s(L). As sequintes condigdes sdo

equivalentes:

1. s(L) € Lie nilpotente forte;
2. s(L) € Lie nilpotente;

3. L € nilpotente e dim L? < oo.

Seja L uma algebra de Lie sobre um corpo de caracteristica positiva p > 3. Usando
a nocao das poténcias de Lie superiores (veja acima), definimos subdlgebras de dimensao

de Poisson truncadas de L como:

Diy(L) = LOGEN",  n>0.
Pela afirmacao 3 do Lema 4.3.1, obtemos a seguinte descricao dessas subalgebras,
a qual é semelhante as férmulas conhecidas para anéis de grupos e envelopantes restri-
tas (2.1) e (2.2):
Di(L) = %r(D),  n>0.

(n
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Agora computamos as classes de nilpoténcia e nilpoténcia forte. Estes resultados sao
os andlogos das férmulas conhecidas para anéis de grupos e envelopantes restritas (veja

Teorema 2.1.3 e Teorema 2.3.3).

Teorema 3.3.2 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo de caracteristica positiva

p > 3, tal que s(L) € Lie nilpotente. Os numeros sequintes sao iguais:

1. a classe de Lie nilpoténcia forte de s(L);

2. a classe de Lie nilpoténcia de s(L);

3.
L (p— 1) Y - dim(yi0(L)sa(L)):

n>1

Nos casos p = 2,3 os nimeros 1), 3) sao iguais também.

Para caracteristicas especiais p = 2, 3, o nimero acima produz uma cota superior para
a classe de Lie nilpoténcia comum. Nestes casos, temos uma cota inferior para a classe

de Lie nilpoténcia (veja Teorema 4.6.2):

2+ (p - 1) Z(n - 1) ) dim(’yn—&-l(L)/'Yn—l-Q(L))'

n>2

3.4 Solubilidade de algebras de Poisson simétricas

truncadas

O nosso segundo resultado principal é o seguinte.

Teorema 3.4.1 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo de caracteristica p > 3.
Considere sua dlgebra de Poisson simétrica truncada s(L). As seguintes condi¢oes sao

equivalentes:

1. s(L) € Lie solivel forte;
2. s(L) € Lie solivel;

3. L € solivel e dim L? < oo.

No caso p =2 as condigoes 1 e 3 sao equivalentes também.
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3.4.1 A solubilidade no caso p =2

Observe que, a resposta para a questao de solubilidade para anéis de grupo em carac-
teristica 2 é vista muito bem (Teorema 2.1.2). Mas uma questao semelhante para dlgebras

envelopantes restritas ¢ mais complicada (Teorema 2.3.4).

A resposta geral para a questao de solubilidade de s(L) no caso p = 2 é uma questao
em aberto. Como uma primeira abordagem, mostraremos que o problema de solubilidade

da &algebra simétrica truncada no caso p = 2 é diferente do caso de outras caracteristicas.

Isto é, no caso quando char K = 2, obtemos dois exemplos das dlgebras simétricas
truncadas que sao soluveis mas nao sao soltuveis forte, veja dois exemplos dados em
Lema 5.2.1 e Lema 5.2.2.

Um fato préximo é que as édlgebras Hamiltonianas Hy(K') e hy(K) sdo soliveis mas
nao soliveis forte no caso char K = 2 (Lema 5.2.3). Isto é um andlogo de um fato bem
conhecido que o anel My(K) das matrizes 2 x 2 sobre um corpo K, char K = 2, é soltuvel

mas nao é soluvel forte.

Finalmente, demonstramos a seguinte generaliza¢ao do resultado de Shestakov (veja
Teorema 2.5.2).

Teorema 3.4.2 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo arbitrdario K, e S(L) sua
algebra simétrica. Entao as sequintes condig¢oes sao equivalentes:

1. L ¢ abeliana,

2. S(L) € Lie nilpotente forte;

3. S(L) € Lie nilpotente;

4. S(L) é Lie solivel forte;

5. S(L) € Lie solivel (char K # 2 ).
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Lie nilpoténcia. Demonstracoes

Neste capitulo demonstramos o nosso primeiro resultado principal sobre nilpoténcia

da dalgebra de Poisson simétrica truncada, isto é, nés demonstramos o seguinte teorema.

Teorema 3.3.1. Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo de caracteristica p > 0.
Considere sua dlgebra de Poisson simétrica truncada s(L). As sequintes condigdes sdo

equivalentes:

1. s(L) é Lie nilpotente forte;
2. s(L) € Lie nilpotente;

3. L € nilpotente e dim L? < oo.

4.1 Delta-conjuntos e identidades de Poisson

No caso de grupos, delta-conjuntos foram introduzidos por Passman [34]. Seja G um

grupo, entao denote

g ={h'gh|he G}, gEG,
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a classe de conjugacao de g em G,

A(G)={geCG||¢%=n}, n>1

AG) = An(@).

O conjunto A(G) é chamado o conjunto dos FC-elementos. Esta no¢ao é um instru-

mento poderoso para estudar identidades nos anéis de grupos K[G], veja [4].

No caso de algebras de Lie, eles foram introduzidos por Bahturin [1]. No que segue,
L ¢é uma &lgebra de Lie (restrita) sobre um corpo K de caracteristica p > 0. Também
recordaremos a nocao de delta-conjuntos para algebras de Lie. Se L é uma algebra de Lie,
definimos o conjunto dos elementos de “largura finita” com respeito aos colchetes de Lie

CcOo1mo

[L,z] =y, 2] |y € L)k, €L
A, (L) ={z € L | dimg[L,z] < n}, n > 0;

A(L) = | JAn(L) = {z € L | dimg[L, 2] < oo}

Os delta-conjuntos da algebra de Lie tém um papel chave no estudo das identidades
de élgebras envelopantes como é conhecido em [4]. Note que os conjuntos A, (L) nao sdo
subdlgebras, pois eles ndo sao nem mesmo subespacos em geral. As propriedades béasicas

dos delta-conjuntos sao dadas no seguinte resultado.

Lema 4.1.1 ([4]) Seja L uma dlgebra de Lie. Entao

1. cada A, (L), n € N, € invariante com respeito a multiplica¢do por escalar;
2. sex € AJ(L), y € Aj(L) entdao ax + Py € Ajy;(L), onde o, f € K;
3. sex € Ay(L), y € L entdo [x,y] € Aoi(L);

4. seja v € Ay(L) e suponha que L é uma dlgebra de Lie restrita; entdo x'P € Ay(L);
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5. A(L) é um ideal (restrito) de L.

No que segue, iremos fazer uso do préximo resultado sobre aplicacoes bilineares.

Teorema 4.1.2 (P.M. Neumann, 1970, [30], [1]) Sejam U, V,W espagos vetoriais so-
bre um corpo K e seja ¢ : U x V. — W uma aplicacao bilinear. Suponha que para todos
uelUeveV,dimp(u,V) <m edimp(U,v) <I. Entdo

dim{(p(U,V))x < ml.

Concluimos esta se¢ao com um resultado o qual parte de uma simples propriedade

dos delta-conjuntos.

Lema 4.1.3 ([42]) Seja L uma dlgebra de Lie. Entdo

1. Se I € um ideal de dimensao finita de L, entao A(L/I) = (A(L)+1)/I;

2. se H é uma subdlgebra de codimensado finita em L, entao A(H) = A(L)N H.

Demonstracao. A afirmacao 1 segue do fato que (A(L) + I)/I = A(L)/A(L) N I e pela
aplicacao ¢ : A(L)/A(L) NI — A(L/I) definida por p(z + ANI) = x + I ser um
isomorfismo. Seja x € L, denote L = L/I e T a imagem de x em I, entdo dim[z, L] <

dim[z, L] < dim[z, L]+ dim I. Como por hipdtese dim I < oo, a imagem de x tem largura

finita em L se, e somente se, x em L.

Agora, a afirmagao 2, como dim L/H = n < oo, existem x,zs,...,x, € L\H tais

que L = (x1,29,...,2,)x & H. Seja h € H, entao
[L,h] = ([x1,h], ..., [xs h])k & [H, ]

e dim[L, h] < oo se, e somente se, dim[H,h| < oo, isto é h € A(L) se, e somente se,
h € A(H). Portanto, h € A(L) N H se, e somente se, h € A(H). O

Mais delta-conjuntos foram introduzidos no estudo das identidades em &lgebras enve-
lopantes restritas u(L) de uma superalgebra de Lie restrita [38] e no estudo das identidades
nos produtos smash u(L)#K[G| e U(L)#K|G|, veja [5].
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Quando L é uma algebra de Poisson, consideremos os delta-conjuntos com respeito

aos colchetes de Poisson { , }.

O seguinte resultado tem um papel crucial em nosso trabalho.

Teorema 4.1.4 (Giambruno, Petrogradsky, 2006, [15]) Seja L uma dlgebra de Lie
(restrita) sobre um corpo K qualquer. Suponha que a dlgebra simétrica S(L) (dlgebra
simétrica truncada s(L)) satisfaz uma identidade de Poisson multilinear. Entao existem

inteiros n, N tais que

dimg L/AN(L) < n.

As identidades de Lie nilpoténcia (forte) e solubilidade (forte) sdo multilineares e nds

aplicamos este resultado para reduzir nossos casos para investigacao mais detalhada.
4.2 Filtracoes em algebras de Lie e dlgebras simétricas

truncadas

Seja L uma algebra de Lie (restrita) sobre um corpo K de caracteristica positiva p.

Uma filtragdo de s(L) é uma sequéncia decrescente de subespagos de s(L)

U

n>0
satisfazendo E; - E; C E;y; e {E;, E;} C E;4j, para todos 7,5 > 0. Tal sequéncia nos dé

de maneira natural uma sequéncia decrescente de subespacos

n>0
definindo por L,, = L N E,, para todo n > 0. Segue pela defini¢ao do produto {-,-} em
s(L) que
{LiaLj} g Li+j> Z?] Z O

Dizemos que uma sequéncia de subespacos que satisfaz estas propriedades é uma
filtra¢ao de L. Observe que cada L; ndo necessariamente é uma subdlgebra (restrita) de
L.
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Vimos que uma filtracao de s(L) da uma filtracao para L. De fato, o inverso também é
verdade. Suponha que {L,, | n > 0} é qualquer filtracao de L. Para cada x € L definimos
a cota de x, a qual iremos denotar por v(z), como sendo o maior indice n tal que = € L,,.
Agora, para cada inteiro m > 0, seja E,, C s(L) o K-espago linear gerado pelos produtos

da forma

L1X2 " Xy
onde z; € L, com v(z1) + v(z2) + - - - + v(zy) > m.

Veremos que {E,, | m > 0} é uma filtragao de s(L).
Lema 4.2.1 Seja E,,, m > 0 definido como acima, entao para todos n,m > 0 temos:

1. En : Em - Ener;'

2. {EnvEm} g En—‘rm'
Demonstracao. Seja E,, o K-espago linear gerado por todos os produtos da forma z; - - - a;
onde xy,...,x1; € L, 22:1 v(z;) > n e E, seja K-espaco linear gerado por todos os

produtos da forma v, - - -y, onde y1,...,yx € L, Z?ﬂ v(y;) > m. A parte 1 segue pela

comutatividade do produto - em s(L).

Agora, sejama=x1---x; € £, e b=y, -y, € E,,, temos pela regra de Leibnitz
{a,b} :le-“@“-xz'y1~~ij~~-yk{Iz-,yj},
‘7j

como v({x;,y;}) > v(z;) + v(y;), segue que {a,b} € E,, 1, e obtemos a parte 2. O

A relagao entre as duas filtragoes {L, | n > 0} e {E, | n > 0} é demonstrada pelo

seguinte lema.

Lema 4.2.2 Seja {L, | n > 0} uma filtracao de uma dlgebra de Lie L sobre um corpo K
de caracteristica p > 0 e seja {x; | i € I} uma base ordenada de L escolhida de maneira
que L, = ( z; | v(z;) > n)k, n > 0. Seja {E, | n > 0} a filtragio de s(L) induzida por

{L, | n>0}. Entao as sequintes afirmag¢des sao vdlidas para cada n > 0.
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1. B, = <77 ‘ ’/(77) > n>K7 onde n= $(111':ECQLQ"'$?Z7 V(U) = Zé’:l Cle(.ﬁCj),l >0e 0<
a; <p—1, para cada j;

2. {n | v(n) = n} € uma K-base de E, mddulo E,;
3. 0 conjunto de todos tais monémios n € uma base de s(L);

4. L, =LNE,. (Assim, retornamos a filtra¢ao original).

Demonstracao. Seja n > 0 fixado e seja £, ; o K-espaco linear gerado pelos produtos da
forma y1ys - - -y, onde y1,y2, ...,y € L, 22:1 v(y;) > n el < k. Afirmamos que E,; é

gerado pelo conjunto dos monomios

I I
xtay? -l Zajl/(xj)zn, 0<a;<p—1, j=1,...,1 Zajgk.
j=1 J=1

Por defini¢ao, estes elementos estao contidos em £, ;. Provaremos que eles geram

E, ; por indugao sobre £ > 1. O caso k = 1 segue por nossa escolha da base

E,i=(n=ye€L|v(y) =2nx =Ly

Agora, assuma que a afirmacao vale para todo j < k. Sejam y1,vs,...,yr € L satisfa-

k o, : .
zendo Y 5, v(y;) > n. Como y1yz---yp—1 € E 5Ty k10 POT hipétese de inducao, ob-
temos que y1ys - - - Yr—1 € uma combinacao linear de monomios z{'z5* - - - 7", 0 < a; < p—1
para cada 7, 22:1 a;jv(z;) > Zf;ll v(y;) e 22:1 aj < k —1. Também y,, é expresso via

xj com v(z;) > v(yg). O produto é comutativo, logo

ai a2 a . a1 a;+1 ay
rylwy? e aytey =aytexy e xyt € By
, A~ . . a1 aj+1 aj
Obtemos que y1y2 - - -y € gerado pelos monomios desejados xf'---z;”" " - 2. A
p

afirmacao segue, a menos de a; = p— 1. Tais termos desaparecem porque :L’?j = z; = 0.
Como E, = Zk21 E, i, a parte 1 segue.
A parte 2 segue de 1 e por E,, D E, .1, portanto E,,/E,.1 = (n | v(n) =n)k.

A parte 3 ¢é clara.
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Agora, observe que

E,.NL= <n:x‘f1x‘§2---mfl

!
Zaj =1,v(n) > n> =L,
j=1

e obtemos a parte 4. ([l

Lema 4.2.3 Seja R uma dlgebra de Poisson arbitraria. Entao as poténcias de Lie supe-
riores {R™ | n > 0} formam uma filtragdo, i.e. R® - RY) C RH7) ¢ {RD RO} ¢ R+
para todo i, 5 > 0.

Demonstracao. Primeiro, consideramos o produto associativo comutativo. Procedemos
por inducdo sobre j. Seja j = 0, entdo R(®) = R e nio ha nada a provar. Suponha que
a afirmacao é valida para j — 1 > 0. Usaremos a regra de Leibnitz na forma a{b,c} =

{ab, c} — b{a, c} e aplicaremos o argumento de indugao:

RO . RO — R(i){R(j—l)’ R}R

C {R(i)R(j_l), R}R + R(j—l){R(i)7 R}R
C {R(iﬂ‘*l)’ R}R + RU-D g+
C R+

A afirmacao para o produto de Lie também segue por inducao. Seja 7 = 0, entao
{R® RO}y C {R® R} C R*D C RY. Suponha que a afirmacdo é valida para j—1 > 0.
Usando a regra de Leibnitz, e a identidade de Jacobi na forma {z,{y, z}} = {{z,z},y} +

{{z,y}, 2} e a inclusao anterior, temos

{R® R {RW {RU=Y R}.R}

{RY R} -{RVUYD RY+{RY {RU-D R\}.R

ROTD . RU) 4 ({{R, R(i)}7R(jfl)} + {{R(i%R(jfl)}’R}) ‘R
RO+ ({R(”l), RU=D} 4 {REHI-D) R}) ‘R

R+I+D | R+ . R 4 RU+IR

RO,

N 1NN Nl

N
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4.3 Lie nilpoténcia forte da algebra simétrica trun-

cada

Agora, assumiremos que R = s(L). Mudando a enumeragao dos termos da série

central inferior obtemos a seguinte filtracao:

L=Ly>L;D2---2L,D---, onde L,="~41(L), n>0.

Pelo préximo resultado, esta filtragao alterada {L,, | n > 0} induz a filtragao de s(L)

pelas poténcias superiores de Lie {s(L)™ | n > 0}, veja a secdo anterior.

Lema 4.3.1 Seja L uma dlgebra de Lie arbitrdria sobre um corpo de caracteristica p, e

(L), n > 1, os termos da série central inferior de L. Entao

1. as poténcias de Lie superiores para a dlgebra simétrica truncada s(L) sdo dadas por

S(L>(n) = Z 7m1<L)7m2(L) e 'Vms(L)a n > 0;

(m1—=1)++(ms—1)>n
1<mi<mo<--<ms

2. {s(L)™ | n. > 0} € a filtragio {E, | n > 0}, a qual é a filtracdo induzida pela
filtragao alterada {L; = v;11(L) | i > 0};

3. s(L)™NL=~,.(L), n>0.

Demonstragao. Para a parte 1, considere uma quantidade finita de inteiros {m;}
tais que m; > 1 e Y (m; — 1) > n. Para provar que o lado direito estd contido no
lado esquerdo, aplicamos a expressao (3.2) do capitulo anterior, de modo que ~,,(L) C

Ym(s(L)) € s(L)™=Y para m > 1. Aplicamos parte 1 do Lema 4.2.3 e chegamos em

N

S(L)(ml—l)S(L)(WQ—l) .. .S(L)(ms—l)

S(L) ((m1—=1)+(m2—1)+-+(ms—1))

’7m1(L)’7m2(L) T 'Vms(L)

N

N

s(L)™.

Portanto, obtemos a inclusao
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> Vs (L) Yy (L) -+ Ay (L) € (D)™, 0> 0.

(m1—=1)++(ms—1)>n
1<mi1<ma<---<ms

Para provar a inclusao contraria, usaremos inducao sobre n. O caso n = 0 é evidente.

Fazemos uma observagao, seja a € v, (L) um comutador de comprimento no minimo m;,

e pegamos um monoémio w = by --- b, € s(L), b; € L, temos

t
{a,w} =23 bi---b;--bifa by},
j=1

onde {a,b;} € Ym,41(L), bj € L = v (L). Observe que o ultimo fator nao influencia na

igualdade com respeito a soma. Assim, ganhamos a inclusao contréria

s(L)"™ = {s(L)""V,s(L)}s(L)

N

S (D) A (D) s(L) b s(L)

> (mi—1)>n—1

- Z 7n1<L)"'7nr<L)7 n =1
> (ni—1)>n

Podemos ordenar os indices pois s(L) é comutativa.
A afirmacao 2 segue pela definicao da filtracao alterada e pela afirmacao 1.

Finalmente, a afirmacao 3 segue pela afirmacao 4 do Lema 4.2.2. U

Seja {e;; | i > 0,7 € J;} uma base ordenada de L escolhida de modo que {e;; | 7 € J;}
¢ uma base para L; = v;+1(L) médulo L; 1 = 7;42(L), para todo i > 0. Temos a seguinte

funcao cota v(e;;) =1i,7 >0, j € J;. Pelo Lema 4.2.2, temos a seguinte afirmagao.
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Coroléario 4.3.2 O espaco s(L)™ mddulo s(L)" V) tem a sequinte base para todo n > 0:

__ ,a01 Qomgy aqy Qlmy as1 o
</’7 e 601 ...eomo 611 ..-elml ...681 ...es;,zlls

v(n) = Z g =mn; 0 <o <p-—1, 820> )
K

1<i<s
1<j<m;

Demonstracao. A prova segue da afirmacgao 2 do Lema 4.2.2.

Demonstragao da equivaléncia 1) < 3) do Teorema 3.3.1.

Mostraremos que 1 implica 3. Seja s(L) Lie nilpotente forte, entdao s(L)™ = 0, para

algum inteiro positivo m. Usando a afirmacao 3 do Lema 4.3.1, chegamos na inclusao

Ymy1(L) C s(L)™ = 0, assim L é uma &lgebra de Lie nilpotente. De maneira a chegar

numa contradicao, assuma que dim L? = oo. Construimos uma base de L como acima.

Denote por f; os elementos da base pertencentes a L2, existe uma quantidade infinita de

tais elementos. Temos v(f;) > 1. Entdo 0 # v = f, -+ fn € B, = s(L)™), para qualquer

m > 1. Assim, s(L) nao ¢é Lie nilpotente forte. Uma contradigao.

Iremos mostrar que 3) implica 1). Suponha que L é nilpotente e L* é de dimensao

finita. Neste caso, denotaremos por d; = dim ;11(L)/vi+2(L), que é um finito para todo

i > 1, e vamos supor que {e;1, €0, ..., €4, } é uma base para 7;;1(L) médulo v;,o(L), para

todo ¢ > 1. Considere

__ Qo1 Qomgy iy Xlmy Qas1 Qsmg
/’7 — 601 ---eOmO 611 ---elml ---esl ---esmss

um elemento da base, com v(n) = Y o<i<s ;5. Note que
1<j<m;

V(Tl) < (p - 1) anm

n>1

onde a soma ¢ finita. Pondo N = (p — 1)} ., nd, portanto, segue que s(L)(

N+1) _

Ens1 = {0}, mas Ey # {0} porque temos 0 # v = &7 ---e?-1 € Ey com v(v) =

smg

(p—1)>_,5,nd, = N. Entdo, s(L) é Lie nilpotente forte de classe N + 1.

O

Nés de fato computamos a classe de Lie nilpoténcia forte de s(L), isto é obtemos a

equivaléncia 1) < 3) do Teorema 3.3.2 como a seguir.
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Corolario 4.3.3 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo de caracteristica positiva p.

Assuma que L é nilpotente e dim L? < oo. Entdo s(L) é Lie nilpotente forte de classe

L4+ (p— )3 - dim(ys (D) 3ns2(D)).

4.4 Lie nilpoténcia da algebra simétrica truncada

A conclusao da demonstra¢ao da Teorema 3.3.1. Segue da inclusao (3.2), que a parte

1) implica em 2).

Resta-nos demonstrar que 2) implica em 3). Como L é claramente nilpotente, resta-
nos mostrar que L? é de dimensao finita. Como s(L) satisfaz uma identidade de Poisson
multilinear nao trivial, pelo Teorema 4.1.4, existem inteiros n, N tais que dimy L/Ay (L) <
n, e pelas propriedades do Lema 4.1.1, chegamos que A(L) = Ay (L) para algum inteiro
M. Denotaremos A(L) simplesmente como A. Assim, L/A é de dimensao finita, e usando
o Teorema 4.1.2 para a aplicacao bilinear A x A — A definida por (u,v) — [u,v], para
todo u,v € A, obtemos dim A? < M?2. Assim, para provar que L? é de dimensao finita, é

suficiente provar que L = A. Iremos assumir o oposto, assumiremos que L # A.

Considere a algebra quociente de Lie L = L/A2%. Como dim A? < oo, pelo Lema
4.1.3, A(L) = A/A% Portanto, A(L) é abeliano e L # A(L). Assim, trocaremos L
por L. Note que, como s(L) é Lie nilpotente, entdo s(H) C s(L) é Lie nilpotente, onde
H é uma subdlgebra de L. Entao nés reduziremos nossas provas para H = (x)x @ A,
onde x € L\ A. Observe que A(H) = A, pelo Lema 4.1.3. Temos que H é nilpotente,
uma vez que L é nilpotente, entdo existe um inteiro n tal que (adx)"(H) = 0. A seguir,

reduziremos nosso argumentos para o caso (adz)?(H) = 0.

De fato, para cada inteiro positivo m, denotaremos por A,y o m-ésimo ideal definido

por Ay = A e Appiry = {x, Ay}, m > 0. Entao obtemos uma cadeia destes ideais

A:A(o)QA(l):{x,A}:H’QA(Q)2...2A(n):0'

Como dim A(;y = oo, existe algum 4 (onde 1 < i < n) tal que dim Ay)/A41) = oo.
Seja H a dlgebra de Lie ({(z)r & A-1))/Ap+1), € seja T a imagem de  em H. Como
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Aw)/ A1) tem dimensao infinita, temos

dim{z, H} = dim({z, A1} + A1) /At
= dim(A(i) + A(i+1))/A(i+1) = 00.

Por construcao, (ad@)?(H) = 0.

Agora, temos o caso H = (z) g @A, onde A é abeliano (ad z)?A = 0, dim{z, A} = oo.
Encontramos elementos {yi,92,...} em A tais que {z,11} = 21, {x,y2} = 29,..., sdo

linearmente independentes. Afirmamos que

{137 TY1, TY2, - - - 7$yn} = TZ122" " 2p

para todo n > 1. A prova desta afirmacao é feita por inducao sobre n. O caso n = 1 segue
pela regra de Leibnitz. Vamos supor que a afirmacgao é véalida para n — 1. Aplicamos a

regra de Leibnitz novamente e recordando que z1, 2o, ... sao centrais, chegamos que em

s(H)

{oamn oo, oy} = (Lo o a b o)
= {vz122- Zp—1,TYn}
= Y2120 201, 7}
+x{rz122 201, Yn}
= T2 Zn-11T, Yn}

= XZ1%92° " Zp—1”%n-

Mas o lado direito nao é zero, pelo PBW-teorema para s(H). Mas isto contradiz
nossa afirmacao que s(H) é Lie nilpotente. A contradicao prova que L = A e L? satisfaz

a propriedade desejada.

Dessa forma, concluimos a demonstragao de Teorema 3.3.1. 0]
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4.5 Produtos de comutadores em algebras de Poisson

Observamos que a nilpoténcia forte implica a nilpoténcia de mesma classe. Entao,
a classe de nilpoténcia forte é uma cota superior para a classe de nilpoténcia ordinaria.
Efetivamente, a seguir provaremos que estas classes coincidem em vérios casos de algebras

de Poisson que estamos estudando.

Produtos dos termos das séries centrais inferiores para dlgebras associativas aparecem
em trabalhos de varios matematicos, os resultados sao provados sem o conhecimento dos
trabalhos anteriores. Provavelmente, os primeiros trabalhos sobre produtos de comuta-
dores em algebras associativas foram feitas por Latyshev em 1965 [25] e Volichenko em
1978 [57]. Veja mais trabalhos e.g. [17], [12].

No caso de algebras associativas, a inclusao da Afirmacao 1 do Teorema 4.5.1, prova-
velmente, foi primeiro estabelecida por Sharma e Shrivastava em 1990, [43]; a afirmagao
também foi demonstrada por Bapat e Jordan em 2013, [6] e por Grishin e Pchelintsev em

2015, [18]. Uma inclusdo mais forte

7n(A> ’ ’Ym(A> - ’Vnerfl(A):

onde um dos inteiros n,m > 2 é impar, A sendo uma &algebra associativa, estd recente-

mente provada em [6].

Como foi observado em [42], a prova das verses associativas da Afirmacao 2 do
Teorema 4.5.1 estd implicitamente contida em [43], aqui os autores provam o resultado

em caso de anéis de grupos.

Uma inclusao fraca para produtos (a versao associativa do Lema 4.5.7) foi determinada

primeiro por Latyshev em 1965, [25] e depois por Gupta e Levin em 1983, [19].

A seguinte afirmacao é uma versao Poisson dos respectivos resultados para algebras
associativas. A validade deles nao é automaticamente clara. Nés seguimos a abordagem

clegante de Krasilnikov [23].

Teorema 4.5.1 Seja R uma dlgebra de Poisson arbitrdria sobre um corpo K, char K #
2,3. Entao
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1. supondo que um dos inteiros n,m > 1 seja impar, entao

T(R) - Ym(R) € Yngm—1(R) - R, n,m=1;
2. para todo xy,...,x, € R, en,m > 2 temos
{Z1, . 20" € Yo—tymm (R) - R.
Procedemos por passos.
Lema 4.5.2 Seja R uma dlgebra de Poisson arbitrdria. Entao

1. para quaisquer ai,as,as,aq,a; € R, onde exatamente um dos elementos ay,as,as

pertencem a Y, (R), m > 1 temos

{ay, az, as}{as, a5} + {a1, az, as}{as, as} € Ymis(R)R;
i.e. permutamos os elementos az e ay;
2. para qualquer as € v (R), m > 1 e quaisquer ay,as, as, aq € R temos
{ai, as, as}{as, as} + {a1, as, as}{az, as} € Ymis(R)R,

1.e. permutamos os elementos as e ay.

Demonstragao. Aplicando a regra de Leibnitz, temos:

{a1, a2, asa4, a5} = {CLS{ala as,as} +{ay, as, astay, a5}
= az{ay, ag, as, a5} + {as, a5 }{ar, az, a4}

+{a1,a2,a3}{aq, as} +{a1, a2, a3, as }ay.

Considere o produto original, o primeiro e o iltimo termo obtido. Pelas propriedades
dos comutadores de Lie, segue que {a1, as, azay, as} € Ymis(R), {a1, a2, a4,a5} € Ymis(R),
{a1,a9,as3,a5} € Ymy3(R). Os dois termos do meio restantes dao exatamente a primeira

afirmacao
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{ah asz, az}{%, a5} + {01, asg, a4}{a3, as} S ’Vm+3(R)R-

Considere a segunda afirmagao. Pela regra de Leibnitz:

{as, azay, a1, a3} = {ag{%, as} +{as, az}tay, ay, (13}
= {ag{a5, ag, a1} + {as, a1 Has, as} + {as, as}{aq, a1} + {as, as, a1 }ay, ag}
= az{as, ay, a1, a3}
+ {ag, asHas, as, a1} + {az, a1 }{as, a4, as}
+{ag, a1, as}{as, as} + {as, as}{as, a1, as}
+{as, az, ag}{as, a1} + {as, az, a1 }{aq, as}

+ {CL57 az, ay, a3}a/4‘

Observe que o produto original, o primeiro e o ltimo termo acima pertencem a
Ym+3(R)R. Aplicamos a primeira afirmacao as somas na segunda e quarta linhas. Cada
uma delas pertencem a 7,,,3(R)R, pois permutamos os dois elementos as, a; em ambos

OS casos.

Concluimos que a soma dos dois elementos na terceira linha da ultima igualdades, nos

da a inclusao desejada:

{ag, a1, a3}{as, as} + {as, as}{as, a1, as}

= {a1, a2, as}{as, a5} + {a1, as, az}{as, as} € ymis(R)R.

O

Lema 4.5.3 Seja R uma dlgebra de Poisson arbitrdria. Entdo para qualquer as € 7, (R),

comm > 1, e quaisquer ay,as,as,as € R temos

3{a1, a2, as}{as, as} € Ymi3(R)R.

Demonstragao. Considere o produto W = {ay,as,az}{as,as}. Observe que, médulo

Ym+3(R)R, ele é antissimétrico nas letras as, ay (Lema 4.5.2, primeira afirmagao) antis-
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simétrico nas letras ag, ay (Lema 4.5.2, segunda afirmacgao). Portanto, ele é antissimétrico
nas letras as, a3 médulo 7,,13(R)R. Antissimetria em aq, as segue pela anticomutativi-

dade. Assim, W é antissimétrico nas letras a;, as, az. Considere s6 as permutacoes pares

{ab a2, a3}{a4a 0,5} + {a27 as, al}{a47 a5} + {(13, ay, a2}{a47 a5}

= 3{a1, as,a3}{as, a5} mod v,,.3(R)R.

Por outro lado, o lado esquerdo ¢ igual a zero pela identidade de Jacobi. O resultado

segue. [

Lema 4.5.4 Seja R uma dlgebra de Poisson arbitrdria sobre um corpo K, char K # 2, 3.

Entao

Demonstragao. Sejam ¢ € ,,(R) e z,y,z € R. Considere o produto

{cx,y, 2} = Az, y, 2z} + {c,yHx, 2} + {c, 2}H{x,y} + {c,y, 2}z (4.1)

Pelas propriedades dos comutadores de Lie, {c,y, 2}z € Y,12(R)R.

Claramente, {z,y,z} € 73(R), e como ¢ € 7,(R), m > 2, podemos considerar que

c=1{a,b}, onde a € R, b € y,,_1(R). Aplicando o Lema 4.5.3, obtemos que c{z,y, z} €
7m+2(R)R'

Considere os dois termos do meio restantes em (4.1)

{c,yHz, 2} +{c, 2 H{z,y}
={z,aHy, ¢} +{y, 2}z ¢}
= {Zy>$7 C} - z{y, Z, C} - {z’ Z, C}y S 7m+2(R)R-

Assim, {cz,y, 2z} € Ymi2(R)R, chegamos no resultado. O

Provaremos a primeira afirmagao do Teorema 4.5.1 como uma afirmagao separada.
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Lema 4.5.5 Seja R uma dlgebra de Poisson arbitrdria sobre um corpo K, char K # 2, 3.

Supondo que um dos inteiros n,m > 1 € impar, entao

Demonstracao. Vamos considerar que n é impar e procederemos por inducao sobre n. A

base de inducao n = 3 é provada no Lema 4.5.3.

Agora, seja n > 5 fmpar. Considere a € v,(R) e b € 7,,(R). Como todos os produtos
de Lie sao combinacoes lineares de produtos de Lie normados a esquerda, sem perda de

generalidade, consideramos que a = {¢, z,y}, onde ¢ € v,_2(R), z,y € R. Entao

a-b={c,z,y}b
= {Cba Z, y} - {Cv (L’}{b, y} - {Ca y}{b’ ZL‘} - C{ba €, y} (42)

Considere o primeiro termo em (4.2). Pelo argumento de inducao, ¢b € v,1m—3(R)R,

e pelo Lema 4.5.4, chegamos em {cb, z,y} € Yim—1(R)R.

Considere o dltimo termo em (4.2). Claramente, {b, z,y} € Ymi2(R), recordando que

¢ € Yu_o(R) e n — 2 é fmpar. Pela hipétese de indugao, ¢{b,z,y} € Vnim_1(R)R.

Resta-nos considerar os dois termos do meio de (4.2).

{e.aH{b,y} +{c,yHb, 2} = {y, b0{z, c} + {z, b}{y. ¢}
={yx,b,c} —{y,b,c}x — y{x,b,c}.

Nos colchetes de Lie acima, ¢ € v,_2(R), b € v,,(R) e os elementos restantes pertencem
a R. Assim, todos os trés produtos acima pertencem a v, ,,—1(R)R. O lema esté provado.
O

Provaremos a segunda afirmacao do Teorema 4.5.1 como uma afirmacgao separada.

Lema 4.5.6 Seja R uma dlgebra de Poisson arbitrdria sobre um corpo K, char K # 2, 3.

Para todos x4, ...,x, € R, e todos n,m > 2, temos

{1, .. 2} € W(n—l)m+1(R) - R.
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Demonstracao. Caso 1: n é impar. A afirmacao segue pela sucessiva aplicacao da

afirmagao 1 do Teorema 4.5.1, usamos este resultado abaixo regularmente sem mengao

especial.
Caso 2: n é par em = 2. Denotaremos a = {z1,...,2, 1}, = z,. Entaoa € v, 1(R)
e {z1,...,x,} = {a,z}. Considere

{{azz,a},a} = {Qx{x, a},a} =2{z,a}{z,a} + 22{x,a,a}.

Usando as propriedades dos comutadores de Lie, chegamos na inclusao desejada:

1
{xaa}z = 5{{362,&},@} - x{x,a,a} S ’72n—1(R)R~
Caso 3: n é par e m = 2¢q, ¢ > 1. Aplicamos o Caso 2 e o Caso 1:

{2, 2, = ({21, ..., 2,}*)? € (Yan_1(R)R)*
= (Y20-1(R))'R C v2n-2)¢+1 () R = Yn-1ym+1(R) R.

Caso 4: n é par e m = 2q + 1, ¢ > 1. Usamos os casos anteriores.

{o1, .. 2 )" = {y, .., 2, P2, 2n)

S Y(n—1)2¢+1 (R)'Vn(R) C f}/(nfl)(mfl)+n(R)R = Y(n—-1)m+1 (R)R

O lema esta provado. O

O seguinte lema é um andlogo dos respectivos fatos para algebras associativas, veja [25]
e [19]. Ele é mais fraco do que a Afirmagao 1 do Teorema 4.5.1, mas ele é valido para

uma caracteristica arbitraria.

Lema 4.5.7 Seja R uma dlgebra de Poisson arbitrdria sobre um corpo arbitrdrio K.

Entao

Demonstracao. Procedemos por indugao sobre n > 2 para algum m > 2 arbitrario. No

caso n = 2 nao ha o que provar.
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Assumiremos que n > 2. Para estudar 7,,(R)¥,(R) é suficiente considerar os produtos
u={r,a}{z,y,21,...,2,_2}, onde r € v,,_1(R) e todos os outros elementos pertencentes
a R. Considere um produto w = {a{z,y},r, 21, ..., 2,2}, comutando o comprimento de

Lie total, ganhamos w € v,+m—2(R). Por outro lado

w= {G{I,y},r, Rly« - 7Zn—2} = {Q,T}{JT,y,Zl, - ,Zn_g}

n—2
+ Z Z{a’ T Ziyy - 7Zis}{x7yv Ry 7Zjn7275}

s=1 4,5
n—2
+ E § {aazip"'7Zi5}{xay7rﬁzj1""7Zjn—2—s}7
s=0 14,5
onde as somas acima correspondem a todas as partigdes do conjunto {1,...,n — 2} em
dois subconjuntos de indices tais que 1; < -+ < ig, J;3 < -+ < Jp_o_s. O primeiro

termo nos dé o produto desejado —u. Os produtos do primeiro par de somas pertencem
& Ymts(R)Yn—s(R) € Ynim—2(R)R pela hipétese de indugao pois s > 1. Os produtos do
segundo par de somas pertencem a Ysi1(R)Vnim—s—1(R) € Ynim—2(R)R pela hipotese de

inducgao pois s + 1 < n. Assim, o lema esta provado. ([l

4.6 A classe de Lie nilpoténcia

Agora nés demonstramos a equivaléncia dos itens 1 e 3 do nosso Teorema 3.3.2.

Teorema 4.6.1 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K de caracteristica positiva

p > 3, tal que s(L) € Lie nilpotente. Entao a classe de Lie nilpoténcia de s(L) € igual a

L+ (p— 1)S 0 - dim(ys (D) 3nsa(D)).

n>1

Demonstracao. Pelo Teorema 3.3.1, L é nilpotente e L? tem dimensao finita. Deno-
tando d; = dim;41(L)/7vi42(L), i > 1, pelas condigoes, eles sao finitos. Seja dy # 0 mas
dst1 = dsyo = ...0, para algum s. Seja {e;; | 1 < j < d;}, i > 1 uma base para 7;11(L)
modulo v;49(L),1 <i < s. Considere

_ p-1 p—1 _p—1 p—1 p—1 p—1
0#v=mej T Cig €21 €y, €1t Cgyy - (4.3)
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Observe que os elementos da base acima podem ser escolhidos como comutadores, isto

ée;; ={y1,....yin1}, onde y; € R. Pela Afirmacao 2 do Teorema 4.5.1,
et € Yip-11(R) - R, j=1,...d;,

para todos os fatores acima. Uma vez que todos os nimeros i(p — 1) + 1 sdo {mpares,

podemos usar a Afirmacao 1 do Teorema 4.5.1 e obtemos

—1 —1
efl e 'egdi S %’di(p—l)+1(R> - R.

A seguir, consideramos o produto total (4.3):

S

0#v€vvi1(R)- R, onde N =(p—1) szz

i=1

Assim, vy11(R) # {0}. Por outro lado, yy42(R) C RN = {0} pela relacio (3.2) e
pelo Coroléario 4.3.3. Entao, s(L) é Lie nilpotente de classe N + 1. O

Agora, podemos estabelecer uma cota inferior para a classe de Lie nilpoténcia para

caracteristicas p = 2, 3.

Teorema 4.6.2 Seja L uma dlgebra de Lie ndao abeliana sobre um corpo de caracteristicas
positiva, tal que s(L) € Lie nilpotente. Entdo a classe de Lie nilpoténcia de s(L) € limitada

acima pela classe de Lie nilpoténcia forte e limitada abaixo pelo sequinte nimero

2+ (p—1) ) (n—1)- dim(ys1(L)/Tns2(L)-

n>2

Demonstragao. Sejam e;; € 7;4+1(L) elementos da base escolhidos como na prova do

Teorema 4.5.1. Agora, usando o Lema 4.5.7, chegamos em

ef{l < 7(p_1)(i_1)+2<R) ‘R, 1<5<d;, 1<i<s.
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Uma vez que L é nao abeliana, temos pelo menos um vetor e;; € v,(R), e o pro-

duto (4.3) é nao trivial. Aplicando o Lema 4.5.7 para o produto todo (4.3), ganhamos

S

0#vevu(R)-R, ondeM:(p—l)Z(z'—l)di—i—Z

i=1

Assim, vy/(R) # 0. Portanto, M é um limite inferior para a classe de nilpoténcia de
s(L). O



Capitulo 5

Lie solubilidade. Demonstracoes

Neste capitulo demonstramos o nosso segundo resultado principal sobre solubilidade

da algebra Poisson simétrica truncada, isto é, nés demonstramos o teorema a seguir.

Teorema 3.4.1. Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo de caracteristica p > 3.
Considere sua dlgebra de Poisson simétrica truncada s(L). As seguintes condi¢oes sao

equivalentes:

1. s(L) € Lie solivel forte;
2. s(L) é Lie soluvel;

3. L ¢é solivel e dim L? < oo.

No caso p =2 as condicoes 1 e 3 sao equivalentes também.

5.1 Lie solubilidade da algebra simétrica truncada

Nesta secao provaremos o Teorema 3.4.1 todo no caso p # 2.

Primeiro, mostraremos que 3 implica 1 para carateristica qualquer positiva. Vamos

supor que L é soltivel e dim L? < oo. Como L é soltivel, temos uma sequéncia decrescente
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de ideais

Para ver que s(L) é Lie soltvel forte, iremos proceder por indugao sobre o comprimento
de solubilidade k. A base de indugao k = 1 é trivial, uma vez que L é abeliana e dai s(L)

serd também.

Vamos supor que k > 1. Seja L = L/§_i(L) e considere a aplicacdo induzida
¢ :s(L) — s(L). Portanto, pela hipétese de inducdo, s(L) é Lie solivel forte, entao existe
m tal que o, (s(L)) = 0, isto implica que 0, (s(L)) € J = s(L)dx_1(L), que é o niicleo
de ¢. Escolhemos {a; € L\dx—1(L) | i € I} uma base do espago quociente L/d;_1(L) e
{b1,..., b} uma base finita de d;_;(L). Agora, seja w € J um monoémio da PBW-base de

J, entdao w ¢é da forma w = a®b’, onde

a o1 Q9 «@
a” =aj;tay’ - -ay”, 0 <a; <p,

v = bbb e s(6,-1(L)), 0<B<p-—1,

onde pelo menos um f; é nao nulo. Denotaremos por |a| = a; + az + -+ + a, € por
|B| = 61+ P2+ -+ + [i. Observe que |5| > 1. Entao considere w;, wy como descrito
acima, e considere o produto deles {wy, w2} = Y u; € 81(s(L)). Pela regra de Leibnitz,

este produto é uma soma de produtos que contém fatores do tipo {a;,a;} ou

l
{ai,bj} = Z)\tbt S 5k_1<L), /\t e K
t=1

(uma vez que 01 (L) é um ideal de L), observe que {b;,b;} = 0 (pois d,_1(L) é abeliano).
Em todos os casos obtemos mondmios em que |5”| > |B| + |8'| > 2, isto é, em {wq,ws}
existem pelo menos dois b’s. Como gm(s(L)) contém pelo menos um b; concluimos que
ngr ~(s(L)) contém pelo menos 2V de tais elementos. Como 2V > p', onde pela hipétese

dim L2 = [ < 0o, temos que d,,4n(s(L)) = 0, como desejado.
A implicagio 1 para 2 segue de 6,(s(L)) C ,(s(L)), por (3.3).

Agora provaremos que 2 implica 3 no caso p = 2. Assumiremos que s(L) é Lie solivel.
Como L C s(L), claramente L é soliivel. Assim, resta-nos provar que L? tem dimensao
finita. Para provar este fato, nés podemos assumir que K ¢é algebricamente fechado.
Como s(L) satisfaz uma identidade Poisson multilinear nao-trivial, pelo Lema 4.1.1 e

Teorema 4.1.4, para algum nimero M temos A(L) = Ay(L) e L/A(L) tem dimensao
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finita. Indicaremos A(L) apenas por A. Usando o Teorema 4.1.2 para a aplicagao bilinear
A x A — A, onde (u,v) — [u,v], para todo u,v € A nds ganhamos também que
dim A%? < M? tem dimensao finita. Dessa forma, é suficiente provar que L = A. Para
fazer isto, vamos supor que L # A. Argumentando como na prova do Teorema 3.3.1,
assumiremos que A é abeliano. De fato, considerando a algebra quociente L = L/A2?, por
dim A? ser finita, pelo Lema 4.1.3, temos A(L) = A/A2. Portanto, A(L) é abeliano e
L # A(L). Substituiremos L por L.

O proéximo resultado também é vélido para o caso p = 2.

Lema 5.1.1 Suponha que L é uma dlgebra de Lie sobre um corpo K de caracteristica
positiva p, x € L\ A e A é um ideal abeliano. Seja s(L) (ou a dlgebra simétrica S(L)
sobre um corpo arbitrdrio) uma dlgebra de Lie solivel de comprimento s. Entdao ad x age

algebricamente sobre A, de grau limitado por

M(s) = (s+1)2° +s.

Demonstra¢ao. Como s(L) é Lie soluvel, ela satisfaz a identidade ds(z1, 2, ..., 22) = 0.

~.
|

Sejaxz € L\ Ae0 # v € A. Queremos provar que o espago V = {(adz)v |
0,1,2,...)k = (vo,v1,02,...)k é de dimensdo finita, mais ainda, que para o tal M, os

elementos

vo = v,v = (ad2) v, vy = (adx)?v, ..., vy = (ad 2)Mv,

sao linearmente dependentes. Vamos supor o contrério, que {(adz)v | i =0,1,2,..., M}
¢ um conjunto linearmente independente. Mostraremos que, escolhendo N suficientemente
grande 0s(Tvy, TV, . .., TUs ) ¢ um elemento nado nulo de s(L), chegando assim numa

contradigao com o fato que d5(x1, o, ..., x9:) =0 em s(L).

Vamos comparar os elementos do mesmo comprimento da forma u = v, Ve, -
Vo, W = TVB, Vg, - - - Vg, lexicograficamente comegando com os indices maiores. Ou seja,
assumiremos que a; < ap < -+ < g, f1 < P < -+ < G, Entao u < w se, e somente se,

ap < B, ou ap = B, mas ag_; < Br_1, etc.

Note que, para n = 1, por A ser abeliano e usando a regra de Leibnitz, pela substi-
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tuicao x1 = TuN, Ty = TUyN temos

01(x1,20) = {x1,22} = {2vN, 2V2N}

= 2(UNVoN41 — UNF1V2N),

onde os elementos xvnNvaN11 € TUNL1V2n SA0 NA0 nulos e diferentes.

Para n = 2, fazendo o mesmo processo, i.é., fazendo as substituicoes x1 = xvy, 1o =

TN, T3 = TUIN € Ty = TU4N, obtemos

da(xvN, TVoN, TV3N, TV4N) = {01 (TVN, TV2N ), 01 (TV3N, TULN) }
= {!EUNUQNH — LUN+1V2N, TUSNUAN+1 — $U3N+1U4N}
= {TUNVaN11 — TUN{1V2N, TUSNVAN 41}
— {ZUNVaN 1 — TUN11V2N, TUIN+1VAN |
= $(UNUQN+1 - UN+1UQN)(U3NU4N+2 - U3N+QU4N)

+ (VN 2VaN — UNVan+2) (USNUAN+1 — USN+1V4N )

onde o elemento TvNvVoN L 1U3NU4N 12 € O Unico maximal com respeito a ordem lexicografica.

Semelhantemente, para qualquer k£ > 1, fazendo a mesma avaliacao z; = zv;y, para

todos i =1,2,...,2% em 0 (21, 79, ..., 2 ), chegamos na soma

Z OcTUN+eVaN+ey = " Varnye s Oe € Fpy  para alguns € satisfazendo: (5.1)

€j

€14 €e+ e =28 —1, 0<e <k, i=12...,2"

A soma contém um tnico elemento maior em termos da ordem lexicografica, i.é., ele
tem o coeficiente 0, igual a 1, que é ndo nulo em s(L) uma vez que ele é um elemento da

base.

De fato, para k temos um tinico elemento maximal (5.1) dado pela tupla (aq, ag, ...,

Qi ), entao o unico elemento maximal para k 4+ 1 na expansao (5.1) é dado pela tupla

(1, oy Qok, Oy e ey Qg Qg + 1).

Agora, considere k = s e fixemos N = s+ 1 para garantir que os indices em (5.1)

nao se sobreponham. Assim, os fatores em cada produto TUN.ye, Vanie, * V2sNte,s SAO
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diferentes. Porém, isto contradiz ao fato que d5(x1,xo,...,29:) = 0 em s(L). Portanto, a
aplicacao ad x age algebricamente sobre A. O indice mais extremo que aparece em (5.1)

é limitado por M (s) = (s + 1)2° + s. O

Vamos fixar z € L/A e denotaremos por V¥ um subespago de A gerado por v. Ou
seja: V¥ = ((adx)™ | i > 0). Entao pelo Lema 5.1.1, dim V¥ < M(s) para todo v € A.

Note que V" tem uma decomposicao de Jordan

V= Ve Vo= eV | (ade - nE)™y =0},

onde m; é o nimero minimal positivo. Vamos juntar tais decomposicoes para diferentes

v € A para obtermos A = @/ V(y,).

Para qualquer subsoma finita @% V() o grau do polinémio para a acdo (adz) ¢
mi+mso+---+my. Pelo Lema 5.1.1, my +my + -+ +my. < M(s). Portanto, temos uma

soma finita:

k
A=® Vy), k<M(s), mi<M(s), i=1,...k
i=1
Também, pelas propriedades da decomposicao de Jordan, dim V(y,) < dim V), - M (s),
i=1,...,k.

Como L = (x) ® A, onde dim{x, A} = 0o, devemos ter dim{x, V{5, } = oo para algum
t=1,...,k. Denote A = \; e nossa prova sera reduzida ao caso com uma componente so:

L= <JI>K &) V(,\).
Em nossa prova, consideramos dois casos: A =0e X # 0.

Considere o caso A = 0.

Neste caso, temos V) = { y | (adz)™y = 0}, onde m é minimal. Podemos assumir
que (adz)? = 0. Esta redugao é feita como no caso de Lie nilpoténcia. Logo abaixo, nés

seguiremos os argumentos de [42].

Proposicao 5.1.2 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K de caracteristica impar

tal que

1. A= A(L) € abeliano;
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2. L= {(x)® A, (adz)?A = 0,dim{z, A} = oco.
Entao s(L) nao é Lie soluvel.

Adotaremos a seguinte notagao. Vamos denotar R = s(L) e @’ = {x, a}, para qualquer
a € s(A). Denotaremos também por (x) o conjunto {z' | 0 < ¢ < p — 1}. Neste caso,
R = (x)s(A). Seja S ={a €s(A) | a” =0}. Note que S é um subespaco linear de s(A),

mas nao necessariamente um subanel. Porém, iremos fazer a seguinte afirmagao.

Lema 5.1.3 Sea,b € S, entao a'b € S.

Demonstra¢ao. Como a,b € S, entdo a” = {z,{z,a}} =0e 0" = {x,{z,b}} = 0.
Pela regra de Leibnitz , segue que (a’b)” = {z,{z,a'b}} = {z,d't'} = 0. O

Em particular, a’b + ab’ € S sempre que a,b € S. Assim, temos o proximo lema.

Lema 5.1.4 Sejam a,b € S. Entao para todo i > 0 e j > 0 as sequintes identidades

valem.

1. {2 a} = ix"d/;

2. {z'a,27b} = 21 (iab' — ja'b).

Demonstracao. Para a prova de 1 usaremos inducgao sobre 4.

Para ¢ = 1, temos a defini¢ao {x,a} = a’. Agora, suponhamos que a afirmacao seja
valida para ¢ > 1, iremos ver que é valida também para i+ 1. Usando a regra de Leibnitz,

temos

{xiJrla &} = {3: ’ :Eia Cl}
= z{z',a} + 2 {x,a}
= ziz''d +2'd

= (i+1)z'd.
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Portanto, 1 ¢ vélido para todo 7 > 0. Para 2, pela parte 1 temos {a,2’} = —jz'~'d’.

Portanto {z'a, 27} = 2'{a, 2’} = —jx™ 71’ e {z'a,b} = a{a’, b} = iz*"tab pela parte 1.

Dessa forma,

{2'a,2'b} = 2liz"abl — jx"™ad'b

= 2" (jab’ — ja'b).

Lema 5.1.5 Sejam a,b € S tais que (x)a, ()b C §,,—1(R), entdo

(x)(a'b+ ab") C 6,(R).

Demonstracao. Para 1 < j < p— 1 temos pelo Lema 5.1.4 que

—jx’ta'b € 5, 1(R) = 0,(R).

Portanto z'a’b € 6, (R), e analogamente z'ab’ € 6,,(R), parai = 0,1,...,p—2. Resta-

nos considerar o caso ¢ = p — 1. Pelo Lema 5.1.4,

oPHab +d'b) = 2P (lab — (p—1)a'b)
= {z'a, 2?7 'b} € 6,(R).

Isto completa a prova. O

Vamos munir S com uma nova operacao bilinear dada por (a,b) — aob = a'b+ alb'.
Para cada inteiro positivo n, definimos uma “série derivada” de S por SHI = S ¢
Stnlt = glln—1}} o gH{n=1}} ¢ espaco vetorial gerado pelos elementos a ¢ b onde a,b €
SUn=1}t o > 1.

Lema 5.1.6 Para todo n > 0 temos

(2)SH C 5. (R).

Demonstragao. Segue do Lema 5.1.5 por indugao sobre n. U
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Para todo ay,as,...,a; € S, definiremos o novo produto:

_ ! ! ! ! ! ! / / !
{{ai,a9,...,a;}} =ajay---a;_ a1+ ajay -+ - a)_qai_1a; + -+ - + ayas - - - .

Entao, com respeito a esse produto obtemos o seguinte resultado.
Lema 5.1.7 Para todo n é vdlido que

{{{a17a2a s 7a2”}} | ai,ag,...,a09n c S} g S{{n}}

Demonstragao. Faremos a prova por indugao sobre n. Para n = 0 temos que {{a}} €
S =8N e paran =1, {{a,as}} = a10as € S0 § = S,

Note que, como ay, as,...,asm € S, temos {{ai,as,...,am}} = 2"a\al---a,.. Por-

tanto,

{{0’17a27 CRCS 70/2”}} < {{bl,bQ, ey an}}
_ 2n<a;af2 e ah {{b1, oy . bon 3+ {{ag, an, . .. agn }IULY, - - b§n>;
— 2"{{&1,@2, C.e ,CLQn,bl, bg, . 71)2n}}.

Por inducgao, segue que

{{ar,as, ... aon}}y, {{b1, ba, ..., bon}} € ST,

Recorde que estamos assumindo p > 2, assim chegamos que

2"{{@1, as, ..., 0aon, bl, bg, c. ,an}} S S{{n}} < S{{n}} = S{{nJrl}}

Usando o Lema 5.1.6 e o Lema 5.1.7 obtemos o préximo resultado.

Lema 5.1.8 Para todo aq,as, . ..,asm € S vale que

(x){{ar,a9,...,a0n}} C 5, (R),

para qualquer n > 0.
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Demonstragio. Como z ¢ A, L? = {z,A} tem dimensao infinita, escolhemos uma
sequéncia {a, |,>1} € A tal que {a), | n > 1} é um conjunto linearmente independente.
Afirmamos que {a, | n > 1} é linearmente independente médulo L?. Com efeito, se

Yk _ A\nan € L? para algum ), € K, entao

k k k
ana'n = ZAn{w,an} = {x,ZAnan} €{x,L*} = {z,7,A} =0
n=1 n=1 n=1

uma vez que (adz)? = 0, portanto \, = 0 para todo n. Isto mostra que {a,|n >
1} U {al,ln > 1} é um conjunto linecarmente independente. Como s(A) é um anel de
polinémios truncados, os monémios que aparecem em {{ai,as,...,q;}} sdo linearmente
independente em s(A) C R. Portanto, {{ai,as,...,as}} # 0 para todo n, e assim
dn(R) # 0 para todo n pelo Lema 5.1.7. Uma contradigao. O

Agora, os lemas anteriores completam a prova da Proposicao 5.1.2.
Considere o caso A # 0.

Temos o autoespaco V), o qual estd contido no bloco de Jordan V{,) (veja Lema 5.1.1).
Observe que dim Vi) < dim V) - M, onde M ¢é o grau de algebricidade da agao de x sobre
A. Como dimV{,) = oo entao dim V) = oo. Uma vez que as igualdades (z) = (5z) e
ad(%x)(y) = %ad x(y) = y para todo y € V), sao vélidas, podemos considerar A = 1, e

nosso caso ¢ reduzido ao seguinte resultado.

Proposicao 5.1.9 Seja L uma dlgebra de Lie de caracteristica impar tal que

1. A =A(L) € abeliano;

2. L={(x)® A, {z,v} =v, para todo v € A e dim A = c0.
Entao s(L) nao é Lie soluvel.

Faremos a seguinte defini¢ao: seja F(s(A)) o conjunto dos todos autovalores por ad x
em s(A). Se a € s(A) é um autovetor de ad z, escrevemos \, para seu autovalor. Assim

adxz(a) = a’ = \a.
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Lema 5.1.10 Sejam a,b € E(s(A)), entdo:

1. ab € E(s(A)) e Ay = Ao + No;

2. {za,zb} = x(\p — \y)ab.

Demonstracao. A parte 1 segue da aplicacao da regra de Leibnitz, isto é

{z,ab} = b{z,a}+ a{z,b}
= A,ab+ \pab
= (/\a + )\b)ab.

Dessa maneira, ab € E(s(A)). Além disso, Aoy = Ay + Ap. A parte 2 segue de
{za,xb} = x(abl — a'b) e também de a’ = \,a, b’ = A\pb. O

O proéximo resultado segue do Lema 5.1.10.

Corolario 5.1.11 Sejam a,b € E(s(A)) com Ay # Np. Se azx,bx € §,_1(R), entdo
zab € §,(R).

Lema 5.1.12 Sel >2"—1 eay,aqg,...,a € V4, entdo rajas---a; € 0,(R).

Demonstragao. Iremos usar indugao sobre n > 0. Para n = 0 é evidente. Antes de
provar, iremos introdugao a seguinte notagao: para cada i € {1,2,...,l}, vamos colocar

Ai = Ay,. Efetivamente neste caso \; = 1, para todo i. Vamos por \g = > _._c \;, para cada

i€s
subconjunto S C {1,2,...,{}. Além disso, vamos por ag = [[,cq @i E claro que \; # 0
para cada i € {1,2,...,l}. Agora, dado n > 0, afirmamos que existem subconjuntos

UV C{,2,..., 0} comUNV =0, U0V ={1,2,...,1}, |U],|V]| > 2" — 1, de modo
Ao £ Ay

Para provar esta afirmacao, vamos supor o contrario. Indicando v = Zizl i, para
cada U C {1,2,...,1} com |U| = 2"! — 1, temos que \y = v/2. De fato, se V = U
o complementar de U em {1,2,...,l}, entao |[V]| > 2"71 — 1, de modo que \y = Ay e
A\ + A\v = v, consequentemente 2\;; = v. Analogamente, para cada U com |U| = 2"~!

obtemos Ay = v/2 uma vez que V = U o complemento de U é tal que |V| =1 — |U| >
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2n — 1 — 27t = 971 _ 1 isto implica que A\y = Ay e novamente \y + Ay = v. Em

particular,
)\1+)\2+"'+)\2n—1,1:V/2 e )\1+>\2+"'+)\2n—121//2,

o qual implica que A\yn-1 = 0, mas isto contradiz o fato que A\; = 1 para todo i. Portanto,

a afirmacao ¢é valida.

Assim, por indugao segue que zay,zay € 6,-1(R). Como Ay # Ay, pelo Corolario

5.1.11, obtemos zayay = xajas---a; € 6,(R), como queriamos. O

Coroldrio 5.1.13 Se §,(R) = 0, entdo dim L* < 2" — 2.

Demonstracao. De fato, vamos supor o contrario. Entao existem aq,as,...,asm_; € L?
linearmente independentes de modo que zajas - - - asn_1; # 0 em R é um mondémio da base.
Mas isto contradiz o Lema 5.1.12. O

Demonstragao da Proposicio 5.1.9. Para o caso A # 0, se dim L? = oo, entdo
dn(R) # 0 para todo n pelo Coroldrio 5.1.13. Neste caso, R nao é Lie soltvel e final-

mente concluimos a prova. U

Agora, os dois casos considerados na Proposi¢ao 5.1.2 e Proposicao 5.1.9 completam

a prova do Teorema 3.4.1 no caso p # 2. U

5.2 Solubilidade da algebra simétrica truncada no

caso p = 2

Daremos uma resposta completa para a solubilidade forte. Como para problemas de
solubilidades da algebra simétrica truncada no caso p = 2, mostraremos que o problema
¢ diferente das outras caracteristicas. Em particular, Proposi¢ao 5.1.2 e Proposicao 5.1.9
nao sao validas. Também, no caso char K = 2, obtemos dois exemplos de &algebras

simétricas truncadas que sao soliveis mas nao sao soluveis forte.
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Lema 5.2.1 Considere uma dlgebra de Lie sobre um corpo K de caracteristica p = 2

dada por uma base e relacoes:

L= <x7yl | [xvyl] = Yi, i€N>’

0s comutadores restantes sendo triviais. Entao

1. L? = A(L) = Ay(L) = (y; | i € N), 0 qual é de dimensdo infinita;
2. s(L) € solivel de comprimento 3;

3. s(L) nao € solivel forte.

Demonstracdao. A primeira afirmacgao é checada diretamente.

Denote H = (y; | i € N). Elementos da base de s(L) tém uma forma ou y;, ---y;, €
s(H) ou zy;, - - v;,,, onde k,m > 0. Agora, s(H) é abeliano e os comutadores restantes

de tais monomios da base sao como os catalogados abaixo:

{xyh  Yims Yi yjk} = kxyu o Yin Y Y
{xyil Yy LYy ‘yjn} = (n— m)fyil Y Yi Y- (5-2)

Assim, 0,(s(L)) = {s(L),s(L)} é gerado por monomios acima contendo x. Considere
os demais comutadores (5.2), eles sao nao nulos somente quando um dos nimeros m, n
é par enquanto o outro é impar. Portanto, dy(s(L)) é gerado pelos monomios zy;, - - - y;

m

onde m ¢é impar. Finalmente, usando (5.2), ganhamos d3(s(L)) = 0.

Para provar a dltima afirmacio, verificamos por inducdo sobre k que 05 (s(L)) contém
uma quantidade infinita de monoémios xy;, - - - y;,, para m par e impar. Usamos (5.2) e o
fato que podemos adicionalmente multiplicar os comutadores por y, faz a quantidade par

ou impar resultante. O

Lema 5.2.2 Considere uma dlgebra de Lie sobre um corpo K de caracteristca p = 2 dada

por uma base e relagoes:
L= <l’,/yi,2i | [x7yl] = Zi (&S N>7

0s comutadores restantes sendo triviats. Entao
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2. L2:<Z7,|Z€N>,
3. s(L) € solivel de comprimento 3;

4. s(L) nao € solivel forte.

Demonstracao. As duas primeiras afirmacoes sao verificadas diretamente.

Denote H = (y;,2; | i € N). Seja a € s(H), entdao denote a’ = {z,a}. Considere
um monodmio da base arbitrario w € s(H), escreva w = vy - - - v,,, onde v; denota alguns

elementos da base de H acima. Entao

n !/
" " § /
w :(Ul...vn) — Ul...vi...vn

=1

n
:E Ul"'vgl"‘vn‘i_Q E 'Ul""U,;""U;""'Un:O-
=1

1<i<j<n

Como na prova do Lema 5.2.1, d§;(s(L)) = {s(L),s(L)} é gerado pelos monémios
contendo z. Seja xa, xb, xc, xd € s(L) elementos da base contendo z, onde a, b, ¢, d € s(H).

Calculando

do(za, xb, xc, xd) = {{zxa,xb}, {xc, zd}}
={z(d'b+ ab),z(dd+ cd')}
= x(a"b+2d'V + ab")(dd + cd') + x(a'b+ ab') ("d + 2d'd" + ¢d") = 0.

Concluimos que d3(s(L)) = 0.
A seguir, usaremos a seguinte observagao

(122 + 2102)" = Y122 + 1125 + 21y + 21y = 22120 = 0.
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Para provar a iltima afirmacao, usamos a possibilidade de multiplicar adicionalmente
dentro a identidade de solubilidade forte

{zy1, 2y2} = (122 + 2102);
{{$y1> Y2 }ys, {xys, $y4}y6} = {x(y122 + 2192)ys5, (Y324 + 23Ya) Vs }

= (Y122 + 21Y2) (Y324 + 23Y1) (Y526 + 25Ys)-

Cada vez, inserimos novas varidveis, como ys,ys acima, para obter que d,(...) # 0

para todo n > 1 em s(L). O

Demonstracao do Teorema 3.4.1 no caso p = 2. Resta-nos provar que a solubilidade
forte implica que L? tem dimensdo finita. Recorde que Lema 5.1.1 é véalido no caso
p = 2. A seguir, nossa prova acima é reduzida ao fato que as algebras de Lie descritas
em Proposicao 5.1.2 e Proposicao 5.1.9 nao sao validas. Esta verificagao é feita em Lema
5.2.1 e Lema 5.2.2. O

Lema 5.2.3 Considere a dlgebra de Poisson Hamiltoniana truncada P = hy(K) (ou a
dlgebra de Poisson Hamiltoniana P = Hy(K)) sobre um corpo K de caracteristica 2.

Entao

1. P € soluvel de comprimento 3;

2. P nao € soluvel forte.

Demonstragao. Seja P =hy(K) = (1, XY, XY) k. Verifica-se que

51<P) = {P,P} = <17X7Y>K;
02(P) = (1)
54(P) = 0.

Como acima, checa-se que P nao é soluvel forte. O
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5.3 Identidades na algebra de Poisson simétrica

Os seguintes resultados generalizam os resultados de Shestakov mencionados anteri-

ormente (veja Teorema 2.5.2, [44]). Agora, demonstramos o teorema.

Teorema 5.3.1 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo arbitrdario K, e S(L) sua
algebra simétrica. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. L € abeliana;

2. S(L) ¢é Lie nilpotente forte;

3. S(L) € Lie nilpotente;

4. S(L) é Lie solivel forte;

5. S(L) € Lie solivel (char K # 2).

Demonstracao. As implicagoes 1 = 2 = 3 = 5 e 1 = 4 = 5 sao triviais.

A tnica implicagao nao trivial é 5 = 1. Vamos supor que L é nao abeliano e chegar
numa contradigao. Pelos argumentos anteriores, temos: dim L/A < oo, A = Ay (L), A
é abeliano, K é algebricamente fechado. Pegando x ¢ A, pelo Lema 5.1.1, a agao de ad

sobre A é algébrica, considere os respectivos autovetores.

Seja A # 0, fazendo T = {, obtemos uma subalgebra de dimensao dois:

H=(z,y|[z,y] =y).

Fazemos os calculos a seguir, temos

a1+taz

0 (zy™, zy®?) = (ag — aq)zy , ar, a9 € N;
Sa(zy™, xy™?, xy™, xy™)

= (g — ay)(ay — az)(az + ag — ay — ap)oy* Te2reste o, € N,

Continuamos o processo. Pegando inteiros apropriados aq, . . ., g, vemos que g (zy*!

,. ., xy®er) Z 0, para todo k£ > 0. Uma contradigao.



Capitulo 5. Lie solubilidade. Demonstracoes 103

Considere o caso A = 0, como anteriormente reduzimos ao caso (adz)? = 0. Assim,

obtemos uma subalgebra de dimensao trés:

H=(zy,z|[r,y =z [r,2] = [y,2] = 0).

Fazendo os calculos abaixo, temos

51<xy011,xya2) = (Oég - al)xyal+a27lzv o1, 00 € Na

52($ya17 nyQa xya37 xyom)

= (g — 1) (g — a3)(ag +ay —aq — ag)xya1+°‘2+o‘3+a4_3z3, o; € N,

Pegando inteiros apropriados aj, ..., gk, vemos que O (zy®, ..., xy®e+) £ 0, para

todo k > 0. Portanto, H nao é Lie solivel, um contradicao. O
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