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RESUMO

No presente trabalho, estuda-se a probabilidade de dois elementos comutarem
quando sao aleatoriamente selecionados em um grupo finito. Para obter os resulta-
dos principais, que sao os Teoremas 9 e 14 constantes do artigo On the commuting
probability in finite groups (R.M. Guralnick e G. R. Robinson, 2006), sao adotadas
duas abordagens complementares: uma que recorre a analise das classes de conju-
gacao de um grupo e outra que se apdia nao so na teoria de representacoes lineares
de grupos mas também na informacao que pode ser obtida a partir dos caracteres
que lhes sao associados. O primeiro teorema fornece uma cota superior para o
valor da probabilidade de comutacao. Ja o segundo, estabelece uma cota inferior
para tal probabilidade, usando informacoes sobre grau dos caracteres irredutiveis.
Um resultado adicional, sob a forma de corolario, garante a existéncia, em um
grupo G de ordem par (superior a 2), de um subgrupo proprio H, cujo cubo da
ordem é maior do que a ordem de G.



ABSTRACT

In the current work, we study the commuting probability of two randomly se-
lected elements of a finite group. In order to obtain the main results, which
are theorems 9 and 14 of the article On the commuting probability in finite groups
(R.M. Guralnick e G. R. Robinson, 2006), two complementary approaches are con-
sidered: one that takes into account the analysis of conjugacy classes in a group
and another that relies not only upon the theory behind the linear representations
of groups but also on the information that can be extracted from the associated
characters. The first theorem allows an upper bound to be obtained for the value
of the commuting probability. The second, on the other hand, establishes a lower
bound for this probability, using information about the degree of the irreducible
characters. An additional result, under the form of a corollary, ensures the exis-
tence, in a finite group G of even order (greater than 2), of a proper subgroup H,
whose cube of the order is greater than the order of G.
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1. INTRODUCAO

No presente trabalho, estuda-se a probabilidade de dois elementos comutarem
quando sao aleatoriamente selecionados em um grupo finito. Antes de embarcar em
uma busca centrada na determinacdo dos aspectos quantitativos (que naturalmente
acompanham a nocao de probabilidade), é interessante refletir sobre potenciais
fontes de informacao sobre comutatividade.

Amparando-nos na definicdo basica de que, "dois elementos x,g de um grupo
comutam se xg = gz, e recorrendo a algumas equivaléncias muito conhecidas,
podemos obter diferentes perspectivas sobre o significado de "comutar" :

1

rg=gr & ¢ lag=x < v g lag=1.

Convém nao menosprezar o conteiido subjacente a relacoes matemaéticas tao des-
pretensiosas. De forma similar ao que ocorre em outros campos do conhecimento
humano, avaliar indiretamente a comutatividade, em cada cenario especifico de
estudo, pode ser tarefa mais simples do que o uso direto da definicao. Isso nao sé
motiva a escolha da perspectiva mais conveniente em cada contexto mas também
inspira a criagao de objetos mateméaticos que permitam inferir sobre a propriedade
de comutar. Dentre os objetos mais relevantes, merecem destaque os comutadores
e os automorfismos internos induzidos por elementos do grupo. Dada a importan-
cia desses ultimos, trataremos freqiientemente da anélise da acao por conjugacao.

Um caso limite importante, no que concerne a determinacao da comutatividade,
é o dos grupos abelianos. Além destes serem, precisamente, os grupos comutativos,
possuem estrutura bastante conhecida. Isso conduz a pensar que, se dispusermos
de métodos que permitam definir quado longe de ser abeliano um grupo esta, seré
possivel obter dados sobre a comutagao em um grupo nao-abeliano.

Nessa linha de anélise, devotaremos especial atencao aos quocientes de um grupo
G por dois de seus subgrupos caracteristicos mais amplamente conhecidos:

e o centro, Z(G) ;
¢ 0 subgrupo derivado, G’ .

Por ser isomorfo a Inn(G) , grupo dos automorfismos internos de G, o quoci-
ente G/Z(G) fornece informagoes diretas sobre conjugagio. Por outro lado, G/G’
fornece a referéncia de ser o maior quociente abeliano associado a G.

Esses rapidos exemplos ilustram o uso de atributos indiretos para concluir sobre
a comutacao e terao presenca marcante no trabalho a ser desenvolvido, o qual
culminari na demonstracao de dois teoremas que estabelecem limites para o valor
da probabilidade de comutar.

Precedendo o registro inicial dos enunciados dos dois teoremas que constituem
o objeto principal de nosso estudo, dedicaremos algum tempo a definicao formal
da probabilidade de comutacao.



Seja G' um grupo finito de ordem n. A probabilidade de que dois elementos de
G selecionados aleatoriamente (e com reposigdo) comutem ¢ definida através da
seguinte expressao:

{(z,y) e G x G : 2y = ya}|

p(G) = G0

Cumpre salientar que, em uma tal definicao, assume-se implicitamente uma
distribuicao uniforme no espaco de probabilidade G x G'.

Levando-se em conta que, em um grupo abeliano, por sua propria esséncia, vale
ep(G) = 1, o caso de interesse pratico é justamente o dos grupos nao-abelianos
(ep(G) < 1). Convém ainda observar que nao existe o outro extremo do espectro,
isto é, que nao ocorre o caso cp(G) = 0. Isso porque, em qualquer grupo G, o
elemento identidade, 15, comuta com todos os elementos de G .

Um fato que chama bastante a atencao é que o valor maximo que pode ser
assumido por ¢p(G) em grupos nao-abelianos é 5/8, conforme serd demonstrado
no texto. Esse curioso resultado foi originalmente apresentado em 1973 ([6]) e
contribuiu para despertar o interesse no estudo da probabilidade de comutar.

Mesmo sendo tecnicamente simples e, de certa forma, intuitiva, essa definicao
de ¢p(G) nao é muito conveniente sob o ponto de vista de manipula¢do mate-
mética. Isso naturalmente motiva a busca de formas alternativas de calcular a
probabilidade, sendo a mais notavel a que apresentaremos a seguir.

Se denotarmos por k(G) o nimero de classes de conjugac¢ao no grupo G, veremos
que a probabilidade de comutar é dada por:

k(@)

cp(G) = W )

Um aspecto interessante associado a essa nova formulacao é que ela evidencia que
o problema que estamos estudando pode ser expresso em termos de informagoes
puramente algébricas: a ordem do grupo e ntimero de classes de conjugacao. Por
estarmos tratando com grupos finitos, o desafio maior reside em obter o valor de
k(G) , razao pela qual muitos trabalhos se dedicaram a pesquisar tal invariante.
Como exemplo, podemos citar [3|, [13], [2] e, mais recentemente, [4].

Tal equagao ganha ainda mais for¢ga ao demonstrarmos que k(G) coincide com
o nimero de caracteres complexos irredutiveis de G. Com o intuito de derivar
esse importante resultado, promoveremos uma anélise introdutoéria da Teoria de
Representagoes Lineares e dos caracteres que lhes sao associados.
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Apesar de estarem disponiveis vérias técnicas que se propdem a calcular cp(G),
concentraremos os esforcos na anéalise de duas delas. De modo a demonstrar os
resultados principais, que correspondem aos Teoremas 9 e 14 constantes em |[5],
serao adotadas, respectivamente, as seguintes abordagens:

1) Analise da conjugagido em um grupo (e varios conceitos associados);
2) Teoria de Representagoes Lineares e Caracteres.

Passemos, agora, aos enunciados dos dois teoremas.

Teorema 4.1 ([5] - Teorema 9).
Sendo G um grupo finito e sol(G) o seu radical solivel, vale:

ep(@) < [G : sol(G)] V2.
Teorema 6.1 ([5] - Teorema 14).

(a) Para qualquer grupo finito G € vdlida a sequinte desigualdade:

2@ > (g X xm)-

xelrr(G)

e G é um grupo finito de ordem par e com centro trivial, entio:
b) Se G é finito de ord tro trivial, entd
|G| < |Cq(x)?, para algum z € G — {1}.

O Teorema 4.1 fornece uma cota superior para o valor da probabilidade de
comutar e, na pavimentacao do caminho para demonstra-lo, estudaremos varios
conceitos auxiliares. Dentre eles podemos listar os de grupos quasisimple, semi-
stmples, almost simple e o de um subgrupo caracteristico conhecido como o Fitting
Generalizado, F*(G). Provaremos também o Teorema de Bender, o qual relaciona
F*(G) com o subgrupo de Fitting, F(G), e com outro subgrupo caracteristico
denominado o layer de G e denotado por E(G) .

Ja o Teorema 6.1 estabelece uma cota inferior para a probabilidade de comutar,
usando informagoes sobre o grau dos caracteres irredutiveis de um grupo. Todo o
suporte necessario para que se possa demonstra-lo é provido no texto, numa se¢ao
que trata de Representagoes Lineares.

E importante ressaltar que, apesar de utilizar conceitos relativamente simples em
seu desenvolvimento, a demonstracao do Teorema 4.1 se apdia em dois resultados
intermediarios (|2] e [13]), que recorrem a Classificacao dos Grupos Simples Finitos
(CFSG). Dessa forma, a despeito de seu enunciado mais compacto, o primeiro
teorema pode ser considerado "menos elementar" que o segundo.

Antes de efetivamente iniciarmos o nosso estudo, consideramos relevante regis-
trar que o artigo base para a elaboracao desse trabalho ([5]) recorre a técnicas
adicionais para derivar outros limites para cp(G). Além disso, o interesse no tema
continua vivo, conforme comprovado pela publicagao do recente artigo [7].
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2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

2.1. CONJUGACAO.

Dizemos que dois elementos x e y de um grupo G sao conjugados se existe g € G

tal que y = ¢ 'zg. Quando existe um tal g, é comum dizer que y € conjugado
a x por g e usar a notacao y = x7. A relacao binaria em que "x ~ y" significa
que "existe g € G tal que y = g 'xzg" é uma relacio de equivaléncia. A classe
de equivaléncia de a € G correspondente a tal relacdo é denominada classe de
conjugacio de o e denotada por o ou Cl(a).

A conjugacao por um elemento fixo g € G é também comumente referenciada
como o automorfismo interno induzido por g :

0,:G—>G
1

r— 0y (x) =127 =g ug.

Uma observacgao basica é que se x e g comutam, entao x = x7. Dessa forma, em
um grupo abeliano, o Gnico automorfismo interno é a identidade (Inn(G) = 1).
Por outro lado, se G é nao-abeliano, devem existir automorfimos internos distintos
da identidade e, nesse caso, o estudo da conjugacao pode se mostrar frutifero para
a obtencao de informacoes sobre comutatividade.

2.2. RELACAO ENTRE COMUTATIVIDADE E CONJUGACAO.

Seja g um elemento qualquer de um grupo G. Definimos o centralizador de g em
G como o conjunto formado pelos elementos x do grupo G que comutam com um
dado g € G.

Calg) ={reG|ag=gr} ={weG|g 'ag=2} = {wreG|a? =x}.

Os elementos x que centralizam um dado g € G geram uma classe de conjugacao
unitaria ou singleton (z? = x). Dessa forma, todo = € G tal que zg = gx permanece
fixo quando se promove a conjugacdo por um elemento de G. E importante ainda
notar que o centralizador de um elemento g € G é um subgrupo de G. (Cg(g) < G)

Em resumo, se estivermos interessados em determinar os elementos do grupo GG
que comutam com um certo g € GG, podemos adotar as seguintes abordagens:

(1) testar cada x € G e verificar se ocorre g = gz ;
(2) deixar g € G agir por conjugacao sobre cada z € G e identificar todos
aqueles elementos que permanecem fixos.

O segundo procedimento é bem mais natural e, por isso, dedicaremos tempo ao
estudo da conjugacao e suas propriedades.
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Dado um grupo G, seja X € G um subconjunto arbitrario. Definimos:

e 0 centralizador de X em G é o conjunto dos elementos de G que comutam
com todos os elementos de X, isto é, Cq(X)={ge G | xg = gz, Vr e X }.

Observando que Cg(X) = ﬂ Ce(x), segue Cu(X) < G.

r€X

e 0 centro do grupo G é o conjunto dos elementos y € G que comutam com
todos os elementos de G. Assim, Z(G) = Cq(G) ={ye G |zy = yx, Vr €
G } e decorre que G ¢é abeliano se, e somente se, Z(G) = G.

e 0 normalizador de X em G é o subgrupo Ng(X) ={ge G| XY =X }.
Dado um subgrupo H < G, tem-se H < Ng(H).

Compilamos, na proposicao a seguir, uma série de fatos sobre centralizadores e
normalizadores, que serao amplamente utilizados ao longo do texto. Tais resulta-
dos podem ser encontrados em varias referéncias classicas de Teoria de Grupos e
serao assumidos sem demonstragao.

Proposigao 2.1 (Propriedades Bésicas do Centralizador e do Normalizador). Seja
G um grupo. Sao vdlidas as segquintes propriedades:

)

b) Se H< G e ge G, entao Cy(g) = Calg) n H ;

(¢) Sendo H < J <G, vale Ny(H) = Ng(H) n J ;

d) Para qualquer subgrupo H < G, vale Cq(H) < Ng(H) ;
)

2.3. ACAO DE GRUPOS.

Outra maneira bastante freqliente de tratar a conjugacao faz uso do conceito de
agao de um grupo sobre um conjunto. Dizemos que um grupo G age sobre um
conjunto nao-vazio  (ou que G permuta os pontos de Q) se, a cada g € G e a
cada « € Q, corresponde um tnico elemento o de € (imagem da agao de g sobre
a) tal que:

(i) o' = a,Va e Q;
(ii) (o))" = a9 Yoae Qe Vg, he G.

Dessa forma, uma agao de GG sobre 2 é uma funcao:

1O G-
(a, g) — o | que verifica as condigoes (i) e (ii).
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Notacao: Na defini¢ao acima, optamos por especificar uma acdo a direita . Tal
convencao serd mantida ao longo de todo o texto.

Comecaremos a anélise, revisando os conceitos de drbitas e estabilizadores de
uma acao e estabelecendo algumas relacoes importantes entre eles:

e Orbita: subconjunto de €2 que contém os possiveis resultados da acao de
cada g € GG sobre o elemento a € (2.

Ola)=a%={a’ |geG}c .

e estabilizador de um ponto: conjunto dos elementos de G que fixam um
dado a € Q. (Tal conjunto é um subgrupo de G).

Go = Stabg(a) ={geG|a?!=a} <G.

Antes de iniciar a demonstracao da Proposicao 2.2, revisitaremos um resultado
classico, conhecido como Teorema Orbita-estabilizador.

Sejam G um grupo agindo sobre 2 e O uma o6rbita dessa acao. Seja a € O e
denotemos H = (G, o estabilizador de o em G. Entao existe uma bije¢ao:
Oo{Hx|zeG}.

Sejam f: O — { Hx | x € G } uma fun¢ao e § um elemento de O.
Tomemos x € G tal que 8 = a” e fagamos f(5) = Huz.

(I) f esta bem definida, pois:
o =a= (") =(¥)Y =a'=a.. 2y 'eH=G, .. xy '=heH

“x=hy,he H .. Hx=Hy.
(IT) f é sobrejetiva, pois, dada uma classe Hz, existe x € G tal que f(a”) = Hz.

(IIT) f é também injetiva.

Admitamos f(5) = f(y). Entdo = a” e y = a?, com Hx = Hy.
Mas isso significa que y = hx para algum h e H = G, e, portanto:
’}/:Oéy:()éhx:(()éh)x:az:ﬁ.

Como conseqiiéncia direta de f ser bijetiva, a cardinalidade da orbita de «
coincide com o ntimero de classes laterais do estabilizador GG, ou seja:

0| =[G :G,] = |‘C¥i’| (Fundamental Counting Principle - FCP).

A 1ltima equacao evidencia ainda que qualquer tamanho de orbita divide |G| .
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Proposicao 2.2. Dados um grupo G e um conjunto ), denotemos por i uma
acao de G sobre €):

u:QXG—»Q

(W, ) — W

Se a, B € Q estao na mesma orbita, entao:
() [G: Ga] =[G G]
(b) Ezistex € G tal que Gg = (Go)*, 0 que significa que G, e Gg sao subgrupos
conjugados de G ;
(¢c) Em particular, tem-se Goe = (Go)" .

Demonstracao. (a) Dado que «,f estdo na mesma oOrbita, vale O(a) = O(p).
Usando o fato que |O(a)| = |G : Go] e|O(B)| = |G : Ggl, segue a tese.

(b) Lembrando que 3 estd em O(«), existe x € G tal que § = o®. Tomando
g€ Gy, tem-se o = a. Além disso, g* € (Go)", ou seja, 7 gx € (G,)*. Resulta:

B9 = (o) = T = 09 = of = .

Mas isso significa que 7 gz € G, isto ¢, (G,)" S G. Analogamente, prova-se
a inclusao reversa e obtém-se a tese.

(c) Por defini¢ao de orbita, tem-se o € O(«), Vo € G. De (b), segue o resultado.
U

2.4. ACAO POR AUTOMORFISMOS.

Definicao 2.1. Sejam dois grupos N e H tais que H age sobre o conjunto dos
elementos de N. Dizemos que H age por automorfismos sobre N se, Vx,y e N e
Yhe H, vale (zy)" = z"y".

Assim, a funcao 6, induzida por cada h € H, é um automorfismo de N.

Hh:N—>N
n s Oy(n) = n",

Para verificar tal afirmacao, deve-se observar inicialmente que acao de H sobre
N é, em particular, uma acao do grupo H sobre o conjunto N e, portanto, 6, é
uma permutacao dos elementos de N. Assim, dados z,y € N, tem-se:

On(zy) = (ay)" = 2" - y" = Op(x) - Ou(y).

Além disso, o homomorfismo 6 : H — Aut(N), definido por 6 : h — 0, é
denominado a representacao por automorfismos de H correspondente & acao.
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2.5. ACAO POR CONJUGACAO.

Defini¢ao 2.2. Dado um grupo G, definimos a a¢ao por conjugacio (de G sobre
G) da seguinte forma:

M:GXG—>G
(a,9) = =g ag.

Reunimos, a seguir, nao s6 a terminologia tipica mas também as propriedades
bésicas associadas a acao por conjugagao:
¢ Dois elementos conjugados possuem a mesma ordem;
e A acdo por conjugagao (de G sobre (G) é uma ag¢ao por automorfimos. Isso
também acontece com uma agao de GG sobre um subgrupo N < G
¢ O(a)=a={0a?|geG}={g'lag|geG}="Clla);
o G = Stabg(a) ={geG|a? =a}=Cqla);
e (5 é a uniao disjunta de suas classes de conjugacao;
¢ O nimero de conjugados de um dado elemento o em um grupo finito G é
o indice do centralizador de o em G, ou seja, |Cl(a)| = [G : Ca(a)] ;
e Dado que Cg(a) é um subgrupo de G, tem-se |G| =|Cq(a)|- |G : Ca(a)]
e, portanto, |G| =|Cq(a)| - |Cl(cr)]. Dai resulta que todos os tamanhos de
classes de conjugacao dividem |G| ;

k
o |G| =1Z(G)| + Z |G : Cq(x;)] , em que xy4q, ..., 2, S20 representantes
i=l+1
das classes de conjugacao cujo comprimento é maior que 1.

Dado a € G, o conjunto {a} é uma classe de conjugacdo se, e somente se,
a € Z(GQ), pois: ae Z(G) < ag = ga,Vge G < g 'lag = a,Vge G < o’ =
a,Vge G < Cla) ={a} .

Vale observar que, para um grupo abeliano, tem-se Z(G) = G, donde segue
k(G) =|G|. Isso evidencia que o estudo das classes de conjugagao, nesse caso, nao
traz qualquer informacao relevante.

Dentre as propriedades listadas acima, merece especial atencao a que permite
calcular o nimero de elementos numa classe de conjugagao.
Sendo Cl(x) = { 29 | x € G } a classe de conjugagao de x € G, mostraremos que:

e clementos de uma mesma classe lateral de Cg(x) geram o mesmo conjugado
e clementos em distintas classes laterais de Cg(x) dao origem a conjugados
distintos.

Isso nos permitira concluir que |Cl(z)| = [G : Cg(x)].
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Proposicao 2.3 (Calculo do tamanho de uma classe de conjugagdo). O nimero
de conjugados de x em um grupo finito G € o indice do centralizador de x em G.

Demonstracao. Antes de iniciar a demonstracao propriamente dita, convém notar
que tal Proposicdo é um caso particular do Teorema Orbita-Estabilizador. No
entanto, sendo a conjugacao um conceito bastante utilizado no presente trabalho,
o raciocinio usado numa prova direta merece registro especifico.

(1) Suponha que a, b € GG estejam na mesma classe lateral a direita de Cg(z)
em G. Entdo b = ha, com he Cg(z). (.0 ' = (ha) ' =a 'h ).

Mas h € Cg(z) = hx = xh e, portanto:
2 = b 'ab = a*h'zha = a 'hthea = a tea = 2.

(2) Se a, b € G estao em distintas classes laterais a direita de Cg(z) em G, segue
b~lab # a 'za. Se tal ndo fosse o caso, teriamos b zb = a 'za e viria ab”tzb =
wa .. ab 'z = xab ', o que significa ab ' € Cg(x), ou seja, isso equivale a dizer a, b
pertencem & mesma classe lateral de C(z) em G. (Mas isso contraria a escolha
inicial de a e b). O

Proposicao 2.4 (Namero de Classes de Conjugacao em um Grupo Finito). Seja
G um grupo finito de ordem n. Denotando por k(G) o nimero de classes de
conjugacao em G, valem os sequintes resultados:

1 1
(a) k(G) = an D ICa(x)| = = > [Ca(x)] ;
’ | zeG n zeG
k(G)
(b) ep(G) = 7=~
|G|
Demonstragao. (a) Consideremos o conjunto C' = { (z,y) € G x G : xy = yx },
dos pares ordenados cujas entradas sao elementos que comutam no grupo G. Para

cada x € G (fixo), o nimero de pares ordenados do tipo (z,y) em C é dado por
|Cq(z)|. Sendo |G| = [G : Cg(x)] -|Ca(x)|, segue:

G 1
1= el = S G~ Sieaoen O

zeG zeG zeG

Pela Proposicao 2.2, se dois pontos x e y em G pertencem a uma mesma oOrbita
(classe), seus estabilizadores (centralizadores) sdo subgrupos conjugados e possuem
mesmo indice.

Tomemos um representante x; da i-ésima classe de conjugacao, C; , e denotemos
|Ci| = m;. Cada elemento y € C;) satisfaz |G : G| = |G : G,,], ou seja:
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(G Ca(y)] =[G : Calxi)] =|Ci| =m
Dessa forma, para a i-ésima classe de conjugacao, vale:
1
3 D
yeCi [G CG m;
Fazendo k = k(G), podemos reescrever a equacao (*):

C1=161 2, G enm C =Gl ZHG|

zeG
Usando tal fato em (*) , concluimos a prova do item.
(b) Recordemos a defini¢do da probabilidade de comutacao, cp(G) :

{(@,y) e GxG:ay=ya}| _ |C]
|G < G GI*

ep(G) =

Recorrendo ao item (a), obtemos a expressao basica para o calculo de cp(G):

k&)

O
|G

cp(G) =

Proposicao 2.5 (Cota Superior para c¢p(G) em grupos nao-abelianos). Se G € um
grupo nao-abeliano, entio cp(G) < 5/8. Além disso, o caso cp(G) = 5/8 ocorre
se, e somente se, o centro tem indice 4 .

Demonstracao. Antes de iniciar a demonstracdo, vale registrar que tal resultado é
apresentado em [6] (1973). Apesar de sua simplicidade, pode ser considerado um
trabalho que despertou o interesse no estudo da probabilidade de comutar.

(I) A equacao das classes se escreve |G| = |Z(G)| +|C1] + -+ +|Cy|, em que
C; representa uma classe de conjugacdo nao-central (e, portanto, ndo-unitaria).
Assim, |Cy| = 2, para cada i = 1,2,...,t e resulta (|G| —|Z(G)| ) = 2-t. Sendo k
o nimero total de classes, segue k =t +|Z(G)| e dai k < (|G| +|Z(G)] )/2.

(II) Sendo G um grupo nao-abeliano, temos que o quociente G/Z(G) é nao-
ciclico e, portanto, |G/Z(G)| = 4. Assim, |Z(G)| <|G|/4 e, aplicando (I), vem
k<5/8:|G|.

(III) Usando (II) em conjunto com a expressao basica para c¢p(G) obtida na
Proposicao 2.4, segue a tese.

(IV) Vejamos agora a situagdo em que ocorre a igualdade.

Mostramos, na andlise anterior, que: k < (1/2) - (|G| +|Z(G)| ) < 5/8 |G| .

Se k =5/8 |G|, vem k < (1/2) - (|G| +|Z(G)| ) <5/8 -|G| = k. Isso forga que
se tenha (1/2) - (|G| +|Z(G)| ) = 5/8 |G| e dai segue | Z(G)| =|G| /4.
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Reciprocamente, admitamos que |Z(G)| = |G| /4. Z = Z(G) < Cg(x),Vz € G.
Se z é nao-central, seja C' o centralizador de x em G. As inclusoes Z < C'e C' < G
sao estritas, pois:

e Se ocorresse Z = (', entao x estaria em Z. Mas isso é absurdo, visto que
contraria a escolha de x como um elemento nao-central.

e Se valesse C' = (G, todos os elementos do grupo comutariam com x. Mas,
por definigdo do centro Z = Z(G), isso significaria x € Z, o que é uma
contradicao.

Sendo Z um subgrupo de C, devemos ter |C| = (1/2) -|G|. Resulta:

Gl 1G]

“iCe)] "0l

|Cl()|

Recorrendo a equagdo das classes e usando a informacao | Z| = (1/4) |G|, segue:

|Gl =12]+(K(G)H2])-2 " B3/8)1G| = k(G)=(1/4)1G] " k(G) = (5/8) G| T

Exemplo 2.3. Probabilidade de comutar em Grupos Diedrais

A titulo de ilustragao, registramos, na tabela a sequir, o valor de cp(G) para
grupos diedrais D,,. Os cdlculos foram feitos com o software GAP en e corresponde
ao nimero de lados do poligono regular em andlise. E interessante observar que o
valor de c¢p(G) para Dy é o mdzimo possivel (conforme Proposicao 2.5).

diedral | cp(G) || diedral | cp(G) || diedral | cp(G)
Ds | 12 | Dw | 13/40 | Diw | 21/30
D, | 5/8 | Ds | 3/10 | Diy | 17/65
Ds | 2/5 | Duw | 23/30 | Do | 73/230
De | 5/14 | Dso | 7/25 | Dis | 13/50
Dy | 7/16 | Deo | 11/40 | Digy | 83/320
Ds | 1/3 || Dw | 19/70 | Dio | 22/%5
Dy | 2/5 || Dsy |43/160 | Diso | 31/120
Dw | 7/22 | De | 4/15 | Digy | 49/190
Dy 3/8 Dy [ 53/200 || Digs | 101/392
D | 4/13 | Duo | 29/110 | Dagy | 103/400
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2.6. CLASSES DE CONJUGACAO EM UM SUBGRUPO.

Estudaremos, agora, alguns lemas que estabelecem relagoes entre os ntimeros de
classes de conjugacao de um grupo e de um seu subgrupo. Tais resultados serao
empregados, posteriormente, na demonstracao do Primeiro Teorema.

Lema 2.6. Sendo H um subgrupo de G, sdo vdlidas as sequintes relagoes entre o
numero de classes de conjugacio de H e de G:

(a) k(H) < [G: H]- k(G), se H# G ;
(b) k(G) < [G: H]-k(H).

Demonstracao. (a) Conforme visto na Proposi¢io 2.4, temos:

Z‘CH = |G! Z|CH (I)

xeH zeH

Sendo H e G subconjuntos de G em que H < G, a Proposicao 2.1 permite
escrever:

(I1)

L Sieuto) <

zeH z€H

!GI

Sendo H, por hip6tese, um subgrupo proprio de G, temos:

ZI oz ‘G, Zlcc (I11)

zeH zeG

!GI

Unindo os fatos (I), (IT), e (III), resulta:
k(H) = Z\GH )| <G H]: Z|CG H] - k(G)
xGH xEG

(b) Sabemos que:
Gl =[G : Ca(0)] |Cala)| = |G : H]-[H| = [G: H]-|Cp(z)] - [H : Cu(2)]

[H : Cu()]
[G: Co(2)]

A Proposicao 2.3 estabelece que, para um grupo qualquer: |Cl(z)| = [G : Co(z)]

- |Co(@)| =[G = H]-[Cu(x)] - (IV)

Por ser H um subgrupo de GG, o nimero de H-conjugados de um elemento x € GG
é, no maximo, igual ao seu nimero de conjugados em . Dessa observacao, segue:
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[H: Cu(x)] < [G: Ca(x)]
Usando tal informagao em (IV), vem: |Cq(z)| < [G: H] |Cu(z)] (V)

Considerando que o resultado obtido em (V) vale para todo x € G, segue:

2lCa()l < [G:H]- Y |Cu(2)| =[G H]- Y |Caly)] (VD)

zeG zeG yeH

Usando novamente (V) em (VI), resulta:

YlCe(x)| < [G:H]- ) |Caly)

<[G:H]-Z[G:H]-|oﬂ<y>r |’§’| [ H]- Y (Cuw)
ZlCG < a0

A dltima desigualdade equivale a dizer que: k(G) < [G : H] - k(H) .
0

Lema 2.7. Sendo N um subgrupo normal de G, sao vilidas as sequintes relacoes:

Lkre

)
)
(c) k(G) < k(G/N)-k(N).

X

Demonstracao. (a) Notemos inicialmente que, sendo N < G e Cg(z) < G, tem-se
que Cg(z)N é subgrupo de G. Além disso, dado que N < Cg(x)N, segue que
(Ce(x)N)/N < G/N. Tomemos agora uma classe lateral cN em (Cg(z)N)/N.
Temos 0 =y -n, com y € Cg(r) ene N.

yeCq(z)=y-z=x-y .. yN-oN =zN-yN .. yN € Cqn(zN)
Sendo o =y - n, segue oN = (y-n)N = yN e, portanto, cN € Cg/n(zN)

(b) Conforme visto no item (a), N < Cg(z)N  (I)
Sendo Cg(z) < Cg(x)N, temos (N n Cg(x)) < Co(x).

Pela Proposicao 2.1, sabemos que N n Cg(z) = Cy(z) e, assim, segue:
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Recorremos ao Segundo Teorema do Isomorfismo para mostrar que:

Co(r)N N Ca()
N = NoCo)

Co(x)N N Cq(x)
N o C’N(x)

e, aplicando (IT), obtemos

(c) Combinando os resultados obtidos em (a) e (b), podemos escrever:

Cg(ib) ~ Cg(lﬁ)N
CN(x) o N

c Cg/N(xN) .

Por estarmos tratando com grupos finitos, podemos passar de tais inclusoes a
desigualdades que envolvem as ordens dos grupos:

Ca(@)| <[Cen(@N)|-|Cy(x)] e D |Ca(x)| < ). |Can(xN)|-|Cy(x)]  (T)

zeG zeG

Sendo p um elemento da classe lateral x N, tem-se pN = xN. Assim, o centra-
lizador Cg/n(pN) coincide com o centralizador Cg/n(xN),Vp € xN. Dessa forma,
fazendo S = xN, a soma em (I) pode ser reescrita:

SlCam@N)] O = 3 (|Com®)] - YiCn@)])

zeG SeG/N €S

Dados os subconjuntos A, B € (G, consideremos 0s conjuntos:
Q={(a,b)e AxB:ab="ba}eCy(zx)={aeA : axr =za}.

Com essas notagoes, vemos que, para cada a € A (fixo), o namero de pares
ordenados (a,b) em @ é dado por |Cg(a)|. Por outro lado, para cada b € B (fixo),
o namero de pares (a,b) em @ ¢ dado por |C4(b)|. Unindo as duas perspectivas:

2 lCs@l=1Ql= Y Ca)| (1)

a€A beB

Aplicando (IIT) aos subconjuntos N < G e zN = S < G, podemos escrever:

2lCn ()| = X 1Cs(n)].

z€S TEN

Esse tltimo fato nos permite voltar a (IT) e transformar uma soma sobre a classe
lateral S, em outra, sobre o subgrupo normal N:

Y, ([Con)]-Ylew@)l) = Y (IComS)]- Rlcsl)  av)

SeG/N zeS SeG/N TeEN
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Dado o subgrupo N < G, sejam t € N, x € G, S := xN. Com as mesmas
notagoes ja utilizadas, vamos mostrar que: |Cs(t)| < |Cn(t)|. De fato:

Quando Cs(t) ¢ vazio, tem-se 0 = |Cs(t)| < |Cn(t)]. Com isso em mente,
podemos supor Cs(t) ndo-vazio, ou seja, que existe y € Cs(t). Dado um tal y, é
suficiente mostrar que Cg(t) € yCy(t), pois |[yCn(t)| = |Cn(t)|-

Tomemos um z € Cg(t). Entdo existe n € N tal que z = xn e vale znt(zn)™" = t.
Lembrando que yt = ty, segue:

t =y 'ty =y ‘antn 'z 'y , mostrando que y 'zn e Cy(t) .

Por outro lado y 'z € N (pois y € S = xN). Assim y 'zn € N e, portanto,
y~'rn e Cy(t). Finalmente, z = zn = y(y ' an) € yCy(t) e dai Cg(t) < yCn ().

Combinando esse tltimo resultado com a expressao em (IV), segue:

%' S| Cala)] < ‘é' S [Cam(9)] - S1Cs(7)]
ze@G SeG/N TEN
1 1
i 2, om 1 (g Hlovo)

Recorrendo & expressao para k(G) dada na Proposigao 2.4, obtemos a tese. [

O item (c) do Lema 2.7 é de grande utilidade, pois permite dividir o problema de
calcular uma cota superior para k(G). Caso seja possivel identificar um subgrupo
normal N e um quociente G/N para os quais se consiga limitar o nimero de
classes de conjugagdo, teremos um limite para k(G). Veremos também, no lema
a seguir, como obter o resultado correspondente para cp(G). Tal estratégia tera
papel importante na demonstracao do Teorema 4.1.

Lema 2.8. Seja G um grupo finito.

(a) Para todo subgrupo proprio H < G, vale:
(G H]™ cp(H) < ep(G) < cp(H) ;

(b) Quando N < G, cp(G) < ep(N) - ep(G/N) .
Em particular, vale cp(G) < ep(G/N) ;
(¢) Uma se¢do de um grupo finito G € qualquer imagem homomdrfica de um
subgrupo de G. Para toda secio X de G, tem-se cp(G) < ep(X) ;
(d) Se H € outro grupo finito, entao cp(G' x H) = cp(G) - cp(H) ;
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(e) Se o grupo G ¢ ndo-abeliano, cp(G) < 3/2 - [G : Cq(x)]™", para algum
e (G — Z(@)). Se o centro Z(G) ¢ trivial, vale cp(G) < [G : Cq(z)]
para algum x € G — {1} .

Demonstragao. (a) Usando os itens (a) e (b) do Lema 2.6, obtemos:
[G: H|™" - k(H) < k(G) < [G: H|-k(H) , quando H é subgrupo proprio de G.
Lembrando que k(G) =|G| - ep(G) e k(H) =|H| - cp(H), vem:
(G B [H]| - ep(H) <|G] - ep(G) < [G + H] | H]| - epl(H)

Dividindo todos os membros das desigualdades por |G|, obtemos a tese.

(b) Usamos o fato que k(G/N) = "f), ep(G/N) e aplicamos o Lema 2.7 (c).

Dado que ¢p(N) < 1, temos, em particular, cp(G) < ep(G/N).

(c) Notemos que, pela defini¢gdo, uma se¢do de G é um grupo da forma Y /N,
em que N <Y eY <G. Seja X =Y /N uma se¢do de G. Pelo item (b), temos
ep(Y) < ep(Y/N). Mas ep(G) < ep(Y), por (a). Combinando (a) e (b), segue:

p(G) < op(Y) < ep(Y/N) " ep(G) < ep(X) .
(d) Segue do fato que k(G x H) = k(G) - k(H) .

(e) Fazendo Z = Z(G) e k = k(G) , a equagao das classes se escreve:

G| =1Z] +Z [G = Calzi)]

em que os x; sao representantes das classes de tamanho superior a 1.

(I) Para provar a desigualdade proposta, basta mostrar que:

k< 3/2 |G| -[G:Cq(x)]™, para algum z € (G — Z),

ou, equivalentemente, que: k < 3/2 - |Cg(x)|, para algum x nao-central.

Denotando por ¢ a maxima ordem de Cg () para x € G—Z, precisamos mostrar
que k < 3/2 - ¢ para um tal z . Retornando a equacao das classes, obtemos:

IGI IGI

Gl =12] +Z G Colw)] = |Z|+ (k- 2])-— . |G| >|G|-Z] = (k-|Z])-

Assim, k < c+|Z] e, por estarmos tratando com niimeros inteiros, k < c+|Z|—
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Lembrando que Z < Cg(z) e levando em conta a escolha de = (ndo-central),
segue que Z deve ser um subgrupo proprio de Cg(x) . Assim:

[Colx): Z] =2 . |Z| <1/2|Cq(x)] . |Z|<1/2-¢

Usando este altimo fato em k < ¢+ |Z|, segue k < 3/2 - ¢

(II) Dado x € (G — Z), com Z = 1, precisamos mostrar que:

kE < |G| -[G:Cq(z)]™" (ou, de forma equivalente, k <|Cq(x)| < c).

Mas, no caso especifico Z = 1, a inequagdo k < c+|Z|—1sereduza k <c. O

2.7. SUBGRUPO COMUTADOR E SUBGRUPO DERIVADO.

O comutador de dois elementos z,y € G é o elemento [z,y] = 27 'y 'zy. Dado
que zy = yz[z,y], o comutador pode ser visto como uma espécie de "corre¢ao"
aplicada ao termo yx para que se torne igual a xy. Pela definicao, pode-se ainda
ver que [z,y| = 1 < z e y comutam.

Sejam H < G e K < GG subgrupos de G:

o [H K| ={[hk]| he Heke K ) denota o subgrupo gerado por todos
os comutadores de elementos de H com elementos de K e é chamado o
subgrupo comutador de H e K.

e Em particular, definimos G’ = [G,G] = { |x,y] | x,y € G ), o chamado
subgrupo derivado de G (subgrupo gerado por todos os comutadores em
G). E interessante notar que G’ =1 < G é abeliano.

e Dizemos que H centraliza K se H < Cg(K).

e Dizemos que H normaliza K se H < Ng(K).

Proposigao 2.9 (Subgrupo Derivado e Quocientes Abelianos ). Dados um grupo
G e seu subgrupo derivado G', tem-se:

(a) Dado N <€ G, o quociente G/N € abeliano se, e somente se, G' = N ;

(b) Seja ¢ : G — A um homomorfismo de grupos, em que A é um grupo
abeliano. Entao G' < Ker(p) ;

(¢c) Todo subgrupo H de G que contém G' é normal em G .

Demonstragao. Vide ([16], item 2.23, pg 33) e ([15], item 3.52, pg 59). O
E interessante observar que G’ é o menor subgrupo normal N de G tal que G/N

¢ abeliano. O quociente G/G' ¢ chamado residuo abeliano e & o maior quociente
abeliano de G.
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A Proposicao a seguir apresenta uma coletanea de propriedades associadas ao
subgrupo comutador. Recorreremos muitas vezes a tais fatos para provar resulta-
dos que envolvem os conceitos de um subgrupo centralizar ou normalizar outro
subgrupo. Isso serd particularmente importante no estudo do Subgrupo de Fitting
Generalizado (Secao 3.2).

Proposicao 2.10 (Propriedades do Subgrupo Comutador). Sejam H < G e K <
G subgrupos de G. Sao vdlidas as sequintes propriedades:

(a) [H, K] = [K, H];

(b) H centmlzza K se, e somente se, [H, K| =1;

(¢) H normaliza K se, e somente se, |H, K| < K ;

(d) Se H< G e K< G, entio [H,K]<K;

(e) Se H K < G, entio |H,K| < Hn K. Além disso, se H " K =1, entdo
H < CG( )7

(f) H < Ng([H, K]), ou seja, H normaliza o subgrupo [H, K] ;

(g) Sejam K < H < G com K < G. Entao [H,G] < K se, e somente se,
H/K < Z(G/K) ;

(h) Se H K < G ey : G — L éhomomorfismo, entao p([H, K|) = [p(H), p(K)];

(i) (Lema dos 3 Subgrupos) - Sejam dados trés subgrupos H, K, L < G, que

satisfazem |H,K,L| =1 e |K,L,H| =1. Entdo vale |L,H, K| =1.

Demonstracao. Vide, por exemplo, ([16], pg 112) e (9], item 4.9, pg 126). O

Vale atentar para alguns casos particulares interessantes do item (g):

(I) [G,G] < K se, e somente se, G/K < Z(G/K). Dado que a inclusdo reversa
¢ sempre verdadeira, segue G’ < K < G/K ¢ abeliano. (vide Proposi¢ao 2.9)

(IT) Fazendo agora K = Z(G), segue G' < Z(G) < G/Z(@G) é abeliano. Vemos
ainda que se G/Z(G) é ndo-abeliano, entdao G' & Z(G).

Proposicao 2.11. Dados os grupos G e K, seja H um subgrupo de G. Sao vdlidas
as sequintes propriedades:

(a) H<G=H'<G’';

(b) ¢ : G — K é homomorfismo = o(G') < K';

(c) ¢ : G — K é homomorfismo sobrejetivo = ¢(G') = K.

Demonstracao. Vide, por exemplo, ([16], item 5.30, pg 112). O
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3. A CAMINHO DO TEOREMA DE BENDER

3.1. GRUPOS NILPOTENTES E SOLUVEIS.

Uma série normal de um grupo G é uma seqiiéncia finita de subgrupos normais
(G; < G) taisque 1 = Gy < G; < --- < G, = G. Cada quociente G;,1/G; é
denominado um grupo fator da série. O comprimento da série normal é o nimero
de inclusoes estritas, ou seja, o nimero de fatores nao-triviais.

Uma série abeliana ou série solivel para um grupo G é uma série normal, cujos
grupos fatores (G;41/G;) sao abelianos.

Uma série central para um grupo G é uma série normal, cujos fatores satisfazem:

Gi1 G

<Z<—) Vie{0,1,....n—1}.

G, a. { }
Um grupo é dito solivel quando possui uma série soliivel.

Um grupo é dito nilpotente quando possui uma série central.

Complementamos essa revisao inicial sobre grupos nilpotentes e soliveis, apre-
sentando uma coletanea de termos que serao relevantes no desenvolvimento dos
demais topicos tratados nesse texto:

¢ Um subgrupo S < G é dito subnormal em G se existir uma série finita de
subgrupos H; < G taisque S = Hy< H,<---< H, = G.

e Um subgrupo proprio M < G é dito um subgrupo mazximal de G se nao
existe subgrupo L tal que M < L < G. (M < G é dito maximal se, sempre
que M < H <G, entdo H= M ou H = G).

e Para um grupo finito G, define-se o subgrupo de Frattini, ®(G), como a
intersecao de todos os subgrupos maximais de G.

®G) = (] M.

MmaxG

Um elemento x € G é dito um nao-gerador se pode ser omitido de qual-
quer conjunto de geradores de GG . Dessa forma, se x é um nao gerador de
G,vale: G={(z,Y)=G={).

O subgrupo de Frattini de um grupo G é caracteristico em G e pode ser
definido, de forma equivalente, como o conjunto de elementos de G que sao
nao-geradores.

e O subgrupo de Fitting de G, denotado por F'(G), é o subgrupo caracteristico
gerado por todos os subgrupos normais nilpotentes de G.
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F(G)=(M <G| M<G e M é nilpotente ).

Quando G é um grupo finito, demonstra-se que F(G) é o maior subgrupo
normal nilpotente de G (vide [9], item 1.28, pg 26).

Dado um subgrupo H < G, o normal core de H em G ¢ o seguinte subgrupo
normal:

coreq(H) = ﬂ H* <G.
zeCG

O normal core de H em G é o maior subgrupo normal de G' contido no
subgrupo H.

A intersecao de todos os p-subgrupos de Sylow de um grupo G é denomi-
nada o p-core de G. Se p ¢ um primo e P € Syl,(G), entdo:

0,(G) =) Syl,(G) = [ | P* = corea(P) .

zeG

O p-core de G é o maior p-subgrupo normal de G.

Sendo p um primo que divide a ordem de um grupo G, o subgrupo de
Fitting pode também ser caracterizado da seguinte forma:

F(G)= [] 0,60,

p divide|G]|

Seja K um subgrupo tal que 1 < K < G. Entao K é dito um subgrupo
normal minimal de G se nao existir subgrupo normal L de G tal que
1 < L < K. (K tem a propriedade de minimalidade dentre todos os
subgrupos normais nao-triviais). Vale notar que, a exce¢ao do grupo trivial,
todos os grupos finitos possuem subgrupos normais minimais. Além disso,
se GG é simples, entao GG é um subgrupo normal minimal de G.

O socle de um grupo finito G, denotado Soc(G), é o subgrupo caracteristico
gerado por todos os subgrupos normais minimais de G :

Soc(G) ={( M < G| M é normal minimal ).

Pode-se mostrar que o socle é o produto direto de alguns desses subgrupos
normais minimais ([14], pg 87). Vale notar que, para qualquer G finito,
todo subgrupo normal nao-trivial 1 < N < G contém um subgrupo normal
minimal de G , garantindo que N n Soc(G) > 1.
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Proposicao 3.1. Sendo G um grupo nao-trivial, sao vdlidos os sequintes fatos:

(a) Se K < M <G e K<G, entao: M/K ¢é um subgrupo mazimal de G/K
se, e somente se, M € um subgrupo mazximal de G.

(b) Se G € finito, entao todo subgrupo préprio de G estd contido em algum
subgrupo mazximal de G.

(c) Se M <G e [G:M] = p (primo), entao M é um subgrupo mazimal de G.

(d) Se G € finito, entdo G possui um unico subgrupo mazimal se, e somente
se, G € ciclico e|G| = p™ (para algum primo p e algum inteiro positivo m).

Demonstracao. Veja [15], item 140, pg 51. d
Proposicao 3.2. Algumas propriedades de Grupos Nilpotentes.

(a) Grupos nilpotentes nao-triviais possuem centros nao-triviais.

(b) Cada termo de uma série central de um grupo nilpotente estd contido em
algum termo da série central ascendente de tal grupo. Em particular, sendo
G nilpotente, G € um termo de sua série central ascendente.

(c) Grupos abelianos nao-triviais possuem classe de nilpoténcia r = 1.

(d) Os grupos G que possuem classe de nilpoténcia r = 2 sao 0s grupos nao-
abelianos em que o quociente G /Z(G) é abeliano.

(e) Todo subgrupo proprio de um grupo nilpotente estd propriamente contido
em seu normalizador.

(f) Seja G um grupo nilpotente. Se o subgrupo N < G ¢ nao-trivial, entdo
N n Z(G) # 1. Em particular, todo subgrupo normal minimal de G estd
contido no centro de G e possui ordem prima.

(g) Todo subgrupo mazimal de um grupo nilpotente G é normal em G e possui
indice primo.

(h) Seja H < Z(G). Se o quociente G/H ¢é nilpotente, entdo G ¢é nilpotente.
Em particular, se G/Z(G) é nilpotente, G também o é.

(i) p-grupos finitos sao nilpotentes.

(j) Para G finito, ®(G) € nilpotente.

Demonstragcao. As demonstragoes dos fatos gerais reunidos na Proposicao podem
ser obtidas, por exemplo, em (|9], cap 1), ([14], cap 5) e ([16], cap 5). O

Proposicao 3.3. Caracterizacao de Grupos Nilpotentes Finitos.

Para um grupo G finito as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(a) G é nilpotente.

(b) H < Ng(H) para todo subgrupo préprio H < G.

(¢) Todo subgrupo mazimal de G € normal.

(d) G'< ®(G).

(e) Todo subgrupo de Sylow de G € normal.

(f) G ¢ o produto direto (interno) de de seus subgrupos de Sylow nao-triviais.
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Demonstracao. A demonstracao dessas variadas maneiras de caracterizar grupos

nilpotentes finitos pode ser encontrada, por exemplo, em ([12], item 5.12, pg 214).
O

Proposicao 3.4. Para um grupo finito G valem as sequintes propriedades:

(a) G possui um Unico subgrupo solivel normal maximal (subgrupo mazimal
dentre 0s que sd@o normais e soliveis). Tal grupo é denominado o radical
solivel de G e denotado por sol(G).

(b) G /s0l(G) nao contém subgrupos soliveis normais nao triviais. Além disso,

tem-se sol(G/sol(G)) = 1.

Demonstragao. (a) Seja S < G um subgrupo solavel de G com a maior ordem
possivel e consideremos N < G tal que N é soluvel. Temos SN < G e, pela
combinac¢ao dos fatos a seguir, o produto SN é soluvel:

e SN/N = S/(NnS);
e S/(N nS) ésolavel (quociente do solavel S);
e O subgrupo N < G ¢ solavel (hipdtese).

Pela maximalidade de S, segue|SN| <|S|. Dado que S < SN, resulta S = SN.
Por outro lado, N < SN e, portanto, N < SN = S. Mas isso significa que S
contém todos os subgrupos normais soltveis de G.

(b) Seja S = sol(G) o radical soluvel de G e admitamos a existéncia de um
subgrupo K /S < G/S que seja solivel normal ndo-trivial. Sendo S e K/S solu-
veis, segue que K é soluvel. Com uma tal construc¢do, ao subgrupo K/S < G/S
corresponde um subgrupo K < G (com K solavel). Mas, pela maximalidade de
S, segue K < S. Por outro lado, sendo S < K, vem K /S = 1, o que significa que
o subgrupo K/S de G/S é trivial.

Ul

Uma conseqiiéncia de (b) é que o radical solavel do quociente G /sol(G) é trivial,
ou seja, sol(G/sol(G)) = 1. O
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Proposigao 3.5. Para um grupo finito G valem as sequintes propriedades:

(a) Um subgrupo normal minimal de um grupo finito solivel G é um p-grupo
abeliano elementar para algum primo p.

(b) G € nilpotente se, e somente se, todo subgrupo de G € subnormal.

(c) Se S € subnormal em G e M ¢é um subgrupo normal minimal de G, entdo

M < Ng(S).

Demonstracao. As demonstragoes dos resultados compilados em tal Proposicao,
podem ser obtidas em:

(a) ([12], item 5.46, pg 239).
(b) ([9], item 2.1, pg 46).
(¢) (|9], item 2.6, pg 48).

Proposicao 3.6. Para um grupo finito G valem as sequintes propriedades:

(a) ®(G) < F(G) e Z(G) < F(G) .
(b) Sejam G um grupo finito e N um subrupo tal que ®(G) < N < G. Entdo:
N € nilpotente < N /®(G) ¢é nilpotente.

0) F(G)/®(G) = F(G/®(G))

4) F(G)/Z(G) = F(G/Z(G))

e) F(G) centraliza todos os subgrupos normais minimais de G.

f) Se G é um grupo finito solivel, entao um subgrupo normal minimal de G
estd contido no centro de F(G). Além disso, a intersegao de um subgrupo
normal nao-trivial de G com F(G) é nao-trivial.

(g) Versao do Teorema de Bender para Grupos Soliveis.

Se G é um grupo finito solivel, entio Cq(F(G)) < F(G).

AA/\A

Demonstragao. (a) O subgrupo caracteristico ®(G) ¢é nilpotente para G finito
(Proposicao 3.2). Usando o fato de F(G) ser gerado pelos subgrupos normais
nilpotentes de G, segue ®(G) < F(G). Por outro lado, lembrando que o centro é
um subgrupo nilpotente (por ser abeliano) e que Z(G) char G, segue Z(G) < F(G).

(b) (=) Quocientes de grupos nilpotentes sao nilpotentes.

(<) Mostraremos que um p-subgrupo de Sylow arbitrario P € Syl,(NN) é normal
em N, pois isso garante que o grupo finito N é nilpotente (vide Proposi¢ao 3.3).
Sendo ®(G) < N, segue P®(G) < N e (PP(G))/P(G) € Syl,(N/2(G)).

N/®(G) é nilpotente (por hipotese), logo (P®(G))/®(G) < N/®(G). Dado
que um Sylow normal é caracteristico, vem (P®(G)/®(G)) char N/®(G). Mas
N/®(G) = G/P(G) e, portanto, (PO(G)/P(G)) < G/P(G).

O Teorema da Correspondéncia fornece P®(G) <€ G. Notando que P é um
subgrupo de Syl,(P®(G)), recorremos ao Argumento de Frattini, para concluir
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que G = Ng(P)(P®(G)). Sendo P < Ng(P), vem G = Ng(P)®(G) e, pela
caracterizacdo de ®(G) como conjunto dos elementos nao-geradores de G, vem
G = Ng(P). Assim, P< G e P < N, evidenciado que um qualquer p-Sylow P de
N é normal em N, como queriamos.

(c) Temos ®(G) < F(G) < G. Considerando o quociente por ®(G), vemos que
F(G)/®(G) é normal em G/®(G) e nilpotente (quociente do nilpotente, F(G)).
Além disso, F(G)/®(G) < F(G/®(G)), por ser este tltimo o maior subgrupo
normal nilpotente em G/®(G) .

Provaremos agora a inclusao contraria. Seja K/®(G) = F(G/®(G)) < G/P(G).
Tal subgrupo é normal e nilpotente, pela definicao do Fitting. A esse K/®(G)
corresponde o subgrupo normal K < G. Considerando que ®(G) < K < G e
sendo K /®(G) nilpotente, usamos (b) para concluir que K é nilpotente. Assim, o
subgrupo K é normal em G e nilpotente, o que garante K < F(G).

Unindo os dois resultados, obtemos a tese: F(G/®(G)) = K/P(G) < F(G)/®(G).

(d) Por (a), sabemos que Z(G) <€ F(G) < G. Temos F(G)/Z(G) < G/Z(G)
(correspondéncia). Além disso, sendo F'(G) nilpotente, o quociente F(G)/Z(G)
também o é. Por defini¢ao do subgrupo de Fitting, temos FI(G)/Z(G) < F(G/Z(G)).

Mostremos agora a inclusdo contraria. F(G/Z(G)) € G/Z(G) e sabemos que
o Fitting F(G/Z(G)) é nilpotente. Por outro lado, F'(G/Z(G)) é um subgrupo
normal da forma M /Z(G) e a ele corresponde um subgrupo M < G. Mas sabemos
(pela Proposigao 3.2) que se M/Z(G) é nilpotente, entdo M também o é. Assim,
o subgrupo M ¢é normal em G e nilpotente, logo M < F(G). Segue F(G/Z(G)) =
M/Z(G) < F(G)/Z(@G), concluindo a prova.

(e) Dados os subgrupos N, H < G, sejam N normal minimal e H normal e
nilpotente. Temos dois cenérios a analisar:

Caso 1: N n H = 1. Nessa situacao, os elementos de N comutam com os
elementos de H e, portanto, H centraliza N.

Caso 2: NnH # 1. Sendo N normal minimal e H normal, segue N < H. Dado
que o grupo nilpotente H é nao-trivial, segue N " Z(H) # 1 (conforme Proposi¢ao
3.2). Z(H) char H e H< G, logo Z(H) < G. Em decorréncia da minimalidade
de N, segue N < Z(H), logo H centraliza N.

Isso completa a prova de que qualquer subgrupo normal nilpotente centraliza
um subgrupo normal minimal arbitrério e, pela definicao de F'(G), deduz-se a tese.

(f) Facamos F' = F(G) e Z = Z(G).

Seja N um subgrupo normal minimal de G. Sendo G finito e soluvel, a Propo-
si¢ao 3.5 garante que N é um p-grupo abeliano elementar (para algum primo p).
Sendo um p-grupo finito, N é nilpotente. Pela definicao do Fitting, segue N < F.
Sendo 1 < N < G (normal minimal é nao-trivial), segue F' nao-trivial. Pela Pro-
posicao 3.2, o centro, Z(F'), do nilpotente nao-trivial, F', é também nao-trivial.
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Se N é subgrupo normal nao-trivial do grupo nilpotente F', vale N n Z(F) # 1
(Proposicao 3.2). Em particular, sendo N normal minimal em G e Z(F) < G (pois
Z(F) char F e F< @) ,segue N < Z(F).

Para provar a segunda afirmacgao, tomemos um grupo M < G, nao-trivial e
selecionemos um subgrupo N, normal minimal, tal que N < M. Mostramos, na
primeira parte, que 1 < NnZ(F) < N < F. Assim, l < NnZ(F)< N < FnM,
o que evidencia que a interse¢ao do normal M com F' é nao-trivial.

(g) Sejam F = F(G), C = Co(F) e Z = Z(F). Se mostrarmos que C/Z é
trivial, ficard demonstrada a tese.

Notemos, inicialmente, que se GG é solivel, entao seu subgrupo C' e o quociente
C/Z também sao soluveis.

Admitamos, por contradi¢ao, que C'/Z # 1 e seja M/Z um subgrupo normal
minimal de C/Z. Temos Z < M < C' e, pela Proposicao 3.5, M/Z & p-grupo
abeliano elementar e, portanto, nilpotente.

Sendo M < C = Cg(F), temos, F' < Co(M) e Z < Cg(M). Mas Z < M e,
portanto, Z < Cq(M) n M = Z(M). Usando tal informacdo em conjunto com o
fato de M/Z ser abeliano, temos M/Z(M) ¢ abeliano. Recorrendo a Proposicao
3.2, obtemos que M é nilpotente. Dai segue que M < F(C).

Dado que F < G, temos que C = Cg(F) < G. Mas F(C) char C e, portanto,
F(C) € G. Lembrando que F(C) é nilpotente, segue F(C) < F. Assim, M <
F(C) < F. Observando que M < C, segue M < FnC = Z(F) = Z. Entretanto,
isso contradiz a escolha de M . U

3.2. O SUBGRUPO DE FITTING GENERALIZADO.

Vimos na Proposicao 3.6 que, no caso especifico em que GG ¢ um grupo finito
soluvel, o subgrupo de Fitting de G, F(G), contém seu proprio centralizador (ou
seja, Co(F(G)) < F(G)). A definigao do subgrupo de Fitting generalizado, F *(G),
que serd apresentada mais adiante, permite que se formule uma inclusao similar
(Ce(F*(G)) < F*(@Q)), conhecida como o Teorema de Bender (Proposicao 3.13),
para o caso de um grupo finito que nao seja, necessariamente, solavel.

Para facilitar referéncias futuras, registramos a seguir uma série de definicoes que
tratam, principalmente, de subgrupos caracteristicos e de algumas classes (nao tao
usuais) de grupos. Convém mencionar que, numa tentativa de evitar ambigiiidades
técnicas, optou-se por nao traduzir os termos quasisimple e almost simple.

e Dado um grupo finito G, consideremos pares de grupos (X,Y) que veri-
fiquem Y < Z(X) e X/Y = G. Nessas condi¢oes, diz-se que X é uma
extensao central de G.
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Um grupo é dito perfeito se coincide com o seu subgrupo derivado, o que
equivale a dizer que nao possui nenhum quociente abeliano nao-trivial.
Todo grupo finito nao-solivel contém um subgrupo caracteristico nao-
trivial que é perfeito. Por outro lado, se um grupo G possui um subgrupo
perfeito nao-trivial, G é nao-solivel.
Um grupo G é dito quasisimple se é perfeito e o quociente G/Z(G) é sim-
ples. De forma equivalente, um grupo é quasisimple se, além de ser perfeito,
é uma extensio central de um grupo simples. E interessante ainda notar
que todo grupo nao-abeliano simples é quasisimple.
Um subgrupo subnormal quasisimple de um grupo finito arbitrario G é
denominado um componente de G.
Denomina-se layer de G, e denota-se por E(G), o subgrupo gerado por
todos os componentes de G. E(G) = ( H : H é componente de G ) .
A Proposicao 3.9 demonstra que dois distintos componentes de um grupo
finito se centralizam e, portanto, sdo normais no subgrupo E(G), por eles
gerado. Quando G nao possui componentes, define-se E(G) = 1.
Dado um grupo finito G, definimos o subgrupo de Fitting generalizado por
meio da relagdo: F*(G) = F(G)E(G)
Um grupo G é dito semi-simples quando é um produto de subgrupos nor-
mais simples nao-abelianos (os quais sdo quasisimple). Um grupo semi-
simples nao possui subgrupos normais abelianos nao-triviais e pode ser
expresso como um produto direto de grupos simples nao-abelianos.
Um grupo G ¢ dito almost simple se existe um subgrupo normal simples
nao-abeliano N < G cujo centralizador C(N) é trivial.
Equivalentemente, G é almost simple se existe um subgrupo simples nao-
abeliano S e que satisfaz S < T < Aut(S) para algum grupo 7' = G.

Proposicao 3.7. Dado um grupo finito G em que o quociente G/Z(G) é simples,
sao vdlidos os sequintes fatos:

()
(b)
(c)
(d)

O quociente G/Z(G) é nao-abeliano.
O subgrupo derivado, G', é perfeito.
G'/Z(G") = G/Z(G).

G’ ¢ quasisimple.

Demonstracao. Recordemos dois fatos basicos antes de comecar a demonstracao:
(I) Todo subgrupo de um grupo abeliano é normal. Dessa forma, um grupo
abeliano simples nao pode conter nenhum subgrupo nao-trivial. Isso nos permite
concluir que um grupo abeliano simples é ciclico de ordem prima.
(IT) Se G € nao-abeliano, entio G /Z(G) nao € ciclico. Para validar tal afirmacao,
admitamos que o quociente G/Z(G) seja ciclico e seja @ um gerador de tal grupo.
Sejam z e y dois elementos quaisquer de G. Entdo z = a' - 2z, e y = a’ - 2, para
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convenientes 7,7 = 0 e 21, 2 € Z(G). Dai segue zy = (a* - 21)(a’ - 23) = a7 2129 =
a’ 2921 = a’ 290’z = yx (. G € abeliano, o que contraria a hipotese).

(a) Seja Z = Z(G). Se o grupo simples G/Z fosse abeliano, entdo deveria, de
acordo com a observacdo (I), ser ciclico. Mas G/Z ciclico obrigaria G abeliano
(. Z = @), conforme (II), contrariando a hipotese G/Z simples. Assim, G/Z ¢é
um grupo simples nao-abeliano (donde decorre G’ & Z(G), conforme Proposi¢ao
2.10).

(b) Se G fosse soluvel, o quociente (nao-abeliano) G/Z seria solivel. Dado
que G/Z é simples, sua série soluvel se reduziria a 1 < G/Z, o que implicaria G/Z
abeliano (contrariando a hipotese). Concluimos que G é nao-soluvel, o que garante
G" # 1. Segue que G" ¢ ndo-abeliano e, portanto, G" & Z(G).

Sendo G/Z simples e nao-abeliano, o Teorema da Correspondéncia nos garante
que Z & normal maximal. Usando o fato G” & Z(G), vem G"Z > Z. Sendo
G"Z <= (G, a maximalidade do subgrupo normal Z impde G"Z = G. Resulta:

G G"Z _ Z

GG S Znan

Sendo Z abeliano, segue G/G" abeliano. Pela Proposigio 2.9, isso s6 pode
ocorrer se o subgrupo G” < G for tal que G' < G"”. Dado que a inclusao reversa
¢ sempre valida, resulta G” = G’ e, por definicao, G’ é perfeito.

(¢) Usando o fato G” = G', obtém-se G'Z = G. Além disso:
G G'Z G G

>~ = —, o0 que mostra que o quociente

(ZnG) Z Z (ZnG)

é simples.

Segue que (Z n G') & subgrupo normal maximal de G’ e, conseqiientemente,
Z(G') < Z n G'. Por defini¢do (Z n G') é o conjunto dos elementos de G’
que comutam com todos os elementos de G. Em particular, os elementos de tal
conjunto comutam com os elementos de G'. Dai (Z n G') < Z(G') e decorre
(Z nG'") = Z(G'"). Finalmente:

G’ G’ Gz G G

Z(GY (zZnG)~ Z  Z Z@G)
(d) Sendo G’ perfeito e G'/Z(G') simples, tem-se, por defini¢do, que G’ ¢é
quasisimple.
[
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Proposicao 3.8. Seja G um grupo quasisimple. Sao vdlidos os sequintes fatos:

(a) Se N< G (inclusao pripria), entdo N < Z(G) .
(b) Toda imagem homomdrfica nao-trivial de G € quasisimple.

Demonstracao. (a) Fagamos Z = Z(G). Sendo G quasisimple, temos G perfeito
e G/Z(G) nao-abeliano simples (.". Z & normal maximal). Consideremos um sub-
grupo normal proprio N < G. Admitindo-se N & Z, deve-se ter NZ > Z e, pela
maximalidade de Z, isso implica NZ = G. Resulta:

G Nz _ Z

N N (NnZz)

A dltima rela¢ao garante que G/N é abeliano (por ser isomorfo a um quociente
de Z = Z(G)). Pela Proposigao 2.9 isso s6 pode ocorrer se G’ < N. Unindo
tal informacao & hipotese de G ser perfeito, obtém-se G = G' < N < G. Tal
contradicao mostra que se deve ter N < Z(G).

(b) Sendo N < G (normal proprio), G/N é uma imagem homomorfica nao-
unitaria de G. Vamos mostrar que G/N é quasisimple.

(I) Dado que o homomorfismo canoénico é sobrejetivo, a Proposi¢cao 2.11 nos
assegura que G'/N = (G/N)'. Usando o fato de G ser perfeito, escrevemos:

G G’ G\’
= (N) , evidenciando que G/N é perfeito.

N N

(IT) Considerando que Z(G) contém N, temos:

(G/N) G

~ ___

(Z/N) — 2

Sendo G quasisimple, tem-se que G/Z é simples nao-abeliano. Dessa forma, o
primeiro quociente na expressao acima também o é.

Por outro lado, sendo x € Z, tem-se N - gN = xgN = gt N = gN -xN,Vg € G.
Assim, uma classe lateral xtN € Z/N comuta com qualquer classe lateral gN de
G/N, mostrando que Z/N < Z(G/N).

N
Mas o fato de (G/N) ser simples impoe Z/N = Z(G/N) . Resulta:

(Z/N)
GGG e (GIY)
Z(G/N) = (Z/N) =7 mostrando que o quociente m é simples.
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E interessante notar que hé dois aspectos envolvidos na definicdo de um subgrupo
componente, K, de um grupo G:

e Ser quasisimple é uma propriedade intrinseca ao subgrupo e nao depende
do grupo ambiente.
¢ Ser subnormal descreve como o subgrupo K se insere em G.

Dessa forma, os componentes tendem a compartilhar algumas propriedades dos
subgrupos subnormais. Por exemplo, temos:

e Se K é um componente de G tal que K < L < G, entao K é também um
componente de L. (Basta notar que se S é subnormal em G e @ < G é um
subgrupo arbitrario entao S n @ é subnormal em Q).

e Se S é subnormal em G e K é um componente de S entao K é componente
de G. (Decorre do fato de a subnormalidade ser transitiva).

Proposicao 3.9. Seja G um grupo finito.

(a) Se N € um subgrupo normal minimal de G e H é um componente de G tal
que H € N, entao [N, H] = 1.

(b) Se H e K sao componentes distintos de G, entao [H, K| = 1. (De forma
equivalente, dizemos que dois componentes de G se centralizam).

Demonstracao. (a) Levando em conta que H & N, obtemos (HNN) < He (HNN)
<1 H. Usando a Proposi¢ao 3.8, segue (HNN) € Z(H). Sendo H subnormal em G
e N normal minimal em G, pode-se mostrar que N & Ng(H) (vide, por exemplo,
[9], item 2.6, pg 48). Isso significa que N normaliza H e [N,H| < H (conforme
Proposi¢ao 2.10). Dado que N < G, a mesma Proposigao garante que [N, H| < N,
donde |N,H| < (N n H) < Z(H) < Cg(H). Isso equivale a dizer que |[N,H]|
centraliza H, acarretando [|[N,H|,H] = 1. Lembrando que [N,H| = [H,N|, vem
[|[H,N],H] = 1. Recorrendo ao Lema dos 3 subgrupos, escrevemos [[H,H|,N| =
1 ou, equivalentemente, [H', N| = 1. Usando o fato de H ser perfeito, obtém-se
|H,N] = 1.

(b) Vamos utilizar indugéo sobre |G|. Nossa hipotese indutiva é que o resultado
¢ valido para qualquer grupo cuja ordem ¢ inferior & de G. Se H e K estao ambos
contidos em algum subgrupo proprio X < G, entao eles sao componentes distintos
de X. Aplicando a hipotese de inducao a X, segue [H, K| = 1.

Assumimos agora que nenhum subgrupo préoprio de G contenha, simultanea-
mente, H e K. Se G fosse simples, entao os subgrupos H e K, sendo nao-triviais
e subnormais em G, coincidiriam com G. Mas isso nao ocorre, permitindo-nos
afirmar que G nao é simples. Sendo G nao-trivial, G contém um subgrupo normal
minimal N. Um tal NV é proprio e, por hipétese, nao contém, ao mesmo tempo, H
e K. Digamos que K < N e H & N. Pelo item (a), temos [H, N| = 1. Por outro
lado, dado que K < N, segue [H,K| < [H,N]=1.
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Consideremos agora o cenario em que H € N e K &€ N para qualquer normal
minimal N. Denotemos por G o quociente G/N. Os subgrupos H = HN/N e K =
KN/N sao imagens homomorficas nao-triviais, respectivamente, dos componentes
H e K. Segue, pela Proposicao 3.8, que ambos sao quasisimple. Unindo tal
conclusdo ao fato desses subgrupos serem subnormais em G , resulta que sdo
componentes de G. Se H # K, obtemos [H, K| = 1, aplicando a hipotese de
indugdo ao grupo G (cuja ordem ¢ menor que |G| ). Além disso, [H, K] = 1
(Proposi¢ao 2.10) e, portanto, [H, K] < N. Recorrendo ao item (a), obtemos
[N,H| = 1. Assim, [H,K,H| =1e [K,H,H| = 1 e, aplicando o Lema dos 3
Subgrupos, obtemos |H,H, K| = 1. Sendo H = [H, H], pois H é quasisimple,
vem [H, K] = 1.

O caso ainda ndo tratado é H = K, o que equivale a HN = KN. Podemos
assumir que a ultima equacgao vale para qualquer escolha de N normal minimal em
G, pois, se tivéssemos HN # KN, recairfamos no caso anterior. Observemos agora
que HN contém os componentes H e K, donde segue HN = G (pois partimos
da hipotese que nenhum Y < G proprio contém H e K). Aplicamos o resultado
em (|9], item 2.6, pg 48) aos subgrupos N (normal minimal) e H (subnormal em
G), o que nos permite concluir que N < Ng(H). Sendo H < Ng(H), segue
HN < Ng(H). Mas Ng(H) < G = HN e resulta H < G. Por argumento
idéntico, obtemos K < G e recorrendo a Proposi¢ao 2.10, vemos que [H, K] <
H n K. Supondo, por absurdo, que [H, K] fosse nao-trivial, poderiamos escolher
um normal minimal N contido em H n K e isso acarretaria H = HN = KN = K.
Mas esse nao é o caso, pois, por hipotese, os componentes H e K sao distintos.
Fica, entao, claro que o erro foi admitir [H, K| # 1, ndo restando outra op¢ao
alem de [H, K] = 1. Isso completa a demonstragao. O

Proposicao 3.10. Sejam G um grupo finito e F uma familia de subgrupos normais
simples nao-abelianos de G. Se G € o produto dos membros de F, entao tal produto
¢ direto e F € o conjunto de todos os subgrupos normais minimais de G.

Demonstragao. vide [9], item 9.5, pg 274. O

Proposicao 3.11. Se N ¢ um subgrupo normal minimal de G, entao N € abeliano
ou N € semi-simples.

Demonstracao. Seja S um subgrupo normal minimal em N. Temos 1 < § < N.
Se S é abeliano, entdao S é nilpotente e, portanto, S < F(N). Temos que F(N)
¢ normal em G e nao-trivial (por conter S). Assim, o subgrupo F(N) < G é tal
que 1 < F(N)< N (com N normal minimal). Isso impoe F(N) = N. Mas, por
defini¢ao, F/(N) é o maior normal nilpotente de N e dai segue que N é nilpotente.
Sendo N ndo-trivial, decorre da Proposigdo 3.2 que Z(N) > 1. Sendo Z(N) < G
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(com Z(N) € N), segue, pela minimalidade de N, que Z(N) = N, permitindo
concluir que N é abeliano.

Assumindo, agora, S nao-abeliano, afirmamos que S deve ser simples. Se K <1S
e K subnormal em G, entdo o normal minimal N normaliza K (vide [9], item 2.6,
pg 48). Assim K < < N < Ng(K), donde segue K < N. Mas S é normal
minimal em N, obrigando K = 1 ou K = S, permitindo concluir que S é simples.

Consideremos agora o caso especifico em que S é nao-abeliano simples. Nessa
situacao, cada conjugado, S9, de S em G é também um subgrupo simples nao-
abeliano e tal que SY < N. Segue que o produto S¢ = ( S9|g e G ) de tais
conjugados de S é, por definicdo, semi-simples. Temos ainda que 1 < S¢ < G
(com S € N). Mais uma vez, a minimalidade de N acarreta S = N, concluindo
a prova de que, se N é nao-abeliano, entao N é semi-simples. O

Proposicao 3.12. Dado um grupo finito G, denotemos por E = E(G) o subgrupo
layer e Z = Z(E) o centro de E. Sao vdlidos os sequintes fatos:

(a) E € perfeito. (E' =FE).

(b) O quociente E/Z é semi-simples.

(c) Se o subgrupo M < G € solivel entao |E, M| =1.

Demonstracao. Denotando por F o conjunto dos componentes de GG, escrevemos

E = E(G) = (F). Vimos na Proposicao 3.9 que dois componentes distintos de
um grupo finito se normalizam. Assim, cada componente é normal em E(G).

(a) Para um dado H € F, vale H = H'. Temos H < FE e, pela Proposigio 2.11,
isso assegura que H' < E'. Assim, H < E' para qualquer componente H, donde
segue I/ < F'. Sendo natural a inclusao contraria, obtemos £/ = E .

(b) Sendo Z(H) < Cg(H), temos [Z(H), H] =1 . Por outro lado, se K € F ¢é
um componente de G tal K # H, a Proposicao 3.9 garante que [H, K| = 1. Logo:

[Z(H),K| < |H,K| =1 (.. Z(H) centraliza qualquer membro de F ).
Assim, Z(H) é central em E (ouseja, Z(H) < Z(E)=72 .. Z(H) < Hn Z).
Por outro lado, Z centraliza £ e H < E. Assim, Z centraliza H (ou seja,

Z < Cg(H). Sendo Z(H) = Cq(H) n H, temos Z n H < Cqg(H) n H = Z(H).
Unindo as duas inclusoes, resulta Z(H) = Z n H , para todo H € F.

Seja B = E/Z. Temos H = (HZ)/Z =~ H/(HnZ) = H/Z(H) . H & quasisimple
(por ser um componente de G) e, portanto, H/Z(H) & simples e nao-abeliano
(Proposicao 3.7). O isomorfismo garante que o mesmo ocorre com H.
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A imagem X de um qualquer componente X € F (gerador de E) é normal
em F. O subgrupo gerado pelos X ¢, entao, um produto de subgrupos simples,
nao-abelianos e que sao normais em F. Ou seja, FF é semi-simples.

(c) Sendo M <= G, temos (M n E) < E. Pela hipotese de ser M solivel, seu
subgrupo (M n E) também o é. Fazendo o quociente E/Z, obtemos uma imagem
homomorfica soluvel do subgrupo (M n E), que serd denotada por X /Z:

X (MnEZ E .

7 = 7 <5 (correspondéncia)

Os subgrupos normais minimais do grupo semi-simples F/Z sao nao-abelianos e
simples (Proposi¢ao 3.10) e, em particular, nao-solaveis. O subgrupo soluvel X /Z
nao pode conter nenhum desses normais minimais de F/Z e, portanto, deve ser
o grupo trivial. Decorre (M n E)Z = Z, o que implica (M n E) < Z. Sendo
M, E < G, a Proposigao 2.10 assegura que [M, E| < M n E . Assim:

IM,E] < MnEc Z=Z(E) < Cg(E). Isso significa que [M, E]| centraliza
E, ou seja, [M,E,FE| = 1e |[E,M,E] = 1. Pelo Lema dos 8 Subgrupos, vem
[E, E, M| =1, ou seja, [E, M| = 1. O

Proposicao 3.13 (Teorema de Bender). Seja G um grupo finito. Sendo F*(G) o
Subgrupo de Fitting Generalizado, € vdlida a sequinte relacdo:

Co(F*(G)) < F*(G) .

Demonstragao. Sejam C = Co(F*(G)) e Z :== C n F*(G). Precisamos mostrar
que Z = C e, para tanto, argumentaremos por contradicao.

Admitamos que Z # C. Temos, por construcao, Z < C, o que obriga Z < C.

Sendo F*(G) <€ G, temos C = Cg(F*(G)) < G (Proposigao 2.1). Além disso,
por ser Z uma intersecao de subgrupos normais de G, temos Z < (. Fazendo
o quociente G/Z, temos 1 # C/Z <€ G/Z. Logo, existe um subgrupo normal
minimal M/Z de G/Z tal que M /Z < C/Z e, portanto, M < C.

Por construgao, temos que C centraliza F*(G). Dado que Z = F*(G), segue que
C centraliza Z. Considerando que M < C, segue que Z centraliza M. Lembrando
que Z < M, obtemos Z < Z(M).

Pela Proposi¢ao 3.11, o subgrupo normal mininal M /Z do grupo finito G/Z ou
¢ abeliano ou é semi-simples.

Caso 1: Se M/Z ¢é abeliano é também nilpotente. Dado que Z < Z(M), a
Proposicao 3.2 garante que M é nilpotente. Notando que M < G, segue:

Mc F(G) € F*(G). Mas M < C,logo M = C n F*(G) = Z.

Mas isso ¢ uma contradi¢ao, pois sabemos que M/Z # 1 . Isso evidencia que o
caso abeliano nao pode ocorrer.
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Caso 2: Admitamos M /Z semi-simples e seja S/Z um subgrupo normal mini-
mal de M/Z. Assim, S/Z & um fator simples ndo-abeliano de M /Z (conforme
Proposicao 3.10). Resulta Z = Z(S) e, portanto, S/Z(S) ¢ simples nao-abeliano.
Pela Proposicao 3.7, segue que S’ é quasisimple. Além disso, S’ é subnormal em
G (pois S< M e M < @), de modo que S’ é uma componente de G. Por defini¢ao
do subgrupo layer de G, obtemos S’ < E(G) < F*(G). Levando em conta que
S'c S cC, decorre S’ < Cn F*(G) = Z. Mas o fato que S’ € Z < G, garante
que S/Z é abeliano (conforme Proposi¢do 2.9). Mas isso contraria o fato de S/Z
ser nao-abeliano e, portanto, nao pode ocorrer.

Concluimos que as contradicoes (em ambos os casos previstos na Proposi¢ao
3.9) derivaram de termos assumido Z # C'. Fica, pois, demonstrado que Z = C.
O

Corolario 3.14. Conseqiiéncias do Teorema de Bender

Sendo G um grupo finito, sao vdlidos os sequintes fatos:
a) F(G) = F*(G) se, e somente se, Ca(F(G)) € F(G) .
b) Se F*(G) =1, entio G =1.

Demonstragao. (a) (=) Suponha F(G) = F*(G) . Pelo Teorema de Bender, sem-
pre vale C(F*(G)) < F*(G). Da hipoétese inicial, segue Cq(F(G)) < F(Q) .

(<) Reciprocamente, admitamos Cq(F(G)) < F(G). Dado que F(G) é soluvel,
E(G) < Cg(F(G)) (vide Proposi¢ao 3.12) e, portanto, E(G) < F(G). Sendo
F*(G) = F(G)E(G), segue F*(G) = F(G) .

(b) G = Co(1) = Ca(F*(G)) < FX(G) =1 U
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4. DEMONSTRACAO DO PRIMEIRO TEOREMA

Teorema 4.1. (|5] - Theorem 9).
Sendo G um grupo finito e sol(G) o seu radical solivel, vale:

ep(G) < [G : sol(G)] V2.
Demonstragao. (1) Pela Proposigao 3.4, temos sol(G/sol(G)) = 1, o que mostra

que existe pelo menos um grupo finito com radical solavel trivial. Aplicando a
tese do Teorema ao grupo H = G/s0l(G), vem cp(H) < [H : sol(H)] "2, ou seja:

G G G\
cp(sol(G)) < [(301(0)) :SOZ(SOZ(G))]
~[Gag) O = e w@)]

Sendo sol(G) < G, o Lema 2.8 fornece cp(G) < ep(G/s0l(G)).
Dai decorre ¢p(G) < [G : s0l(G)]~2, de modo que podemos assumir, sem perda
de generalidade, que sol(G) = 1.

[NIES

(II) Seja F'(G) o subgrupo de Fitting de G. Sendo tal subgrupo nilpotente, ele
também ¢é solavel. Dado que assumimos sol(G) = 1, decorre F(G) = 1. Fazendo
I = F*(G) = F(G)E(G), obtemos I = E(G).

Caso ocorresse E(G) = 1, teriamos F*(G) = 1 e, pelo corolario 3.14, viria
G = 1. Vamos assumir, daqui em diante que estamos lidando com E(G) nao-
trivial.

(III) Sabemos que o subgrupo layer E(G) é gerado por subgrupos subnormais
quasisimple (componentes de G). No caso geral, E(G) nao é necessariamente o
produto direto de Hi, ..., H;, em que os H; sdao os componentes de G. Sabemos,
no entanto, que H; < E(G) (Yi,1 < i < t) e que Z(H;) char H;, o que garante
Z(H;) € E(G). Sendo H; um componente de G, H; é quasisimple e, portanto,
cada quociente H;/Z(H;) é simples (e nao-abeliano), conforme Proposigao 3.7.

(IV) Fagamos E = E(G). O centro Z(E) é abeliano (.". solivel) e normal em G,
de modo que Z(F) < sol(G). Mas estamos assumindo sol(G) = 1, logo Z(F) =1
e E/Z(E) = E. Pela Proposigao 3.12, o quociente E/Z(E) & semi-simples. Dessa
forma, sob as hipoteses do Teorema:

E

m;EzF*(G)zI

Logo, I é o produto direto de normais simples nao-abelianos. Temos ainda que
cada fator de I, por ser nao-abeliano simples, possui centro trivial.
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(V) Consideremos a agdo por conjugacao do grupo G sobre o conjunto ) =
{S1,Ss,...,S5;} dos fatores simples do subgrupo S; x Sg x -+ x S, = [ <G :

p:QXG—>Q
(Siag)'_)sig

Cada subgrupo S;¢ é isomorfo a S; (¢7'S;g = S;, Vg € G) e podemos mostrar
que a acao definida produz o efeito de permutar os fatores de I.

Dado o subgrupo g 'S;g = S;Y < G, tomemos elementos x € I, s€ S; e g€ G.
Ao conjugar um elemento (g 'sg) de S;Y por um x € I, obtemos:

g tsg)r = g M (gr g Y)s(grg Mg = g Hgrg )t s(grg Y.

Mas y = (grg™") € I, pois I < G. Sendo S; < I, vem y sy € S;. Além disso,
g Yy tsy)ge 8¢ (.. S < I). Temos ainda que o subgrupo normal S;¢ de I é
um produto direto de alguns dos fatores de I ([14], item 3.3.16, pg 88). Mas sendo
cada um dos S; um grupo simples, um subgrupo conjugado S;? também deve ser,
de modo que S;7 = 5, para algum j (potencialmente distinto de 7). Isso evidencia
que p permuta os fatores de I.

Fazendo J = Ker(p) e tomando um z € J, obtém-se S;" = S; (Vi, 1 < i < t).
Dessa forma, a acao de J fixa cada S; em [ e tem o efeito de permutar os elementos
pertencentes a tal fator.

Denotando por «; o homomorfismo de J em Aut(S;) que representa a acdo de
J sobre um dado S;, podemos construir o seguinte homomorfismo de grupos:

a:J — Aut(Sy) x -+ x Aut(S;)
z— (a(x),...,oq(2))

O nucleo de « consiste nos elementos de J que preservam todos os fatores:
Ker(a) = {xeJ|s*=sViVse S} ={xel|a®*=aVael} < Csl)

No caso em analise, temos I = F*(G). Assim, recorrendo & Proposi¢ao 3.13,
obtemos C(I) < I. Mas, pela definicao de centralizador de um subgrupo, isso
significa que Cg(I) = Z(I). Além disso, vimos no item (IV) que Z(I) = Z(E)
= 1, e dai segue que Cg(I) é trivial e, portanto, Ker(a) = 1. Sendo « injetivo,
podemos considerar a inclusdo J < Aut(Sy) x - - x Aut(S;).

(VI) Vamos mostrar agora que a conjugacao de qualquer (sq,...,s;) € Syx---xS;
= I por um elemento (y1, ...,y;) = y € I preserva cada um dos fatores S;. Levando-
se em conta que o nicleo J fixa (simultaneamente) todos os fatores, isso significa
que I < J = Ker(p).

Notemos, de inicio, que um S; arbitrario pode ser identificado com 1 x --- x 1 X
S; x1x---x1, que é um produto direto de ¢ termos. Visando facilitar a anélise,
consideremos o caso I = S; x Sy. Tomando (a,1) € Sy e (1,b) € Sy, obtemos:
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(a, 1) = (a,1), donde (1 x S) < C;(Sy)

Estendendo tal raciocinio para t fatores, podemos supor, sem perda de genera-
lidade, que a entrada nao-trivial em [ ocorra para ¢ = 1. Nessas condigoes, segue
(1 X SQ X oo X St) - C](Sl)

De forma ainda mais geral, vale (sy,1,...,1)W%) — (5% 1,...1) € Sy,
demonstrando que a conjugagao de um fator S; por elemento de I preserva S;
(.. I < J). Da observacao final em (V), decorre:

31XXSt:[<J<AUt(Sl)XXAUt(St):A

(VII) A Proposigao 5.3 em [2] estabelece que, para um grupo finito almost simple
H, vale k(H) < |H|>*'. A mesma desigualdade é obedecida por um grupo H que
verifique:

Spx - x Sy < H < Aut(Sy) x -+ x Aut(Sy)

E, se isso acontece, digamos que H tem ¢ componentes.

Para demonstrar a validade de tal fato para o grupo J definido em (V), vamos
utilizar o principio do menor inteiro no conjunto dos inteiros nao superiores a t,
em que t é o nimero de componentes em J.

No caso particular em que ¢t = 1, temos I = S;. Unindo as conclusdes de (V) e
(VI), resulta S; = I < J < Aut(S)), caracterizando que J é almost simple.

Japarat > 1, fagamos L = Sy x1x---x1 = Sjeseja C = C;(L). C éonucleo da
acao por conjugacao de J sobre L e, usando a Proposicao 2.1, segue J/C' < Aut(L).
Pelas consideragoes em (VI), temos a seqiiéncia de inclusdes (1 x Sy x -+ x Sy)
< C[(L) € C < Cu(L) < A. Por outro lado, considerando (yi,...,y:) € Ca(L) e
lembrando que y; ¢ um automorfismo, segue que y; deve ser a funcao identidade
em A. Isso permite concluir que Cy(L) = 1 x Aut(Ss) x - -+ x Aut(S;) (logo C tem
t — 1 componentes). Temos ainda que:

LC L
- = Tn0) ~ L, pois a interse¢ao (L n C) é trivial.
LC J J
Em resumo: L = Nel < ol < Aut(L), mostrando que ol ¢ almost simple.

Recorrendo ao Lema 2.7, obtemos: k(J) < k(C) - k(J/C)
Dado que k(J/C) <|J/C|""" | segue:

< k(C)-|J/OPP = k(C) - =t
k(J) < k(C)-[J/C] k(C) o
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Admitamos agora que o resultado nao valha a partir de um J que possua t
componentes, isto é, que k(J) > [J|>*'. Com essa hipotese, C' = C(L) verifica o
resultado (pois C' possui um nimero de componentes igual a t — 1), ou seja:

k(C)

K(O) < |C’\0’41 e, portanto: \W <

Novamente pelo Lema 2.7:

’J|O’41
< [J%*"" (o que é uma contradicao).

k(J) < k(C) - W <

(VIII) S} x --- xSy = I < J, em que os t fatores S; sdo grupos simples nao-
abelianos. Dado que o grupo simples nao-abeliano de menor ordem é As, temos:
|J| =60-60-----60 = 60"

Por outro lado, usando o resultado principal em |13], tem-se k(X) < 32 quando
X & um grupo finito de permutagoes com t > 2. Mas:

/2 — g legeo(3"2) _ )(t/2)-(logeo3) < 60@/2(027) (6Ot)0’14

Aplicando os dois fatos ao grupo G/J, vem:

|J|0,14 ; (60t)0,14

> 3% > k(G/J)
Por outro lado, k(G) < k(J) - k(G/J) <|J|>* -|J|> =|J"%

Vamos analisar dois casos: |G/J| >|J|"" e|G/J| <|J|*!
a) |G/T] > T =G| > TN = I <G k@) < |G

b) [G/J| <|J" =[Gl <| I = |G17 < [J]"7 <]
16l _

Sendo ¢p(G) < ep(J) (Lema 2.8), segue: k(G) < k(J) Wi k(J)|G/J|
1 0,5
Assim. K(G) < 1P 1G] =16]- 55 =161 ( s ) < 161

Fica provado que k(G) < A/|G| para um G nao-trivial em que sol(G) = 1. O
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Corolario 4.2. Sendo G um grupo finito, tem-se cp(G) = [G : sol(G)] 2, se, e
somente, se, G € abeliano.
Demonstragio. (=) Asumindo ep(G) = [G : sol(G)]™¥2, vamos provar que G é
abeliano. Ja sabemos que:

(D) ep(X) < [X @ s0l(X)] 12

(I1) ep(X) < [X : sol(X)]"?, quando sol(X) =1 e E(X) # 1.

Consideremos o grupo X = G/sol(G) . Usando a hipotese, em conjunto com os
fatos (I) e (II), obtemos:

NI
=
8
N
S
~~
@Q
~

[G ; sol(G)]_ =

<[Giw) o)) = [Gay) D] =[e: @)

Na cadeia de igualdades e desigualdades acima, vemos que o primeiro e o tltimo
membro sao iguais, o que implica a igualdade entre todos os termos intermedidrios.
Em particular, vale:

G G G ~3
Cp<sol(G)) B [(sol(G)) :SOZ(sol(G))]
Lembrando que X = G/sol(G) e sol(G/sol(G)) = 1, segue:

N

ep(X) =[X: sol(X)]’% , com sol(X) =1 (III)
Se ocorresse E(X) # 1 (com sol(X) = 1), o fato (II) acarretaria:
ep(X) < [X :sol(X)] 2

O resultado obtido em (IIT) mostra que esse ndo é o caso. Logo devemos ter
E(X) =1 com sol(X) = 1. Isso significa que F*(X) = 1 e, pelo corolario 3.14,
segue X = 1. Pela escolha de X, segue G = sol(G) e, recorrendo mais uma vez a
hipotese, segue ¢p(G) = 1. Mas esse ultimo fato, significa que G é abeliano.

(<) Reciprocamente, se G é abeliano, temos cp(G) = 1.
Por outro lado, G é solavel (por ser abeliano) e, portanto, G = sol(G).

Resulta: [G : sol(G)] 2 =1 = ep(G). O
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5. REPRESENTACOES LINEARES DE GRUPOS

J& vimos que a acao de um grupo G sobre um conjunto 2 origina um homo-
morfismo de G no grupo simétrico de 2, possibilitando que a acao sobre €2 de
cada g € GG seja descrita como uma permutacao dos elementos de 2. Tal aborda-
gem permite que propriedades estabelecidas no grupo Sym(£2) sejam mapeadas de
volta para o grupo abstrato G (via homomorfismo), constituindo uma importante
ferramenta para obtencao de informacgoes sobre G.

Na presente secao, langcamos mao de outra técnica interessante para o estudo das
propriedades de um grupo GG. Em vez de analisar a agao de GG sobre um conjunto
genérico, concentramos a aten¢ao na acao de cada g € GG sobre um espaco vetorial
de dimensao finita (definido sobre o corpo dos nimeros complexos). A motivacao
para optar por uma tal estratégia é transformar alguns problemas, originalmente
associados a Teoria de Grupos, em problemas de Algebra Linear.

5.1. CONCEITOS BASICOS.

Definigao 5.1. Sejam V um espago vetorial de dimensdo n (finita) sobre C e G
um grupo finito. Uma representag¢ao de G sobre V' é um homomorfismo p de G
sobre o grupo GL(V') das transformacoes lineares invertiveis de V.

p:G— GL(V)
g—(9)p=p,.

O homomorfismo de grupos p : G — GL(V) associa a cada g € G uma transfor-
magao linear invertivel (isomorfismo linear) p, : V' — V. Além disso, temos:

e O espago V que aparece na definicao é denominado espaco de representacao
e sua dimensao é o grau da representacao.

e Se V tem dimensdo n finita, GL(V) = GL(n,C) (grupo das matrizes n x n
invertiveis com entradas no corpo dos ntimeros complexos).

e (1)p = I, (matriz identidade de ordem n).

¢ (g-h)p=1(9)p-(h)p, Yg,h € G. ( Outra notagao usual: py, = pypn ).

e Por uma questao de simplificacao da linguagem, é bem comum referir-se a
representagao p : G — GL(V) apenas como "a representacao V".

Dado que a representacao p : G — GL(V') é um homomorfismo, a transformagao
pgn © V. — V pode ser escrita como py, = py © pr (sempre usando a referéncia de
acao & direita) ou, de forma correspondente, [p,n] = [pn][p,], pensando em produto
de matrizes. Além disso, pode-se tratar (v)(p, © py) como o produto [p][pg][V],
em que [v] denota o vetor coluna correspondente a v.

Com essas definicoes em mente, consideremos a funcao:
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u:VXG—»V
(v.g) = vi=(v)p

Pode-se observar que a funcao pu satisfaz as seguintes condicoes:

(2) p(v,1) =v'=1IL(v)=v

(b) (v, gh) =v" = (v)(pg o pr) = (V)pg)pn = (1(v, 9))pn = (v, 9), h)
(©) wlev.g) = (v)p, = ¢+ (V)p,) = c- (v, g)

(d) p(vi+va,g) = (Vi+Va)pg = (Vi)pg + (V2)pg = p1(V1, 9) + 1(va, 9)

Isso significa que, além de ser um acao (a direita) do grupo G sobre o conjunto
V', a funcao induzida por p para cada g fixo é linear:

plev +dw, g) = cu(v,g) + du(w, g), Vv,w eV, Ve,de C

Dessa forma, dada uma representacdo p : G — GL(V), pode-se associar uma
a¢ao linear de G em V tal que v9 = (v)p,, Vv € V e Vg € G. Reciprocamente,
se G age linearmente sobre o espago vetorial V', a fungao p : G — GL(V), que
associa a cada elemento g de G uma transformacao linear invertivel p, : V' — V
(induzida pela acao de g), é uma representacao de G.

Terminologia Alternativa: Sejam GG um grupo finito e V' um espacgo vetorial
de dimensao n (finita) sobre o corpo C. Diz-se que V & um G-mddulo se existe
uma multiplicagdo vg, de elementos de V por elementos de G (com vg € V'), que
satisfaca:

(a) vi=v
(b) v(gh) = ((v)g)h
(( ; (ev)g = c(vg)

(V+W)g—Vg+Wg,
Vg,he G, Vv,weV e VceC

A partir da agdo de um grupo G sobre um conjunto S = {sy, So, . .., S, }, podemos
construir um G-moédulo de dimensdo|S|. Nessa construgao, os elementos de S farao
o papel de vetores e, para enfatizar tal fato, passarao a ser escritos em negrito.

¢ Definimos um espaco vetorial CS, em que o conjunto S constitui uma base.
CS = C{s1,82,...,8n} = {181 + Casa + - - + ¢,8p, ¢; € C}

e A adicao de vetores em CS é definida por:
(181 + -+ ¢psn) + (dis1+ -+ dpsn) = (1 +dy)s1+ -+ (¢ + dy)sn

e A multiplicacao por escalar em CS é dada por:
c(e181 + - 4 ¢pSn) = (cey)sy + -+ + (ccy)sn
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e A acao de GG sobre o espaco vetorial CS é obtida usando linearidade e o
fato que sjg € S
(Clsl et Cnsn)g = Cl(slg) +eeet Cn(sng) € CS? vg eG

Exemplo 5.2. Representagao Trivial

Todos os grupos possuem a representacao trivial, a qual associa a todo g € G
a matriz identidade (que, naturalmente, corresponde a transformacao identidade).
Isso significa que cada elemento de G age trivialmente sobre o espaco vetorial V.

Exemplo 5.3. Representacao Sinal para um Grupo de Permutacoes

Seja G = S,,, em que S, € o grupo das permutacoes de um conjunto de n elemen-
tos. Uma permutacao ™ € S, pode ser expressa como um produto de transposi¢oes
(1 = TTy... 7). Apesar de tal decomposicio ndo ser unica, o paridade de k
estd bem definida (independente do valor de k, 7 terd sempre um nimero par de
transposigoes ou sempre um nimero impar).

Definindo sgn(m) = (—=1)*, vemos que (m - o)sgn = (7)sgn - (c)sgn.
O homomorfismo X: S, — {1,—1} definido por:

1, sew é uma permutacao par;

X(m) = sgn(m) = {

—1, sew é uma permutacao impar;

é denominado representacao sinal de S,,. (X é uma representagao nao-trivial de
grau 1. Além disso, os valores 1 e —1 devem ser vistos como nimeros complezos).

Exemplo 5.4. Representacoes de grau 1 para um grupo ciclico
Seja C, = {g) = {g,9°, ...,9" = 1} o grupo ciclico de ordem n. Para obter as
representagoes de dimensao 1 de tal grupo, facamos (g)p = ¢, em que c € C.
Sendo p um homomorfismo, temos:

" ={g)p)"=(¢g")p=1)p=1, ou seja, ¢ é uma raiz n-ésima da unidade.
De forma geral, dado o grupo C,, existem n possibilidades para a imagem p, do

gerador g através de cada representacao (homomorfismo). Como exemplo concreto,

vamos construir a tabela de representacdes de grau 1 para Cy = {1,9,9% ¢°} .

representacao || elementos do Grupo
1| g |g? g’
p 1011 1
T 11-1]1 -1
P 11 ¢ | -1 —1
) 1] —2] -1 1
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Na montagem da tabela, levamos em conta os sequintes fatos:
e como em qualquer homomorfismo, a imagem da identidade € 1 ;
e o sequnda coluna mostra a imagem escolhida para o gerador g naquela

representacao. Assim: (g)p=1, (9)r=—-1, (9) =1, (9)p = —i;
e as imagens de g° e g° sio obtidas a partir da imagem do gerador.

Exemplo 5.5. Representacao Regular a direita
FEssa € a representacao associada G agdo regular & direita de G (sobre G).

Dado um grupo finito G = {g1,92,-..,gn}, tomemos um elemento fizo x €
G. Multiplicando, a direita, cada elemento de G por tal x, obtemos o conjunto
{g17, 92, ..., gnx} = G, mostrando que tal produto é uma permutagio dos ele-

mentos de G e remetendo ao conhecido fato de que todo grupo € isomorfo a um
grupo de permutacoes de seu conjunto associado (Teorema de Cayley). O isomor-
fismo assim produzido é denominado representacao regular o direita de G. (Vale
notar que, nesse caso, o espaco vetorial é CG).

E interessante lembrar, nesse ponto, que uma matriz de permutacao é uma ma-
triz quadrada obtida a partir da matriz identidade de mesma dimensao, por meio
de permutacao de linhas. Cada coluna e cada linha de uma matriz desse tipo possui
exatamente uma entrada nao-nula (cujo valor € 1). Multiplicar a direita, por uma
matriz de permutacao, produz o efeito de rearranjar as colunas da matriz original.
Vejamos um exemplo:

aq b1 C1 010 1 aq b1
as b2 Co 0 01 = Co Q9 bQ
as b3 C3 1 00 C3 Qs bg

Podemos fazer o sequinte resumo da multiplicacao a direita de uma matriz A
(a;;) por uma matriz P (p;;) de permutag¢io (A-P = B):

e Se P possui uma entrada igual a 1 na posi¢ao pji, tal "1" terd influéncia
sobre a coluna 7 de A, fazendo com que ela seja movida para a coluna k da
matriz resultante (B).

o Se a matriz P possui um elemento nao-nulo na posi¢ao p;; (diagonal prin-
cipal), a coluna j permanecerd fiza na matriz resultante (B).

Seja ™ € S,, a permutacao associada o a¢ao de multiplicacao a direita por um
elemento x € G. Tal agao pode ser representada por uma matriz de permutacao
P(2)nxn, cujas linhas e colunas sio indexadas pelo conjunto finito G :

1, sen(j)=1i
0, sew(j) #1

P(z);; = P(n)i; = {
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Como exemplo prdtico, vamos registrar a representacao reqular de Cy , a qual
tem grau 4 = |Cy|. Naturalmente, temos py = (1)p = I4 .

000 1 0010 0100
1000 000 1 0010
Ps=l o100 P~ |l1o000}| P~ l0o001
0010 0100 1000

Exemplo 5.6. Sejam V e W espacos vetoriais complexos e consideremos duas
representacoes p : G — GL(V) et : G — GL(W) do grupo G. F possivel
construir uma nova representacao de G, recorrendo ao conceito de soma direta.

p®T:G—> GLVOW)
g = pgDTy

em que VAW ={(v,w)|veV 6 weW} e as operagoes envolvendo pares
ordenados desse espaco sao efetuadas componente a componente.

A fungao p, ® 7,4, definida a sequir, € uma transformacdao linear invertivel em
VeWw,Vged :

Ppg@T VOW - VOW
(v,w) = ((v)pg, (W)Ty)

Sejam By = {v1,...Vn} e By = {w1,... Wy}, respectivamente, bases para 0s
espacos Ve W. Pela definicao de soma direta, tem-se By n By = & . Além disso,
Bi v By € uma base para V@ W.

E interessante notar que, se My(g) e My(g) sdo, respectivamente, as matrizes
associadas a py € T4, entao a matriz M(g), associada & representagdo p, @ T,, terd
o sequinte formato:

M(g) = [ Mlo(g) Mzo(g) ]

Definigao 5.7. Sejam p : G — GL(V) uma representa¢io de G e W <V um
subespaco vetorial de V.. W € dito um subespaco G-invariante (ou G-estdvel) se
(W)pge W, ¥weW eVged.

A partir de um subespago W < V' que seja G-invariante, pode-se definir (por
restri¢do a W) uma nova representacao py : G — GL(W), em que (g)pw = (9)p,
Vg e W. Nessas condigoes, py = p|w é dita uma subrepresentacao.
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Uma representacao V', em que V é nao-nulo, é dita irredutivel se seus tinicos
subespacos G-invariantes sao os triviais (V' e {0}). Por outro lado, diz-se que
uma representacao nao-nula é completamente redutivel se é uma soma direta de
representacoes irredutiveis. (Ou seja, V =W @ Wo @ --- @ W,, em que cada W;
¢ uma representacao irredutivel de G).

Exemplo 5.8. Uma representagio p: G — GL(V) de grau 1 € irredutivel.

Seja W um subespago proprio de V', em que dim(V') = 1. Devemos ter dim(W) <
dim (V') e s6 nos resta a op¢cao dim(W) = 0. Dai decorre W = {0}. Mas tal W
€ trivial, o que mostra que V nao possui subespacos proprios nao-triviais. Dessa
forma, por definicao, p € uma representacao irredutivel.

Exemplo 5.9. Representacao redutivel de grau 3 para S3 .

Vamos construir, agora, uma representacao de grau 3 para o grupo Sz. Podemos
pensar no grupo D3 = Ss e considerar que cada vetor {ej,eq,e3} descreve um
vértice do triangulo equildtero. As rotagoes (3-ciclos) e reflexdes (2-ciclos) movem
tais vértices e podem ser representadas por matrizes de permutacao.

1 00 010 0 0 1
pr=1010 1], paz= 1 00], payy=10 10
0 0 1 0 01 1 00

1 00 0 0 1 010

pen=| 0 0 1 ), pazs = 1 00|, pazgyy=1{ 0 0 1
010 010 1 00

Definicao 5.10. Sejam p : G — GL(V) e 7 : G — GL(W) duas representagoes
do grupo G. Um homomorfismo de representacoes (ou G-homomorfismo) é uma
transformacao linear b : V. — W que satisfaz:

(V)W o1y) = (V)(pgo), Yge G, VveV

E interessante registrar algumas formas alternativas de fazer referéncia ao
conceito de G-homomorfismo:

e Se recorrermos a terminologia de G-moédulos, podemos dizer que ¥ é um
G-homomorfismo se (vg)y = (v)i-g, Yg € G, Yv eV | o que corresponde
a dizer que Y preserva a acao de G.

e Um G-homomorfismo ¢ também chamado de homomorfismo G-invariante.

e Diz-se que um G-homomorfismo, 1, é um intertwining operator.
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Definigao 5.11. Sejam p: G — GL(V) eT : G — GL(W) duas representagoes do
grupo G. p e T sao ditas equivalentes se existe um isomorfismo linear ¢ : V. — W
tal que py = ngw_l, Vg e G.

Notando que p, — wrgz/ﬁl < pg = Y71, , podemos também dizer que as
representacoes p e T sao equivalentes se existe um G-isomorfismo entre os espacos
vetoriais que as definem.

Proposicao 5.1. Sejam p: G — GL(V) e 7 : G — GL(W) duas representagoes
do grupo G ey : V. — W um G-homomorfismo. Valem as sequintes propriedades:

(a) Ker(y) € uma subrepresentacao de V ;
(b) Im(v) € uma subrepresentacio de W ;
(c) A aplicagao g : V — W definida a sequir é G-invariante:

oiv o D) )

Gl 2

Demonstracao. (a) Sejam g € G e v € Ker(y). Sabemos que Ker(y) é um
subespaco de V' e, além disso, pela definicao de nicleo, (v)y = 0 . Sendo ¢ um
G-homomorfismo, tem-se ¢ o 7, = p, 09, Vg € G. Assim:

(V)7 = (V)@ o1,) = (v)(py 0 0) - Usando o fato (v)ié = 0, segue:
0= (0)ry = ((V)i)1g = (V)(pgot)) = (V)pg)¥ .- (V)pg € Ker (i), Vv € Ker(y)
Isso significa que Ker(z) é uma subrepresentagao de V' .

(b) Ja sabemos que Im(v) é um subespaco de W .
Sejam g € G e w € Im(v). Entao, existe v € V tal que (v)y) = w .
Sendo ¥ um G-homomorfismo, tem-se 1 o 7, = py 01, Vge G . Assim:

W)ty = (V)P)75 = (V)Y 0 19) = (V)(pg 0 ¥) = (V)pg)¥)
Mas ((v)pg)¢ € Im(v) e, portanto, (w)1, € Im()).

Isso mostra que I'm(1)) é uma subrepresentagao de W .
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(¢) Dados g, h € G, temos que k = gh™" assume todos os valores possiveis em G
a medida que o elemento g percorre o grupo. Assim:

1

(©on)o = - B oy 07
-G 3o ¥ ) = e PUEITRE
= (g SO+ ¢ ) = (o
O fato (v)pn)tbo = (v)4)7 evidencia que o é G-invariante, 0

Proposicao 5.2 (Lema de Schur). Sejam p: G — GL(V) eT: G - GL(W) duas
representacoes irredutiveis do grupo G. Se v : V. — W ¢é um G-homomorfismo
nao-nulo, entao v é um G-isomorfismo.

Demonstracao. Estamos assumindo, inicialmente, que ¢ é nao-nulo. Sendo V
irredutivel, seu subespago G-invariante Ker(1)) (vide Proposi¢ao 5.1) admite duas
possibilidades extremas: Ker(y) = {0} ou Ker(y)) = V. Mas esta tltima nao
pode subsistir, pois em tal caso terfamos ¢ identicamente nulo, o que contraria
nossa hipotese. Concluimos que Ker(y) = {0}, o que significa que 1 é injetivo.
Sendo Ker(y) = {0}, devemos ter Im(1) # {0}. Sendo W irredutivel, a opgao
que resta para seu subespago G-invariante I'm(v) (vide Proposigao 5.1) é coincidir
com W. Mas o fato que I'm(1)) = W corresponde a dizer que v é sobrejetivo. [

Usando o fato de que C é um corpo algebricamente fechado, podemos estabelecer
um importante corolario do Lema de Schur.

Corolario 5.3. Seja p : G — GL(V) uma representacao irredutivel de G. Dado
um G-endomorfismo ¢ : V. — V| existe um A € C, tal que (V)i = Av,Vve V.

Demonstracao. Sendo C algebricamente fechado, 1 possui um autovalor A (raiz de
seu polindmio caracteristico).

Consideremos a fun¢do linear f : V — V| definida por (v)f = (V)Y — Av .

Tal f é G-invariante, pois:

(vo)f = (vg)y —Avg= (V)¢ -g—Avg = (V)Y —Av) - g = (v)f -9, Vg€ G .

Pela Proposicao 5.2, existem, a principio, duas possibilidades para f:
e f énula;
e f é um isomorfismo.
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No entanto, podemos garantir que f nao é um isomorfismo.

Se w fosse um autovetor associado a A, teriamos (w)y = Aw, logo (w)f = 0.
Isso significa que existiria um w € Ker(¢), com w # 0. Se f possui nticleo nao-
trivial, f ndo pode ser injetiva. Resulta f = 0 e concluimos que (V)Y = Av |
concluindo a demonstracao. O

E interessante notar que o autovalor A de 1)y pode ser calculado explicitamente.
Para tanto, consideremos a aplicagao vy : V' — V tal que:

1
Yoiv oo 2. (Vo1 ¥ py)

geG

Convém observar que simplesmente consideramos o caso particular p = 7 para
a fungdo 1y definida na Proposi¢ao 5.1. Tomando o traco, tr(1y), do operador
linear ¥y e lembrando que o traco é invariante por conjugacao, obtemos:

geG

tr(w) = tr (i S vo) = & Xl i)
= a1 2 ooy 9 = g ar(v) = ()
Por outro lado, sendo (v)ig = Av, temos 1y = A - Idy. Dai segue:
tr(vo) =tr(X-Idy) = X -tr(Idy) = X - dim(V)
Comparando as duas expressoes para tr(i), obtemos A = tr(y)/dim(V)

Corolario 5.4. Seja G um grupo abeliano finito. Entao todas as representacoes
irredutiveis complezas de G possuem grau 1 .

Demonstracao. Sejam p : G — GL(V') uma representacdo irredutivel complexa e
g um elemento fixo de GG. Sendo GG um grupo abeliano, vale:

PgPr = Pgh = Phg = PrPg > Th € G .

Assim, pp : V — V é um G-homomorfismo para todo h € G e, pela Proposicao
5.2, ¢ um operador escalar (para qualquer elemento h de GG). Dessa forma, existe
)\h e C tal que pp = )\hfdv , YvelV.

Seja W um subespaco de dimensao 1 em V. Tomando w € W, temos:
(w)pr, = Apw € W, 0 que mostra que W é G-invariante.
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Sendo V, por hipotese, irredutivel, V' nao pode ter subespacos G-invariantes
diferentes dos triviais. Isso obriga V' = W, acarretando dim(V') = 1. O

Proposicao 5.5 (Teorema de Maschke). Sejam G um grupo finito e K um corpo
cuja caracteristica nao divide|G|. Sejam p: G — GL(V') uma representacio de G
e W1 um subespaco G-invariante de V. Entao existe um subespaco G-invariante

Wy tal que V.= W, @ Ws.

A caracteristica é a ordem aditiva (comum) aos elementos nao-nulos de K :
e seu valor é zero, quando todos os elementos nao nulos de K possuem ordem
infinita
e as unicas caracteristicas nao nulas possiveis sao niimeros primos.
e A exigéncia, presente no Teorema, de que um inteiro |G| ndo seja divisivel
pela caracteristica de K, é naturalmente satisfeita por corpos de caracte-
ristica zero. (Esse é o caso de C, corpo de base considerado nesse texto).

Demonstragao. Wy é G-invariante, ou seja, (w)p, € Wi, Yw e Wi e Vg € G.
Seja U um subespaco de V complementar a Wy, isto é, tal que V = W; @ U.
Consideremos a fungio ¢ (projegao de V' sobre Wi ao longo de U):

¢IV — W1
v o= (V)g=w

em que v =w + U é uma expressao Unica ,com we W, euelU

Consideremos agora uma nova aplicagao, G-invariante (conforme Proposigao
5.1), definida a partir de p, e ¢ :

1
Go:V |a ' Z(V)(pg*1 ¢ pg)

geG

Convém ressaltar que é possivel construir ¢, contendo |G| no denominador, pois
escolhemos um corpo cuja caracteristica nao divide a ordem de G.

Podemos simplificar a notacao:

boiv o e N6 69)

Gl &

(I) Notemos, inicialmente, que ¢y é uma funcio de V em Wj. De fato:
(v)g™' = vg! e, portanto, (vg ' )¢ € Wi,¥v € V. Além disso, sendo W)
G-invariante, segue ((vg ')¢)g € Wi, mostrando que Im(py) S Wi.

(IT) Seja w € ;. Vamos mostrar que ¢q restrita a Wy é a identidade de W}.
Temos wg ' € W, e, portanto:
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(WWML—-ZOW@*@%=é~§]wf5¢g=ér§]Wf5y

Gl 2 Gl &= Gl 2

A qltima igualdade é valida, pois, sendo ¢ uma projecao de V sobre Wy, temos
(W)¢ = w, para qualquer w em W;. Segue:

Wit = - D w ) g = e Y w = w WS Tm{a)

‘ ’ geG geG
Por (I) e (II), temos que ¢o ¢ uma projegao de V' sobre Wy e Im(¢g) = Wi.

(IIT) J& vimos, na Proposicao 5.1, que ¢y é G-invariante. Assim, dados h € G e
v eV, vale (v)po - h = (vh)pp.

(IV) A mesma Proposicao 5.1 garante que Ker(¢y) ¢ G-invariante.

(V) Pelos fatos demonstrados até aqui, o niicleo de ¢y ¢ um candidato natural
ao subespaco U que estamos buscando. Dessa forma, fazendo Wy = Ker(¢po) ,
falta mostrar que V = W; @ Wh.

Tomando v € W; n W5, temos:

e 0 = (V)pyg, pois v e Ker(¢g) = Wy
e (V)po = v, pois ve Wi ( conforme (II) )

Resulta: Wi n Wy = {0}

Por outro lado, dada a transformacao linear ¢g : V. — Wy, em que V é um
espaco vetorial de dimensao finita, sabemos que:

dim (V') = dim(Im(¢o)) + dim(Ker(¢o))

Assim, dim(V') = dim(Wy) + dim(Ws) e segue V = W, @ Wa. O

Corolario 5.6 (Decomposicao em Representacoes Irredutiveis). Sejam G um
grupo finito e K um corpo cuja caracteristica nao diwide a ordem de G. Se
V' é um espaco vetorial de dimensdo finita sobre K, entao uma representacao
p:G— GL(V) de G é completamente redutivel (soma direta de representagoes
irredutiveis).
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Demonstragao. Faremos inducdo sobre dim(V'). Se dim(V') = 1, a representacdo é
irredutivel (vide exemplo 5.8). Admitamos, pois, dim(V') = 2. Se V for irredutivel,
nao ha mais o que provar. Se V' é redutivel, seja W; € V um subespaco nao-trivial e
G-invariante V. Pelo Teorema de Maschke, podemos construir um novo subespaco
G-invariante, Wy < V| que é complemento de Wi. Temos dim(W;) < dim(V),
dim(Ws) < dim(V) e V.= Wy @ Ws. Se Wy e W, forem irredutiveis, teremos
concluido a prova. Se algum deles for redutivel, repetimos o procedimento. 0

5.2. FUNCOES DE CLASSE.

Na Proposicao 2.4, estabelecemos a relacao entre a probabilidade de comutar,
cp(@), e o nimero de classes de conjugacao, k(G), em um grupo finito. Na presente
secao, definimos funcoes que sao constantes em classes de conjugacao. Veremos
ainda que o conjunto de tais fun¢des é um espaco vetorial de dimensao k(G) . Na
secao seguinte, trataremos dos caracteres associados as representacoes lineares, 0s
quais constituem importante exemplo de func¢oes de classe.

Definicao 5.12. Sejam G um grupo finito e K um corpo. Uma fungao p : G — K
¢ dita uma funcao de classe quando assume valores constantes em cada classe de
conjugacao de G, ou seja, (h~'gh)o = (9)p,Yg,he G .

Seja C(G) = {f : G — C: (h 'gh)f = (9)f,Yg,h € G} o conjunto das funcdes
de classe do grupo G com valores em C. Definamos as operacoes de soma de
funcoes de classe e multiplicacao de funcao de classe por escalar, respectivamente,

por: fi+foig—(9)fi+(9)f2 e X-f:9— (9)f -\ com X e C. O conjunto
C(G), munido dessas duas operagoes, forma um C-espago vetorial.

Denotemos por C1,Cy, ...,Cy as k = k(G) classes de conjugacao em G e sejam
1=g¢1,099,..., 9k, respectivamente, representantes de cada uma dessas classes.

As funcoes caracteristicas, 0, das k classes de conjugacao, sao definidas a seguir:

1, sege(;
d;(9) = /
0, segé¢C;

As §;, assim definidas, sdo funcées de classe e formam uma base de C(G) e
tem-se dimc(C(G)) = k. De fato:
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k
e As ), sao linearmente independentes, pois, se Z a;0; = 0, com a; € C,
j=1
para cada uma das k classes, entao, para g em uma classe fixa C,,, tem-
k

se 0 = Z a;jd;j(g) = am. Dado que isso vale para todas as classes, segue
j=1

a; =0, Vje{l,2,... k}.

¢ As §; sdo um conjunto gerador de C(G), pois, dada uma funcao f € C(G),
k

pode-se expressa-la como f = Z fj - 0;, em que f; é o valor constante
j=1
assumido por f na classe C}.

Definigao 5.13 (Produto Interno de Fungoes de Classe). Seja G um grupo finito.
Se K é um corpo cuja caracteristica nao divide |G|, definimos o produto interno
de duas funcoes de classe, a e 8, através da relacao:

1 _
{a, B) = ‘a Z a(g) - B(g) , em que Z indica o complexo conjugado de z.
geG

Veremos que tal produto interno é um recurso capaz de facilitar, substancial-
mente, a demonstracao de varias propriedades associadas a funcoes de classe.

5.3. CARATER DE UMA REPRESENTACAO.

Trataremos, nessa secao, do importante conceito de carater associado a uma re-
presentacao linear. Veremos que o sistema de caracteres de uma representagao
tem a propriedade de ser invariante por transformacoes lineares semelhantes, ou
seja, nao dependem de uma escolha especifica de base para o espaco vetorial.

Dessa forma, a analise do sistema de caracteres prové um meio para identificar
representacoes irredutiveis, pois, mesmo que uma representacao pareca diferente
(por ser expressa por matrizes semelhantes), o seu carater nao sera alterado. Por
outro lado, as representacoes irredutiveis que forem efetivamente distintas ( ou
nao-equivalentes), possuirao sistemas de caracteres diferentes.

Um resultado de grande importancia seré derivado na Proposi¢ao 5.10. Ali seré&
estabelecida a conexao entre o conjunto de caracteres irredutiveis e o niimero de
classes de conjugacao em um grupo finito.
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Defini¢ao 5.14. Seja p : G — GL(V) uma representac¢io de grau n do grupo
finito G. O cardter de p (ou cardter correspondente & representacao p) é a fungao:

x:G—-C
g~ x(g) = tr(py),

em que tr(M) denota o trago da matriz M = (a;;), isto €, tr(M) = Z gk -
k=1

Com essa defini¢ao, vemos que o carater, x(g), de um elemento g € G é o trago
da matriz que o representa. Além disso, dado o grupo finito G = ¢1,¢a, ..., gn,
dizemos que x(g1), x(92), - - -, X(gn) € um sistema de caracteres para a representacao
em anélise. Conforme veremos mais adiante, caracteres sao fungoes de classe e,
portanto, para obter o sistema de caracteres de um grupo é necessario considerar
apenas um representante de cada classe de conjugacao.

O carater de uma representacao irredutivel serd chamado de cardter irredutivel.

Proposicao 5.7 (Propriedades Basicas dos Caracteres). Sejam p uma represen-
tagao de grau n e x o cardter associado. Sao vdlidas as seguintes propriedades:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

x(1) =n

x(g ) = ( ), para g € G . (Nota: Z denota o complexo conjugado de z).
Para um qualquer g € G, vale|x(g)] <n.

xX(g)|=n se e somente se, pg € escalar.

x(g) =n se, e somente se, p, € a identidade.

x(tgt™) = x(g9), Vt,g € G, ou seja, o cardter de uma representacio ¢
constante em classes de conjugacao. ( x € uma funcao de classe ).

(g) Sex éum cardter irredutivel de G, entdo a fun¢io X , em que X(g9) = x(g),
é também um cardter irredutivel.

(h) Sejam p: G — GL(V) eT: G — GL(W) duas representagoes do grupo G.
Se X, e Xr 840, respectivamente, os caracteres associados a p e T, o cardter
Xp@r, associado a soma direta p@ 7, € dado por Xper = Xp + Xr -

(i) O cardter de wma representacio € uma soma de caracteres irredutiveis.

Demonstracao. (a) p(1) =1, .. x(1) = tr(l,) =n
b) (I) Fixemos g € G. Sendo G um grupo finito, vale ¢!¢l = 1.

(
(IT) Se A é um autovalor de p,, entdo existe vetor nao-nulo v € V, satisfazendo
(V)pg = VA . Assim, (V)p,ici = (v)pJJG‘ = vAI¢ | Usando (a) e lembrando que
(V)p1 = v, segue: v = VA'G‘, com v # 0, o que significa que NGl = 1. Em
particular, tem-se || = 1 e, portanto, A = A ',



59
(IIT) Por outro lado, sendo A autovalor de p,, tem-se:
v = ((v)pg)pg— = (VA)pg-1 = (V)pg—1 - A
Assim: v+ A7 = (V)p,-1, ou seja, A7 & autovalor de py-1

(IV) Usando agora o fato que o trago de p, é a soma dos autovalores dessa
matriz, podemos finalizar a prova de (b):

n

X(g™h) = tr(pg1) = D N = ik_ - Zn:A = tr(py) = x(9)

—1

(c) Seja g € G um elemento de ordem m. Conforme visto em (b), x(g) = Z i
i=1
em que os autovalores \; sdao raizes m-ésimas da unidade. Assim:

(d) Se p, & escalar, todos os autovalores \; sdo iguais. Fazendo \; = A, obtemos
x(g) =n-X. Sendo|A| =1, segue|x(g)| = n.

Reciprocamente, admitamos |x(g)| = n. Dado que|\;| = 1, devemos ter \; = A.
O polinémio caracteristico de p, é (z—\)" . Se m € a ordem de g, um autovalor A
de p, também satisfaz 2™ —1. Mas 2™ —1 = (z—A) (@™ '+ N2 2 +. ..+ N\ 1)
e, portanto, A é raiz do mdc, (x — \), dos dois polinomios. Dessa forma, p, é a
multiplicacao por A, evidenciando que p, é escalar.

(e) Se x(g) = n, entdo|x(g)] = n e, portanto, x(g) é escalar (d). Desse tltimo
fato, decorre x(g) = n-\, donde segue A = 1, demonstrando que p, é a identidade.
A reciproca ja foi demonstrada em (a).

(f) Usamos o fato que tr(AB) = tr(BA)

X(tgt™h) = tr(pige1) = tr(pgpi1) = tr(pr1pyg) = tr(peg) = tr(pg) = x(9)

(g) Seja x o carater associado a representacdo irredutivel p : G — GL(V).
Denotemos por V o espaco vetorial obtido conjugando as coordenadas dos vetores
de V. Temos que 5 : G — GL(V), definida por 7(g) := p(g) , ¢ uma representacio
de G, pois corresponde a composi¢ao de p com a conjugacao complexa, que é

homomorfismo de grupos. Além disso:

xz(9) = Tr(p(g)) = Tr(p(g)) = Tr(p(g)) = x,(9)
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Assim, Y é, especificamente, o cariter associado a representacao p.

Admitamos agora que y é irredutivel. Se W < V é um subespaco proprio e
p-invariante de V, entdo W é um subespaco proéprio p-invariante de V. Dado que
p é irredutivel, devemos ter W = {0} e, conseqiientemente, W = {0}. Dai segue
que y é irredutivel.

(h) Decorre diretamente de tr(A@ B) = tr(A) + tr(B) (vide Proposicao 7.1).

(i) Unindo o fato expresso em (h) ao Teorema de Maschke, vemos que o carater
de uma representagao ¢ a soma dos caracteres das representagoes irredutiveis em
que ela se decompoe, ou seja, a soma de seus caracteres irredutiveis.

O

Exemplo 5.15. Tabela de Caracteres do grupo ciclico Cy

E interessante revisitar os Exemplos 5.4 e 5.8 . Representacées complezas de
grau 1 sao irredutiveis (e correspondem a matrizes 1 x 1). Dessa forma, tais
representacoes coincidem com seus caracteres. Qutro ponto importante € que o0s
caracteres mostrados na tabela abaizo sao todos irredutiveis. A tabela ainda ilustra
que, por estarmos trabalhando com funcoes de G — C , € perfeitamente normal
que alguns caracteres assumam valores 1magindrios.

cardter | elementos do Grupo
1| g |g? g’
X1 1011 1

Exemplo 5.16. Representacoes de grau 2 para Ss e caracteres associados

Assim como fizemos no Exemplo 5.9, vamos considerar o isomorfismo S3 = Ds.
Nossa proposta € construir duas representagoes distintas de grau 2 para esse grupo.
Inicialmente, usaremos um sistema de 2 eizos ortogonais com origem no baricentro
do triangulo equildtero. Em vez de pensar na representacao dos vértices, veremos o
efeito de cada simetria (rotacao, reflexao) sobre o par de eizos considerados. FEssa
simples mudanca de perspectiva permite que tenhamos uma representacao de grau
inferior aquela do exemplo original.
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(10 =172 —V3/2 o [ =12 V32
[‘(0 1) R‘(ﬁm 12 ) f ‘(—ﬁﬂ —1/2)
(1 0 [ =12 V32 [ -1/2 V32
S_(O —1)52_<—\/§/2 1/2 >SS_<\/§/2 1/2)

Para o mesmo tridngulo, consideremos um novo sistema de eizos u,v:

e 0 dangulo entre os eizos coordenados u e v € de 120°
e a origem do sistema de eixos coincide com o baricentro do triangulo

N
|
N\
O =
(.
— =
N——
oy
n
|
7N
Ll
N——
=
no
n
|
N
)
O =
N——
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Esse exemplo reforca vdrios aspectos ja discutidos:
e Caracteres sao funcoes de classe. Para uma dada representacao, o valor
do cardter independe do representante escolhido para a classe;
e Caracteres sao invariantes por mudanca de base.

A tabela de caracteres a sequir, resume tais fatos. Ao comparar as duas represen-
tacoes equivalentes, € interessante observar que So = RS e S3 = R2S. Sugere-se
ao leitor, calcular os tracos das matrizes que representam os elementos do grupo.

cardter | representante da classe
Id| R S
X 2 | -1 0

Proposicao 5.8 (Relagoes de Ortogonalidade de Schur). Sejam p: G — GL(V)
e 7:G — GL(W) duas representagoes irredutiveis do grupo G. Sejam x, e X 0S
caracteres associados, respectivamente, a p e 7. Sao vdlidos os sequintes fatos:

(a) Xp,Xr) =0, se p eT sao nao-isomorfas.

(b) <XP7XT> =1 ; SEp=T.

Demonstragao. Fixemos bases para os espagos V e W e sejam M(g) e Q(g) as
matrizes associadas, respectivamente, a p, e 7,. Temos:

Xps Xr) = Z Xp(9) - X ( Z Xp(9) - x-(g7)

HEG geG

-G 2 tr(M(9)) - (@)

geG
Dada a aplicacao linear ¢ : V — W, sabemos que:
1
o v o Z(V)(pgfl Y 7,) € um G-homomorfismo (Proposicao 5.1) (I)
geG

Seja 1 (a, ) uma aplicacdo linear cuja matriz associada P(«, ) que satisfaz:
¢ (P(a,B))ij=1,quandoi=aej=p
¢ (P(a,B))i; =0, em todas as outras entradas.

Descrevemos a seguir o efeito do produto de matrizes envolvendo P = P(«, f3) :

e Seja C' = M(g) - P . Tal multiplicagdo move a coluna a de M(g) para a
coluna  de C'. Todas as entradas fora da coluna (3 serao nulas.
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e Seja D =C-(Q . A multiplicagao por C afeta apenas a linha g de ). Um
elemento nao-nulo da linha ¢ de C' aparecera como fator apenas na linha ¢
de D. Um elemento gg; de ) aparecera como fator apenas na coluna j da
matriz resultante D.

Seja Yo, ) uma aplicagao linear construida a partir de ¥(a, 8), de forma
anéaloga ao que fizemos em (I). Matricialmente, podemos escrever:

(1o (c i Z ) Qg™ 5 Vi g
geG

Considerando o efeito da multiplicagdo de matrizes P(«, ), obtemos:

(to(a j Z B)- Qg )i Z Qg™"))s; (I0)

gGG geG

Calculemos, agora, a soma Z(wo(a,ﬁ))ag. Fazendoi =« e j =  em (II), vem:
a,p

St Sos = X é‘ 3 (M(@ea - QL))
a,B
|G| = (X)) QU35 )

geG  o,fB
|G| 2 ( 2 ) ( 2@ ™) )
Z tr(( tr(Q(g™))
geG
Z Xo(9) + X ( Z Xo(9) - X+ (

= <Xp> X-)  (HI)
Aplicaremos o que foi discutido até aqui & demonstragao dos itens (a) e (b).

(a) Sendo ¥y : V- — W um G-homomorfismo e p # 7 (com p e 7 irredutiveis), a
Proposi¢ao 5.2 garante que vy é a fungao nula (para qualquer ¢ : V- — W linear).
Tal resultado vale, em particular, para as aplicagdes lineares ¥ («, 8) e 1o(a, ),
que acabamos de analisar. Para p e 7 ndo-isomorfas, temos 9y(a, ) = 0 para
quaisquer valores de « e 8, de modo que a soma em (IIT) se anula. Dai segue:

Opr Xy = (Wl ) = 0, 0 que completa a prova.
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(b) O caso p = 7 significa que existe f : V — W que é um G-isomorfismo.
Ou seja: (V)(fory) = (V)(pgo f), Vge G, VveV | em que f é bijetiva.

Do fato pyf = f7,, decorre: p, = ngf_l e, calculando o traco:
tr(py) = tr(fryf~') = tr(r,) (conforme Proposicio 5.7)

Assim, o caso (b) corresponde a x, = x,; = X e queremos mostrar que {x, x) = 1.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que W = V. Nessa situacgao especifica,
temos o(a, B) : V — V, em que V é irredutivel e tem dimensao n .

Conforme visto no corolario 5.3 do Teorema de Schur, valem os seguintes fatos:

o tr(vo(e, B)) = tr(v(a, B)).

e O G-endomorfismo ¥y(c, 5) € uma multiplicagdo por escalar:
(V)o(a, B) = Aap v, ¥V EV e ¢y(a, B) = Aap idy , com Aup € C

e O escalar A\, ¢ dado por A\,p = tr(to(a, B)) _ tr(vo(a, B))

dim(V) n

A matriz n x n associada a 1o(a, B) é escalar e, portanto, todos os elementos de
sua diagonal principal sao iguais a A\n,3. Além disso, as entradas a5 de uma matriz
escalar sdo nulas sempre que « # 3 e a soma em (III) se reduz a uma soma em «,
conforme mostrado a seguir:

Z(¢O(Oé7 B))aﬁ =

a76

a=1 a=1
n noq
_ 1= -1

Revisitando a rela¢ao obtida em (III), concluimos a demonstragao:

<X7 X> = <XP7 XT> = Z(¢O(av 6))Otﬂ =1 ]
a,B
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Corolario 5.9. O produto interno de dois caracteres complexos é um nimero
mteiro nao-negativo.

Demonstracao. Vimos na Proposicao 5.7 que, em conseqiiéncia do Teorema de
Maschke, o carater de uma representacao é uma soma de caracteres irredutiveis.

Mas, pela Proposicao 5.8, sabemos que o produto interno de caracteres irredutiveis
vale 0 ou 1. 0

Proposi¢ao 5.10 (Teorema Fundamental sobre Caracteres Irredutiveis). Seja
{X1, -, Xm} = B < C(G) o conjunto dos caracteres irredutiveis. Sao vdlidas
as sequintes propriedades:

(a) B é uma base ortonormal do espago vetorial das funcoes de classe, C(G) .
(b) O nimero de caracteres irredutiveis de G coincide com o nimero de classes
de conjugagao, ou seja, k(G) = dim(C(G))

Demonstragao. (a) Provemos inicialmente que caracteres irredutiveis distintos,
X1s- -5 Xm, S0 linearmente independentes. (Isso é uma conseqiiéncia de serem
ortonormais, conforme Proposicdo 5.8).

Seja ay-x1+ -+ am-xm =0, com a; €C.

Tomando o produto interno dessa soma com Yy; , 1 < ¢ < m, obtemos:

O=dar-x1+-+a Xit - +am Xm, Xi) = a1-{X1,Xi) T
+ai (X Xa) o G Xy Xa) = 4
Seja f € C(G) e denotemos {f , x;» = a; ,Vi. Mostraremos que f = Zai X
Pela defini¢ao de cada a;, temos: <f—Z ai-Xis Xjy = aj—a; = 0,0 qlie significa
que f — Z a; - x; € ortogonal a todo Caréiter irredutivel. Logo, basta mostrar que
se f € C(é) ¢ ortogonal a todo y € B, entao f = 0.
Seja f € C(G) tal que {f,x) = 0 para todo x € B. Se 7 : G — GL(V) ¢ uma

representacao de G, entdo 7y : V — V definida por: ms(v Z flg)my(v
geG
um homomorfismo G-invariante. De fato:
71';,3(7Tf (U = Ty Z f Z f 7Txg
|G| = e =
Z f T gl’ 7Tx(:c 191’) Z f 7rg ﬂ—I ) = Wf(ﬂx(v))‘

| geG geG
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Assim, se 7 é irredutivel entdo 7y = A dy , com A € C (Proposicao 5.2).
Sendo tr(mg) = A -tr(Idy) = An, segue X = tr(ms)/n, em que n = dimc(V).

Por outro lado: tr(my) Z flg)tr(my) = Z f(9)x=(g9) = {f, Xz) =0
geG QEG

A dltima igualdade é valida, pois X, ¢ um caréater irredutivel de G sempre que
Xr ¢ irredutivel (conforme Proposi¢do 5.7). Daf resulta A = 0 e, portanto, mp = 0
para todo carater irredutivel m de G. Além disso, 7y = 0 para todo cardter 7 de
G (pois todo carater é soma de irredutiveis). Em particular, p; = 0, em que p é a
representacio regular G — GL(V) onde V = C.

Seja {e, : x € G} a base canonica de V' com a agao regular de G dada por
(ex)pg = €xg. Como py =0,

0= psler) = Zf 9)py(e Zf

geG geG

logo f(g) = 0 para todo g € G, pois os e, s@o linearmente independentes. Isso
mostra que f = 0.

(b) Ja sabemos que as funcoes caracteristicas, J;, das k classes de conjugagao
formam uma base do espaco C(G) das fungoes de classe. Além disso, tem-se
dimc(C(G)) = k, donde segue a tese. O

Proposicao 5.11. Sejam p : G — GL(V) uma representagcdo do grupo finito G
e ¢ o cardter associado. Suponha que V' pode ser decomposto na sequinte soma
direta de subespacos irredutiveis V. = W @Wo®- - -®Wy. Sejam p; a representacao
em cada W; e x; o cardter associado. Sdao vdlidos os sequintes fatos:

(a) O numero de representagoes p; isomorfas a p; € {p,xi) = m; . O nimero
m; € chamado de multiplicidade de W; em V' ou multiplicidade de p; em p;

(b) <o, @) = 2m2 :

Demonstragao. (a) Usando a hipotese, ¢ = x1 + - -+ + xx , podemos escrever:

(o, X)) = X1 Xa) 4+ ks Xa)
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Se uma representagao p; que aparece na decomposicao de ¢ é nao-isomorfa a
pi » a Proposicao 5.8 garante que {x;, x;) = 0. Isso nos permite concluir que a
expressao para  como soma de caracteres irredutiveis contém tantos termos iguais
a 1 quantos forem as p; equivalentes a p; .

(b) Se um subespago irredutivel W; aparece m; vezes em V' como um somando
direto, temos:

o V=mW i ®@mWo®---®&m, W,
® o ="m1X1+MaX2 + -+ MpXr

Por outro lado:
(pyp) = <Zmin‘ ) ijXj> = Zmimj (Xis X7
i J 0,J

Levando em conta que (x;,x;) = 0se i # j e que {x;,xi) = 1, segue:

<()07 90> = Z mi2
i=1

Proposicao 5.12. Sendo G um grupo finito, sao vdlidos os seguintes fatos:

(a) Uma representacao irredutivel de grau n; de G aparece na decomposicio da
representacao reqular com multiplicidade n; ;

(b) Sejam k o nimero de classes de conjugacao de G e n; o grau da represen-
tagao wrredutivel p; de G. Os graus n; satisfazem a sequinte relagao:

k
din? =G|
i=1

Demonstracao. O carater da representagao regular (vide se¢ao 7.2) é dado por:

(g) = 0, seg#1l
o |G|v seg=1

(a) Seja x; o carater associado a representacgao irredutivel p;. Pela proposic¢ao
5.7, temos: x;(1) = n;. Usando a defini¢do do produto interno e levando em conta
que p é o carater da representacao regular, podemos escrever:

1 - 1 -
m; = {p, Xi) = Tell > e(9)xilg) = e G- xi(1) = xi(1) =y
) ]
(b) Pela proposicao 5.11, temos: ¢ = myx1 + maX2 + -+ + mgxx . Por outro

lado, o item (a) fornece m; = x;(1) = n;. Assim:
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k
Y= Z niXi
i=1

Lembrando que ¢(1) = |G|, podemos avaliar a tltima expressdo em 1 € G :

k

K K K
Gl = (1) = > ni- () = > mi-mi = )’ =) xi(1)?
=1 i=1 i=1 i=1

Exemplo 5.17. Tabela de Caracteres Irredutiveis do Grupo Ss

Como aplicagao da Proposicao 5.12, podemos ver que o grupo S = D3 possui a
segquinte composicao de caracteres irredutiveis ( dois de grau 1 e um de grau 2):

|S5] =6 = 1> + 17 + 2

Algumas informacoes relevantes sobre a tabela:
e o primeira coluna da tabela traz o valor de x;(1), em que x; € o cardter
associado a uma representacao irredutivel p; ;
e Y1 € 0 cardter associado a representacao trivial;
e Yo € 0 cardter associado a representacao sinal;
e 0s valores de x3 foram obtidos a partir do Exemplo 5.16.

cardter representante da classe | grau
Id | (123) (23)
X1 1 1 1 1
X2 1 1 —1 1
X3 21 -1 0 2
elementos na classe | 1 2 3

Talvez seja instrutivo revisitar o Exemplo 5.15, sob a luz da Proposicao 5.12.
Devemos ter a sequinte decomposicao: |Cy| = 4 = 12+ 12 + 1% + 12, Isso reforca
que todas as representacoes irredutiveis de Cy sao de grau 1, o que é coerente com
o fato de tal grupo ser abeliano (vide Coroldrio 5.4).
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5.4. O TEOREMA DE FROBENIUS-SCHUR.

Tendo apresentado as propriedades basicas de representagoes e caracteres, nosso
proximo objetivo é o estudo do Teorema de Frobenius-Schur, o qual permite obter
informagoes sobre a quantidade de involucoes em um grupo de ordem par. Esse
resultado ser& diretamente utilizado na demonstracao do Teorema 6.1.

Lema 5.13. Seja G um grupo finito. Dados g € G en > 0, consideremos a fung¢ao
0., que fornece o nimero de raizes n-ésimas de g em G :

0,:G—C
g Ou(g9) ={reG:2" =g}

Para a funcao 0,, ,assim definida, sao vdlidos os sequintes fatos:
(a) 0, € uma funcao de classe;
(b) 6, = Z vn(X) - X, em que v,(x) € C € unicamente determinado;
xelrr(G)

(c) Na expressao de 0, tem-se: v,(x Z 0n( |é| : Z x(g") .
geG geG
Demonstracao. (a) Vejamos que 6,, é, de fato, uma funcao de classe:
On(h'gh) =|{zeG:a" =h"'gh}|
=|{zeG:ha"n" —g}}—‘{xeG (hah™ —g}‘

Mas a conjugacao por um elemento fixo h € G é uma bijecao. Dessa forma, para
cada y que satisfaz 4™ = ¢, existe um tnico = € G tal que = h~'yh. Dai resulta:

Ou(hgh) =|{w e G : (hah ™)' = g} =I{ye G iy = g} = 0u(9)

(b) Os caracteres irredutiveis associados a um grupo finito G formam uma base
ortonormal para o espago C(G) das fungoes de classe de G. Assim, uma fun¢io
0, € C(G) pode ser expressa na forma:

0, = Z vn(X) - X , em que v,(x) € C & unicamente determinado.
xelrr(G)

(c) Sendo x e 6, duas fungoes de classe, podemos recorrer ao produto interno:

= 3 )X = ) = ) = g s

xelrr(G) geG

Dado que 6,, ¢ um nimero de raizes, podemos remové-lo do somando 6,,(g) - x(g):



0u(9) x(9) = >, x(")

heG, hn=g

Obtemos, entdo, uma série de expressoes equivalentes para o coeficiente v, (x):

1 h
0 = 7 2,400) 3 = g AT = g P = 7 3G

geG’ heG heG geG

Proposigao 5.14 (Teorema de Frobenius-Schur). Consideremos a representacao
p: G — GL(V), de grau n, do grupo finito G. Sendo x € Irr(G) um cardter
wrredutivel assoctado a tal representacao, valem os sequintes fatos:

(a) Sendo ¢ uma fungio de classe de G e n > 0 um inteiro, a func¢do gp(”)
definida por o™ (g) = @(g") é wma funcio de classe.

(b) x?(g9) = x(¢*) € uma diferenca de caracteres.

(c) Os valores possiveis para va(x) sao 1, —1 ou 0. Tal fungdo é conhecida
como o indicador de Frobenius-Schur.

(d) va(x) # 0 se, e somente se, x € uma fung¢io com valores reais.

Demonstragio. (a) Temos que w(h™'gh) = ¢(g), pois, por hipotese, ¢ é uma
funcao de classe.

™M (hgh) = o((h'gh)") = @(h 'g"h) = ¢(g") = " (9g)

Com essa notagao, o coeficiente v, () definido no Lema 5.13 se escreve:

1
wx) = i 2, x(g Zx”) (x™,1), para x € Irr(G).
’ ’ geG geG
(b) (I) Sejam V um CG-modulo e x o carater associado. Seja B = {vy, v, ..., v,}

uma base para V. Os elementos da forma v; ®v; , em que 1 <14, j < n, constltuem
uma base (de dimensdo n?) para o produto tensorial W =V ® V.

Definamos agora a transformacao linear "+" para elementos de uma base de W.
(A partir dai, usando linearidade, a defini¢do podera ser estendida a um elemento
genérico de W):

= W - W
(Vi ®vj) = (i ®v))* = (v; ®v;)

Consideremos os seguintes subespagos de W:

Ws={weW|w*=w}eWy={weW |w*"=—-w}
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Dado w € W, temos:
o (WH+w) =w+w=w+w* .. w+w'eWs
o (w—w)" =w— (W) =w-w=—(w—w*) .. w—w eWy
w4+ w* w—w*
Para um qualquer w € W, podemos escrever: w = +

2 2
W =Ws+ Wa.

, Ou seja,

Um elemento w € Wy n Wy, deve satisfazer w = w* = —w, o que s6 ocorre
quando w = 0. Conclui-se que Wg n W4 = {0} e resulta: W = Ws @ Wy.

Agora que sabemos que W é expresso como uma soma direta, podemos buscar
bases para os subespacos Wg e W,. Notemos que:

A) os elementos da forma v; ® v; pertencem a Ws. Ha n desses elementos;
B) os elementos v; @ v; + v; ® v; pertencem a W ;
C) os elementos v; @ v; — v; ® v; pertencem a Wy ;

O

ha ( ) elementos do tipo (B) em Wg e (2> do tipo (C) em Wy ;
E)n=n+{ )+( ).
pit = (5)+(3)
Usaremos essa base de W4 no item (V).

(II) Dados x,y € V, vale, de forma geral: (z®y)* =y® .

()0 (500)) = (Sobon) ~Sebaoor -
- zzaibj(“j ®uv;) = (Z ijj) ® (;awi)

(III) Dados g € G e v;,v; € V, definamos uma agéo de G sobre W = V@V para
elementos de uma base de W:

Iu:WXG—>W
(Vi ®vj, g) — 1;,gujg

Tal acao fornece uma representacao py : G — GL(W). Temos ainda que o
resultado em (II) vale, especificamente, para © = v;g e y = v,g :

(vig ®v;9)" = (v;g @ vig)

(IV) Sejam agora w e W e g € G. Temos:
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w = Z a;j (v ®v;) . wg = Z a;;(vig @ v;9)
2 i,
L (wg)* = ) a(vig ®uig)* = D ay(vg @vig) = Y ai(v; ®vi)g = w'y
i3 1,7 2

Isso significa que "+" é G-invariante. Além disso, os subespagos Wg e W4 sao
G-invariantes:
=wg .. wg e Wg.
=—wg ... wg e Wy.

e Se w e Wg, entdo w* = w. Assim, (wg)* = w
e Se w e Wy, entdo w* = —w. Dai, (wg)* =w

Sendo W = Ws @ Wy, temos xw = Xs + X4, €m que Xw, Xs € X4 Sa0 0S
caracteres associados as representacoes W, Ws e Wy, respectivamente.

Sejam P e () as matrizes associadas, respectivamente, as representacoes V e
W. Recorrendo a defini¢ao de carater e lembrando que tr(A® B) = tr(A) - tr(B)
(Proposicdo 7.1), podemos escrever:

xw =1tr(P) =tr(Q®Q) = tr(Q) - tr(Q) = (tr(Q))* = x*
Resulta: x* = xs + x4

(V) Para calcular x4(g), usaremos a base w;; = v; ® v; — v; @ v;, em que i < j,
para o subespaco W,. (Veja a discussdo sobre as bases dos subespagos em (I)).

Supondo v; - g = Z AjrVy € Vj - g = Z @jsVs, VEm:
'

Wij g =0 gV g~V gV + g =

= (Eairvr) ® (28: ajsvs> - (zrlajrvr) ® (Zslaisvs>
= (Dt 0:00)) = (D (0. @)

T,8 r,8

_ (Z(airajs — ajra;s) - (v ®vs))

T8

Na ultima soma, temos r e s variando de 1 a n, em que n é o niimero de elementos
da base de V. Ao desenvolver tal somatorio, devemos notar que:
e quando r = s, ocorre um cancelamento de termos: a;ajs— @, Qs = QirQjr —
@jr Qi = 0
eser=kes=1ek <[, podemos promover o seguinte agrupamento:
(aikaj — ajray) - (Vs @) + (auajr — ajai) - (U @vk) = (aikaj — arai) -

(v, @ v — v @ vy)
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Com base no exposto acima, tem-se:
wij g = (Z(aiv"ajs - ajrais) ) (UT ® Us)) = (Z(airajs - ajrais) ’ wrs) .
7,8 r<s

Por definicao, o carater de uma representacao é calculado a partir do traco da
matriz associada a um elemento de G. Assim, na expressao acima, para obter o
valor de y 4, devemos impor ¢ = r e j = s e efetuar a soma. Temos:

xa(9) = ) (aaa;; — aziaiy) = Y by, em que by = (aza; — ajiai;).

i<j 1<j
Reescrevendo b;;, obtemos: b;; = (a;;a:; — aija;;) = bj;.

Notando que no caso i = j tem-se b;; = 0, segue: Z bij = Z bij
i#] ]

Podemos resumir o que foi exposto acima, escrevendo:

2-xa(g) = Z bij + Z bij = Z bij + Z bji = Z bij = Z(aiiajj — aia;;)

1<j 1<j 1<j i>7 1#£] 1,J

- Yo - S = (L) - (L) - s
i3 0, 4J

Resulta: 2 xa(9) = x(9)* = x(9°) -+ x®(9) = x(9)* =2~ xa(9)

Usando o fato que x* = xs + x4 (demonstrado no item IV), obtemos:

x?(g) = xs — x4 (evidenciando que x¥(g) & uma diferenca de caracteres).

(¢) Aplicando a defini¢éo de 6, paran = 2, escrevemos: 0a(g) = |{z € G : 2> = g }|

Oy = Z vo(Xx) - X , com va(y) = |i‘ : Z x(g*), conforme Lema 5.13.
xelrr(G) geG

Além disso, usando a notagao do item (a), obtemos:

VQ(X):<X(2)71>:<X2_2'XA7 1>:<X27 1>_2'<XA7 1>

Temos, pela Proposicao 5.7, que se x é irredutivel, Y também o é. Sabemos
ainda que dois caracteres irredutiveis o e § sao ortogonais e que o produto interno
(a, B ) assume os valores 0 ou 1, para os casos o £ e a« = 3, respectivamente.

Existem dois casos a analisar:
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Caso 1: {x,x)=0

Numa tal situacao, tem-se y # X e, portanto, y nao é funcao real. Além disso:

=g L@ T=3 1)

geG | | geG

Lembrando que x* = xg + x4 e usando corolario 5.9 vem:

0={xs, 1) +{xa 1) {xsy 1) ={xa 1) =0 (@ 1) =0 m(x) = 0

Caso 2: {x,Xx)=1
1:<X271>:<XS+XA71>:<X571>+<XA71>

H&a duas combinacoes possiveis para os produtos internos envolvidos na tltima
equacao:

(A) (xs, 1) =Telxal)=0
(B) {xs:1) =0e{xa1)=1
Lembrando que: v5(x) = (x@, 1) ={(x*, 1) =2-{xa, 1), temos:

e Nocaso (A), (xa,1)=0ewn(y)=1-2-(0) =1
e Japaraocaso (B), (xal)=1lewm(y)=1—2-(1) =-1

(d) Conforme ja demonstrado em (c), quando v5(x) = 0, a fungdo x nao assume
valores reais. O



75

6. DEMONSTRACAO DO SEGUNDO TEOREMA

Teorema 6.1. ([5| - Theorem 14)
(a) Para qualquer grupo finito G € vdlida a sequinte desigualdade:

ep(G) = (é -Xe;(c)x(l) )2

(b) Se G € um grupo finito de ordem par e com centro trivial, entdo:

G| <|Ca(2)|?, para algum z € G — {1},

Demonstracao. (a) (I) A desigualdade de Cauchy-Schwarz se escreve:

(Sown) < (Sae) (L)

k=1

(IT) Recordemos dois fatos importantes:
k
o |G| = ZXi(1)2 (proposicao 5.12);
i=1
¢ o numero de caracteres irredutiveis coincide com k(G) (proposicao 5.10).

Podemos aplicar (I) a soma dos caracteres irredutiveis:

(S 1) <( X ) (2 2)=l6l ko) =Icl (@)

xelrr(G) xelrr(G) xelrr(G)

Dai segue: cp(G) = (i : 2 x(1) )2

| | xelrr(G)

(b) (I) Dados g € G e n > 0, consideremos a fungao 6, , definida no Lema 5.13,
a qual fornece o ntimero de raizes n-ésimas de g em G.

0,:G—C
g—0u(g) =l{reG 2" =g}

Vimos, nesse lema, que a funcao de classe 6,, pode ser expressa na forma:

0, = Z vn(X) - X , em que v,(x) € C & unicamente determinado.
xelrr(G)
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a0 = g7 Dix(gh) = ar D9 =X 16 ),
geG geG
em que x ¢ um carater irredutivel ( Proposigao 5.14 ).

(IT) Consideremos o caso particular n = 2, ou seja, a fun¢do que fornece o
nimero de solucdes da equacio 2 = 1 em G. Podemos escrever:

HxEG:fEQ:lH:@z(l): Z va(x) - x(1)

xelrr(G)

Seja t um elemento de ordem 2 do grupo G, o qual existe, pois, por hipotese, G
¢ um grupo de ordem par. Sabemos que todos os conjugados de ¢ possuem ordem
2 e pertencem a uma mesma classe de conjugacao (6rbita). Assim:

|G = Ca(®)] =[CUt)| < 02(1)

A identidade, 1¢ , satisfaz 2 = 15 mas ndo pertence a CI(t). Logo:
02(1) > |G : Ca(t)] - 62(1)° > [G: Cq(t)]

Por outro lado, a Proposi¢ao 5.14 garante que vo(y) € {0,1,—1}. Assim:

n=( Y wem) < (X we?) (X x0?)

xelrr(G) xelrr(G) xelrr(G)

<( X ) (X )<k

x€lrr(G) x€Ilrr(G)
S [G Ca) < 6,(1)? < K(G) -G -+ |G| < k(G) -|Ca(t))

(III) Pelo Lema 2.8, sabemos que, se Z(G) = 1, entao k(G) < max |Cg(y)| para
algum y em G — {1}. Unindo tal fato ao resultado obtido em (II), resulta:

G| <|Cq(z)]? para algum = € G — {1}.
0J

Corolario 6.2 ([5] - Corollary 15). Seja G um grupo finito cuja ordem é par e
maior que 2. Entao G possui um subgrupo préprio H tal que |G| < |H\3 )

Demonstracao. Iniciaremos a andlise, tratando os casos em que o grupo G tem
ordem par, mas nao ¢ um 2-grupo.

Representemos por Zy(G) = Zy, o tltimo termo da série central ascendente do
grupo G e por G* o quociente G/Z,, . Com essas defini¢bes, o centro de G* é
trivial e podemos aplicar o Teorema 6.1. Ha dois casos a analisar.
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Caso 1: |G ™| é par.

O Teorema 6.1 assegura que existe z* € G* tal que|G*| < |Ca«(z*)|*
Seja H a imagem inversa em G de Cg«(x*) = H/Zy(G)

G - G*
H~< - - —Cg*(x*)
Zo Zen|Zoo

Podemos escrever:
Car@) > 1G] < H/Zof* > G/ Za] < |HIP > |G| 2> > |G
Caso 2: |G *| é impar.

|G| =|G*|-2% e Zy contém um 2-subgrupo de Sylow de G, o qual denotaremos
por P. A série 1l = Zy < 7y = Z(G) < --- < Zy é uma série central para
Zy, construida a partir da série central ascendente de GG, o que assegura que Zo,
¢ nilpotente. Pela Proposicao 3.3, temos que o subgrupo P, que também é um
2-Sylow em Z,,, é tal que P < Z,. Mas um Sylow que é normal é também
caracteristico. Unindo tal informacao ao fato que Z,, < GG, decorre P < (.

Dado que G contém um 2-subgrupo de Sylow normal, o Teorema de Schur-
Zassenhaus (vide 7.4) estabelece que G possui um 2'-subgrupo de Hall (digamos
K). Tal K & proprio em G, pois é um 2’-subgrupo em um grupo de ordem par.

Se ocorrer |P| < |K|, temos |G| = |P|-|K| <|K|* < |K|* . Nesse caso, K é o
subgrupo préprio procurado.

Por outro lado, se tivermos |K| < |P|, segue |G| = |P| -|K| < |P]> < |P|°.
Notando que K é nao-trivial (pois estamos tratando o cenario em que G nao é
um 2-grupo), vemos que P é uma escolha natural para o subgrupo proprio que
estamos buscando.

Isso conclui a demonstracao para o caso em que G nao ¢ um 2-grupo.

Para finalizar, consideremos a situacdo em que |G| = 2% | com «a = 2. Seja
L < G um subgrupo de indice 2. Temos |L| = 1/2 -|G|, com |G| > 2 e, portanto,

|L| = 2. Finalmente:

|G| =2-|L| <|L|-|L| < |L|?, concluindo a prova. O
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Exemplo 6.1. Andlise do nimero de involugoes em um Grupo de Ordem Par.
Sabemos, do Teorema 6.1, que o nimero de solucoes de x* =1 em G ¢é tal que:

feeG:a®=1}=61)= > wnk) x1).

xeIrr(G)
Vimos também que: 05(1)° < k(G) - |G| .
Denotando por L o nimero de involugoes no grupo em andlise, podemos escrever:
7% < 0,(1)° < k(@) - |G| .

Podemos agora pensar na propor¢ao de involucoes em G:

7\ K@)
<@> < 6l ep(G) .

Essa tltima expressao permite estabelecer uma cota inferior para a probabilidade
de comutar em funcao da propor¢ao de involucoes em G. Assim, por exemplo:

O =

<é> > 1/3 = ep(G) >

Exemplo 6.2. Uso conjunto dos dois teoremas

Considerando, novamente, a proporcao de involugoes em um grupo de ordem
par, podemos usar os Teoremas 4.1 € 6.1 em conjunto:

<é> < % = ep(@Q) < [G : s0l(GQ)] 2

Dessa forma, por exemplo, temos:

7z
(@) >1/2 =[G :s0l(G)] < 16.

Ou seja, a partir da andlise do nimero de involugoes, foi possivel tirar conclusoes
sobre o indice de sol(G). O que permitiu tal conezxao foi, justamente, o estudo que
desenvolvemos sobre a probabilidade de comutar, cp(G). Tal exemplo ainda sugere
que um grupo com grande incidéncia de involucoes se aprorima de ser solivel.
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7. APENDICE
7.1. PROPRIEDADES DO TRACO DE UMA MATRIZ.

O traco de uma matriz quadrada A = (a;;) € M, (C) é definido como a soma dos
elementos da sua diagonal principal, ou seja:

n

tT(A) = Z Ak -

k=1

O trago de um operador linear f : V — V | em um espacgo vetorial de dimensao
finita, V, é o traco de uma matriz que representa o operador. Tal definicao nao
depende da base escolhida para V', pois, bases distintas dao origem a matrizes
semelhantes (as quais possuem o mesmo traco).

Proposicao 7.1. Propriedades do Traco
(a) tr(A+ B) =tr(A) + tr(B)

) tr(A@® B) = tr(A) + tr(B)

¢) tr(cA) =c-tr(A), em que ce C

d) tr(AB) = tr(BA)

) tr(

(b
g
(e) tr(A® B) = tr(A) - tr(B)

€

Demonstragao. (a) Sejam A = (a;;) e B = (b;;), com A, B € M, (C).

r(A+ B) Zaerb“ Za“JerM: A) + tr(B)

(b) Sejam A= (aij) € MH(C) e B = (b”) € Mm(C)
Seja M = (m;;) € M+, (C) a matriz que representa a soma direta de A e B.
A matriz M = A® B tem o seguinte formato:

_ Anxn ‘ 0
M= l 0 ‘ Bmxm :|

Usando a definicao de trago, escrevemos:

n+m

tr(A® B) = tr(M Zm“—Za“—i-Zb“— A) + tr(B)

(c) Sendo cA := (c- a;;) uma matriz em M, (C), temos:

tr(cA) zic-aiizc-iaiizc-tr(fl)

i=1 i=1
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(d) Dadas as matrizes A = (a;;)mxn € B = (bjk)nxm, 0 produtos AB e BA sdo
matrizes quadradas AB = C' = (¢ik)mxm € BA =D = (dji)nxn , em que:

n m
Cik = Z aij - bjr, e dj, = iji * Qik
j=1 =1

Manipulando os somatorios, conforme a seguir, obtemos a tese:

n

) -5 (£

i j=1 i=1  j=1

= i (blz “ Qi+ m azn) Z bll Qip + o0 F Z bm din
: 1=1
) (Z i aij) = 3 dij = tr(D) = tr(BA)

(e) Seja B = {v1,Vva,..., vy} uma base para o espago vetorial, de dimensao
finita, V. Os elementos da forma v; ® v; , em que 1 <14, j < n, constituem uma
base para o produto tensorial W =V ® V.

Consideremos as transformagoes lineares o : V. — Ve [f:V — V tais que:

(vi) = Zairvr e B(v;) = Zajsvs ,com i, je{l,2,...,n}.

S

N
=
I
;*

i Ms
||
gt
/\
%
S

Definamos a® 8 = f : W — W, para elementos de uma base de W :

fw -w
Vi ® vj— f(vi ® vj) = a(vi) ®@ B(vj)

Fazendo w; = vi ® vj, temos:

f Vi ® VJ = (Z alrvr) & (Z ajsvs> = Zairajs(vr ®Vs)
Pela definicao de traco de um operador linear:

- Zau’bjj = Zau ' ijj =tr(A) - tr(B)
i,j % J
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7.2. CARATER DE PERMUTACAO.

Definicao 7.1. Consideremos a acao de um grupo finito G sobre um conjunto
finito Q (G ~ Q). Definimos o cardter de permutacao (associado G ag¢ao) por:

X(9) =l{aeQa?=all

Estamos interessados em saber quantos sao os elementos « € € que permanecem
fixos sob acao desse g € GG. Vejamos dois exemplos basicos.

No caso da a¢ao regular G —~ G ( 2 = G ), o carater de permutagao é dado por:

(g) = 0, se g#1
e |G’> seg=1

Ja a acao por conjugacao G —~ G ( Q= G ), tem como carater de permutacao:

X(9) =H{aeQla?=a} = [{aeQ|gag =a}| =| Calg) |

Em particular, temos, nesse caso, x(1) = |Q|.

Proposicao 7.2 (Teorema de Cauchy-Frobenius). Sendo G um grupo finito que
age sobre um conjunto finito 2, o nimero total, n , de drbitas da acdo é dado por:

1 1
g o) - g 2]

geG el

Demonstragao. Seja S o conjunto dos elementos « fixados sob agao de algum g € G:
S={(vg)|a’=0a, aeQ, geG}

(I) Seja a € Q (fixo). Quantos sdo os elementos g € G que fixam tal o ?
Precisamente os elementos de G que estabilizam «, ou seja, |G,|.
Assim: |G, | = ntmero de elementos g € G tais que (a, g) € S.

S| = D 1Gal
a€ef)

(IT) Por outro lado, para cada g € G, o namero de elementos « € 2 que perma-
necem fixos sob agao desse g é x(g).

1S = > x(9)

geG
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S
W0 et = g B = g7 S0

geG aeQ

(IV) Além disso, o FCP (Fundamental Counting Principle) fornece:
|G| =1Gal -|O(a)]
(V) Por (III) e (IV), segue:

1 1
1 20 = g Gl = 2 o)

geG ael)

Observemos que a soma 1/ |O(«)| é tomada tantas vezes quantos forem os ele-
mentos de tal orbita (e, portanto, seu valor é igual a 1 em cada orbita). Pelo fato
de existirem n oOrbitas, resulta:

a1 X0~ 56 - Yoy -

geG a€el)

O Teorema de Cauchy-Frobenius afirma que o nimero de érbitas é igual ao valor
médio do carater de permutagao Y.

Proposigao 7.3 (Conseqiiéncia do Teorema de Cauchy-Frobenius). O nimero
k(G) de classes de conjugacdo de um grupo finito G € dado por:

1 26l

geG

Demonstracao. Basta usar o Teorema de Cauchy-Frobenius, lembrando que:

e na acao por conjugacao cada oérbita coincide com uma classe de conjugacao
e na a¢ao por conjugagao o estabilizador de um z € G é o centralizador Cg(x)

O

7.3. O TEOREMA DE SCHUR-ZASSENHAUS.

Dado um subgrupo N < G, um subgrupo H < G é dito um complemento para N
em Gse NH=Ge NnH=1.

Proposicao 7.4 (Teorema de Schur-Zassenhaus). Sejam G um grupo finito e
um subgrupo N < G tal que |N| e |G : N| sdo coprimos. Entdo N possui um
complemento H em G.

Demonstragao. Para uma discussdo desse importante teorema, vide [9] se¢ao 3A.
O
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