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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos hipersuperficies de rotagao nos espacos produto S™ x R
e H" x R. Apresentamos parametrizacoes explicitas para tais hipersuperficies, que por
sua vez sao utilizadas para o célculo das curvaturas principais. Apresentamos também
um critério para verificar quando uma hipersuperficie nos espacos S” x R e H” x R é uma
hipersuperficie de rotacao. Como aplicagoes, classificamos dentre as hipersuperficies de
rotacao, as hipersuperficies minimas, as intrinsecamente planas, as hipersuperficies em
S™ x R normalmente planas no espaco Euclidiano E"*2 e as as hipersuperficies em H" x R

normalmente planas no espaco Lorentziano L2



Abstract

In this dissertation, we study rotation hypersurfaces in the product spaces S” x R
and H” x R. We present explicit parametrizations for such hypersurfaces, which are
used for the calculation of the principal curvatures. We also present a criterion to verify
when a hypersurface in the spaces S” x R and H" x R is a rotation hypersurface. As
applications, we classify among the rotational hypersurfaces, the minimal hypersurfaces,
the intrinsically flat hypersurfaces, the hypersurfaces in S” x R that are normally flat in
the Euclidean space E"*2 and the hypersurfaces in H" x R that are normally flat in the

Lorentzian space "2,
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Introducao

Neste trabalho, iremos estudar hipersuperficies de rotacao em S™ x R e H"” x R. Estu-
daremos uma extensao da nocao classica de superficies de rotagao, no espaco Euclidiano
3-dimensional R3, para hipersuperficies nos espacos S” x R e H" x R, onde S" é a esfera
unitaria e H" é o espaco hiperbolico. Em R?, definimos uma superficie de rotagiao pelo
conjunto obtido ao girar uma curva regular plana e conexa C' em torno de um eixo no
plano que nado encontra a curva. Como dito em [4] por Carmo e Dajczer, superficies
de rotacao com uma propriedade adicional, como curvatura média constante, curvatura
Gaussiana constante, minima, etc., sao provavelmente as superficies mais simples que
possuem tal propriedade, logo fornecem uma rica fonte de exemplos e um bom campo de
testes para varias conjecturas. O mesmo podemos dizer das hipersuperficies de rotagao
que abordaremos neste trabalho.

Em [4], a nogao classica de superficies de rotagao em R3 foi estendida, por Carmo e
Dajczer, para hipersuperficies dos espagos (n + 1)-dimensionais H" ™', S"*! e R"! isto é,
os espagos de curvatura constante. Em 8|, nossa principal referéncia, nos foi apresentada
por Dillen, Fastenakels e Veken uma adaptacao de tal extensao para os espacos S™ X R e
H™ x R.

Os espacos produto tem sido bastante estudados recentemente, podemos citar por
exemplo [6], [7], [9], [12], [13] e [16]. Dentre estes destacamos, o artigo [6] em que Da-
niel fornece condi¢oes necessérias e suficientes para que uma variedade Riemanniana n-
dimensional seja isometricamente imersa em S™ x R e H" x R. Em [12]|, Manfio e Tojeiro
fazem uma classificacdo completa das hipersuperficies de S” x R e H" x R com curvatura
seccional constante e n > 3. Em [9], Espinar faz um estudo mais geral nesses espagos,
focado na dimensao 3, como superficies com curvatura média constante, superficies com

curvatura GGaussiana constante, superficies com curvatura extrinseca positiva, superfi-
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cies com curvatura extrinseca constante, além de apresentar teoremas do tipo Hopf, tipo
Liebmann, tipo Hilbert e do tipo Hadamard-Stoker.

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 1 vamos abordar
definicoes e resultados gerais de geometria Riemanniana necessarios para o desenvolvi-
mento do trabalho. Abordaremos conceitos de imersoes isométricas, conceitos basicos
de espacos produto e apresentaremos resultados de imersoes isométricas adaptados aos
espacos S” x R e H" x R. Citaremos também algumas definicoes e resultados a respeito de
distribuicoes e variedades integrais que serao fundamentais para a demonstragao de um
critério para verificar se uma hipersuperficie em S” x R e H” x R é de rotacao, segundo
a definicao que serd apresentada.

No Capitulo 2, apresentaremos a definicao de Hipersuperficie de Rotacao em S™ x R
e H" x R. Veremos como a escolha do plano de rotacao afeta a geometria dos paralelos.
Numa superficie de rotacdo em R3, quando fazemos a interseccao com um plano ortogonal
ao eixo de rotacao e que passa por um ponto p da curva geratriz C', obtemos um paralelo
dessa superficie. A fim de obter parametrizagoes dos paralelos de uma hipersuperficie de
rotacao, vamos nos inspirar no que conhecemos de superficies de rotacao e de hipersu-
perficies de rotacao dadas em [4]. A partir dai, vamos obter uma parametrizacao para
hipersuperficies de rotacao e de posse dessa parametrizacao, iremos determinar o normal
unitario, exibir o operador forma e consequentemente determinar as curvaturas principais.
Finalizando o capitulo, temos uma demonstracao do critério mencionado acima.

O Capitulo 3 é reservado para aplicacoes. Comecaremos com uma classificacao das
hipersuperficies de rotacao intrinsecamente planas de S™ x R e H" x R. Na sequéncia
veremos que as hipersuperficies de rotacao sao normalmente planas no espaco ambiente e
finalizamos determinando todas hipersuperficies de rotacao minimas em S” x R e H" x R.
Em que o espaco ambiente ao longo do texto é o espaco Euclidiano E"2, no caso em que
estamos considerando hipersuperficies de S® x R, e o espaco Lorentziano L""2, quando

estivermos considerando hipersuperficies de H" x R.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, iremos apresentar alguns teoremas, definicoes e resultados gerais que

serao utilizados ao longo do texto, além de fixar a notacao que serd adotada.

1.1 Curvatura

Definigao 1.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia
que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada
por
R(X,Y)Z =VyVxZ -VxVyZ+VixvZ, Ze€X(M),
onde V € a conezxao Riemanniana de M.
O tensor curvatura R : X (M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*°(M) é definido por
R(X,)Y,ZW)=(R(X,Y)Z,W)), X, Y. ZWeX(M).

Seja A C T,M um subespago 2-dimensional do espago tangente T,M. Associada ao

tensor de curvatura, estd a curvatura seccional de A em p, definida por

R, XY)0)
R0 =X avm)P

onde X (p),Y (p) € A sao linearmente independentes e

1X () AY @) = VIIX@)IPIY @)1 = (X, Y)2(p).

Pode-se mostrar, como feito em [3], que K(A)(p) nao depende das escolhas de X (p), Y (p),

mas apenas do ponto p € M.
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1.2. Imersoes Isométricas

Teorema 1.2. Seja M uma variedade Riemanniana. Entdo M tem curvatura seccional

constante igual a K, se, e somente ,se
Demonstragao: Ver [3], Capitulo 4, Lema 3.4.

Corolario 1.3. M tem curvatura seccional constante iqual a Ky se, e somente ,se

Definicao 1.4. Seja x = z, um vetor unitdario em T,M. Considere uma base ortonormal
{z1,...,2n_1} do hiperplano de T,M ortogonal a x. Entdo,

n—1

Z(R(m,zi)x,zﬁ7 1=1,2,...,n—1,

=1

1
n—1

Ricy(z) =

¢ chamada curvatura de Ricci na direcao x.

1.2 Imersoes Isométricas

As demonstragoes omitidas podem ser encontradas em [3] no Capitulo 6.

Seja f: M™ — M uma imersio de uma variedade diferencidvel M de dimensio
n em uma variedade Riemanniana M de dimensdo igual a n +m. A fim de que f seja
uma imersao isométrica, considere em M a métrica induzida pela imersao. Isto é, dados
u,v € T,M definimos (u,v), = (dpf(u), d,f(v)) f(p)-

Para todo p € M, existe uma vizinhanca  de p tal que f : Q@ — M é um mergulho
e assim f(Q) é uma subvariedade de M.

No que segue, f(Q) sera visto como subvariedade de M. Além disso, para p € Q,
iremos identificar p com f(p), Q com f(Q) e v € T,M com d,f(v) € Ty M de forma
que o estudo se restringe a uma subvariedade M C M, ja que iremos tratar de aspectos
locais.

Para cada p € M, o produto interno em 7,M decompoe TPM na soma direta TPM =
T,M@(T,M)*, onde (T, M)+ ¢ o complemento ortogonal de T, M em T,,M. Dado v € T,M
vamos escrever v = v? +v"V de modo que v* € T, M é chamado de componente tangencial

de v e v € (T,M)* & chamado de componente normal de v.
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1.2. Imersoes Isométricas

A conexao Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sao campos locais de

vetores em M, e X, Y sao extensoes locais a M, definimos

VxY = (VxY)'.

Verifica-se que esta ¢ a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida de M.

Se X, Y sao campos locais em M,
B(X,Y)=VxY —VxY

¢ um campo local em M normal a M. B(X,Y) é uma aplicacio bilinear, simétrica e ndo
depende das extensoes X, Y (ver [3], capitulo 6, secdo 2). Além disso, expressando B
em um sistema de coordenadas, pode-se verificar, por sua bilinearidade, que o valor de
B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y (p).

Sejape M ene (I,M)*. A aplicagio H, : T,M x T,M — R dada por

Hy(z,y) = (B(z,y),m), x,y € T,M,
é uma aplicacao bilinear simétrica.
Definicao 1.5. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
11(x) = Hy(z, )
¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo 1.

A aplicagao bilinear H, fica associada a uma aplicacao linear auto-adjunta

Sy T,M — T,M por

<S77(x)7y> = HTI(I7y) = <B<xay)77]>

Proposigao 1.6. Sejap € M, v € TpM en € (TpM)*. Seja N uma extensdo local de

n normal a M. Entao

Definicao 1.7. A imersio f : M — M € dita minima se para todo p € M e todo

n € (T,M)* tem-se que o trago de S, € igual a zero.
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1.2. Imersoes Isométricas

No que se segue, usaremos as letras latinas X, Y, Z, etc., para indicar os campos
diferencidveis de vetores tangentes e as letras gregas &, n, (, etc., para indicar os campos
diferenciaveis de vetores normais.

Dados X e 7, ji vimos que a componente tangente de V7 ¢ dada por (Vxn)! =
—S,(X). Passemos agora a componente normal de Vxn, que serd denominada conezdo

normal V+ da imersao. Explicitamente,
Vxn = (Vxn)V = Vxn — (Vxn)" = Vxn+ S,(X).

Verifica-se que a conexao normal V* possui as propriedades usuais de uma conexdo,

isto é, é linear em X, aditiva em 7 e
Vx(fn) = fVxn+X(fin, feC*(M).
A curvatura normal R* da imersio é definida por
RH(X,Y)n = VyVxn = Vi Vi + Vix -

Se R = 0 dizemos que M C M é intrinsecamente plana, no caso em que R+ = 0

dizemos que M C M é normalmente plana.
Proposicao 1.8. As sequintes equacoes se verificam:

(a) FEquagao de Gauss
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (B(X, W), BY, 2)) — (B(Y, W), B(X, 2);

(b) FEquagao de Ricci

<E(X’ Y)7775> = <RL(X7 Y)n7€> + <S77<S§X)v Y) - <S§(ST7X)7 Y>

Seja X (M)+ o espago dos campos diferenciaveis de vetores normais a M. A segunda

forma fundamental da imersao pode ser considerada como um tensor
B:X(M)x X(M)x X(M)* — C®(M)
definido por B(X,Y,n) = (B(X,Y),n). Defina
(VxB)(X,Y,n) = X(B(X,Y,n)) — B(VxY, Z,n) = B(Y,VxZ,n) — B(Y,Z,Vxn).
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1.3. Imersoes Isométricas em S™ x R e H" x R

Proposicao 1.9 (Equacdo de Codazzi). Com a notagdo acima
(R(X,Y)Z,n) = (VyB)(X, Z,n) — (VxB)(Y, Z,n).

Definicao 1.10. Se a codimensao da imersao € 1, isto €, f : M" — Mnﬂ, entao

f(M) C M ¢ denominada Hipersuperficie.

. . ~ —n—+1 . .
Considere a imersio f : M™ — M . Sejap € M" e n € (T,M)* unitério.
Como S, : T,M" — T,M" & simétrica existe uma base ortonormal de vetores pro-
prios {v1,...,v,} de T,M" com valores proprios reais Ay, ..., A,, isto &, Syv; = \v; para
. n —mn+1l . , ~ . ~ .
1<i<n SeM'eM sao orientaveis e estao orientadas entdao o vetor n fica uni-
vocamente determinado se exigirmos que sendo {vy,...,v,} uma base na orientacao de
n . . ~ ——n+1 .
M™, {vy,...,v,,n} seja uma base na orientacao de M. Neste caso denominamos os v;

direcoes principais e os \; curvaturas principais da imersao.

Definicdo 1.11. Seja f : M — M uma imersao isométrica. Dizemos que f : M — M

€ totalmente umbilica se para todo p € M, a sequnda forma fundamental em p satisfaz

<B(X7Y>777>(p) = )\ﬁ(p)<X7Y>7 >\77(p) ER)
para todo par X,Y tangente a M e todo campo unitdrio n normal a M.

Observe que a definicao acima ¢é equivalente a dizer que S, X = A\, X para todo

X eT,Mene (T,M)"*.

1.3 Imersoes Isométricas em S" x R e H" x R

As definicoes e resultados desta se¢ao, bem como as demonstragoes omitidas tem como
referéncia [6], [9] e [15].

Considere a variedade (n+1)-dimensional Q" xR dada pelo produto de uma variedade
Riemanniana )", que serd denominada base, e a reta real R, denominada fibra. Sejam g,
a métrica de Q", e dt?, a métrica padrdo em R. Se 7 e o sdo as projecoes sobre base e

fibra, respectivamente, entao a métrica em Q" x R é dada por
(. )=m"(g)+o"(d?).
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1.3. Imersoes Isométricas em S™ x R e H" x R

Dado X € X(Q™ xR), vamos considerar X = Xgn + Xg de modo que Xgn € X(Q") &
projecao de X por me Xg € X(R) é a projecao de X por o. Dizemos que X é um campo
horizontal se Xg = 0 e que X é um campo vertical se Xgon = 0.

Denotaremos por V!, V2 e V as conexdes, por Ry, Ry e R as curvaturas, de Q", R e

Q™ x R respectivamente. Logo, para todo (¢,t) € Q" x R,

(X Y)gn = (dnX,dnY),+ (doX,doY),

= (Xgn, Yon)q + (Xr, YR):-

Proposicao 1.12. Sejam X,Y campos horizontais e V., W campos verticais, entao
(i) VxY ¢ um campo horizontal e (VxY)gn = V}(QHYQTL;
(ii) VyW ¢ um campo vertical e (VyW)p = Vi We;
(iii) Vy X = VyV =0.
Corolario 1.13. A conezio Riemanniana ¥V de Q" xR ¢ dada por

VxY = Vi Yor + V3, Ve
Proposicao 1.14. Sejam X,Y, Z campos horizontais e U, V. W campos verticais, entio
(i) R(X,Y)Z é um campo horizontal e (R(X,Y)Z)gn = Ry(Xon, Yor) Zon ;
(i) R(U,V)W ¢é um campo vertical e (R(U,V)W)g = Ro(Ug, Vi) Wi
(iii) R ¢ zero para qualquer outra escolha de X, ..., W.

Corolario 1.15. O tensor curvatura R de Q" x R ¢ dada por

R(X,Y)Z = Ry(Xgn, Yor) Zgn + Ro(Xg, Y2) Zg.
Denotamos por se¢do horizontal a imagem inversa o~ '(t) = Q™ x {t}, de um ponto ¢
da fibra, por o, e por segdo vertical a imagem inversa 7~ '(q) = {q} x R, de um ponto q
da base, por .

A partir da métrica produto, para cada (¢,t) € Q™ x R, pode-se verificar que 7

Qnx{t)

e 0| xr sa0 isometrias. Além disso, a secdo horizontal, Q" x {t}, e a secdo vertical,

{q} x R, sdo ortogonais em (g, t).
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1.3. Imersoes Isométricas em S™ x R e H" x R

A seguir vamos estabelecer as notagoes que utilizaremos ao longo do texto. Os espagos
Euclidiano de dimensdo n + 2 e Lorentziano de dimensao n + 2 serdo denotados por E"*2
e L""2 respectivamente. O espaco Lorentziano estara equipado com a métrica ds? =
—dr? +dr? + .+ dxn+22. Para os espacos S™ x R e H" x R iremos considerar os

seguintes modelos

S" xR = {(xl,...,:cn+2) EE”+2’$12+1’22+...—|—$”+12: 1},
H*'xR = {(fEl,...,fL‘TH_g) GLn+2|—$12—|—[L'22—|—...—|—123n+12:—1,l’1 >O}
Para facilitar a notacao iremos utilizar Q)(¢)" para denotar S™ ou H". Vamos definir

Q)" = S" se ¢ = 1 (curvatura seccional de S*) e Q(e)" = H" se ¢ = —1 (curvatura

seccional de H™).

Utilizaremos 0y, . .., 0,12 para representar a base candnica do espago ambiente.
Observe que £ = (z1,...,%,4+1,0) € um campo de vetores normal sobre Q"(g) x R com
(& &) =e

As conexdes de Levi-Civita de Q"(g) x R e do espago ambiente (E"2 ou L"*?) serdo

denotadas por VeD respectivamente. A partir dai temos o seguinte resultado.

Lema 1.16. Sejam X e Y, campos tangentes sobre Q"(¢) x R, entdo

6XY = DXY+€<XQW'(8)7YQ”(8)>§‘ (11)
Onde Xgn(e) € Yon(e) sdo as projecoes de X e Y tangentes a Q"(e).

Demonstracao: Temos DxY — VyY = c&, onde ¢ é um real nao nulo. Entao,

(DxY,£) = (VxY,&) + (€, &) = 0+ c(€,€) = ce.

Por outro lado (Y, &) = 0, dai (DxY,&) + (Y, Dx&) = 0, logo ¢ = —e(Y, Dx¢&). Sendo
assim, DxY = VxY — (Y, Dx€)¢.

Considere
n+2 n+2

X:Zal@ e Y:ijaj
=1 j=1

de modo que
n+1 n+1

XQ"(&) = Zaﬁl e YQ"(E) = ij@j
i=1 j=1

20



1.3. Imersoes Isométricas em S™ x R e H" x R

com @, 20,12 € by120,12 tangentes a R. Entao,

Dx§ = (X<I1)7X($2)77X(xn+1)7X<O>)
= (al,ag,...,&nﬂ,())
= XQn(E).

Segue dai, que

c = —(Y,Dx¢)
= —e(Yon(e) + bug20n42, Xon(e))
= —e(You(e); Xgn(e)) — (On+20n+2, Xon(e))
= —e(Yor(e), Xgn(e)) — 0
= —e{Ygr(e), Xonee)-
]

Em Q" (¢) xR, vamos denotar a curvatura por R. Sendo Q" (€) x R um espago produto,

sua curvatura é dada por
R(X,Y)Z = Ry(Xgne), Yon(e)) Zane) + Rao(Xw, Yi) Zg,

onde Ry, Ry sdo respectivamente, as curvaturas de Q"(¢), R e Xg, Yg, Zg sdo as projecoes
de X, Y, Z tangentes a R. Uma vez que R possui curvatura nula, segue-se que }NQ(X, Y)Z =
Rl (XQn (5) 5 YQn (5) ) ZQn (6) .

Como a curvatura seccional de Q"(¢) é constante igual a € segue-se que

(B1(Xone), Yore) Zome), Waore) = e((Xore), Zom@) (Yore), Waor )
— (Xor(e) War)) (Yor @), Zan(e))-

Sendo assim, o tensor de curvatura de Q" () x R é dado por

(RX,Y)ZW) = (Ri(Xgre) Yore) Zone) Wan(o)
+(B1(Xone), Yor (o)) Zan(e), Wr)

= (Bi(Xore), Yor @) Zan(e) War(e)) +0

= e((Xore) Zane) (Yor e, Ware)

—(Xan(e), Wor©) (Yore), Zane)))
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1.3. Imersoes Isométricas em S™ x R e H" x R

Seja f : M™ — Q"(¢) x R uma hipersuperficie com normal unitario N. A projec¢ao
do vetor vertical 0,5 sobre o espaco tangente de M" sera denotada por 7. Denotaremos

por 6 a func¢ao angulo dada por cosf = (N, 0,2). Logo,
Opsoa =T + cosON.

Em M™, a conexao de Levi-Civita sera denotada por V, a curvatura por R e o operador
forma Sy apenas por S. Nestas condicoes, podemos agora determinar as equacoes de

Gauss e Codazzi. Comecemos pela equacao de Gauss. Sabemos que

(RIX,Y)Z, W) =(R(X,Y)Z,W) - (B(X,Z),B(Y,W))+ (B(X,W),B(Y, Z)).
Note que B(Y,W) = ¢N, onde ¢ é um real nao nulo. Dai
c=(B(Y,W),N) = (SY,WW),

logo B(Y,W) = (SY,W)N. De maneira analoga obtemos que B(X,Z) = (SX,Z)N,
B(X,W) = (SX,W)N e B(Y,Z) = (SY, Z)N. Assim,

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) — (SX, W)SY, Z) + (SX, Z/(SY, W)
Entao,
(R(X,Y)Z,W) =

e((Xqn(e), Zone))(You(e), Wan(e)) — (Xqn(e), Wan ) (Yor (o), Zon(e)))
—(SX,W)SY, Z) + (SX, Z)(SY, W).

Sendo X = Xgn(e) + a0, 42, temos que
a=(X,0h42) = (X, T +cosON) = (X, T).

Logo,
Xone) = X — (X, T) 0 42.
Analogamente,
Youey = Y = (Y, T)0n42,
Zoney = Z—(Z,T)0ns2,
Waorey = W= (W, T)0n.
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1.3. Imersoes Isométricas em S™ x R e H" x R

A partir dai, segue-se que
(X,Z) —(X,T){(Z,T),
(Y, W) — (Y, T) (W, T),
= (Y.2) - (Y\T)(Z,T),
(X, W) — (X, THW,T).

Dai,

(Xqn(e)s Zgn(e)) (Yar(e), Waon(e)) =
(X, Z)(Y, W) — (X, Z2){Y, T)(W, T)
— (X, T Z, T)(Y,W) + (X, TZ,T)(Y, T){W,T),

(Yor(e): Zone))(Xare), War(e) =
<Y7 Z><X7 W> - <}/7 Z><X’T><WT>
— (Y, T)(Z,T) (X, W) + (Y, THZ THX, T)(W.T).

Logo,

(R(X,Y)Z, W) =e((X, Z)(Y, W) = (X, W)(Y, Z)
+HXTYW,TNY, Z) = (Y, T)(W, T)(X, Z)
+ (Y, T Z, TYX, W) — (X, TYZ T)YY, W))
+(SX, Z)(SY, W) — (SX,W)(SY,Z). (1.2)
Agora vamos determinar a equagao de Codazzi. Sabemos que
R(X,Y)N = VyVxN — VxVyN + VixyN,
além disso, ﬁzN = V4N — SZ, para todo Z tangente a M™. Porém, N é unitario, logo
(%ZN, N) = 0. Ou seja,%zN nao possui componente normal, deste modo VN = 0.
Entao,
R(X,Y)N = Vy(ViN —SX) = Vx(VEN — SY) + Vix N — S[X, Y]
= Vy(=8X) - Vx(—=SY) - S[X,Y]
= —Vy(SX)+ Vx(SY) — S[X,Y]
— Vx(SY) = Vy(5X) - S[X,Y].
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1.3. Imersoes Isométricas em S™ x R e H" x R

Observe que Vx(SY) — Vx(SY) = ¢N, com ¢ = (Vx(SY), N) dai,
Vx(8Y) = Vx(SY) + (Vx(SY), N)N.
Entao,
Vx(SY) = Vy(SX) = Vx(SY) — Vy(SX) + (Vx(SY) — Vy(SX), N)N.
Como

(Vx(SY) = Vy(SX),N) = (Vx(SY),N) - (Vy(SX),N)
— X(SY,N)—(SY,VxN) —Y(SX N)
—(SX,VyN)
= 0—(SY,VyN)—0+ (SX,VyN)
= —(8Y,—5X) + (SX,—SY)

= 0,
segue-se que Vx(SY) — Vy(SX) = Vx(SY) — Vy(SX), e portanto
R(X,Y)N = Vx(SY) — Vy(SX) — S[X,Y].
Por outro lado,

R(X, Y)N = Rl (XQn(£)7 YQn(a))NQn(E)

= e({(Xqne), None) Yon(e) — (You(e) Non(e)) Xqn(e))-

Note que,
(Xgn(e), None)) = (X = (X,0042)0n42, N = (N, 0p42) O y2))
= (X, N) = (X, 0n42) (N, Oni2) — (X, Ony2) (N, Ony2)
(X, Ons2) (N, Opy2)
= (X, N) = (X, 0n42) (N, Ons2)
= —(X,0p42)(N, On12).
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1.3. Imersoes Isométricas em S™ x R e H" x R

Analogamente, (Ygn(e), Non(e)) = —(Y, Ont2) (NN, On12). Entéo,

R(X,Y)N = £
[(

(X, 0n12) (N, On2)) (Y = (Y, Ony2) On )
<Ya 8n+2> <N7 8n+2>)(X - <X7 an+2>8n+2)}
{

(_
= &= X’ an+2><N7 an+2>Y + <X7 an+2><N= an+2><yv an+2>an+2)
<_<Yv an+2> <N7 an+2>‘X + <Y> an+2> <N> an+2> <X7 an+2>8n+2)]
= €[<Y’ an+2> <N> an+2>)( - <X7 an+2> <N7 an+2>Y]'

Sendo 0,,,0 =T + cos 0N, segue-se que

R(X,Y)N = e[(V,T +cosON)(N,T + cosON)X
—(X,T + cos ONY(N, T + cos ON)Y]
= e[V, T)cosO(N,N)X — (X, T) cos O(N, N)Y]
= ccosO[(Y,T)X — (X, T)Y].

Portanto a equacao de Codazzi é dada por
Vx(SY) = Vy(SX)—S[X, Y] =ccos (Y, T)X — (X, T)Y]. (1.3)

Observacao 1.17. 0,2 ¢ paralelo em Q" () x R. De fato, dado X tangente a Q"(¢) x R
podemos escrever X = Xon(yn + (X, Ony2)Onqa, dai

VXan+2 - vXQn(E) an+2 + <X7 an+2>vﬁn+28n+2-
Denotando por V! e V2 as conexoes de Q"(¢) e R respectivamente temos que

VxOuz = (V04 Vidnia) + (X, 0012) (V30 + V3, ., 0n2)
= <X7 an+2>vgn+2 8n+2
= 0.

Sendo 0,49 paralelo em Q"(g) x R temos que

VixOnss = VxT + VxlcosON]

0 = VxT + X[cosO]N + cos OV x N.
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1.4. Distribuicoes e Variedades Integrais

Observe que VxT = VxT + ¢N, dai ¢ = (VxT,N). Por outro lado, (T, N) = 0,
sendo assim (VxT, N) + (T, VxN) = 0. Deste modo,

(VxT,N) = (T,—VxN)
= (T,—(VxN — SX))
= (T,—VxN + SX))
= (T,5X).
Ou seja, ¢ = (T, SX).
Como %XN nao possui componente normal, temos %XN = —S5X. Portanto,

0 = VxT+(T,SX)N + X[cos0]N — cos S X
= (VxT —cos0SX)+ ((T,SX) + X[cos0]) N

Onde (VxT — cos0SX) é a parte tangente e ((T,SX) + X|[cosf]) é a parte normal.

Com isso obtemos

VxT = cos(0)SX e Xcosf] = —(SX,T) = —(X,ST) (1.4)

1.4 Distribuicoes e Variedades Integrais

A seguir sao apresentados definicoes e resultados que serao fundamentais para demons-
tracdo do Teorema 2.5. Os resultados e defini¢oes desta se¢io sdo baseados em [2], [10],

[17] e [18].

Definicao 1.18. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Uma distribuicao D" sobre M™,

r < n, € uma aplicacao que associa a cada ponto p € M"™ um subespago r-dimensional

D" (p) de T,M".

Definicdo 1.19. Seja M" uma variedade diferencidvel. Dizemos que M C M™ é uma
variedade integral da distribuicao D" sobre M" se TPM é um subespaco de D' (p), para
cada p € M. Dizemos que D" € completamente integrdavel se para cada p € M™ existe

uma variedade integral M de D" tal que de T,M = D" (p).

Definicao 1.20. Uma distribuicao D" € dita involutiva se, para todo par X,Y € D',
tem-se que [X,Y] € D".
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1.4. Distribuicoes e Variedades Integrais

Definicao 1.21. Seja D" uma distribuicao completamente integrdvel sobre M™. FEntdo
a colecao das variedades integrais de D" ¢ dita uma folheacdo de M™. Uma variedade

wntegral mazimal e conexa de D" é chamada uma folha da folheacao.

Teorema 1.22 (Frobenius). Uma distribui¢ao é completamente integravel se, somente,

se ¢ involutiva.

Lema 1.23. Seja o : [—6,0] — R™ uma curva imersa, e para cada s seja A(s) C Tos)R™
um subespaco j-dimensional de T, R™ com o'(s) € A(s). Suponha que todos A(s)
sejam paralelos. Entdo o € uma curva em algum plano j-dimensional PP C R™, e PJ ¢

justamente exp(A(s)) para qualquer s.

Considere uma curva « : [—9, ] — M em uma variedade Riemanniana M, e suponha
que para cada s temos um subespago j-dimensional A(s) C T, M, entdo A é uma
distribui¢ao ao longo de a. Seja 7, : T—syM — T,y M o transporte paralelo ao

longo de « partindo de a(—¢) até a(s). Dizemos que A é paralelo ao longo de « se

7:(A(=9)) = A(s) para todo s.

Lema 1.24. Seja o : [6,6] — M uma curva em uma variedade Riemanniana M, e
seja D" uma distribui¢ao r-dimensional ao longo de . Suponha que DV (s)/ds pertence

a D" para qualquer campo de vetores V. em D". Entao D" € paralelo ao longo de a.
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Capitulo 2

Hipersuperficies de Rotacao em S" x R

e H" x R

Neste capitulo iremos definir uma Hipersuperficie de Rotacao M™ em S™ xR e H" x R.
Mostraremos como parametriza-la a partir de seus paralelos, que por sua vez dependem
do plano de rotagao escolhido. Veremos que, para hipersuperficies de rotacao em S™ x R e
H" x R, os eixos de rotacio serdo definidos como planos bidimensionais em E"*2 ou L2,
O plano de rotagao das hipersuperficies de rotacao ird se enquadrar em uma das trés
categorias: Riemanniano, Lorentziano ou degenerado. Dizemos que o plano de rotacao é
Lorentziano se a métrica do espago ambiente restrita ao plano de rotagao é uma métrica
Lorentziana, analogamente se a restricao da métrica ao plano de rotacao é uma métrica
Riemanniana dizemos que o plano de rotacao é Riemanniano, se a restricao for uma forma
quadratica degenerada, ou seja, se existe um vetor u no plano tal que (u,v) = 0 para todo
vetor v do plano, dizemos que o plano de rotagao é degenerado.

Veremos que para planos de rotacao Riemanniano os paralelos serao esferas, para
planos de rotacao Lorentziano os paralelos serao espacos hiperbolicos e para planos de
rotagao degenerado os paralelos serao paraboldides. Por fim, mostraremos um critério
para verificar se uma hipersuperficie em S™ x R e H” x R é de rotacgao.

Antes de apresentar a definicao de hipersuperficies de rotacdo em S” x R e H" x R,
vamos relembrar brevemente as hipersuperficies nas formas espaciais.

Em R?, considere uma curva regular plana 8(s) = (f(s),0,g(s)) com f > 0 contida

no plano zz. A fim de se obter uma parametrizacdo ¥ para a superficie de rotacao €2
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gerada por 3 em torno do eixo z, basta aplicar uma isometria de R? que fixa o eixo z, em

coordenadas, escrevemos

cos(f) —sen(d) 0 f(s)
U(0,s)=| sen(d) cos(d) O 0 | =(f(s)cos(f), f(s)sen(h), g(s)).
0 0 1 g(s)

Um paralelo da superficie 2 que passa pelo ponto 8(sg) = (f(s0),0, g(s0)) ¢ dado por

‘IJSO (9) = \If(@, 30) = (f(SO) COS(0)> f(30> Sen(9)>g(30)>7

ou seja ¢ uma circunferéncia de centro (0,0, g(sg)) e raio f(sg). Observe que, se P%(sq) ¢
um plano afim paralelo a xy e que passa por (3(sg), a intersecao P?(sp) N ¢ exatamente
o paralelo W (#). Este fato serd usado como motiva¢ao para o método que sera aplicado
neste capitulo com a finalidade de obter parametrizacoes dos paralelos e conseqiiente-
mente, uma parametrizacao para hipersuperficie de rotacao. Antes de prosseguir vamos
definir acao em uma variedade diferenciavel.

Dizemos que um grupo G age em uma variedade diferenciavel M se existe uma apli-

cacdo ¥ : G x M — M tal que:

(i) Para cada g € G, a aplicagao ¢, : M — M dada por ¥,(p) = ¥ (g,p), p € M é um

difeomorfismo e 1, = identidade.

(ii) Se g1, 92 € G, entdo g, 4, = g, 0 y,.

A orbita de um elemento p € M por 1 é a classe de equivaléncia de p com respeito a
relacao de equivaléncia ~ determinada por p ~ ¢ se, 0, se existe g € G tal que ¢,(p) = ¢,
ou seja, O(p) = {qg € M | ¢ ~ p}.

Veremos agora como uma hipersuperficie de rotagdo em H"™!, visto no modelo do
hiperboloide, foi definida em [4]. Para tal, iremos denotar por P*¥ um subespaco k-
dimensional de L™ passando pela origem e por O(P?) o conjunto das isometrias de L"2

com determinante positivo e que deixam P? fixo.

Definicao 2.1. Escolha P? ¢ P3 D P? tal que PP NH" £ 0. Seja C uma curva regqular
em PPNH" = H? que ndo intercepta P?. A orbita de C sob a agio de O(P?) é chamada
hipersuperficie de rotagio M™ C H" ™ gerada por C em torno de P%. Se o € O(P?), a
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curva o(C) é um meridiano de M™ e a drbita de um ponto de C sob O(P?) é um paralelo

de M™.

Trocando H" por S"™ e L."*2 por E"*2 na definicdo acima obtém-se a definicao para
hipersuperficies de rotacio em S**!,

Uma hipersuperficie de rotacao M™ C R"*! gerada por uma curva C' em torno de
um eixo r que nao intercepta C' é obtida tomando-se a 6rbita de C' sob as isometrias de
R™*! que deixam r fixado. Nos espacos S"! e H"*! o equivalente a eixo de rotacdo sao
os grandes circulos e as hipérboles respectivamente, que sao obtidos através da intersecao
destas variedades com planos que passam pela origem. Sabemos que as isometrias de
Sttt C Ent2 e H*H € "2 s3o as isometrias do respectivo espaco ambiente que deixam
S**l e H™*! invariantes, entdo para que tais isometrias deixem fixados grandes circulos
e hipérboles, devemos considerar isometrias do espaco ambiente que mantenha um plano
fixado. Por esta razao, na definicao acima, um plano de rotacao foi introduzido para
cumprir o papel de eixo, isto é, o conjunto que é fixado pelas rotagoes.

Para uma hipersuperficie de rotagao M"™ C R™™, considerando R"™! = {(x1, ..., 7,42) €
R"™2 | 2,45 = 0} e tomando P? = r @ 9,12 podemos ver que M™ satisfaz a Definigao 2.1
com R"™! no lugar de H"*!,

Em [8], parte-se deste contexto para descrever as hipersuperficies de rotagdo em S” x R
e H* x R. E o que veremos a seguir.

Considere um espaco 3-dimensional P? de E"*2, respectivamente L""2, contendo o
eixo T,42. Seja P? um subespaco 2-dimensional de P3 que também contém o eixo .
Note que (Q"(g) x R) N P? = Q'(¢) x R. Denote por Z o grupo de isometrias de E"*2,

respectivamente L""2, que deixam Q"(g) x R invariante e mantém P? fixo ponto a ponto.

Defini¢ao 2.2. Seja a uma curva em Q'(e) x R que ndo intercepta P?. Agora considere

a acao de T sobre Q"(e) x R,

VI x(Q"e)xR)— Q"(e) xR

(®,p) — ®(p).
A drbita de um ponto p € Q"(g) X R pela agao ¢ € definida por
O(p) ={q€ Q"(e) xR | q¢=P(p) para alguma isometria ® € T}.
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2.1. Hipersuperficie de Rotag¢ao em S™ x R

O conjunto M" = U;O(a(s)) é chamado Hipersuperficie de Rotacdo gerada por o em
torno de P?. Se ® € T, a curva ®(a) é um meridiano de M™ e a érbita O(a(s)) do ponto

a(s) € um paralelo de M™.

Daqui por diante iremos considerar P? gerado por 0y, 0,11, Op42. Para cada possibili-
dade de P? e de Q"(¢), vamos encontrar parametrizagoes para as respectivas hipersuper-
ficies de rotacao. Como consequéncia, encontraremos um campo normal unitario N sobre
M™, o operador forma S e as curvaturas principais. Para um espaco k-dimensional P*

vamos fixar a notagdo P* = [vy,...,v;] para indicar que P* ¢ gerado por vy, ..., vg.

2.1 Hipersuperficie de Rotacao em S" x R

Neste caso estamos considerando Q"(g) = S™ e P? = [0y, Op12). Seja a(s) = (z1(s), 0,
o3 0,241(8), Tpy2(s)) uma curva em (S" x R) N P? = S! x R que nao intercepta P2.
Num primeiro momento vamos assumir que « nao seja uma reta vertical. Em particular
a & uma curva em S™ X R, entao z1(s)* + ,41(5)? = 1. Nestas condigdes a pode ser

parametrizada por

a(s) = (cos(s),0,...,0,sen(s),a(s)),

para alguma func¢ao a de modo que « esta definida em um intervalo no qual sen(s) nunca
se anula.

Para um dado sg, vamos determinar a érbita O(a(sg)) do ponto «(sg). Seja P"(sg)
um n-plano afim passando por (cos(sp),0,...,0,a(sg)) e paralelo a P™* = [0y, ..., Opt1].

Denote por U(sp) a intersecao P"(so) N (S™ x R).

Dado um ponto ¢ = (cos(sg), wy, . .., wn, a(so)) de U(sg) temos que,
cos’(sp) +wi+...+wl = 1
w4 ... +wl = 1—cos?(so)
w? + ... +w: = sen’(sp).
Dai,

(:()) Tt (Z]m) -t

gO(tl, e ,tn_1> = ((pl<t1, Ce ,tn_1>, ey gOn(tl, . 7tn—1))

Seja
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2.1. Hipersuperficie de Rotag¢ao em S™ x R

uma parametrizacao ortogonal da esfera unitaria "~ C E". Isto &,

(o, Q)mn = @1+ ...+ 92 =1,

<890 390> _ 0p1 01 P, Oy, se 17,

ot ot; or, ot, o ar, H iz

No que se segue, vamos usar o simbolo ( | ) para denotar também o produto

( , )Er como sdo, essencialmente, os mesmos produtos nao havera risco de confusao.

Fazendo ¢; = segue-se que w; = sen(sg)y;. Com isso concluimos que os pontos

w;
sen(sg)
de U(sp) sao da forma

(cos(sg), sen(sg)@1, - - -, sen(so)n, a(so)).

Ou seja, U(sp) é uma esfera em E" C E"*2 de raio | sen(sg)] e centro (cos(sp),0,...,0,a(sp)).
Note que O(a(so)) C U(sg). De fato, uma vez que P? = [0;,0,.2] ¢ mantido fixo
por cada isometria ® € Z, as coordenadas cos(sg) e a(sg) de a(sp) serdo mantidas por
®, e consequentemente ®(«(sg)) esta contido no n-plano afim P"(sq) . Por outro lado, ®
mantém S™ x R invariante, dessa forma ®(a(sg)) pertence a S” x R.
Agora mostraremos que O(a(sp)) D U(sp), para tal basta mostrarmos que existe uma

isometria ® € 7 tal que

D(a(sg)) = (cos(sg),sen(so)e, - - -, sen(so)en, a(so)).
Uma expressao para ¢ ¢ dada explicitamente por:
©1 = cos(ty),

vy = sen(ty)cos(tz),

w3 = sen(ty)sen(ty)cos(ts),

On_1 = sen(ty)...sen(t,_o)cos(t,_1),

©n = sen(ty)...sen(t,_o)sen(t,_1).

Observacao 2.3. Uma demonstracao de que a parametrizacdo acima € de fato ortogonal

pode ser encontrada no Apéndice, Lema 3.11.
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2.1. Hipersuperficie de Rotag¢ao em S™ x R

Vamos construir a isometria ® como acima da seguinte forma, para cada i € {2,...,n},

considere a aplicacao ®, : E"t? — E"*2 dada pela matriz

onde 7 representa a posicao da diagonal na qual A; se localiza e

A — cos(t;_1) —sen(t;_1)
sen(t;—1)  cos(ti—1)

Afirmacao: ®; € 7 para cada i € {2,...,n}.

Claramente cada ®; mantém P? = [0y, 0,,»] fixo. Sem perda de generalidade, consi-

dere i = 2. Dado = = (z1,...,%p42) € E"™ temos que
1 T I
A, T T9 cos(t) — xzsen(ty)
1 T3 xosen(ty) + w3 cos(t)
X4 Ty
1
1 Tnt2 Tn42

Observe que

(29 cos(ty) — wgsen(ty))? + (wasen(ty) + x5 cos(ty))? =
(w9 cos(t1))? — 2wow3 cos(ty) sen(ty) + (z3sen(t;))?

+ (zosen(ty))? + 2womws3 cos(ty) sen(ty) + (w3 cos(t1))?
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2.1. Hipersuperficie de Rotag¢ao em S™ x R

2

= a5cos?(ty) + x2sen?(t;) + x5 sen’(t;) + w3 cos®(t1)

2

= 25(cos?(t1) +sen®(t)) + z3(sen®(t;) + cos?(t1))

2,2
= x3;+x3.

Segue dai que ®5 ¢ uma isometria que mantém S™ X R invariante. E com isso demons-

tramos a afirmacao.

Para concluir a construcdo da isometria ® considere a aplicacao v : E"? —3 EnF2,

que troca as coordenadas 0y e 0,11, dada pela matriz

o O =

0
0

o o O

1
0

o = O O

0

)

o O = O

0
0

0
1

Podemos notar que v também pertence a Z. A partir dai, temos

v(a(sg)) = (cos(sp),sen(sg)0,...,0,a(so)),

cos(so)

sen(sp)

a(so)

34
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2.1. Hipersuperficie de Rotag¢ao em S™ x R

D30 Py(v(a(so))) =

cos(so)
cos(so)
1 sen(sg) cos(t1)
sen(sg) cos(tq)
1 sen(sg) sen(ty) cos(ts)
sen(sg) sen(ty)
As B sen(sg) sen(ty) sen(tz)
0 =
0
1
0
1 (50) 0
a(so)

Prosseguindo dessa maneira, chegamos em ®,, 0 ... 0 ®y(v(a(sy))) =

cos(sg)
1 sen(sg) cos(ty) sen((z()))ga

1 sen(sg) sen(ty) cos(ts) sen(so)g;

sen(sg) sen(t) sen(ty) cos(ts) _
! sen(so)
A, sen(sg) sen(ty) ...sen(t, ) Ve
sen(So)@n
1 0 a(s0)

a(sp)

Com isso acabamos de encontrar a isometria ® € 7 desejada, que por sua vez é dada
por d=®0,0...0P,0w.
Portanto,
O(a(so)) = U(so).
Uma parametrizacao para a hipersuperficie de rotacao M"™ gerada por a em torno
de P? = [0y, 0,42] pode ser obtida tomando uma parametrizagao do paralelo O(a(sg)) e

fazendo sy variar ao longo de a. Sendo assim, uma parametrizacao para M" é dada por

f(s,ty, ... tu_1) = (cos(s),sen(s)@1(t1, ... tu1),...,sen(s)@n(t1, ..., th_1),a(s)).

Estamos em condicoes de encontrar o vetor normal. Da parametrizacao obtida, temos

% = (—sen(s), cos(s)e1, . . ., cos(s)pn, d'(s)),

of _ 91 Ipn
P (0,sen(s) ot ,. .. sen(s) o, ,O).
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2.1. Hipersuperficie de Rotag¢ao em S™ x R

O normal unitario sobre S" x R em a(s) é dado por

£ = (cos(s),sen(s)e1, .. .,sen(s)py,0).

Como ¢ é uma parametrizacao ortogonal temos

Op 9o\ _ 5
ot;” Ot; Y
of , of

o que implica em I © g serem ortogonais.
i j

a_(p 2

ot;

)

Agora vamos determinar o campo normal unitario N sobre M™, como subvariedade

de S™ x R, que por sua vez ¢ tangente a S™ x R.

af of

Sabemos que 95’ o6 sao tangentes a M" e que £ é normal a S™ x R. Nestas condicoes,
1

af

como N é normal a M™ e tangente a S” x R concluimos que N é ortogonal a %, 95 £

(nZY - (v EY v -0

Considere N um campo ortogonal a %, %, &, Observe que <g0, %p> = 0, pois

Isto é,

0, ) = 1. Sendo assim, a fim de que ( N, Of \ _ 0, basta que se tenha
ot;

N = (117}1%01, R 7h§0n7xn+2)7

para alguma funcao h. De fato,

dp,

n—— +0
g T

— Of\ D1
<N’8_ti> = 0+ hsen(s)y; o, + ...+ hsen(s)
= hsen(s)(p. 55)

Nestas condigoes temos,

_ /w9
o - (3.2)

= —xysen(s) + hcos(s)p1p1 + . .. + hcos(s)pnpn + Tniod (s)
= —xysen(s) + hcos(s)(p, @) + Tpi0d'(s)

= —xysen(s) + hcos(s) + z,42d'(5) (2.1)
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0 = (N.§
— —xycos(s) + hsen(s)pi1p1 + ... + hsen(s)onen + 0
= —x1cos(s) + hsen(s)(p, @) + 0)
= —xycos(s) + hsen(s) (2.2)

—1x1 cos(s)

, substituindo em
sen(s)

Como que sen(s) nunca se anula, segue de (2.2) que h =

(2.1) obtemos x; = x,42d'(s) sen(s).

Logo
h = —x,12d'(s) cos(s).
Deste modo, podemos escrever
N = (2,420 (5) sen(s), —xp42a’(s) cos(s)p1, . . ., —Tpiaa'(s) coS(8)Pn, Tniz).

Agora resta normalizar N, temos que

(N,N) =

Logo, |N| = |2,12|1/(d/(s))? + 1 e portanto

N +1
— = ———(—d(s) sen(s),d'(s) cos(s)p1, . ..,d (s) cos(s)pn, —1).
NI Vi(@(9) +1
Com isso concluimos que, a menos de sinal,
1
N = ———(—d(s)sen(s),d (s) cos(s)p1,...,d(s) cos(s)on, —1).

(a'(s))* +1
Finalmente, podemos determinar o operador forma S. Primeiro mostraremos que

{%7 875{’“.7%} diagonaliza S.
Seja p = f(s,t1,...,t,_1) €

a1 a2 ... QAin

21 Q22 ... Q2qp
S =

Ap1 Qp2 ... QApp
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2.1. Hipersuperficie de Rotag¢ao em S™ x R

a representacao de S na base {%, %]i, ceey %} Entao,

S: T,M™ —s T,M"

n n
v|—>Sv:(E a,vj, ..., E An;05)
i=1

j=1

onde v; é a j-ésima coordenada de v na base {%, %{, cee %} Observe que,
ay; a2 ... QAain 1
af | G2 ax ... a 0 of af of
S%_ : Do : : _aH@ +a218t1 + +an18tn 1
Ap1 Gpo ... Gpp 0
e para 2 < r < n temos
0
a1 a1 ... Qip 0
af ag Gge ... Qop 0f (9f af
S = = Qir r Qpyr .
ot ) L ) 1, A1r - D5 + aor 7 8t1 .ta (915”,1
0
an1 QAp2 ... Qnpp
0
Dali,
< of of af af>
a1 = S_a_ ) )
Js’ Os
of of - .
7 = a ) 2 S S ;
it <S s’ Ot ><at, : 8tz_> r=n
of of .
;o= 2< 9 < n:
47 < ot,_, as><as as> o S=d=

af af 8f af -1 N
b 2< < n.
Qi <Satj1’ 3151;1 ><8ti1’ ati,1 , <i,j<n

Dados X, Y tangentes a M"™ temos que

(SX,Y) = (=(VxN)",Y) = —(VxN,Y).
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2.1. Hipersuperficie de Rotag¢ao em S™ x R

Por outro lado, (Y, N) = 0, logo <€XY, N) + (Y, %XN> = 0, ou seja, (6XY, N) =
—(VxN,Y). Por (1.1), segue-se que

(SX,Y) = (VyY,N)
= (DxY 4 &(Xqn(e), Yor(9))& N)
= (DxY,N) +e(Xone), Yor(e) (€, N)
— (DyY, N).
Logo, ,
(Sanan, ) = (P ) = (o)

2
Omeﬁ&::mwmﬁ%%w,%%ﬁ»Emm,
Of Of\ _ 1 0?0,
<%U%>_'Gm@@m@f”ﬁmW%N
s) cos(s)sen(s) / 0?
- o) ()< Sp,so>, (2.3)
(a'(s))? +1 ot; 0t
of of\ _ dp1 0on
<Satl7 88> - <COS<S)<O7 8tz "”,a_ti’0>’N
a'(s)cos®(s) /0O
_ __i)___ﬁl_<_£’¢>_ 04
(a'(s))?+1 ot;

Uma vez que (g, %) = 0 temos de (2.4),

of of of of\
<Sat a> <5$7a_ti>‘0'

Além disso, como ¢ é ortogonal, temos
9%y dp Dy
0 =
<at,;atj’“0> * <8t ot >
0y
onot;C )

of of\ _
<Sati’ atj> =0
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e portanto a;; = 0 para ¢, j distintos. Ou seja, {%, atj; e %} diagonaliza S como
e

queriamos.

Vamos agora ao célculo dos autovalores. Lembre-se que (i, %‘Q> = 0, entao
J
9% dp 9
0= — A
<(’0’ ot > + <atj’ atj>’
Fo \__[00 00
ot? RARRCTRE A
Para 2 <1 < n temos,

5 of of of \ !
i1 3tz 1 Oti—y Ot;q
dp 9o \\

2
<3t12 p >(sen (S)<ati1’ 3ti1>)
3 01 0%y 9 dp Oy !
o, —— ), N
<Sen ot ’atf_l)’ ><Sen (s) Oti 1’ Oti4
a'(

- e () (o )

- = <) S?n;) a0 e >

—a'(s) cos(s)
sen(s)y/(a'(s))? + 1
—a'(s) cot(s) '

@)+ 1

o que implica

af of\ /of of\ "
w = (555 (5 50)

— <a—SJ;,N>(sen2( ) + cos®(s){p, @) + (a'(s))*) !

= (= eoss) = sen(shpas .. —sen(ehion, ()N Y1+ ()

— (L+ (@(s)") a'(s)) cos(s)sen(s) — a'(s) cos(s)sen(s —d'(s

m((()) (s)sen(s) — a'(s) cos(s) sen(s)(p, p) — a"(s))
! '(5)) cos(s)sen(s) — a’(s)cos(s)sen(s) —a”(s

= ((a,(s))2+1)3/2((a()) (s)sen(s) — a'(s) cos(s) sen(s) (s))

_a//(s)

((a'(s)? +1)**
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2.1. Hipersuperficie de Rotag¢ao em S™ x R

Como o valor de a;, com 2 < ¢ < n, nao depende do indice 4, iremos denotar por ,

denotaremos aq; por A. Assim, concluimos que

com curvaturas principais

_a//<5) e = _a/(s) COt(S) |
((a/(s))Z + 1)3/2 ((0/(8))2 + 1)1/2

A\ =
Agora considere o caso em que « é uma reta vertical, isto é,
a(s) = (cos(c),0,...,0,sen(c), s),

onde ¢ é uma constante. Lembre-se que a nao intercepta P2, portanto sen(c) nunca se

anula. Uma parametrizacao para a hipersuperficie M" gerada por a é dada por

f(s,t1, ... tu_1) = (cos(c),sen(c)pr, . .., sen(c)py, s).

Os calculos que seguem sao completamente analogos aos que fizemos anteriormente.

Primeiramente temos que

of

5o =(0,0,...,0,1),

aof _ 1 dpn
pr (0,sen(c) o ,...,sen(c)a—ti,()),

¢ = (cos(c),sen(c)py, . .., sen(c)py, 0).

Seja N um campo sobre M™ ortogonl a %, %, &. A fim de que se tenha <N, %> =0

basta tomar N = (21, h1, . .., hon, Tniz), para alguma funcio h. De fato,
< Of\ _ ! I
<N, a—tz> = 0+ hsen(c)p; o1, + ...+ hsen(s)p, o, +0
Dy
-} i
sen(c) (e, ati>
= 0,
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2.1. Hipersuperficie de Rotag¢ao em S™ x R

Dessa forma, 0 = <N, %> = Tpio €

0 = (N.g)
= —xycos(c)+ hsen(c)prpr + ...+ hsen(c)p,p, + 0
= —xjcos(c)+ hsen(c)(yp, )
= —x;cos(c)+ hsen(c),

implicando em h = 71008(¢) _ x1 cot(c). Portanto,
sen(c)

N = (z1, 1 cot(c)pr, . .., x1 cot(c)py, 0)
(N,N) = z?+2icot?(c)p? + ...+ 2% cot?(c)p? + 0

)
= i +aj cot’(c){p, ¥)
= 23 + 27 cot?(c

= 27(1 + cot?(c))

= 27csc’(c)

- (i)
|1

Logo ||N|| = Tsen(c)] e portanto

N o+l
IIN||  [|sen(c

I (1, cot(c)ep, . . .cot(c)en, 0).

Com isso concluimos que, a menos de sinal, o normal unitario N sobre M™ em «a(s) é

dado por
1
N = i (eot(e)gr, - cot(@)a; 0).
Note que
>’f &1 0*pn 0f
ot;0t; = sen(c) <O7 otot;” 7 ototy” 0) ‘ Oti0s 0:--.0)
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Entao,

of of\ | &f
<Sa_tz" a_fy> - <3tz’atj’N>

1 & pn
= <sen(c) (0, o, Bt

- o X ara )

of of
<Sat17 0s >
Ou seja, S é da forma

ann

Dai,

ai

43
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

- [g0f Of of  of \!
G = N\t ot/ \ot, 1 ot
P op 9o \\
a <3tf_1’N>(Sen € )<8t, 1Ot 1>)
/. Po 8 901 dp 9o \\
= <sen( )(0, 875 .. ), ><sen <8tz A
sen(c) cot(c) 82 con? -
sen(c) o2 1’SO atz 1 atz 1

_ dp  Jyp _ dp 0o \
= —eot(e) Ot 1’ Otiq sen”(c) Ot 1’ Ot;q

cot(c) _
= ——~, 2<i<n
sen”(c)

Portanto, as curvaturas principais sao dadas por

cot(c) .
sen’(c)

A=0 e p=-—

2.2 Hipersuperficie de Rotacao em H" x R

Nesta secao iremos descrever as hipersuperficies de rotacao em H"” x R. Como a métrica
em "2 é Lorentziana, dividiremos o estudo nos casos em que o plano de rotacio P? é

Lorentziano, Riemanniano e degenerado.

2.2.1 Plano de rotacao Lorentziano

Vamos considerar P? gerado por 9, 0,,2 e assim como fizemos anteriormente, pri-
meiro vamos assumir que a curva geratriz o ndo seja uma reta vertical. Seja a(s) =
(21(5),0,...,0,2,11(8), Tpya(s)) em (H* x R) N P? = H! x R, uma curva que que nao
intercepta P?.

Como « esta contida em H" x R devemos ter —z3(s) + 22, ,(s) = —1. Sendo assim,

podemos parametrizar «(s) por
a(s) = (cosh(s),0,...,0,senh(s),a(s)),

para alguma fun¢do a de modo que senh(s) nunca se anula.
Agora vamos determinar a o6rbita O(a(sg)) do ponto a(sp) para um dado sg. Ire-

mos utilizar o mesmo procedimento adotado na se¢ao 2.1. Seja P"(sp) um n-plano
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

afim passando por (cosh(sg),0,...,0,a(so)), paralelo a P" = [0y,...,0,11] € U(so) =
P™(so) NH™ x R.
Como P™(sg) é Riemanniano, de maneira completamente analoga a que fizemos ante-

riormente, concluimos que os pontos de U(sy) sao da forma

(cosh(sp), senh(sg)p1, . .., senh(sg)en, a(so)),
onde
§0<t1, e 7tn71> = (@1<t1, e 7tn71>7 ey gon(tb . ,tnfl))

¢ uma parametrizacdo ortogonal da esfera unitaria S*~! C E", pois P" ¢ Riemanniano.
Logo, U(sg) ¢ uma esfera em " C "2 de centro (cosh(sy),0, . ..,0,a(sg)) e raio senh(sy).

Utilizando-se dos mesmos céalculos da secao 2.1, obtemos que
O(a(so)) = U(so).

A fim de obter uma parametrizacao da hipersuperficie de rotacao M™, gerada por «

em torno de P? = [0y, D,42|, basta variar sy ao longo de o na parametrizagiao do paralelo
O(a(sp)).

Entao uma parametrizacao para a hipersuperficie M™ ¢ dada por

f(s,t1,. .., ta_1) = (cosh(s),senh(s)p1(t1, ... tn1),...,sen(s)on(ty, ..., th1),a(s)).

Sendo assim, temos

g—i = (senh(s), cosh(s)p1, ..., cosh(s)p,, d'(s)),
of _ 91 9%n
P (O,senh(s) ot ,-..,senh(s) o, ,0),

¢ = (cosh(s),senh(s)pq,...,sen(s)py,0).

Seja N um campo sobre M™ ortogonal a g—{;, %, ¢ De <N, g—{> = 0 concluimos que

N ¢ da forma N = (x1,7¢1,...,7Pn, Tny2), para alguma funcio v. Entdo,

_ (%9
oo (320

= —xysenh(s) + v cosh(s){p, p) + Tp0d'(s)

= —xsenh(s) + ycosh(s) + xp20'(5)
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

= —ux; cosh(s) + ysenh(s)(p, ) + 0

= —uxy cosh(s) + ysenh(s).

Como senh(s) nao se anula, segue que v = %ﬁgf). Substituindo o valor de v na
equacao anterior obtemos
0 = —xzysenh(s)+ vycosh(s) + z,102d'(s)
x1 cosh(s)

= —xpsenh(s) + cosh(s) + x,.0a'(s)

senh(s)

. (ﬁj(f; - senh<s>) + ()

cosh?(s) — senh(s)?

— /
- N senh(s) + Tni20/(s)
_ 1 /
= sonh(s) + zp00'(8).
Portanto, 7 = —x,0d/(s)senh(s) e v = —x,,2d'(s)cosh(s). A partir dai, podemos
escrever
N = (—2p420/(s) senh(s), —x,420'(s) cosh(s) @y, . .., —Tpi20/(5) cosh(s)n, Tniz).

Agora vamos normalizar V.

(N,N) = —(zn420/(5))"senh(s)” + (wn420'(s5))* cosh(s)*(, 0) + 275
= (Tn420'(s))*(cosh(s)” — senh(s)?) + a7,

= 7,5(d'(5)) + 774

(

= a5 ,(1+ (d(s))?)

Logo, [[N]] = [27.o[v/1 4 (a/())? e
N +1
IV 1+ (@(5)?

(a'(s) senh(s),a’(s) cosh(s)1, ..., ad (s)cosh(s)p,, —1).

Segue dai que, a menos de sinal, o vetor normal unitario N sobre M" em «(s) é dado

por

N = —————(d(s)senh(s), d'(s) cosh(s)y,...,d (s)cosh(s)y,, —1).
1+(a/<8))2( (s) senh(s), a'(s) cosh(s)p (s) cosh(s)en, —1)
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O calculo do operador forma S serd efetuado de maneira completamente analoga a
que fizemos anteriormente. Veja que

O f

ds”

*f 901 Don
505 (0, COSh(S)ﬁ_ti’ . ’COSh(S>8_ti’ O),

2 2 2
of (O,Senh(s) O ...,senh(s) O pn 0).

= (cosh(s),senh(s)p1, . ..,senh(s)p,,a”(s)),

oot ot;ot;’ ot;ot;’
Entao,
of of\ _ / Of
<Sati’ atj> B <atiatj’N
82S01 aQQDn
= <senh(s)(0, atiatj,...,m,0>,]\7>
_ d'(s) cosh(s) senh(s)< %o >
Vi @EE  \o
_ (i #3)
of of\ _ / Of
<Sa_t@_> = <c‘)tic‘)s’N
= <C0Sh(8)(0,a—ti7...,a—ti70),N>
_d/(s) cosh(s) cosh(s) <8_g0 >
T @R N0/
=0
Logo,
an
g a22

ann
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A partir dai, temos

o <Saf ) oro)
oV ) senl(s) 4 cosk(s) g ) + (/(9))

(5
= < cosh(s),senh(s)p1, ..., senh(s)p,,a”(s)), N>(1 + (d'(s))*)"
(1+

= (—a’(s) cosh(s) senh(s) 4 a'(s) cosh(s) senh(s)(p, )

= Wepsyprtr

_a//(s)
((a'(s))* +1)%%

5 Of of of \!
i1 8tz 1/ \Oti—1 Oty

&
- <at3 U >(Senh2( )<a§i’£il>>_l
<

0%y 9 dp Oy -1
h(s e N h
- 8tf ot % > (Sen (S)<3tz'1 Ot >)

S 2 ) )

—a'(s)senh(s)cosh(s) / Op Dy L oo Op \
= ( )(a/<8))2)+ 1 ( )<@ti_1’ o > senh (S)<8ti_1’ 8tl~_1>
—a'(s) cosh(s)
senh(s)y/(a’(s))? + 1
—a'(s) coth(s)

- Y 9<i<n.

9

(a'(s))? +1

Sendo assim, as curvaturas principais sao dadas por a;; = A e a; = u, ou

A:

—a’(s) = —a'(s) coth(s)
(@) + (@) + )17

Vejamos agora o caso em que « ¢ uma reta,

a(s) = (cosh(c),0,...,0,senh(c), s),
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

com senh(c) # 0, pois a nao intercepta P? e ¢ ¢ uma constante . Uma parametriza¢ao

para a superficie gerada por « é dada por

f(s,t1,...,tn_1) = (cosh(c),senh(c)py, ..., sen(c)pn, s),

onde o = (p1(t1, ... tu1), .-, @n(t1,. .., t,_1)) é uma parametrizacao ortogonal da esfera

unitaria S*~!. Entao,

af

- = ...,0,1

as (O’ 07 70’ )7

of Jip Dpn
pr (O,Senh(c) ot ,...,senh(c) o, ,O),

¢ = (cosh(c),senh(c)ep, ..., senh(c)p,, 0).

Da mesma forma que fizemos anteriormente, vamos determinar o vetor normal unitario
v af of ~ Of
n n
N em M". Seja N um campo sobre M"™ ortogonal a Js’ Ot & A fim de que (N, ot ) = 0

basta tomar N = (21, h1, . .., hn, Tnis), para alguma funcdo h. Dai,

— 0
O:<N,a_£>:xn+2,

0= (N, &) = —x; cosh(c) + hsenh(c).

x1 cosh(c)

Como senh(c) # 0 teremos h = senh(c) entao
— x1 cosh(c) x1 cosh(c)
N = Pl P, 0
(xl’ senh(c) LR senh(c) 7
(N,N) = —ai+a]coth’(c){p, )

= 23(—1+ coth®(c))

= z7csch(c)?(c).

Logo,

N 4l
IIN||  [esch(c)|

Portanto, a menos de sinal, concluimos que

(1, coth(c)py, . .., coth(c)py, 0).

1
N = e (0] (1,coth(c)pr, ..., coth(c)py,, 0).
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Temos que
O*f
9= (0,...,0)),
0*f
Ot;0s (0,.-,0),
2 f Por & on
ot,0t, (0 senh(c )615 ot senhie) atjati’o)'
Entao,
or o5\ _ [
ot;” ot ot;0t;’
62(,01 aQQpn
- <senh(c)<0, oL, Bt >,N>
senh(c) coth(c) / 9%p
csch(c) ot;ot;’ 7
of ofr\ _ 0*f N
8251 ’ 0s N 825185 ’
= <<07 ) 0)7 N>
= 0.
Logo,
ann
com
of of

n

9

S

of
827

g
<
o

Y

S

N>

20

of of
>< " Os

<5’f
)

of
0s >

2



2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

o <S of  of >< of af >
K Oti_y Oty [ \Oti_1 Oty
— <%,N> <senh2(c)<a?:01, affl >)_1
o0 22 2 Y o2 22
1
- (2 o) (e %)

_ —senh(c)coth(c) / dp Oy — dp o \
- CSCh(C) (9752-,1’ atz;l senh (S) 8@',1’ 8@-,1

— coth(c)
senh(c) csch(c)
= —coth(c), 2<i<n.

Portanto,

A=0 e p=—coth(c).

2.2.2 Plano de rotacao Riemanniano

Considere P? = [0,,41, On12] € seja a(s) = (x1(5),0,...,0,2,.1(8), Tn12(s)) uma curva
em (H” x R) N P? = H! x R, que nao intercepta P?. Num primeiro momento, vamos
assumir que « nao seja uma reta vertical.

Por ser uma curva em H" x R, vale que —2%(s) 4+ 22 ,(s) = —1. Dai, uma parametri-

zacao natural para a curva geratriz de M" é dada por
a(s) = (cosh(s),0,...,0,senh(s),a(s)),

para alguma funcao a.

Seja P"(sp) um n-plano afim passando por (0,...,0,senh(s), a(sg)), paralelo a P" =
[01,...,0n] e U(sg) = P"(sp) "H" x R, para um dado sg. Neste caso observe que P"(so)
é Lorentziano.

Dado q = (wy, ..., wy,,senh(sp),a(se)) € U(sg) temos que,

—wi 4+ ...+ w2 +senh’(s)) = -1
—wi4 . +w? = —1—senh®(sy)
—w? + ... +w? = —cosh?(sg).
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

_(%)++(%>:_1

<P(t17 s 7tn—1) = (901(1(;17 s 7tn—1>7 s 7S0n(t17 s 7tn—1))

Logo,
Seja

uma parametrizacao ortogonal do espaco hiperbolico H"~! C L. Entao,

(p,phn = =1+ o5+ ...+ 5 =—1.

No que segue, vamos usar ( , ) para denotar o produto ( , )p», pois sdo, essen-
cialmente, o mesmo produto.

Fazendo ¢; = —= ) segue-se que w; = cosh(sp)p;. Concluimos entao que os pontos

cosh(sg
de U(sp) sao da forma

(cosh(sg)ei, - .., cosh(sg)pn, senh(sg), a(so)).

Para toda isometria ® € Z, as coordenadas senh(sp) e a(sg) de a(sp) sdo mantidas por
®. Além disso, P(a(sp)) € H" x R. Logo O(a(sg)) C U(sp). A fim de provar a reciproca,

mostraremos que existe uma isometria ® € Z tal que
O (a(so)) = (cosh(so)er, .. ., cosh(sg)pn, senh(sg), a(so)).
Uma parametrizagao ortogonal para ¢ é dada explicitamente por:

v1 = cosh(ty),
wo = senh(t;) cos(ts),

w3 = senh(t;)sen(tsy) cos(ts, )

Yn—1 = senh(ty)sen(ts)...sen(t,_2)cos(t,_1),

©n = senh(t)sen(ts)...sen(t,_2)sen(t,_1).

Observacao 2.4. A demonstracao de que ¢ € uma parametrizacao ortogonal do espaco

hiperbolico € andloga a demonstracao feita no Lema 3.11 do Apéndice.
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

Para i € {1,...,n — 1}, considere a aplicagao ®; : L"™? — "™ dada pela matriz

1

I

onde ¢ representa a posicao da diagonal na qual A; se localiza,

10 cosh(ty) senh(t)
y Al = e
0 1 senh(ty) cosh(t;)

cos(t;) —sen(t;) .
A, = se 2<i<n-—2
sen(t;)  cos(t;)
Assim como fizemos na prova da Afirmagao feita na secao 2.1, podemos provar que

®, € 7 para todo 1 <17 <n — 1. Entao,

@ (a(s0)) =
cosh(sg) cosh(ty)
Ay coshiso) cosh(sg) senh(t;)
0
1 : 0
1 ! : 0 |
I senh(so) senh(sy)
a(so) a(s0)
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

Dy 0 Dy(a(sg)) =

cosh(sg) cosh(ty)
cosh(sg) cosh(t;)
1 cosh(sg) senh(t;) cos(ts)
cosh(sg) senh(t;)
A,y 0 cosh(sg) senh(t;) sen(tz)
1 _ 0
0
1 h(so) 0
senh(s
I ’ senh(sp)
a(sg)
a(so)

Prosseguindo sucessivamente dessa forma, obtemos ®,_1 0...0 ®y(a(sg)) =
cosh(sg) cosh(ty)

cosh(sg) senh(ty) cos(ts)
cosh(sg) senh(t;) sen(ts) cos(ts)

cosh(sg) senh(tq) sen(ts) . . . sen(t,,)
0

senh(sg)

a(so)

cosh(sg)py
cosh(sg) 2

= cosh(sg)@n_1
cosh(sg)en

senh(sy)

a(so)
Encontrando assim, a isometria ® = ®,,_; o...o ®; desejada. Logo O(a(sp)) D U(sp). E

portanto,
O(a(so)) = U(so).
Uma parametrizacao para M" serd dada por
f(s,t1, ... tn_1) = (cosh(s)pi(t1,. .., tn_1),...,cosh(s)@,(t1,...,t,_1),senh(s),a(s)).
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

Por ¢ ser uma parametrizagao ortogonal, segue-se que
Op 9\ _ &
ot;’ Ot; Y

o
Além disso <§Wﬁg’ <,D> =0, pois (¢, %Z> = 0.

a£ 2

ot;

Entao,

?)_i = (senh(s)p1, . ..,senh(s)p,, cosh(s),d'(s)),

of Dy Ipn
pr <C0Sh(s>8_ti’ . ’COSh(S)E)_tZ-’ 0, 0);

& = (cosh(s)p1, ..., cosh(s)p,,senh(s),0).

of Of

Seja N um campo normal sobre M™ em «(s). Entdo N & ortogonal a s W,f’. De

<N, g—tf> = 0 obtemos N = (Y@1, ..., VYPn, Tni1, Tni2), para alguma funcio v. Dai,

Iy
oo (320

= —vysenh(s)? + Z v senh(s)p; + 241 cosh(s) + z,40a'(s)
k=2

= qsenh(s)(—p] + @5+ ...+ ©2) + Tpy1 cosh(s) + 400/ (5)

= —vsenh(s) + @41 cosh(s) + x4 2a'(s) (2.5)

0 = (N,

= —ycosh(s)p: + Z 7 cosh(s)@; + 41 senh(s) + 0
k=2
= 7ycosh(s){p, ) + 541 senh(s)

= —cosh(s) + x,1 senh(s) (2.6)

De (2.6) obtemos
Ty senh(s)

cosh(s)
substituindo em (2.5) obtemos ,41 = —x,120d/(s)cosh(s) e voltando a equacdo de 7y
obtemos v = —x,,20d/(s) senh(s). Logo,
N = (2,400 (s)senh(s) ey, . .., —Tni2a'(s) senh(s)@,, —, 120/ () cosh(s), T,12),
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

(N.N) = al,,(d(s))*senh®(s)(—¢] + @3 + ...+ ¢5) + x5 5(a/(s))? cosh®(s)
+x721+2
2

= —2515(d/(s))?senh(s) + 7, 5(a'(s))” cosh®(s) + 27,1

= a42(0'(5))*(cosh’(s) — senh®(s)) + 27

= 3724-2(@/(5))2 + 33721-5-2

Tnia((a'())* +1).

Sendo assim, ||N|| = |z,42|\/1 + (a'(s))? e portanto

N +1

=5 = a'(s)senh(s)py, ..., d'(s)senh(s)p,,ad'(s) cosh(s), —1).
V]| 1+(a,(8))2( () senh(s)e (s) senh(s)in, a'(s) cosh(s), —1)

Com isso concluimos que, a menos de sinal, o campo normal unitario N sobre M" em
a(s) é dado por

N = ;(a'(s) senh(s)p1, ..., d (s)senh(s)p,,d (s)cosh(s), —1).

V14 (d(s))

Agora vamos ao calculo do operador forma S. Primeiro veremos que S é diagonalizavel.

Temos que
azf 14
5.2 = (cosh(s)py, ..., cosh(s)p,, senh(s),a”(s)),
82f 8@1 a‘pn
= h(s)—/—, ... h(s)—
.05 (sen (s) s ,senh(s) ot ,0, 0),
2 f &1 o
= h e h :
at,0t; (COS T AR Rt O)
Entao,

of of\ _ / &f
<Sa_tz"3_tj> - <5tz’atj’N>

2 2
= <cosh(s)(§i§t1j,...,;igzj,O,O),N>
_d/(s) cosh(s)senh(s) / 8¢

VIF @R (i)
= 0 (i # J)
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

of of\ _ / &*f
<S<9tl’ 08> N <0t1857N

= <senh(s)(ati,..., ot ,0,0),N>

_ d'(s)senh(s) senh(s) <8_gp >
T @eR AT/

=0

Logo,
ar

e as curvaturas principais sao dados por

(L)
o
"

apy =

0s’ Os ds’ Os

ann

o N>(senh2(s)(cp, ©) + cosh?(s) + (d'(s))*) ™"

= cosh(s)py, ..., cosh(s)p,, senh(s),a"(s)), N><COSh2(S) — senh?(s)
)2
= ( 1C) 0 (a (s) cosh(s) senh(s)(p, p) + d'(s) cosh(s) senh(s)
T Vbt o
a’(s))
= ( & ((S()‘jz)_: (a'(s) cosh(s) senh(s) — a'(s) cosh(s) senh(s) — a”(s))
- ()
T @y
_a//(s)

((d/(s)* + 1)
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

o [g0f of \/of of \'
v Oti—q Ot Oti—q1 Ot
] 2 ) 00 0 \\ 7
= (o) (o o)
1 0% 2 ) B 9o \\
= <cosh(s)(at?_1 ey E7 0,0), N> (cosh (S)<ati_1’ T >)

- ) () (o2 1))

~ —d(s) senh(s) cosh(s) < dp 9y >Cosh2(s) < dp O >‘1

(a'(s))2+1 Oty Oty Otiy Otiy
B —a'(s) senh(s)
cosh(s)y/(a'(s))? + 1
_ —a (s) tanh(s) s<i<n.

Y

(a'(s))? +1

Sendo assim,

Ju

—a"(s) _ —d(s) tanh(s)

T (@R T T @)

Considere agora que a curva geratriz o seja uma reta vertical, isto €,

a(s) = (cosh(c),0,...,0,senh(c), s).
Entao, uma parametrizacao para M"™ sera dada por

f(s,t1, ... tn_1) = (cosh(c)pr(t1, .. tn_1),-..,cosh(c)p,(t1, ..., t,—1),senh(c), s).

Temos,

of
55 =0.....0.1),

of _ 91 9%n
i (cosh(c) 5%, ,...,cosh(c) o, ,0,0),

(3

¢ = (cosh(c)ey, . .., cosh(c)p,,senh(c),0).
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

f 8f75

Seja N um campo normal sobre M™ em «(s). Entdo N é ortogonal a s

De <N f> = 0 obtemos N = (YQ1,...,YPn, Tnil, Tnsz), para alguma funcio ~. de

(75

= 0 obtemos z,2 = 0. Logo,

%
\/QJ

0 = (N9

= —vcosh(c)p? + Z 7 cosh(c)p; + 41 senh(c) + 0
k=2

= ~ycosh(c){p, ) + T, 41 senh(c)
= —ycosh(c) + x,41 senh(c)

Tp41 senh(c)

cosh(c) ~ “ntl tanh(c). Acarretando

Como cosh(c) é nao nulo, segue-se que vy =
em,

N = (2,41 tanh(c)p, . .., zyy tanh(c)pn, Tpi1,0),

(N,N) = a} ,tanh’(c)(—¢f +¢3+...+¢2) + 22,
=~ tanh?(c) + o
= 22,,(1 — tanb?(c))

= a2, sech’(c).

Logo [[N1| = [zn1 ] sech(c)| e

N o4l
I[N||  sech(c)

(tanh(c)ey, . . ., tanh(c)p,, 1,0).
Segue dai que, a menos de sinal, o campo normal unitario N sobre M"™ em « ¢é dado por

N =

sech(0) (tanh(c)ey, . .., tanh(c)p,, 1,0).

Da mesma forma que fizemos até o momento, iremos mostrar que o operador forma S

é diagonalizavel para entao calcular as curvaturas principais. Primeiramente, temos

O*f
—5 =1(0,...,0
882 (a ) )7
O*f
c‘)tﬁs_(o’” ,0),

o f &1 0*¢n
= h ..., cosh :
ot;ot; (COS (C)atjati’ 608 <C)6tjati’0’0)




2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

Entao,
of of\ _ / O&f
<Sati’atj> B <atiatj’N
0’1 0% pn
B < cosh(c) (8tiatj T o0t
_ tanh(c) cosh(c) / 8¢
B sech(c) ot;ot;’ 7
== 07
of of\ _ / &f
<Sat1788> N <8tl(95’N
= <(O, ,0),N>
= 0.
Logo,
an
g — a2z ’
aTLTL
com
< of 5f><3f af>
ap = S, Js
o2
- < f N>
0s?

= 0,
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

o_ [g0f of \/of of \'
v Ot;1’ Ot;q Oti1’ Ot;q
] 2 ) Op  dp \\
B <8t?_1 ’ N> (COSh (C)<8tu’ It >)
o1 O o ) e 0 \\
= <COSh(C)(8t?_1’ ce E’ 0,0), N> <cosh (C><8ti_1’ T >>

_ cosh(c) tanh(c) / 9%p 9 do 0y -
N sech(c) at?fl ad cosh (C) 0ti_1 ’ 0ti_1

—cosh(c) tanh(c) / 0p  Op 9 dp o \ '
= h

SeCh(C) 8@-,1’ 8@',1 o (C) 8ti,1’ 3ti,1
— tanh(c)

cosh(c) sech(c)

= —tanh(c), 2<i<n.

Sendo assim,

A=0 e p=—tanh(c).

2.2.3 Plano de rotagao degenerado
Considere o conjunto B = {ej,...,e,,2} em L"2 com as seguintes propriedades
<€iuej>:0a Z?]#]wn—’_l)
(e1,€1) = (€n+1; €nt1) = 0;
<€17€n+1> =1.

Nestas condigoes dizemos que {e1, ..., e, 2} é uma base pseudo-ortonormal para L"2.
Neste caso, iremos trabalhar com uma base pseudo-ortonormal de L"*2. Para tal vamos

considerar e¢; = 0; parai # 1,n+ 1 e

o — O1 + Ony1 o =01 + 1
1= =", 1= =
\/§ n-+ \/5
Vamos utilizar a notagdo v = (vy,...,v,42)s para dizer que v esta escrito na base
pseudo-ortonormal 8.
Dados © = (21,...,Tpi2)s €Y = (Y1, -, Ynio)ns em L"2 vale que

x? y xlyn+1 x?l—‘rlyl 1L+2y7l+2 ‘rlyl'
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

Considere P% = [ey, ep10]- Seja a(r) = (x1(r),0,...,0,2,41(7), Tnia(r)) em (H* x R)N
P3 =H' x R, uma curva que que nao intercepta P2. Por ser uma curva em H" x R, vale

que —x3(r) + 22, (r) = —1. Segue dai, que uma parametrizagao para « ¢ dada por
a(r) = (cosh(r),0,...,0,senh(r),b(r)),

para alguma funcao b.

Queremos escrever « na base 8. Observe que

V2

o0 = 7(61 - €n+1)7 Opt1 = 7(61 + €n+1)'

Como
a(r) = cosh(r)0; + senh(r)0n 41 + b(1)Op2,
segue-se que

a(r) = (?(cosh(r) + senh(r)),0,...,0, g(senh(r) — cosh(r)), b(r))ﬁg.

1

Utilizando o fato de que cosh(r) = 5(e" 4+ e™") e senh(r) = 5(e" — e™"), podemos

DO[—

reescrever « na base 8 por

o(r) = (geno,...,o,—ge—abm)%.

Para facilitar a notacao, faca

V2 1 V2

S:—e’r:>——:——e

2 2s 2 ’
e além disso, denote a(s) = b(In(v/2s)) = b(r).
Logo,

afs) = (s,O, 5 .,0,—2—18,a(s))%.

Note que s # 0, ou seja, «a realmente nao intercepta P? = [ey, €,42].

Agora ja podemos determinar a érbita O(a(sg)) do ponto a(sg), para um dado sg. Se-
jam P"(sg), n-plano afim passando por (so,0,...,0,a(sg))s paralelo a P" = [ey, ..., €n41]
e U(sg) = P™"(sp) N (H™ x R)

Dado um ponto ¢ = (8o, wa, . .., Wni1,a(S0))s de U(sg) reescreva-o na base canonica,

[ S0 — Wn41 S0 + Wpt1
q= y W2,y v vy Wy, 7a(50) .

V2 V2
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

Entao,
S w 2 So +w 2
00— Wn+1 2 2 0 n+1
- — ) twyt+...tw, + | ———F—— = -1
() s (%)
2 2 2 2
—85 4+ 2S0Wpe1 — W S+ 25pWp41 + W,
0 0Wn+1 ”+1—|—w§—|—...+wi—|— 0 0%n+1 +1 1
2 2
w%—l—...+wi+2$0wn+1+1 = 0.
Logo,
w2 2 Wn ? 2w 11 1
— | + + | — +—=5=0
S0 S0 50 0
Seja

2 2 1
S0

uma parametrizacao para um paraboloide de E™.

Fazendo t; = ZSU—[; para 2 < i < n+ 1, segue-se que w; = Sot;. Em particular,

1 1 —
b1 = —— — = Y 12
1 253 2; ¢

Dai,
Wppy = —— — = > 2,
i 259 2 z:; i

E com isso concluimos que os pontos de U(sp) sao da forma

S0, Soto, ..., Soln, —=— — — ti,a(s .
(st s =5 = 3380000

Note que O(a(sg)) C U(sy), pois P? = [e1, e, 0] ¢ fixado ponto a ponto por cada

isometria ® € Z, dai as coordenadas sy e a(sg) de a(sg) serdo mantidas por ®, e con-

sequentemente ®(a(sg)) esta contido no n-plano afim P"(sp). Como ® mantém H" x R

invariante, ®(a(sg)) pertence a H" x R.

Para mostrar que O(a(sg)) D U(so), iremos verificar a existéncia de uma isometria

® € 7 tal que

1 n
P(afso)) = (307 Sol2, -+ -, Soln, T 2sy % ;t?aa(so))

B
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

Na base B, para cada i € {2,...,n} considere a aplicagao A; : L"™? — L2 dada

pela matriz (n +2) x (n + 2)

7% coluna
1
1 0 0 0 0
A = 17 | R < i* linha,
—t? 0 0 ... —t; 1 0
0 0 0 . 0 0 1

onde as (n — 2) linhas nao escritas formam matriz

1
0 b§2 b§3 0 bl2,z‘+1 bZQn 0 0
0 b3 b3 -+ 0 By B, 00|,
0 biﬂ blﬁ:& 0 blﬁ,z’ﬂ bfm 0 0

e B; = (bj,) € uma matriz ortogonal (n —2) x (n —2) com 2 < 8,y <ne [,y #i.
Claramente P? = [ey, e,42] ¢ fixado por cada A;. A seguir vamos verificar que A; é

uma isometria. Dado z = Y zxe, com 1 < k < n + 2, temos que

_ _ _ _ tir,
Ai(z) = | 21, T2, ..., Ti1, 61 + X4, Tig1, -+ -, Ty — 5 Li%i + Tpg1, Tnga |
»
onde
i—1 n
- _ o i
Te = 2 Ti%;j L3083
j=2 j=i+1
¢ tal que B;(>_ wgep) = (T2, T, ..., Tp). Uma vez que B; é uma transformagao ortogonal,
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

segue-se que y, x5 =y T3. Logo,

t?m .
<AZ(.1'), Al<1‘>> = 2x ( - 5 L tix; + $n+1) + $i+2 + (ti$1 + l’i)Q + Z .’L‘%

= 20 Tpy1 + oo + 30+ Z x5

n

2 2

— 2$1In+1+l‘n+2—{— E fj
Jj=2

= (x,z).

A fim de concluir que A; pertence a Z nos resta verificar que A; mantém H" x R

invariante. Seja

Ty — Tpy1 T1 — Tpy1
7In+2

$:(I1,...,$n+2)%:<T,I2,...,l’n, 7

um ponto de H™ x R. Entao

2 2
T1 — Tny 2 2 T1 — Tp+1
-1 = —-|——-) +2z —i—..—l—l’n—i—(—)
( V2 ) ? V2

n
2
= 2x1xn+1+2 o

=2

Ou seja, x = (21,...,Zp12)s € H" X R se, 80, se
n
2
201Tp 1 + g T = —1.
i=2

A partir dai, como

2
t-l‘l
- — - - i
Az(z) = (zla Ly 7$i—17tixl + Tis Tit1y -5 T, _T - tzzz + Tnt1, Tni2 )
B

segue-se que

t .
2, ( - 151 — tiw; + :an) +(tm +2)? + > Th = 20T + T

=2

Logo A;(x) € H® x R e portanto A; € Z como queriamos.
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Aplicando para cada i € {2,...,n}, temos

Aa(s0) 0.0, 0,-2 L o)
(s = S0, S Ce — — —.,als
2 0 0,202, Y, s Yy 9 2807 0 %7
S(ﬂfg Sotg 1
AgOAQ(CZ(SQ)) = So,SotQ,Sotg,O,...,O,—— _— — —,a(So) s
2 2 2 N
t3 t2 21
A4 (@) A3 o AQ((X(S())) = S0, Sotg, Sotg, 80t4, O, e ,O, —SO 4 _ 20 3 _ 50 2 _ -, CL(SO)
2 2 2 2 %

1 50
An O--+0 Ag(Oé(S(])) = <80, Sotg, ey Sgtn, _2_30 — EO 22:2: t?, a(So))%.
Com isso, mostramos que O(a(sg)) D U(sp). Sendo assim,
O(a(sg)) = U(sop).

Portanto, uma parametrizacao para a hipersuperficie de rotagao M" gerada por a em

torno de P% = [ey, €,,2] é dada por

1 S —
to, ... ty) = to, ..., Sty —— — = Y t2, .
f(s,ta, ... ty) (s,s 9, ..., 8 55 2; : a(s))gB

Entao,
3 11
—f — (1,t2,...7tn,—2 — = t?,a'(s)) y
0s 2s 2= ®
0
3_7{: = (0,...,0,s,0,...,0,—st;,0)m,
1 S —
= toy. .. 8ty —— — = t20]) .
5 (37 St, S 95 9 ; ) >%
Seja N = (x1,...,%n42)s um campo normal sobre M" em «(s). Entdo,
__of __of _
N,—)=(N,=—)=(N,& =0.
(52) - (72 g
Observe que,
Nﬁ = ﬂ—ﬂzn:tg%—x + a’(s)—i—zn:x-t" (2.7)
) Os 282 9 o 3 n+1 n+2 - [AS2) .
~ Of .
N, o) = —x18t; + sx; = s(x; — xty), 2<i<m; (2.8)
— 1 18 =, - '
(N,&) = “os 722_;151 +xn+1s+§sxiti, (2.9)
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

Da equagao (2.8) obtemos x; = x1t; para 2 < ¢ < n, pois s # 0. Substituindo nas

equagoes (2.7) e (2.9), respectivamente, obtemos

L1 2 - 2
0 = ——— U5 + Tpy1 + Ty a(s)+x t;
o ; () 4 Y
T 52 +_Zt + Tnp1 + Tnpad(s) (2.10)

0 = —— wlSth%—ans—i—slet

2s
T TNy
= —o3t5 ;t + Tpy1 (2.11)

De (2.11) segue-se que

| X1 2
Thn = 5 5 2t

1=2
Substituindo o valor de x, 1 em (2.10),
0 = =Y ==Y # n
2 + Z < 2 ) + Tpi2d(s)
=2
1 2 ’
= =z + Tpi0d (s) = a1 = —5"2,100(5)

Logo,

~ T
N—(Qfl,.itltg,... .CE n,22— th,$n+2>

( - 32In+2a/(5)7 —52$n+2a'(8)t2, Sy _San+2a/(S>tnv

/
Tpyol (s) 2 xn+2a Z
- 2 tl Y 'CETL+2
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

Agora vamos normalizar V.

— Tpaod (5 22100 (8) —
() = 2sapaa (o) - 22 ) g ol t?) T
2

i=

+ (—8% 00/ ( ZtQ

n

n
— 22 ()2 — (%2120 ()2 S 8 4 22 1y + (P () 3 82
=2 =2

= 5”15 ,50'(s)” + 274

1
= s*10 ., (a’(s)2 + —2)

s
Logo, |N| = |52y 3_12 + a’(s)?, e portanto,
N +1 / '(s) 1
—_=—— (sa'(s), sa'(s)tg, ..., sad'(s)ty, _als) + sals) Zt?, -] .
|N| 1 2s 2 — 5)x
— + a'(s)? =
s

Sendo assim, a menos de sinal, concluimos que

= ! /(s), sd : d(s)  sd(s) g, ]
N=-— TORLE <sa (s),sd (s)ta,...,sa (s)tn,—2—8+ : ;ti’__)%.

(s +d(s

Ja reunimos condigoes para o calculo do operador forma S. Assim como fizemos nos

casos anteriores, primeiro vamos verificar que o operador forma S é diagonalizado por

of of  of
s iyl |
Temos que
o2 7
a_g =(0,...,0,—s7%,a"(s))s,
2
881;-53:(07-..;071)07“'70’_ti70)%’
82 i .
8t~gt» :(07-"70)%7 L7 Js
Yl
62
a_gz(o,...,(),—s,o)%
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2.2. Hipersuperficie de Rotag¢ao

em H™ x R

Entao,

Logo,

of of
<Sa—t a7>

(s

oF o1\ _ [Py
@tl ’ Js 0ti83’
= {(0, 0,1,0
= —t;5d/(s) + t;sa'(s)
= 0.
ary

As curvaturas principais sao dadas por

ai

(s

L >(——Zt2+2t2+a )

- (5

(
(=

(0,

of of\/of of\ "

"L a(5))m. N5
s (s) = 57 (5)) (572
(7% (5) 4+ 571 () (7

+a'(s)) V2 (s™

+ a/<8)2)—3/2

ann

-1

ftd(s))

2 + a/(S)Z)fl

—8_3(8_2 /( )—i—S 1 //( ))83(1+82a/<8)2>—3/2

:
i
L

(sa'(s) + s%a"(s))(1 + s*
o)

ot;’ >
%,N>s—2
sd'(s))(s ‘2+a’(s)2)‘”2s‘2

—sd/(s))s™ (s~
—sd'(s))(1 + s%a'(s)?)71/%,
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

Segue dai,

onde
sa'(s) + s%a(s) _ sa'(s)

e = — .
(1—1—32@’(3)2)3/2 K (1+32a’(3)2)l/2

Agora, suponha o uma reta vertical. Neste caso o pode ser parametrizada por
1
a(s) = c,O,...,O,—2—C,3 .

Uma parametrizagao para M" é dada por

onde ¢ é uma constante.

n

1
f(s,ta, ... t,) = c,ctg,...,ctn,———E 2, a(s) ] .
2¢ 2 5 B

Entao,
of
- = ...,0,1
ds (07 7Oa )%7
2_1{: = (0,...,0,¢,0,...,0,—ct;,0)m,
1 cx=
& = <c,ct2,...,ctn,—2—c—§;ti,0)%.
Seja N = (11,...,T,10)% tal que
— Of — Of —
(%20 - (x 2} - g
Observe que,
— of
<N,$> = Tpy2; (2.12)
~ 0f .
N,% = —uict; +cr; = (v, — xity), 2<i<m; (2.13)
- . W5t CI1 - 2 )
(N,§) = —%+7i22t¢+0$n+1, (2.14)
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2.2. Hipersuperficie de Rotagao em H"™ x R

De (2.12) obtemos z,42 = 0, de (2.13) obtemos z; = x1t; para 2 < i < n e de (2.14)

1 E 2
Tnt1 = — t

Logo,

_ :ic(ug,... ,——— 12 )
|| V]| Z

Portanto, a menos de sinal,

R
N=c 1,t,...,tn,———§ 2.0
( ? 28 247 )%

Veja que,
S RS S
882 N 82?@88 n 81&]8751 B 8t2 N

Dessa forma,
of of\ _ / ®f N\ _ . ..
<Sﬁ_tz’6_tj> - < ‘7N _07 7’#]7

aof af\ _ /) &f _
< a_ti’%> N <atias’N>_0’

isto é, {8f of ey %} diagonaliza S. A partir dai,

%7%7

a
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2.8. Critério

_ [ GOF orN\jof of\"
= 0s’ Os ds’ Os
2
- (%)
0s
_ [g0f of\/of Of\"
i = \"ot o1, / \ ot ot
0% f B
- ()
= <(O7 707 —¢, O)‘B7 N>02
= —c?=-1
Portanto,
A
o [
1
onde

2.3 Critério

Acabamos de ver como parametrizar uma hipersuperficie de rotagdo em Q"(¢) x R
e calculamos as curvaturas principais. Vimos também que, para cada possibilidade de

plano de rotagao, o operado forma S é do tipo

I

Daf uma pergunta natural: Se M™ é uma hipersuperficie de Q" (¢) xR que possui operador

forma como descrito acima, seria M"™ de rotacao? A resposta para tal pergunta se encontra
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2.8. Critério

no proximo teorema. Podemos adiantar que, com certas hipoteses adicionais, a resposta
é sim.
Teorema 2.5 (Critério). Seja f: M™ — Q" (e) x R uma hipersuperficie conexa, n > 3,

com operador forma dado por

1
e X # p. Suponha que ST = NT' e que \ seja uma fungao de u, isto €, A = A(u). Entdo

M™ estd contida em uma hipersuperficie de rotagao.

Demonstracao: Denote por Dy e D, as distribuicoes geradas pelos auto-espagos refe-
rentes a A e p respectivamente. Veja que D), é uma distribuicao involutiva, pois ¢ uma
distribuicao de dimensao 1. A seguir mostraremos que D, também é uma distribui¢ao
involutiva. Para tal vamos utilizar a equacdo de Codazzi (1.3). Dados X,Y € D, linear-

mente independentes, temos que
SIX,Y]=Vx(SY) = Vy(5X) —eccos[(Y,T)X — (X, T)Y].
Observe que D,, e D), sao espagos ortogonais, isto é, para V' € D, e W € D, arbitrarios,
(V,W) = 0. De fato,
A=) (V,IW) = (V. AW) = (uV, W)
= (V,SW) — (SV, W)
= (SV,W) — (SV, W)
= 0.
De A # p concluimos o que queriamos. Como T' € D, temos (X, T) = (Y,T) = 0.
Entao,
SIX,Y] = Vx(5Y)—-Vy(SX)
= Vx(uY) = Vy(pX)
= XY =YX +pVx(Y)—pVy(X)
= X(p)Y =YX+ p[X, Y],
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2.8. Critério

o que implica em

SIXY] = p[X, Y] = X(p)Y -Y(p)X
(S —pid)[X, Y] = X(u)Y = Y(u)X.

Observe que

o que implica em (X ()Y — Y (u)X) € D,.
Por outro lado, mostraremos que (S — pid)[X, Y] € D,. A fim de verificar essa ultima
afirmagdo mostraremos primeiro que (S — \id)(S — pid) = 0.
Seja W tangente a M". Escreva W = Wy + W, de modo que Wy € Dy e W, € D,,.
Dali,
(S —pd)W = S(Wy+W,) —pu(Wy+W,)
= AW+ pW, — pWy — pW,
= (A= p)Wy.

Consequentemente,

(S — Ad)(S — i)W = (S — Nd)(A — p)Wy

= (A= p)(SWi = AWj)
= (A=) AWy = AW})
=0

Sendo assim,

(S — Nid)((S — pid)[X,Y]) = 0
S((S = pd)[X,Y]) = A(S — pid)[X, Y],

implicando em (S — pid)[X, Y] € D). Como a interse¢ao entre os auto-espagos relativos a

A e u é o vetor nulo, segue-se que
(5 = pid)[X, Y] = X(0)Y — Y(p)X = 0.
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2.8. Critério

Portanto, S[X,Y] = u[X,Y], ou seja, [X,Y] € D, e com isso concluimos que D, é
involutiva como queriamos.

Uma vez que D, e D, sao involutivas, pelo teorema de Frobenius, sao completamente
integraveis. Para cada p € M" denote por My(p) e M, (p) as folhas de D, e D, passando
por p. Como X(u)Y —Y ()X = 0 e X,Y sao linearmente independentes devemos ter
X(p) =Y (u) =0, acarretando em g constante ao longo das folhas de D,,. Conseqiiente-

mente A\ = A\(x) também é constante ao longo das folhas de D,,.

Em uma vizinhanca de p € M", escolha coordenadas tq,...,t,_1 e s de modo que
t1,...,tn—1 sdo coordenadas locais em M,(p) e s é uma coordenada em M,(p). Faca
9 g4 _ 0 L . .
T = 99 U, = ot e denote por N o normal unitario da imersao f. Para mostrar

que M™ é hipersuperficie de rotacdo em uma vizinhanca de p, mostraremos que M, (p) é
totalmente umbilica no respectivo espaco ambiente e, consequentemente, esta contida em
um subespago P", e que M,(p) é uma curva contida em um subespago P2, satisfazendo a
definicao de hipersuperficie de rotacao.

Primeiro iremos verificar que M, (p) é totalmente umbilica em E""2, respectivamente

em L"*2. Sejam D a conexdo do espaco ambiente e V a conexio de Q"(¢) x R. Entao,

DUzg - Ul - <U’L; an+2>an+2
= Ui — <UiaT>an+2
= U (2.15)

~

Como Dy, N = %UiN + c£, temos que
c=¢e(Dy,N,&) = —e(N, Dy,&) = —¢(N,U;) =0,

acarretando em Dy, N = 6UZ.N .
Lembre-se que (N, N) = 1, entao (ﬁUZ.N, N) =0, ou seja, 6UiN nao possui compo-

nente normal. Sendo assim,
SU; = —(Vy,N)T = =V N.
Logo,
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2.8. Critério

Analogamente, temos Dy N = %TN + c&, dai

¢ = &(DrN,€) = —e(N, Dr€)
— (N, T — (T, 0 2)Os)
= (T, 0p12)(N, Ony2)
— (T, T) cos(0),

entdo Dy N = VN + (T, T) cos(f).
Sendo N unitario, %TN nao possui componente normal, dai ST = —ﬁTN implicando

em

DrN = —ST 4 &(T,T) cos(0)¢
= AT +¢&(T, T) cos(0)E.

Note que

[UijT]:[a a}z

ot 0s
Além disso, por (1.4),
Ui(cos(8)) = —(SU,;, T) = —u(U;, T) = 0,

logo 6 é constante ao longo de M, (p). Veja que o mesmo ocorre com (T, T) = sen?(d). A
partir dessas observacoes, lembrando que o espaco ambiente é plano e denotando por \

e 4/ as derivadas de A e p em relagao a s, obtemos

0= R(U,T)N = DyDy,N — Dy, DN + D,y N
= Dr(—pU;) — Dy, (=T + (T, T') cos(0)§) + 0
= —T(w)U; — uDr(U;) + ADy, T — (T, T) cos(8) Dy, &
= —u'U; — uDr(U;) + ADy, T — (T, T) cos(0)U;
= —p'U; — uDy,T + A\Dy, T — (T, T) cos(0)U;
= —u'U+ (A= p)Dy,T — (T, T) cos(0)U;.
Donde,

T w4 (T, T) cos(6)
= -

Dy, U (2.17)
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2.8. Critério

Das equagoes (2.15),(2.16) e (2.17) concluimos que M, (p) é totalmente umbilica no
espaco ambiente como queriamos. Segue dai que M,(p) C P"(p), onde P"(p) é um
subespaco afim n-dimensional de E"*2, respectivamente de L""2,

A seguir vamos mostrar que os subespacgos P"(p) que correspondem a folhas distintas
de D, ao longo de M, (p), sdo paralelos no espaco ambiente.

Considere os seguintes campos de vetores ao longo de M, (p):
! T, T 0
v — u<+€&, )eos®) o
K

1
Y = £+=N
L

Veja que X e Y sdo ortogonais a P™(p), pois (X,U;) = (Y, U;) = 0. Além disso, X e Y
sdo constantes ao longo de M, (p). De fato,
p +e(T,T)cos(6)

—H
"+ e(T, T 0 "+ e(T, T 0
_ e >w“)eﬁmyut“ e(T, T)cos(0)
A— L A— L
"+ (T, T 0
— :u 5()\ >COS( )(_M/UZ "’,LL,UZ)
—H
pu— O7

1
DyY = Dyt+-DyN
7

1

= Ui+ —(=1'U;)
1

- U-U,

= 0.

Por &, N e T serem ortogonais, pode-se verificar que X e Y sao linearmente indepen-
dentes, assim faz sentido consideramos o plano gerado por X (p) e Y(p). Vamos denota-lo
por 7(p). Claramente m(p) é ortogonal a P™(p), mais precisamente, 7(p) é o complemento
ortogonal de P"(p) no espago ambiente. Dessa forma, a fim de mostrar que os planos
P™(p) sao paralelos ao longo de M, (p), basta verificar que os planos 7(p) o sdo. Para isso,
vamos usar o Lema 1.24.

Veja que, se V € w(p), entao V = aX +bY e DrV = X + aDr X + VX + bD7Y,
sendo assim, ao mostrar que DrX e DrY pertencem a 7(p) podemos concluir que DrV

também pertence a m(p), e pelo Lema 1.24 segue-se que 7(p) é paralelo ao longo de M, (p).
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2.8. Critério

Primeiramente veja que

O = R(UZ, T)X - DTDUiX - DUiDTX -+ D[Ui,T}X
= DyDy, X — Dy, DX,

— DUiDTX = DTDUZ-X = D70 = 0,

O - R(UZ, T)Y - DTDUiY - DUZ'DTY + D[Ui,T]Y
= D¢DyY — Dy, DrY,

- DUZ-DTY = DTDUiY = D70 = 0.
De (X,U;) = (X,U;) = 0 obtemos

0 - <DTX, Uz) ‘I' <X, DTUz>
= (DrX,U;) + (X, Dy, T)
= <DTX7 Ul)?

0 = (DrY,U;) + (Y, DrUs)
= (DrY,Ui) + (Y, Dy, T)
— (DY, U).

Logo Dy X e DpY sdo vetores constantes ao longo de M, (p) e ortogonais a P"(p),
consequentemente pertencem a m(p) como queriamos. Sendo assim, os planos 7(p) sao
paralelos ao longo de M, (p) e portanto o mesmo ocorre com os planos P"(p).

Agora vamos mostrar que M, (p) é uma curva contida em um espaco 3-dimensional as-

sim como na definigao 2.2. Ao longo de M,(p), considere o espaco 3-dimensional [£, N, T7.
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Observe que

DrN = —\T'+&(T,T)cos(9)E,

DTE = T- <T7 an+2>an—|—2
— T — (T, T)T + cos(8)N),

DTT = DT8n+2 + DT(COS(Q)N)

= T(cos(#))N + cos(0)DrN.

Ou seja, DrN, Dr& e DrT pertencem a [£, N, T|. Assim, dado V = a& + bN + ¢T em
€, N, T], segue-se que DrV € [£,N,T] e portanto, pelo Lema 1.24, [, N,T] é paralelo
ao longo de M,(p). A partir do Lema 1.23, concluimos que M, (p) esta contida em um
espaco 3-dimensional P3 do espaco ambiente.

Seja ™ uma plano paralelo a 7(p) que nao toca M,(p). Como X e Y pertencem a
[€,N,T] o mesmo ocorre com o plano 7. Nestas condigbes, ao variar P" ao longo de
M, (p), a interse¢ao com Q"(¢) x R nos fornece uma hipersuperficie de rotagdo com plano
de rotacao T e curva geratriz M,(p).

Observe que provamos o resultado para uma vizinhanca de um ponto p € M"™ arbi-
trario. Por um argumento padrao de conexidade, podemos concluir que M™ esta contida
em uma hipersuperficie de rotacao. Tome p,q distintos em M™. Entao existem vizi-
nhancas (2,2, de p e ¢ respectivamente, as quais estao contidas em hipersuperficies de
rotagao. Por hipotese M™ é conexa, logo conexa por caminhos. Considere um caminho
p:[0,1] — M™ tal que B(0) = p e B(1) = q. Para cada t € [0, 1], seja €, uma vizi-
nhanga de §(t) contida em uma hipersuperficies de rotagao. Como £([0, 1]) ¢ um conjunto
compacto existem t,, ..., t; tais que 8([0,1]) € U, Q, e de modo que, Q, N oy #0,
Q, =Q,e Q. =Q, Como Q, NQy,,, # 0 temos €, e Q

o .+: contidas na mesma hipersu-
perficies de rotagao. Sendo assim, indutivamente concluimos que €2, e ), estao contidas
na mesma hipersuperficies de rotacao, ou seja p e ¢ pertencem as mesma hipersuperficies

de rotacao.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo, faremos algumas aplicagoes dos resultados obtidos no Capitulo 2. Va-
mos classificar hipersuperficies de rotagao intrinsecamente planas de Q" (¢) x R . Mostra-
remos que hipersuperficies de rotagdo de Q"(¢) x R sdo normalmente planas no espago
ambiente e vamos finalizar determinando todas as hipersuperficies de rotacao minimas
de Q"(e) x R. Durante as demonstracdes iremos constantemente recorrer aos céalculos

realizados no capitulo 2.

3.1 Hipersuperficies de Rotacao intrinsecamente pla-
nas

Hipersuperficies de rotacao de E"! sdo planas se, s6, se n = 2 e a curva geratriz é
uma parte aberta de uma reta. Iremos agora classificar hipersuperficies de rotacao de

S™ x R.

Teorema 3.1. Seja M™ uma hipersuperficie de rotagao em S™ xR intrinsecamente plana,
com plano de rotacao P? como descrito anteriormente. Entdon =2 e a curva geratriz o

ou € uma reta vertical ou € parametrizada por

afs) = <Cos(s),0,sen(s),j: / \/Wda),

com C € R.
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3.1.  Hipersuperficies de Rotacao intrinsecamente planas

Demonstragao: Vamos escrever a equacdo de Gauss (1.2) utilizando as curvaturas prin-

of of of

cipais obtidas anteriormente. Ja vimos que {%, i 8t—} diagonaliza o operador
1 n—1

forma S. Além disso,

of of af  of
59s =85 ¢ Yo "

. . of of
Para facilitar os calculos, vamos denotar v = e v = . Sabemos que 0O =
s i ot, q n4-2
T + cos(0)N, onde T & a projecao de 0,2 sobre o espago tangente de M". Entao na base
{u,v1,...,v,_1} temos

(0 00) = (0 0n)
=T 2 oy

Lembre-se que

an+2 = (07"'7071)7

u = (—sen(s),cos(s)p1,...,co8(s)p,,a'(s)),
_ 8901 &Pn
v; = (0,sen(s) ot ,. .. sen(s) o, ,O).

Dai,
(U, Onso) = a'(s), (v5,0n42) =0, e (u,u)=1+d(s)
Substituindo na equacao de 7' obtemos

a'(s) a(s)*
= e )=
14 d(s) s

Pela equacao de Gauss (1.2),

(R(u, vi)u, v;) = e({u, u) (05, 0:) — (u, ;) (vi, )
-, T s, T (v, ) — (vs, T vz, T, )
+ (vi, T){w, T)(u, vi) — (u, T)(u, T){vi, vi))

4 (Su, u) (Svi, v7) — (S, i) (Svy, ).

Por hipotese M™ é plana, entdo R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z tangente a M".

Logo,
0 = (u, ) (05, v3) — (03, T)wg, T (u, ) — (u, T, T (vr, v7) + M, u) (s, v3),
pois (u,v;) = 0. Dat,
0 = (u, ) (05, v3) — (03, TV, ) — (u, T2 (07, 05) + Madu, ) (v, v;). (3.1)

81



3.1.  Hipersuperficies de Rotacao intrinsecamente planas
Note que
1) =~ (14 (o)
Y a/(8)2 ’
<Ui, T> = 0,
dg
(vi,v;) = sen(s) ot ||

Logo, de (3.1) segue que

/ 2
0 = (1+d(s)*) sen’(s) g—z —-0— <%(1 + a'(s)Q)) sen?(s) g—:
+ (1 + d'(5)?) sen?(s) g—f :
_ 10 \2 2 GPH 172 a2 3_90
= (1+d'(s)*)sen*(s) o a'(s)” sen(s) pr
+ (1 + d'(5)?) sen?(s) g
Op dp
_ 2 i TR 2 i
= sen”(s) Py + Ap(1 + a'(s)7) sen”(s) Py
= sen’(s) g—f (14 Au(1 +d'(5)%)).
Como sen?(s) %p # 0 devemos ter 1+ Au(1+ d/(s)?) = 0, isto &,
0 = —+A
1 + a/(5>2 + H
CL/(S>2
S DA Y
Trds?
= 1—||T|” + . (3.2)

Se n > 3 podemos considerar v;

nos da

e v; distintos. Neste caso a equacao de Gauss (1.2)

(R(vi, vj)vi, v5) = e((vi, vi) vy, v;) — (i, v5) vy, Vi)
+ (i, T) vy, T) vy, vi) — (vz, T) vz, T) (i, v3)

+ (vj, T)(vi, T) (i, vg) — (v, T) (i, T) (v, v;))

+ <SUZ‘7UZ'><SUJ'7U]‘> - <SUZ‘,’U]'><SUJ'7UZ‘>.
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Uma vez que M" é plana e (v;,v;) = sen%s)(%, 523> = 0, segue-se que

J
0 = (v, vi){vj,v5) + p*(vi, v3) vy, v5)
= (v, vi) (v, 05) (1 + %)
= 1+p* (3.3)
Se n > 3, de (3.2) e (3.3) obtemos o sistema
L= |T[]* + A =0
1+pu2=0
que por sua vez ndao possui solucdo, ja que pu? > 0. Dessa forma concluimos que n = 2.

Como Op9 =T + cos(#)N temos que

(Ont2,Onto) = (T +cos(§)N,T + cos(0)N)

1 = ||T|]? + cos*(0).
Substituindo em (3.2) obtemos A\u = — cos?(#). Caso a seja uma reta vertical, ji vimos
que
N = —r (1, cot(c)pr, ..., cot(c))pn,0),
A =0,
cot(c)
===
sen”(c)
onde ¢ ¢ uma constante. Assim, a equagaoAy = — cos?() ¢ satisfeita. Se o nao é uma

reta vertical entao pode ser parametrizada por
a(s) = (cos(s),0,sen(s), a(s)),

e pelos célculos que fizemos no capitulo 2 temos

a'(s)a”(s) cot(s)
(1+d'(s)%)?

A=

Por outro lado,
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Logo (3.2) implica em

P 1+d(s)”
s) = —1—d(s)?
s) = —2—2d/(s)?
(a/(s)2) = —2tan(s) — 2 tan(s)a'(s)
(a/(s)

_d(s)
1+d(s)?

Integrando ambos os membros obtemos

/%daz - /tan(a)da

In(1+ d’(s)?) = 2In(cos(s)) + C;

2) = —2tan(s)(1 + d'(s)?)

= —2tan(s).

14 d/(s)? = cos®(s)e™
d'(s)2 = Cycos’(s) — 1
d'(s) = +1/Ccos?(s) — 1
quil;ﬁﬁgﬁtlw
[ |

Como consequéncia, temos o Corolario a seguir. Observamos que este resultado nao

se encontra no artigo de referéncia.

Corolario 3.2. Se a curvatura de Ricci na direcao de T é nula, entao a curva geratriz o

ou € uma reta vertical ou € parametrizada por

a(s) = (cos(s),0,...,0,sen(s), £ /S \/C cos?(0) — 1do),

com C € R.
Demonstracao: Sejam

_ T ;

(IR VS

||| [[vil]
Considere a base ortonormal {vy,...,7,_1} do hiperplano de T,M™ ortogonal a T.
Entao,
n—1
e 1 — _\F5 —
Ricy(T) = —— ZZ_;(R(T, o)1, ;).
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Pela equacao de Gauss (1.2),

(R(T,v,)T,v;) = e({T, T) (03, 0;) — (T, 5;)(0;, T)
+ (T, T)(w;, T) (v, T) — (v;, T){w;, T)(T, T)
+ (s, TY(T, T)Y(T, v;) — (T, T){
+ (ST, T){(Sv;,v;) — (ST, v;)(Sv;,T).

, — — —
Lembre-se que T = %u, assim (v;,T) =0e ST = \T. Logo,

(R(T,v))T,v;) = (T,T)(w;,v;) — (T, T)Y*(0;,0:) + Mu(T, T) (v, 73),
(T,T)?

= 1- + A\
HTH2
= 17" + A
Segue dai que
n—1
Ric,(T — + ) =1 —||T||* + M.
1:1
Portanto, se 0 = Ric,(T) = 1 — ||T||*> + A, pela demonstracio do teorema anterior
segue-se o resultado. [

Agora classificaremos as hipersuperficies de rotacao intrinsecamente planas de H” x R.

Teorema 3.3. Seja M" uma hipersuperficie de rotagcao em H" X R intrinsecamente plana,
com plano de rotacdao P% como descrito anteriormente. Se n > 3, entdao P? ou é Lorent-

ziano ou € degenerado. Além disso possui curva geratriz o dada por
(i) a(s) = (cosh(s),0,...,0,senh(s), 4 cosh(s) + C), com C € R, se P? é Lorentziano,
(ii) « ¢ uma reta vertical em H" X R se P? é degenerado.

Sen =2, entao a curva geratriz o ou € uma reta vertical em H x R ou € parametrizada

como se seque, com C € R:

(1) a(s) = <cosh( ), 0, senh(s / / C cos?(o da) se P? é Lorentziano,

(i) a(s) = (Cosh( ), 0, senh(s), / \/Csen(o) - 1d0> se P2 ¢ Riemanniano,
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s 1
(iii) a(s) = <s,0, —%S,:I:/s0 \/C — ;da>%, se P? ¢ degenerado.

Demonstragao: Assim como fizemos anteriormente, considere a base {u,vy,...,v, 1},

0 0 , .
onde u = 8_£ ev; = % Além disso lembre-se que Su = A\u e Sv; = ;.
1
Iremos separar a demonstracdo em trés casos: P? Riemanniano, P? Lorentziano e P?
degenerado. Em cada um deles, iremos primeiro avaliar o que acontece quando n > 3 e

depois o que acontece se n = 2.

Da equagao de Gauss (1.2) e por hipotese, obtemos para qualquer valor de n

(R(u, v)u, v;) = e({u, u) (05, 03) — (u, v3) vz, )
Gy T (v, T vz, ) — {vg, T (v, T, 1)
(00 T) (T (u,5) — (T G, ) (v, 03)

+ (Su, u) (Svg, vi) — (S, v;) (Svy, ),

0 = —(u, u){v;, v;) + (v, TV (u, u) + (u, T)*(vi, v;) + Mulw, u) {vs, v;). (3.4)

Quando n > 3 podemos considerar v; e v; distintos, daf

(R(vi, v5)vi, v;) = e({i, vi)(j,05) — (vi, 0) {vs, v3)
+ (i, T) (v, T) vy, vi) — vz, T) vy, T) i, vi)
+ (v, T){vi, T)(vi, v5) — (vi, T) i, T)(vj,v5))
+ (Svi, v;) (Svj, v;) — (Svi, v;) (Svj, v;).

0 = —(vi, vi) (vj, v;) + (03, T)(vi, v3) + (3, T)*(vj,v5) 4+ p?(vi, v:) (v, v5). (3.5)

Temos ainda que
n—1
<U, an-i—2> <Ui7 an-i-?)

T T )

7.

Caso 1: P? = [0,,1,0n,2] Riemanniano.

Para n > 3, temos

u = (senh(s)e1,...,senh(s)p,, cosh(s), d'(s)),

Opn
ot;

01

v = (COSh(S)W

, ..., cosh(s) ,0,0),
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<U, a71-&-2> = a'(s), <Ui7 an-i—?) =0
2
(u,u) =14 d'(s)?, (v, v;) = cosh?(s) g—f ,
_ &u 172 = _d(s)”
C1+4d(s)? C1+4d(s)?

Substituindo os valores acima em (3.4) obtemos

2 2

/ 2
0= —(1+a'(s)?)(cosh?(s) ’g—z )+ ((1 + a’(s)%%) (cosh?(s) g—z )
2
+ (1 + a'(s)?)(cosh?(s) g—f )
0= (—1—d'(s)%)(cosh?(s) 99 2) + d(s)%(cosh?(s) 9¢ 2)
()2 2 Iy ’
+ Au(1 4 a’(s)7)(cosh™(s) ET )
2 d¢ ’ ()2 2 Iy ’
0 = —(cosh(s)||==|| ) + Au(1 +a'(s)*)(cosh®(s)|| =|| )
2 dp ’ TR’
= (eos®()|| 221 ) (=1 + M1+ ().
Pk
Como cosh?(s) f ¢ ndo nulo, segue-se que
0=—-1+A(l+d(s)?)=——F—+=—1+|T|>+ M
1+d'(s)
Fazendo o mesmo na equacdo (3.5) obtemos
64,0 2 Op 2 Op 2 Op 2
_ 2 2 oy 2 2 b 2 s
0 = —cosh”(s) at, osh*(s) o, + 41~ cosh(s) o, cosh?(s) o,
ool 92 ||
_ 4 B 2
= cosh®(s) o1, aj (=14 p)
4 0 0 <
Uma vez que cosh”(s) ot i, ¢ nao nulo segue-se que

0=—1+ >
Assim temos o seguinte sistema

—14+|T|P+ =0
—14+u*=0
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Se v nao é uma reta vertical, a equacao —1 + u? = 0 nao possui solu¢do. De fato, ja
. '(s) tanh(s) <
vimos no capitulo 2 que p = —L, entao
P A= T (s
,  d(s)”tanh®(s)
B T d ()

deste modo, ;> = 1 acarreta em a'(2)%(1 — tanh®(s)) = —1, o que é uma contradigio, ja

que a’(s)*> > 0 e —1 < tanh(s) < 1.
Se « é uma reta vertical a equacao —1 + pu? = 0 continua sem solucao, pois como ja

vimos no capitulo 2, u = — tanh(c), onde ¢ € R é um constante daf
p? = (—tanh(c)?) = tanh?(c) < 1.

Portanto P? nao pode ser Riemanniano para n > 3.
No caso em que n = 2 a equacao de Gauss (1.2) nos dé apenas —1 + ||T||> + A\u = 0.

Se o nao é uma reta vertical podemos considerar a seguinte parametrizagao
a(s) = (cosh(s), 0,senh(s), a(s)).

Pelos calculos feitos no capitulo 2 temos

= —a"(s) ‘—a’(s) tanh(s) _ a'(s)a"(s) tanh(s)
1+d(52)*? 1+ a(s)? (1+d'(s)*)?
Note que também temos
a'(s) a'(s)?
T 1t d (s ”ﬂp:1+d@f'
Substituindo tais valores na equagiao Ay = 1 — ||T||* obtemos
d'(s)a”(s)tanh(s) L a'(s)?
(1+d'(s)%)? 1+ d'(s)?
da'(s)a”(s) tanh(s) 1
(1+d'(s)%)? 1 4d(s)?
d'(s)a"(s)tanh(s) = 14 d'(s)?

(
d'(s)a"(s) = coth(s)(1+ d'(s)?)
Ya"(s) = 2coth(s)(14 d'(s)?)
(a’(sf)’ = 2coth(s)(1+ d'(s)?)
(

= 2coth(s).
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Integrando ambos os membros segue-se que

CL/(U)2 B
/ Ha—’(a)gda = 2/coth(0)da
In(1+d'(s)?) = 2In(senh(s)) + C;

1+d(s)*> = senh’(s)e“

d'(s)? = Cysenh®(s) —1

a(s) = i—\/C’ senh?(s) — 1
a(s) = :I:/S \/C senh®(c) — 1do.

Caso 2: P? = [0,, 0,4 Lorentziano.

Para n > 3, temos

u = (senh(s), cosh(s)g1, ..., cosh(s)pn, d'(s)),

v; = (O, senh(s)% . ,senh(s)%, 0),

ot;,’ ot;
<uvan+2> = a,(s)a <Uiv an-i-?) =0
/ 2 2 890 2
(u,uy = 1+d(s)7, (v;,v;) = senh?(s) ol
a'(s a'(s)?
-9 mp= e
1+ d'(s) 1+d'(s)

De maneira completamente andloga ao que fizemos no primeiro caso, ao substituirmos

os valores acima em (3.4) e (3.5) obtemos

1+ TP+ =0

—1+4*=0
/
Suponha que « nao seja uma reta vertical. Sabemos que p = —M. Entao
1+ a'(s)?
p? =1 desde que
a'(s)? coth?(s)
1= / 2
14 d'(s)
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que & equivalente a 1 = a’(s)?(coth?(s) — 1). Uma vez que coth®(s) > 1 segue-se que

/ 2 1
a@ls)” = coth?(s) — 1
"(s 2 _ 1
@(s) csch?(s)
d'(s)? = senh®(s)

a'(s) = =senh(s)

a(s) = =cosh(s)+C

Veja que a(s) = 4 cosh(s) + C satisfaz —1 + ||T||> + \u = 0. De fato, como \ =

CL”(S)
_ W temos que

Moo= 1— |77

a’(s) a'(s) coth(s) _ a'(s)?
(1+d'(s))¥* \/1+ d(s)? 1+ d'(s)?
a'(s)a"(s) coth(s) _ 1
1+ a7 T (s
senh(s) cosh(s) coth(s) _ 1
(1 + senh?(s))? 1 + senh?(s)
cosh®(s) 1
cosh(s) cosh?(s)’

Se n = 2, da equagao de Gauss (1.2), obtemos apenas a equagao —1+||T[|> + Au = 0.

Assumindo que o nao seja uma reta vertical podemos considerar a parametrizacao

a(s) = (cosh(s),0,senh(s),a(s)).

Assim,
a'(s) coth(s) a’(s)
H== A== (24372
1+ d'(s)? (1+d'(s)%)
/ s a/ s 2
R [
1+ d'(s) 1+d'(s)
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Substituindo em —1 + ||T||> + A = 0 temos,

Moo= 1-|[T|P

a'(s)a"(s) coth(s) _ 4 da'(s)?
(1+d'(s)?)? 1+ d'(s)?
a'(s)a"(s) coth(s) _ 1
(1+d(s)) L+d'(s)’
a'(s)a"(s)
Trae)? tanh(s)
(@'(s)?)  _
T (5)2 = 2tanh(s).

Integrando ambos os membros segue-se que
10 N\2Y
/Mda = Q/tanh(a)da
1+d'(0)
In(1 +d'(s)?) = 2In(cosh(s))+ C;
14 d'(s)> = cosh?(s)e”

d'(s)> = Cycosh®(s) —1

a(s) = i\/CcoshQ(s)—l
a(s) = j:/s \/Ccoshz(a)—lda

Caso 3: P? = [e,1, €n12] Degenerado.

Lembre-se que no caso degenerado estamos trabalhando com a base pseudo-ortonormal

de L"*2? mencionada no capitulo 2. Para n > 3, tem-se que

u:(l,tg,... n,———z )

Ui:(o,n-,O, S 07...,0,—8ti,0)‘3,

\(-/’
<u7 a11—&-2> - CL/<S), <Uz‘7 an—i—2> =0
() = 5 +d(s7 () =,
S
a'(s) 2 a'(s)?
T=—"" TP = —2 .
S_Q —|—a'(s)2u’ H H 8_2 —|—a'(s)2

Ao substituir tais valores nas equagoes (3.4) e (3.5) obtemos
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Logo,

—{u, u) (g, v;) + (i, TY*(u,w) + (u, T) (vg, v:) + Apu, w) (g, v;)

(et (b () o

—1 — s%d'(5)* + 5%’ (5)* + A\u(1 + s%d'(s)?)

—1+ (1 + s%d(s)?)

S
1+ s%d'(s)? A

—1+|ITI* + A,

— (i, vi) vy, v;) 4 (v, T)*(vi, vi) + (i, T)* (v, v5) + (v, v3) (vy,v))
—52.8% + 0+ 0+ p’s®.s>
s'(=1+p?)

—1+ 12

1+ TP+ =0
—1+4*=0

Se a nao é uma reta vertical temos que

MQZ( —sd(s) )2_ Sl

1+S2a/(8)2 - 1+s2a’(3)2

Logo, a equagdo —1 + pu? = 0 ndo é satisfeita.

Se é uma reta vertical, entao é parametrizada por

com ¢ € R constante. Além disso,

1 ¢ —
N = SRR - -1
(C: cla, ; Cln,y %2 9 o tzvo)%a A 0 e K

Lembre-se que 0,42 =T + cos(0)N, dai 1 — ||T||* = cos?(6), onde cos(f) = (N, Opi2).

Nestas condigoes

“LHITIF+ =00 ] M= AN, Onr2)®
—14+u42=0 u? =1
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e portanto « satisfaz o sistema.
Assim como nos casos anteriores, se n = 2 obtemos da equagao de Gauss (1.2) apenas

—1+||T||* + A = 0. Supondo que o nao seja uma reta vertical, segue-se que

Logo,
N sd'(s) + s%a”(s) e sa'(s)
(1+ s%d'(s)%)%? 1+ s2a/(s)?
a'(s) a(s)*
= ——"—= TP = 54—
8_2 +a/(s)2u’ H H -2 —|—CL,(S)2

Deste modo,

o= 1T
s%d(s)* + s%d'(s)a" (s) 1
)2 1+ 32a/(s)2
sla’(s) = 1+s%(s)’
)
)

(
Sd(s)a"(s) = 1
20/ (s)a"(s) = %
@6 = 5

, 1

d(s) = 2A=gg+C)
, 1

CL(S) = 4+ —?4‘02

De onde segue

3.2 Hipersuperficies de Rotacao normalmente planas

Nesta se¢ao, mostraremos que as hipersuperficies de rotacio em Q"(¢) x R possuem

fibrado normal plano no respectivo espago ambiente. Como faremos uma demonstragao
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unificada, vamos denotar por R"™2(g) o espago ambiente de Q"(¢) x R, isto é, R"™2(g) =
E2?sec=1eR"?(e) =L""?sec=—1.

Sejam M"™ uma hipersuperficie de Q™(¢) x R, N o normal unitario de M™ sobre
Q"(¢) x R e £ o normal unitario de Q"(g) x R sobre R""%(g). Vamos denotar por Sy e
Se¢ os operadores forma correspondentes. Sejam D a conexao do espago ambiente e V a

conexao de M™ como subvariedade de de R"™(g). Entdo,
V€ = (V& OEFH (VREN)N e VN =e(VyN, &+ (VxN, N)N.
Uma vez que V& = Dx&+ SeX e (£,€) = ¢ temos
0= (Dx&, &) = (V€ — SeX, &) = (VxE,€) — (96X, €) = (Vx&,6),

(Vx& N) = (Dx& N) + (SeX, N) = (Dx€, &) + (=Vx& N) = (Dx&, §).
Logo,
V€& = (Dx& E)N.
Como & = (x1,...,Tny41,0) temos que

DX€ = (X(zl)v'--7X($n+1)70)
= X — (X, 0p42)0p+2-

Sendo assim,

Vi€ = (X = (X, 0042)n42, N)N
= ((X,N) = (X, 0n42)(Ont2, N))N
= —(X,0n42)(Ons2, N)N
—  —(X, T + cos(8) N)(T + cos(§)N, N)N
= —(X,T)cos(8)(N, N)N
= —cos(A)(X,T)N. (3.6)

Sendo N unitario vale que 0 = (V¢ N, N), dai
VN =e(VxN,€)¢ = —£(N, Vx&)€ = e cos(6) (X, T)E. (3.7)

A partir destas equacgoes podemos demonstrar o teorema a seguir.
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Teorema 3.4. Seja M"™ uma hipersuperficie de rotacdo de Q™ (¢) x R. Entao M™ possui

fibrado normal plano em R™"*2(e).

Demonstragao:

Seja Rt o tensor curvatura normal de M"™ como subvariedade de R"*2(g). Consi-
dere XY, campos tangentes em M™ ortogonais a T. Mostraremos que RH(X,Y) =
RY(T, X) = 0.

Vamos comegar mostrando que R+ (X,Y) = 0. Por definicdo,

RH(X,Y)E = VyVx€— ViVl + Vixy,
RYX,Y)N = VyVxN —VxVyN + Vixy N

Das equagoes (3.6) e (3.7) segue que

V& = —cos(O)(X,T)N =0
Vyé = —cos(O)(Y,T)N =0
VN = ecos(0)(X,T)¢
VN = ccos(0)(Y,T)¢ =
Logo,
RJ_(Xa Y)f = [XY]& = COS( )([Xv Y]7T>N

RYX,Y)N = VixyN =ecos(0)([X,Y],T)E.

Afirmacao: ([X,Y],T) = 0. Inicialmente, note que
0=(X,T) = (X,0p42 —cos(Q)N) = (X, Opya),

isto é, como X, Y sdo ortogonais a T, eles nao possuem a componente 0, 2. Sendo assim,

podemos escrever
n+1 n+1

X:Zal@ e Y:ijﬁj
i=1 Jj=1

Dali,
n+1 n+1

ZZ a;0;(bj) — (aj))ﬁj

7j=1 =1
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Ou seja, [X, Y] ndo possui a componente 0,2 e portanto
<[X7 Y]? T> = <[X’ Y]> an+2> = 0.

Com isso, concluimos que R+(X,Y )¢ = RH(X,Y)N = 0.
Agora mostraremos que R*(T, X) = 0. Por definigao,

RHT,X)6 = VxVi&—ViVxé+ Virxg,
RYT,X)N = VxVgN —VzVxN + Vi N.

De (3.6) e (3.7) obtemos

RHT, X)) = VxVz& —cos(9)([T,X], T)N
= Vx(=cos(0)(T.T)N) — cos(9){[T, X], T)N
= —Vx(cos(#)sen?(A)N) — cos(0)([T, X], T)N
= —X(cos(0)sen?())N — cos() sen?(0)Vx N
—cos(A)([T, X], T)N
= —X(cos(h)sen?(A))N — cos(0)([T, X], T)N

RH(T,X)N = VxViN +ecos(0)([T,X], T)¢
= Vx(ecos(O)(T,T)€) + e cos(0)([T, X], T)¢
= Vx(ecos(8) sen®(0)€) + e cos(O)([T, X], T)¢
= X(ecos(6) sen’(0))€ + & cos(6) sen®(0) V&
+ecos(O)([T, X],T)¢
= eX(cos(0) sen®(0))E + e cos(0)([T, X], T)¢

Por outro lado, como ja vimos anteriormente e pelos calculos realizados no Capitulo

2, fazendo u = g—£ e v = %, podemos representar T' na base {u,vy,...,v,_1} por
T — <U, an+2>
(u, u)

Como Syu = Au, temos SyT' = AT'. Por (1.4), X|cosb] = —(X,SNT) = NX,T) =0,
pois X ¢ ortogonal a T, o que implica em X (cos(#) sen?(6)) = 0.
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Ainda por (1.4) temos que

([1,X],T) = (VrX = VxT,T)
= (VoX,T) — (VxT,T)
— —(X.VT) — (cos(0) S X, T)
= —(X,cos(0)SNT) — cos(0)(X, SNT)
= —Acos(0)(X,T) — Acos(0)(X,T)

= 0.

Segue dai que R+(T, X)¢ = RH(T, X)N = 0 e portanto R+(T, X) = 0. [

3.3 Hipersuperficies de Rotacao minimas

Em E3? as superficies minimas sao catenéides, enquanto que hipersuperficies de rotacao
em E"*! sdo catenoides generalizados no sentido de Blair, ver [1]. O teorema a seguir nos

dé todas as hipersuperficies de rotacao minimas de S™ x R.

Teorema 3.5. Seja M"™ uma hipersuperficie de rotacao minima de S™ X R com plano de

rotacio P? como descrito anteriormente. Entdo a curva geratriz o ou € uma reta vertical
a(s) =(0,...,0,1,s)

ou € dada por

afs) = <cos(s),0,...,0,sen(s), / \/sen(a)zc(;l) — da),

com C € R.

Demonstracao: A fim de que M™ seja minima devemos ter
A+ (n—1)p=0.
Se a é uma reta vertical, sabemos que

a(s) = (cos(c),0,...,0,sen(c),s), A=0 e pu=—cot(c),
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3.3.  Hipersuperficies de Rotacao minimas

onde ¢ € R é uma constante. De A + (n — 1)u = 0 segue-se que cot(c) = 0. Além disso,
note que cos?(c) + sen?(c) = 1, pois a € uma curva em S™ x R. Logo sen(c) = 41. Daf
a(s) =(0,...,0,1,s) como queriamos.

Se e nao é uma reta vertical, ja vimos que

L dwer)
SN TERRCIE T v aty

Substituindo em A + (n — 1) = 0 obtemos

A= —(n—1)u
a’(s) — n_ a'(s) cos(s)
(1+&/(S)2)3/2 - ( 1) 1—{—&’(8)2
a’(s) = —(n—1)d'(s)cot(s
ik = Doty
CL”(S)

/a/(a)(cfligi’(gy) do = —(n— 1)/cot(o)dg
(2 = - et

2 (5) = Csen(s)_("_l)

ETCH

multiplicando ambos os membros por 1 + a’(s)?,

d(s)? = C?sen(s)2""D(1+4d'(s)?)
d'(5)? = C%sen(s) 2"V 4 ¢/(s)2C? sen(s) 2"~V
a(s)?sen(s) 2D = % 4 d/(s)2C?
d'(s)*sen(s)*" "V —d'(s)?’C* = C?

a(s)(sen(s)?™V — 0% = (?
02

sen(s)?"—Y — C?

\/sen(s)Q(”—l) — (2
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3.3.  Hipersuperficies de Rotacao minimas

De onde segue que,

a(s) = :i:/ ¢ do, CeR.
$0 \/sen(a)Q(”—l) — (2

a/l(o_)

d'(0)(1+d'(0)?)

Observacao 3.6. A resolucao da integml/ do se encontra no Apén-

dice, Lema 3.9.

Analogamente, obtemos um resultado para hipersuperficies de rotacdo minimas em

H" x R.

Teorema 3.7. Seja M™ uma hipersuperficie de rotacao minima de H™ x R com plano
de rotacio P? como descrito anteriormente. Entdo a curva geratriz o é descrita como se

seque, com C € R:

(i) Se P? ¢ Lorentziano,
a(s) = (cosh(s) 0,...,0,senh(s / da);
\/senh — (7

(ii) se P? é Riemanniano,

als) = (Cosh(s) 0,...,0,senh(s / \/COSh — da)

ou afs) = (1,0,...,0,s);

(iii) se P? ¢ degenerado,

afs) = s,O,...,O,—%,i/ ¢ do | .
5 so o/ o2(n=1) — (2 B

Demonstracao: Por hipétese M™ ¢ minima, logo

A+ (n—1)u=0. (3.8)
Lembre-se que, quando P? ¢ nio degenerado e o é uma reta vertical, temos
a(s) = (cosh(c),0,...,0,senh(c), s),
onde ¢ # 0 é uma constante. Se o nao é uma reta vertical, temos

a(s) = (cosh(s),0,...,0,senh(s), a(s)).
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3.3.  Hipersuperficies de Rotacao minimas

No caso em que P? é degenerado e a ndo é uma reta, temos

Se o é uma reta

Vamos dividir a demonstracao em trés casos: P? Riemanniano, P? Lorentziano e P?
degenerado.
Caso 1: P? = [0, 0, Lorentziano.
Se o & uma reta vertical temos A = 0 e u = — coth(c). Substituindo os valores de A e
pem (3.8) obtemos
0 = coth(c) = cosh(c) = 0.

Uma vez que « é uma curva em H” X R, devemos ter
—1 = — cosh?®(¢) + senh?(c) = senh?(c) > 0.

Logo a nao pode ser uma reta vertical.

. . ! ! th(s .
Se o nao é uma reta vertical, A = o als) e | = —M. Substituindo
T+d (7 T T Tt a(s)

os valores de A e u em (3.8) obtemos

& = —(n-— M

(L4 a'(s))" RV a/(s)’

1 _T_L af()s)z = —(n—1)d'(s)coth(s)
a//(s)

= —(n—1)coth(s).
Integrando ambos os membros,

/a’(a)(cflfif(ay) do = —(n— 1)/coth(a)dg
o (&) = —(n—1)In(senh(s)) + C

1+ a'(s)?
_as) O senh(s)~("
1+ a(s)?
/ 2
a (5,) 5 = C?senh(s) ™21,
14 d'(s)
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3.3.  Hipersuperficies de Rotacao minimas

Prosseguindo com um calculo analogo ao que fizemos na demonstragao do Teorema

3.0, segue-se que

/ do, C €eR.
\/SGHh —C?

Caso 2: P? = [0,,1,0,12] Riemanniano.
Se o é uma reta vertical temos A = 0 e p = —tanh(c). Deste modo, a equacao (3.8)
acarreta em

0 = tanh(c¢) = senh(c) = 0.

Como « é uma curva em H" X R temos
1 = cosh?®(¢) + senh?(c) = cosh®(¢) = cosh(c) = 1.

Logo a(s) = (1,0,...,0,s).

" !
Se o nao é uma reta vertical temos A\ = _a/—(s)m e = —M.
(14 d'(s)7) 1+ d(s)?
(3.8) segue-se que
a’(s) _ (-1 a'(s) tanh(s)
(14 d'(s)%)>? 1+ d'(s)?
a//(s)

T a(s)? = —(n—1)d'(s)tanh(s)

a//(s)

Integrando ambos os membros,

[ wort g do = ) [t
(A2 = - D)

_als) C cosh(s)~ ™D

1+d(s) * cosh(s)™

Prosseguindo de maneira analoga ao que fizemos anteriormente, obtemos

/ do, CeR.
\/cosh )2(n=1) — 2
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3.3.  Hipersuperficies de Rotacao minimas

Caso 3: P? = [e, 1, €,12] degenerado.

Se o é uma reta vertical, A =0e p = —1.
portanto o nao pode ser uma reta vertical.

Se o nao ¢ uma reta vertical temos

Substituindo em (3.8) obtemos

sa'(s)

2.1

+ s%ad"(s)
(1+5 (s)7)°*
sd'(s) + 5%a"(s)
1+ s%d/(s)?
sd'(s) + 5%a"(s)
1+ s%d/(s)?
"(s) +sa"(s)
s)(1+ s°a'(s)?)
(sd'(s))’
sa'(s)(1 4 (sa'(s))?)

Integrando ambos os membros segue-se que
/ (0d'(0))’
oa'(0)(1 + (0d'(0))?)
In ( sd'(s)

a
sa'(

do
1+ s2d/(s)?

)
sa'(s)

1 + s2a/(s)?

sa'(s)s™™Y

Elevando ambos os membros ao quadrado,

2,2(n—1)

sd'(s)

(s)
C?s

2/

s2a 2 .2(n—1)

2@’(5)2)

s%d'(s)?

2

s a/(3)282(n—1) o

a>‘:_

Dai, a equagdo (3.8) implicaem n =1 e

sa'(s) + s%a"(s) _ sd(s)
1+2dGP)7 T T Tt s2a(o
0 sd'(s)
11 2a(s)?

4n—n/§@

—(n—1)In(s) + Cy

C

(n—1)

S

C

1+ s2d'(s)?.

C*(1+s%a'(s)?)

C? + C?s%d'(s)?)

2

2

D _ 2

2

(n—1)
+C

+C

sv/s2n-1) _ 02

2(n—

52 —C?




3.3.  Hipersuperficies de Rotacao minimas

Agora basta integrar,

Observacao 3.8. A resolucio da integml/
Apéndice, Lema 3.10.
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Apéndice

Lema 3.9.

/ a’(a)(ci”fi’(o—)% do =1In (%) +C.

Demonstragao: Fazendo a substitui¢do a’(s) = u obtemos a”(s)ds = du, dai

/a/(a)gﬂia()/(af) do = / uiug du.

Pelo método das fracoes parciais temos que

1 1 U

utdd  u 1+u

1 1
/ 3du:/—du—/ uzdu.
U+ u U 1+u

Fazendo a substituicdo v = 1 + u? obtemos dv = 2udu, dai

1 1 1 1
/ 3du:/—du——/—dv
u—+u U 2 )

= In(u) — %ln(v) +C

-

Logo,

= In(u) — %ln(l +u?) +C
1

= In(d'(s)) — 3 In(1+d'(s)*) +C

Lema 3.10.

/o Ua/(U)E?Z/—(?;iL/’(U))Q) do=In <1i+b) +C.
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Demonstragao:

Basta fazer a substitui¢do sa’(s) = wu e repetir processo feito no lema anterior. [ |
i—1
Lema 3.11. Sejam ¥V, =1 e ¥, = Hsen(tj) para 2 <1 <n. Entao
j=1
n—1
o =V,0, + Z W, cos(t;)0;
i=1

¢ uma parametrizacao ortogonal da esfera unitdria ST C E”.

Demonstracao: Primeiramente observe que

n—1
(p,0) = Uicos*(t)) —i—Z(\I/zcos( )>+‘112
=2
n—1
= cos’(ty) +Z(Hsen cos? )>+Hsen2(tj)
j=1

= cos?(t1) + sen®(t;) {Cos ta) + S : (ﬁsen ) cos®(t; )) —i—ﬁsenQ(tj)]

1= 71=2 7j=2

n—1 i—1

= cos’(t;) + sen?(t) [COSQ(tg) + sen?(ty) (COSQ(t3) +3 ([[SsenQ(tj) cosQ(ti))

) _

= cos®(t1) + sen®(t;) {6082(752) + sen?(ty) (COSQ<t3) + sen®(t3) <cos2(t4)

+sen®(ty) | ... [ cos*(tn_a) +sen®(t,_o)( cos®(t,_1) +sen’(t, 1)
(- ( ))-)]

= 1

Derivando ¥; em relacao a t; obtemos

v,
oty

=0 para k>71,

caso contrario

ov;  cos(tx) "

Oty sen(ty)

7.
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Além disso, note que W; = sen(t;_1)W,;_1 se i > 2. A partir dai temos que

Suponha

(

Note que

g_i _ %a" +§ (aaii Cos(ti)@-) Wy sen(t) O
— O:;_Zlan + :LZ:; (?‘9\;: Cos(ti)@-) — Wy sen(ty) Oy
- o5 (S esta) -wsoton
_ SZEEZ; (mnan +j§>§ (qf cos(ti)&») _ \Dksff:&’“)) ak).
k>,
2_27 g_fl> _ % (\Ifi +§ (\I/f Cosz(tz'))
Ty Y
ZQE%%E%QQ+§waﬁm)—wwﬁmQ.
-
1Y (\1/3 cosQ(ti)) = sen®(t, 1)Wi_; + cos’(t, 1)Vi_,
i>k

+ Tf (\If? cosz(ti)>

i>k
n—2
= U2+ Z (Wf COSQ(ti))
i>k

= sen’(t,_2)W2_, + cos®(t, 2)V2_,

+ § (\1/3 cos2(ti)>

i>k
n—3
= v+ Z (\1112 cosQ(ti))
i>k

= W+ U, s (tn)
2
= \Iij

= WZsen’(ty).
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Segue dai que <W’ > = 0. e com isso concluimos o resultado.

a
£S5
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Conclusao

Neste trabalho estudamos Hipersuperficies de Rotacao nos espacos S” x R e H™ x R.
Em cada um destes espacos descrevemos as parametrizacoes de tais hipersuperficies e
fornecemos as curvaturas principais.

Em S" x R, as hipersuperficies de rotagao possuem plano de rotagao Riemanniano e

podem ser parametrizada por

f(s,ty, ... ta_1) = (cos(s),sen(s)@i(ty, ... ta1),...,8en(s)@n(ty, ..., th_1),a(s)),

onde ¢ = (¢1,...,¥,) € uma parametrizacdo ortogonal da esfera unitéria. Vimos que as
orbitas sdo esferas em E® C E"*2 e as curvaturas principais sao dadas por

—a'(s) _ —d(s) cot(s)

@R+~ T (@)

Em H"™ x R existem trés possibilidades para o plano de rotacao: Lorentziano, Rieman-

niano ou degenerado.

No caso Lorentziano as hipersuperficies de rotacao podem ser parametrizadas por

f(s,t1,... ta_1) = (cosh(s),senh(s)p1(t1, ..., tn1),...,sen(s)on(ts, ..., th1),a(s)),

onde ¢ = (¢1,...,¢,) € uma parametrizacao ortogonal da esfera unitaria. As orbitas sdo

esferas em " C IL"*2 e as curvaturas principais sdo dadas por

—a"(s) —a'(s) coth(s)
A= o - —(s)coth(s)
@@F+ 07" ° T e

No caso Riemanniano as hipersuperficies de rotacao poder ser parametrizadas por

f(s,t1, .. tao1) = (cosh(s)p1(t1, ..., ta1),...,cosh(s)pn(t1, ..., th_1),senh(s), a(s)),

onde ¢ = (¢1,...,¢,) € uma parametrizacao ortogonal do espacgo hiperbolico, as orbitas
sao espacos hiperboélicos em L™ C IL"*2 e as curvaturas principais sao dadas por
—a"(s) —a'(s) tanh(s)
— e IU/ = .
((d'())? +1)*2 (a'(s))? +1

No caso degenerado as hipersuperficies de rotagdo poder ser parametrizadas por

1 5 9
toyeritn) = (5,8t Sty — — = Y £2, :
f(s,ta, ... ty) (s sty S 55 2; a(s))%
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3.3.  Hipersuperficies de Rotacao minimas

onde B é uma base pseudo-ortonormal para L"*2, as orbitas sao paraboldides em L™ C

L"*2 e as curvaturas principais sao dadas por

sa'(s) + s%a”(s) B sa'(s)

e = .
1+ T T+ (5

Em todos os casos o operador forma é do tipo

i

o que motiva o Teorema 2.5 que diz se uma hipersuperficie M"™ dos espacos S” X R e
H"™ x R possui operador forma como citado acima, além de outras condicoes adicionais
entao M"™ é uma hipersuperficie de rotacao, mais precisamente M™ estda contida em um
hipersuperficie de rotacao.

Como aplicacoes, classificamos as hipersuperficies de rotagao intrinsecamente planas.
Vimos que em S” x R devemos ter n = 2 e a curva geratriz ou é uma reta vertical
ou é dada por a(s) = (cos(s),O,sen(s),if;O v/C'cos?(0) — 1do), onde ¢ € R é uma
constante. Ainda em S™ x R, apresentamos o Corolario 3.2, um resultado que nao
aparece no artigo de referéncia [8], que diz se uma hipersuperficie M™ possui curva-
tura de Ricci na direcdo de T' = 0,12 — cos N nula entdo a curva geratriz ou é uma
reta vertical ou ¢ dada por o = (cos(s),0,...,0,sen(s),+ f:o V/C cos?(0) — 1do). Ja em
H" x R, vimos que se n > 3 o plano de rotacao dever ser Lorentziano, com curva ge-
ratriz a(s) = (cosh(s),0,...,0,senh(s), £ cosh(s) + C) ou degenerado, com curva ge-
ratriz dada por uma reta vertical. Se n = 2 ou curva geratriz é uma reta vertical
ou dada por a(s) = (cosh(s),(),senh(s),if; v/C cos?(c) — 1do) no caso Lorentziano,
a(s) = (Cosh(s),O,senh(s),i—fss0 \/C senh?(0) — 1do) no caso Riemanniano e a(s) =
(s,0, —%, + f;o \/C — %da)% no caso degenerado.

Classificamos também as hipersuperficies de rotagdo minimas. Em S" x R, vimos

que ou a curva geratriz é uma reta vertical a(s) = (0,...,0,1,s) ou é dada por a(s) =

S 2(n—1) __ 2\-1/2 4 n : _
(cos(s),0,...,0,sen(s), [ C(sen(o) C?) do). Ja em H ;< R as hipersuper
ficies possuem curva geratriz a(s) = (cosh(s),0,... ,O,senh(s),j:/ C(senh (o)XY —

S0
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3.3.  Hipersuperficies de Rotacao minimas

C?)~Y2 do) no caso Lorentziano, a(s) = (cosh(s),0,...,0,senh(s), j:/ C(cosh(g)?~b
S0
— C*7Y2 do) ou a(s) = (1,0,...,0,s) no caso Riemanniano e a(s) = (s,0,...,0, —%S,

+ 80071(02("’1) — C?)7Y2 do)y no caso degenerado. Ainda nas aplicacdes mostra-
mossoque toda hipersuperficie de rotacao em S™ X R e H” x R é normalmente plana nos
respectivos espacos ambientes.

Com respeito a trabalhos relacionados podemos citar [12| que descreve as hipersuperfi-
cies de S" xR e H" X R de curvatura constante, neste caso Manfio e Tojeiro monstram que
uma, hipersuperficie M™ de curvatura constante c em S™ xR, com ¢ > 1 e em H" X R, com
¢ < —1 sdo subconjuntos de hipersuperficies de rotacdo. Em [14], Mendonga e Tojeiro
fazem uma generalizacao da definicdo aqui abordada, mais precisamente, define-se subva-
riedades de rotagao, com codimensao arbitraria. Vimos que as hipersuperficies de rotacao
sao normalmente planas no respectivo espaco ambiente, além disso T = 0,,0 — cos 0N
é uma diregao principal, em [19], Tojeiro mostra que uma hipersuperficie em S* x R e
H" x R é normalmente plana se, s6 se T' é uma dire¢ao principal. Em [5], Chaves faz uma

classificacao das hipersuperficies em S” xR e H” x R com curvaturas principais constantes.
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