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Resumo

O problema semilinear eliptico
—Autu=(1+a(z))f(u) em RV,
u € HY(RY),
é estudado com N > 2, f uma funcao assintoticamente linear ou superlinear nao necessariamente homo-
génea e a fungdo peso a(z) tendendo a zero no infinito e podendo mudar de sinal.
Além disso, o sistema do tipo gradiente ndo homogéneo, assintoticamente linear e fortemente acoplado
u (u2 + vz)
1+ s(u? +v?)

v (u2 + 1}2)
14 s(u? +v?)

—Au+u=(1+a(z)) + X em RY,

—Av+v=(1+a(x)) +Au em RV,

u,v € HY(RY),

é estudado com N > 3, )\ e s parAmetros reais satisfazendo 0 < s < 1

T 0 < A < 1 e condigoes na

funcao peso a(x) semelhantes as do caso escalar.
Usando argumentos topolégicos que envolvem uma funcao baricentro, obtem-se existéncia de solu¢oes
positivas para ambos os problemas em situagoes em que nao existem solugoes de energia minima ground

state.

Palavras-Chaves: Equacoes de Schrodinger; assintoticamente linear; superlinear; solucao positiva;

métodos variacionais; sistema fortemente acoplado; decaimento exponencial, baricentro.
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Abstract

The semilinear elliptic problem
—Autu=(1+a(z))f(u) in RY,
u € HY(RY),
is studied with N > 2, f an asymptotically linear or superlinear not necessarily homogeneous function e
the weight function a(x), vanishing at infinity and may change its signal.
In addition, the asymptotically linear and strongly coupled non-homogeneous gradient type system
U (u2 + ’U2)
1+ s(u? 4+ v?)

v (u2 + vz)
1+ s(u? +v?)

—Au+u=(1+a(x)) + X in RY,

—Av+v=(1+a(z)) + M in RV,

u,v € HY(RY),

1
is studied with N > 3, X and s real parameters satisfying 0 < s < T 0 < A < 1 and conditions on
the weight function a(x) such as in the scalar case.
Using topological arguments involving a barycenter function, we obtain existence of positive solutions

for both problems in situations where there are no ground state solutions.

Key-Words: Schrédinger equations; asymptotically linear; superlinear; positive solution; variational

methods; strongly coupled system; exponential decay, barycenter.

iv



Sumario

Introducao

1 Caso escalar

1.1
1.2
1.3
14
1.5

Preliminares e resultados auxiliares . . . . . . . . . . . . . . ... ...
Compacidade . . . . . . . . L
Projecao sobre Nehari . . . . . . . . . . e e e
Estimativas assintoticas . . . . . . . . . L. e e e e e

Demonstracao do resultado principal . . . . . . . . ... L o e

2 Sistema fortemente acoplado

21
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

Preliminares . . . . . . . . . L oL
Decaimento das solugoes do problema limite . . . . . . .. ... ... ... .. ... ...
Variedade de Nehari e limitacdo da sequéncia de Palais-Smale . . . . . . .. ... ... ..
Compacidade . . . . . . . . . e e e
Estimativas assintoticas . . . . . . . . Lo L e e

Demonstracao do resultado principal do sistema . . . . . . . ... ... oL

19
21
29
46



Introducao

A busca de solugoes de campos escalares de equagoes nao lineares usando métodos variacionais tem
sido vigoroso nas ultimas trés décadas, vide [10, 13, 12, 23, 39, 42], entre muitos outros. Neste assunto,
equacdes semilineares elipticas em RY surgem como ondas estacionarias das equacdes de Schridinger e
equagoes de Klein-Gordon surgem na modelagem, por exemplo, da propagacao de um feixe de luz em

meios Kerr e ndo-Kerr, como em [3, 44| e suas referéncias, o que leva ao problema eliptico

P ~Au+V(z)u= f(z,u) em RV,
u € HY(RY).

O interesse por este tipo de problema é duplo: por um lado, a vasta gama de aplicagoes e, por outro
lado, o desafio matematico introduzido quando se trabalha em um dominio nao limitado como o espago
vetorial RY.

Neste trabalho estamos preocupados especificamente com a seguinte versao simplificada do problema
(P):

—Au+u=(1+a(x))f(u) em RY,
(Pa 1N
u € H (RY),

com hipoteses sobre a(z) que implicam este problema néo ter uma solu¢do de energia minima e conduzem
ao desafio de procurar solugbes em niveis mais elevados de energia. Nossa motivacdo especial foi o
importante trabalho de Bahri e Li [9] onde introduziram um procedimento de min-maz para provar a

existéncia de uma solugao positiva bound state de

P —Au+u=q@)|uf " 'u em RY,
ue H'Y(RN),
onde 1 < p< N + 5> 5 N>3el<p<+oo,se N=1,2com q € L®(RY) satisfazendo algum limite

assintético exponencial, quando a solucao ground state nao existe para o problema.

Nosso objetivo é ampliar o artigo [9] para ndo linearidades f(u) ndo homogéneas que sio superlineares
ou assintoticamente lineares no infinito e em que a(z) também satisfaz um limite assint6tico exponencial.
Nos utilizamos uma abordagem variacional e um argumento topologico introduzido em [9] e atualizado
em [18, 24, 31].

H& uma extensa literatura sobre o assunto. Vamos destacar alguns artigos que sao mais relevantes no

que diz respeito aos nossos principais objetivos. Nos casos autonomos onde V(z) = me f(x,u) = f(u), o



Introducao 2

trabalho pioneiro de Berestycki e Lions [13] exibiu uma solugdo ground state para (P). Usando argumentos
de minimizagao com restricao, eles mostraram a existéncia de uma solugao positiva, radial e investigaram
a sua regularidade e o seu decaimento exponencial no infinito. Em 1984 , P. L. Lions [27] introduziu
idéias inovadoras notéveis de concentragao-compacidade que permitiu inimeras investigagoes sobre este
tipo de problema.

Lehrer e Maia em [29] estudaram o problema (P) com V(z) = A > 0 e f(z,u) = a(z)f(u) em RV,
f(u) assintoticamente linear no infinito e impuseram varias hipdteses sobre a(z). Trabalhando com a
conhecida variedade de Pohozaev e usando argumento de Linking, elas provaram a existéncia de uma
solucao bound state para o problema.

Clapp e Maia em [18] investigaram a existéncia de solugdo ground state positiva para a equagao
—Au + V(z)u = f(u) in RY onde f é superlinear ou assintoticamente linear no infinito utilizando
técnicas variacionais, no caso em que o nivel critico de energia minima do problema nao é atingido.

Recentemente, Weth e Evéquoz [24] consideraram a equagio em (P) com hipéteses sobre a(x), o que
os levou a trabalhar com o espaco H'(RY) na forma de decomposicio espectral E+ @ E° @ E~ e com
F, a primitiva de f, do tipo superquadratico no infinito. Para ter sucesso na obtencao de estimativas de
energia convenientes, eles tiveram que impor outras hipéteses, tais como a existéncia de uma constante
C > 0 tal que

F(z,u) > Fyo — Ce™Va=lel(|y|? 4 |uP); o >0,

e com f(u) = o(|u|*™"), quando |u| — 0, para algum v > 0. Assumindo essas hipéteses, eles obtiveram
uma, solugdo positiva que nao é, necessariamente, ground state.

Inspirado pelas idéias em [24] e [31] nos realizamos algumas estimativas precisas de energia e aplicamos
um argumento topoldgico envolvendo a fun¢do baricentro para mostrar que existe um valor critico para
o funcional relacionado com a equacao de Euler em (FP,), em um nivel adequado de energias, dando uma
solucao para o problema.

Em contraste com as obras mencionadas acima, podemos destacar alguns aspectos relevantes. Distin-
tamente do método em [9], nos evitamos a utilizacdo de uma identidade algébrica (Lema 2.1 em [9]) ao
trabalhar com o vinculo da variedade de Nehari e, portanto, permitindo nao linearidades f mais gerais
que sdo nao homogeéneas. Além disso, diferentemente de [29], trabalhamos com a variedade de Nehari
em vez da variedade de Pohozaev o que nos permitiu trabalhar com pesos a(z) mais gerais, assim, com
menos restricoes para o problema. Finalmente, fomos capazes de melhorar as restricoes de regularidade
da fungdo f exigindo apenas f € C'[0, +00)NC?(0, 4-00) explorando alguns calculos técnicos com a nossa
hipotese (ver Observagdo 1.2 e Lema 1.14 ) e evitando também a utilizacdo do Lema 2.2 em [1] ou as
hipoteses (F3) e (4) em [24].

Segundo o nosso conhecimento, este resultado é novo e examinando as interacoes de duas cépias de
translacoes da solucao positiva ground state do problema limite

— U m N
(Po) {—Au+u—f()e RY,

u € H'(RY)
e manipulando estimativas exponenciais delicadas dessas translacoes, fomos capazes de estender o resul-

tado em [9].

Vamos assumir NV > 2 e também as seguintes hipdteses para a fungdo peso:

(a1) a € C(RY); inf (1+a(x))=7>0e lim a(z)=0;

rERN |z| =400
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(az) existem constantes pi, py com 1 < p; < pa < 2° —1 tais que |a(z)| < Cre ¥l onde k € (2,p1 +1),
para todo 2 € RY e C; uma constante positiva.

Ademais, nés vamos considerar f, ndo necessariamente homogénea, satisfazendo:

(f1) f € CHo,+o00)NC%0, +00);

(f2) f e sua derivada de primeira ordem tém o seguinte crescimento

0] < et e,

para k € {0,1} para ¢t > 0 e C > 0 uma constante;

(f3) f'(t) > @ se t > 0;
(fa) @ > lo > 1 para algum [ € R;

t——+o0

t
(fs) lim {f(t)t —2F(t)} = 400 onde F(t) := / f(s)ds;
0
(U) A solugéo positiva do problema (Py,) é tnica.
Nosso primeiro objetivo neste trabalho é tentar demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 0.1. Assumindo que as hipdteses (a1)—(az2) , (f1)—(f5) e (U) sao satisfeitas, entiao o problema

(P,) tem wma solugio positiva u € H'(RN). Além disso, se a € C*(RN), entio a solugio é clissica.

loc

A hipotese de unicidade de solucdo positiva de (Py) é fundamental para o método construtivo que

sera aplicado na obten¢do de solugdo positiva de (P). Tal unicidade é conhecida no caso da poétencia

pura superlinear e subcritica f(s) = |s|?, com 1 < p < 2* — 1 demonstrado por Kwong em [26], e no caso
3

da néo linearidade modelo, assintoticamente linear, f(s) = lwﬁ demonstrado em Serrin e Tang [40].
Estes dois exemplos de ndo linearidades f satisfazem as nossas hipoteses (f1) — (f5). Porém, em geral
a unicidade pode ndo ocorrer. Resultados de condi¢do suficiente podem ser encontrados em [36] e [40].
_—uA f(u)

= uf ) - f@)

Por exemplo, se a fungdo h(u) : é ndo decrescente em (7,00) onde T é o nico namero

positivo satisfazendo @ = 1, entdo tem-se uma condicao suficiente para a unicidade da solucao positiva
de P).
. . t
A hipotese (f4) complementa (f3) afirmando que thgrn Q pode ser +o0o ou uma constante l.
—+00

Neste segundo caso, a constante l,, deve ser maior que 1 para que (Ps) tenha solugdo nao trivial
segundo Berestycki e Lions [13] com m = 1.

Em um segundo momento, sobre o estudo de sistemas, podemos citar o classico trabalho de Ambrosetti-
Cerami - Ruiz [5]. Usando argumentos de concentracdo de compacidade os autores mostraram resultados
de existéncia de solugao positiva do tipo ground e bound state do seguinte sistema

~Autu = (1+a(@)|ufut+iv em RN,
~Av+v = (1+b@)wP v+l em RY,
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considerando N > 2, (u,v) € W2 (RY) x W2 (RV), 0 < A < 1 um parametro real, lim a(z) =0=

|z]|—+o00
lim b(z) e, ainda inf (1+a(z)) >0e inf (14 b(x)) >0, além de assumirem normas |a|p=~ € |b|Le
|z|—+o0 z€RN z€RN
suficientemente pequenas.
Ambrosetti [4], usando métodos de perturbagdo, provou a existéncia de solugbes para o sistema nao

auténomo nao linear de equagoes de Schrédinger as quais sao linearmente acopladas

—uf +u; = (1+eby(2))ul +yuz em R,
—uy +uy = (1+eby(x))ui +yu; em R,
onde v e ¢ sdo parametros reais, b; € L™ (R), | |lim bi(z) = 0; uy,up € WH? (R) com i = 1,2. Quando
x| ——+o0
€ = 0, este sistema foi estudado em [3] do ponto de vista analitico e numérico e quando b; =0ee =1, 0
sistema foi estudado por [6] mostrando a existéncia de solu¢do com componente multi-bump.

Em 2013, Zhang, Xu e Zhang em [48] estudaram o sistema

—Au+ (1+a(z))u = F,(u,v)+ v em RN,
—Av+ (1+bx)v =F,(u,v)+ M em RN,

para N > 2, a, b periddicos ou assintoticamente periddicos e F' superlinear. A ferramenta utilizada para
mostrar a existéncia de ground state positiva foi a variedade de Nehari e principio de concentracao de
compacidade.

Lehrer e Maia em [29] estudaram o problema —Au + Au = a(z)f(u) em RY, com f assintoticamente
linear no infinito e impondo varias hipoteses sobre a(x). Usando a variedade de Pohozaev e argumentos
de Linking, as autoras provaram a existéncia de solucao bound state para o problema. Com as devidas
adaptacoes, Lehrer e Maia também garantiram a existéncia de solu¢do nao nula via Teorema de Linking

para o sistema

u(u2+v2) N
_Au—l-u:a(x)m—i-)\v em R )
2 2
+
—Av+v = a(x) v (u? + %) + M em RV,

1+ s(u? +v2)

Apesar de no caso modelo o termo nao linear f, assintoticamente linear, satisfazer a hipotese f(t)/t
crescente para t > 0, ou no caso do sistema V F'(tu, tv)(u, v)/t crescente na variavel ¢, para (u,v) # (0,0) e
permitir a projecao sobre a variedade de Nehari do funcional e a obtengao de pontos criticos dos funcionais
associados sob este vinculo, este aspecto ndo foi utilizado em [29] permitindo-se néo linearidades mais
gerais, sem esta caracteristica. Assim sendo, tanto no caso escalar quanto no caso do sistema foram
usadas projecoes sob a variedade de Pohozaev do funcional. Entretanto para tratar os termos nao lineares
nao homogeéneos com hipéteses de crescimento menos restritivas, foram necessarias hipdteses extras de
regularidade e crescimento sobre o peso a(x).

Existe uma motivacido Fisica para o estudo deste tipo de sistema de duas equagoes de Schrodinger
acopladas, nas quais encontra-se um acoplamento linear nas duas componentes. Um exemplo é o sistema
de duas equagoes que modelam os condensados de Bose-Einstein compostos por dois estados hiperfinos
(Ver [11] e suas referéncias). Tais modelos consideram um grande namero de pequenos componentes
individuais que interagem uns com os outros; o fenémeno é descrito pelas equagdes de Gross-Pitaevskii
em [34, 35]
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0
’% = (L1 + Unftn]” + Unaltss|*)er + M,
(1)
O _ 2 2
iy = (L2 4 Un2l2l” + Un[taf )92 + A,
onde L; = —0?/0z% + V; com j = 1,2. Embora a dindmica dos condensados acoplados de Bose-Einstein

tenha atraido a atencdo nos ultimos anos, o problema acima também surge em outros contextos fisicos,
mais especificamente em modelos épticos nao-lineares em que as equacoes descrevem feixes de luz em
fibras Opticas onde i e ¥y representam o campo de luz dentro de ondas eletromagnéticas ou ondas
sonoras em [47]. Os sistemas elipticos encontrados em [5, 29] podem ser obtidos de (1) quando se
estuda a existéncia de solugbes estacionérias (solitarias) para o sistema, isto é, uma solu¢do da forma
1(z,t) = exp(—iEt)u(x) e Pa(z,t) = exp(—iEt)v(x).

Inspirados pelos trabalhos de Ambrosetti - Cerami - Ruiz em [5], Clapp - Maia em [18] e Lehrer -
Maia em [29], nos propusemos a estudar o seguinte sistema fortemente acoplado com nao-linearidade

assintoticamente linear no infinito

u (u2 + vz)
1+ s(u? 4+ v?)
v (u2 + v2)
1+ s(u? +0?)

—Au+u = (1+ a(z)) + X em RY,

(S) —Av+v=(1+a(z)) + M em RN,

u,v € HY(RY),

com N >3, 0 < A< 1e s um pardmetro real satisfazendo 0 < s < 1—!-#/\ Baseados no método de
Bahri - Li em [9] realizamos estimativas de energia mais precisas e aplicamos um argumento topologico
envolvendo a fungao baricentro para mostrar que existe um valor critico para o funcional relacionado
com a equagao de Euler do sistema (S), em um nivel adequado de energias, dando uma soluc¢ao para o
sistema.

Comparando-se com as obras mencionadas acima, podemos destacar alguns aspectos relevantes. Dis-
tintamente do método em [5] que trata do problema homogéneo, utilizamos técnicas de combinagdo
convexa de duas copias da solugdo ground state transladadas, técnica introduzida por Bahri-Li em [9],
para tratarmos do nosso problema nao homogéneo. Além disso, diferentemente de [5] que admite |a|r= €
|b| L= suficientemente pequenas, estamos livres para ndo assumir esta restricdo nas normas do supremos,
porém assumir um decaimento exponencial para a(x), visto que a(z) é positivo e/ou negativo (isto é, po-
dendo mudar de sinal). Complementando os resultados em [29], trabalhamos com a variedade de Nehari
em vez da variedade de Pohozaev o que nos permitiu trabalhar com fung¢oes pesos a(z) continuas e assim
mais gerais do que os pesos de classe C? encontrados em [29]. Por fim, destacamos a necessidade de
demonstrar o decaimento exponencial da solu¢ao do problema limite relacionado ao sistema (S) na Secao
2.2, visto que o resultado provavelmente existe na literatura, entretanto ndo encontramos uma referéncia.

Vamos assumir as seguintes hipoteses sobre a fungéo peso para o sistema (S)

(a1) a € C(RY); inf (1+a(x))=¢>0e lim a(z)=0;

z€RN |z| =400

(a2) la(z)| < Ce ™ onde k € (2¢/T = X,4y/T — X) para todo z € RY e C' uma constante positiva;



(U) A solugao positiva (u,v),u > 0,v > 0 do sistema limite

u(u2+v2)
A =~ " 4\ RY
u—+u 1+s(u2—|—v2)+ v, )
2, .2
+
6x) | _pvroo 20EFE) Ry,
1+ s(u? +v?2)
u,v € HY(RY).

é tnica ou qualquer solugao positiva estd no mesmo nivel de energia do funcional associado a (Su)-
O nosso principal resultado sobre sistemas é o seguinte teorema

1
Teorema 0.2. Assuma 0 < A <1, 0 <s < T hipdteses (a1), (az) e (U), entdo o problema (S)

tem uma solugio positiva (u,v) € H'(RYN) x HY(RYN). Além disso, se a € CZI(;S‘(RN), entdo a solugdo

(u,v) € cldssica.

Este trabalho estéd estruturado da seguinte forma: no Capitulo 1, estudaremos o problema escalar

—Au+u=(1+a(x))f(u) em RY,
u € HY(RY),

realizando algumas estimativas de energia e aplicando um argumento topolégico envolvendo a funcao
baricentro para mostrar que existe um valor critico para o funcional relacionado com a equacao de
Euler do problema acima, em um nivel adequado de energias, dando uma solucdo para o problema.
Especificamente, na Segao 1.1 trataremos de alguns resultados auxiliares; na Secao 1.2 estudaremos a
compacidade da sequéncia de Palais-Smale para o funcional associado; na Secao 1.3 demonstraremos a
projecdo sobre a variedade de Nehari; na Sec¢ao 1.4 realizaremos as estimativas de energia assintotica
do funcional associado e decaimento exponecial das solugoes do problema limite, por fim, na Secao 1.5
apresentaremos a prova do resultado principal deste capitulo utilizando argumentos topologicos.

No Capitulo 2, estudaremos o sistema do tipo gradiente nao homogéneo, fortemente acoplado

U (u2 + 112)
1+ s(u? +v?)
v (u2 + UQ)
1+ s(u? + 0?)

—Au+u=(1+a(z)) + X em RY,

—Av+v=(1+a(x)) +Au em RV,

u,v € HY(RY),

com 0 < A < 1eséum parAmetro real satisfazendo 0 < s < L Mostraremos primeiramente o
decaimento exponencial da solu¢do do problema limite na Se¢do 2.2 e, obteremos uma solugdo positiva
para o sistema seguindo a técnica utilizada no caso escalar e em Clapp - Maia [18]. Especificamente, na
Secao 2.1 trataremos de alguns resultados preliminares; na Se¢ao 2.2 estudaremos o decaimento exponecial
das solugoes do problema limite; na Secao 2.3 estudaremos a variedade de Nehari e provaremos a limitagao
da sequéncia de Palais-Smale; na Sec¢ao 2.4 estudaremos a compacidade da sequéncia de Palais-Smale para
o funcional associado; na Secao 2.5 estudaremos as estimativas assintéticas do funcional associado; por
fim, na Secao 2.6 apresentaremos a prova do resultado principal deste capitulo.



Capitulo

1

Caso escalar

Neste capitulo, como descrito na introducao, estudaremos o problema
—Au+u=(1+a(x))f(u) em RY,
(Fa 1N
ue H (RY).
Vamos assumir NV > 2 e também as seguintes hipoteses para a fungdo peso:

(a1) a € C(RY); ian(1+a(1:)):T>O e lim a(z)=0;

TzER |z]|—+o00

(a2) existem constantes p1, po com 1 < p; < pa < 2* — 1 tais que |a(z)| < Cre *#l onde k € (2,p1 +1),
para todo z € RY e Cy uma constante positiva.

Outrossim, vamos considerar f ndo necessariamente homogeénea satisfazendo
(f1) f € C0,+00) N C?(0, +00);

(f2) f e sua derivada de primeira ordem tém o seguinte crescimento

90| < et e,

para k € {0,1} para t > 0 e onde C' > 0 é uma constante;

ft)

(f3) f'(t) > o se t > 0;
(f1) t_13+m @ >l > 1 para algum [, € R;

t

t
(Fs) Jim_{F(0)t = 2F(0)} = +o0, em que F(t) = [ F(e)ds
> 0

(U) A solugao positiva do problema (Ps,) é unica.

Observagao 1.1. Note que a hipdtese (f3) implica que

%f(t)t —F(t)>0, se t#0. (1.1)



Esta implicagdo junto com a hipdtese (fs) é conhecido por condi¢do de nao quadraticidade de f.

Observagao 1.2. Note também que a hipétese (f2) implica que, para toda constante positiva p satisfa-

zendo 0 < 1+ pu < p1, tem-se f(u) = o(|u|*T#), quando |u| — 0.

Como o problema é variacional, nés precisamos introduzir ferramentas variacionais para podermos
demonstrar os resultados subsequentes. Inicialmente vamos definir f(t) := —f(—t) para ¢t < 0. Assim
temos que f é de classe C? (R) e é uma funcio impar. E importante observar que se u é solugio positiva
do problema (P,) para essa nova funcdo, u é também solu¢do do problema (P,) para a func¢io original.
Vamos, entao, considerar esta extensao e estabelecer a existéncia de solugao positiva para o problema.

Iremos usar a constante geral C' > 0 para simplificar a notac¢do e assim C' ndo serd sempre a mesma

constante no que segue. Considerando o espago de Hilbert H 1(RN ) com o produto interno definido por

(u,v) == /RN (VuVo +uwv) dz

e a norma associada
) = / (1Vul +u?) dr.
RN

O funcional associado ao problema (P,) é definido por

I = g el = [ 1+ o) Fu) da (1.2

e a sua derivada

' (w)v = (u,v) — / (1+ a(@))f(w)v da. (1.3)

RN

Trabalharemos com a variedade de Nehari definida por

N = fue HYRV)\{0};J(u) = 0}
(1.4)
= {ue B EN O = [ 0+ e
RN
cujo funcional associado é
J(u) = I'(wu = ||ul)® - / 1+ a(z))f(w)ude. (1.5)
RN
Consideremos também o nivel de energia minima associado ao funcional I definido por
= inf I(u). 1.6
m:= inf I(u) (1.6)
Associado ao problema (P,), por (aj), utilizaremos fortemente o problema limite
~Au4u= f(u) em RV,
(Poc) 1N
ue H(RY)
e, associado a este problema limite, definimos o nivel de energia minima:
Moo 1= Inf Ioo(u), (1.7)

uG/\/ac
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para o funcional associado definido por

Ino(u) := % llul® — /RN F(u)dz (1.8)

e sua derivada dada por

I o (u)v = (u,v) — . (wyvdz, ve HY(RY). (1.9)

Analogamente, o funcional associado a N, é definido por

T () = I (w)u = ul]? - /RN F(w)udaz, (1.10)

1.1 Preliminares e resultados auxiliares

Feitas estas consideragoes iniciais, nés pretendemos demonstrar o primeiro resultado que contém as

propriedades principais sobre a variedade N associada ao funcional I.
Lema 1.1. A variedade N satisfaz:
a) existe um nimero o > 0 tal que para todo uw € N tem-se ||ul| > «a;
b) N €é uma subvariedade fechada, de classe C* em HY(RY) e é variedade natural para I;

¢) para todo uw € N, a fungio t — g(t) := I(tu) é estritamente crescente no intervalo [0,1) e estrita-

mente decrescente no intervalo (1,400). Assim, em particular, pode-se afirmar que

I(u) = max I(tu) > 0.

Demonstragao: Verificagdo de (a) Por (a1) temos a € C(RY) N L>®(RY). Segue que 1+ [|a(z)|| < C.
Usando a expressdo de J em (1.5), (f2), para todo u € N obtemos
I = =l [ 0+ a@)fuds
RN

(1.11)
Jul — C / (a4 L) da.
]RN

%

Note que 2 < p; +1 < ps + 1. Logo, existe um ¢ € (0,1) que nos permite escrever p; + 1 =
2t + (1 — t)(p2 + 1). Dai, pela desigualdade de Holder segue que

t 1-t
Lot = [0 ars ([ ulac) ([t a)
RN RN RN RN

e p/ = m Assim,

S

com p =

+1 2t +1)(1-t
[ T da < B, Tl 220

Desde que temos a imersao continua H'(RY) < L4(RY) para 2 < ¢ < 2* e temos py+1 < 2* obtemos
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+1 2t +1)(1—t
[l de <l 00

1 1
Sabendo, pela desigualdade de Young que ab < ~a’+—b" = ta'/ +(1—)b* 1Y podemos reescrever
p p

a expressao anterior da seguinte forma

1 _
+1 2t +1)(1—t
[l de < Gl 0l )
t 2 _ +1 )
< 5||U||Hl+(1—t)(0)1/(1 Dl
Usando a imersao continua novamente temos que
/R T e = O ull s, < Cllullf (1.13)

Usando as estimativas (1.12) e (1.13) na expressao de J em (1.11) obtemos

J(u)

v

2 2 +1
[ull” = tlull” = C flu"
= 1=t |ul® = Cllul™*.

Por fim, se u € N temos J(u) = 0. Segue que

[

ul|>7t = > —.

Portanto, existe a > 0 tal que ||u|| > o,Vu € N.
Verificacdo de (b) Note que N := {u € H'(RV)\ {0};J(u) =0} = J ' ({0}). Como J & continuo, segue
que N & uma subvariedade fechada de H'(RY).

Além disso, derivando-se o funcional J em (1.5) e aplicando em v € H'(R"),
Py = 20wo) = [ (14 a(@) [F@u+ ) ods.
RN
Em particular, tomando-se v = u, segue que

S = 2 (uu) - / (1+ a(@)) [ (wu + )] udz
N (1.14)
2 [luf? - /R (1+ a(@) [ (wu + ()] wdz.

N

Se u € A, entdo J(u) = 0 , isto &, |[ul? = / (1+ a(2)) f(u)u da.
RN
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Substituindo na expressao (1.14) temos por (a1) e (f3)

T (u)u Q/RN(I +a(2))f(w)ude

- [0+ a@) [yt )] uda

[ v ate) [ @+ s a

— [ e s ) et as

= / (1+a(x)) [f(u)—f’(u)u} u?dz < 0. (1.15)
RN u

> 0 . Isto significa que se u > 0,

f(w)

é crescente. Agora, se considerarmos u < 0 , por (f3), segue que —— & descrescente. Para
u

De fato, se a condiciio (f3) é verdade, seja u > 0, entdo —
f(u)

u
verificar isto, note que

f(u) + f(w)u

entao

<f(U))' _ f(wu— fu)

Como f é impar, sua derivada seréd par. Dai, fazendo v = —u > 0 segue que

—v —v

f'(0)(=v) + f(0) 1
F@)w) — fv) 1

= ——=— <0
v —v

u

(f(U)>' _ F'=o)(=v) = f=o) 1

Segue que f'(u)u — f(u) < 0, caso u < 0. Tomando a integral em (1.15) nos conjuntos {u > 0} e

{u < 0} para u em N segue que
J (u)u < 0.

Isto implica que 0 é um valor regular de J : H(R™)\ {0} — R. Assim, J~!({0}) é um conjunto fechado,
por ser a imagem inversa de um conjunto fechado por um funcional continuo. Como {u = 0} é um ponto
isolado de J~1({0}), entdo temos que A ¢ de classe C? e é uma variedade natural para I.

Verificacao de (c) Pelo item (a) existe um « > 0 tal que ||u|| > a e, portanto, que u néo ¢ identicamente

zero. Defina 0s seguintes conjuntos:
't = {z eRY :u(z) >0}

I~ ={zeR" 1u(z) <0}.

Como o funcional associado ao problema (P,) é definido por

I(u) = o [l /R (14 a(@)F(u) do,

considere ¢ > 0 e u fixado, definimos
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o(t) = T(tu) = 5 [l - /RN(1 + a(z))F(tu) da.

Derivando g em relacdo a t e usando os conjuntos I'", '~ definidos anteriormente, segue que

g'(t)

ol = [ (4 a(@)f(euda
= P = [ 0+ a@) uds

- t{||u|2 _ /RN(I + a(:c))f(iu)udm}
f(tw)

. 1+ a(@) fudr — [ 1 +a@) " Lude
e s}
(

RN

- t{/RN(l—I—a(x)) (qu“) _ fi’;”) qux},
e reescrevendo g/ (¢),

g =tf [ aran (B2 L) ok s { [ vt (12 - L00) 20

t

(i) _ ()
tu u

Além disso por (a;) segue que (1+ a(z)) > 0,Vx € RY e resulta que ¢'(t) > 0, isto é, g é estritamente

Agora observe que se t € (0,1) e u € (0,400) temos tu < u. Pela hipotese (f3) temos

crescente. Se t € (0,1) e u € (—00,0) temos u < tu < 0 e assim

flw) _ ft(=w) _ f(w) _ fmw)  f()
tu tu t(—u) —u uw

analogamente segue que ¢'(¢) > 0. De maneira anéloga, se t € (1,+00) e u € (—00,0) temos u > tu. Pela
t

hipotese (f3) temos @ > M Além disso, por (a1), segue que (1+a(z)) > 0,Vz € RN e resulta que
u u

g'(t) < 0, isto &, g é estritamente decrescente. Analogamente, se t € (1,4+00) e u € (0,+00). Portanto,

temos para todo u € N que

9(1) = I(u) = max g(t) = max I(tu).

O

O proximo resultado nos d4 uma limitacdo para uma sequéncia em N em qualquer nivel d fixado.

Isto nos permitird usar o Lema de Splitting posteriormente.

Lema 1.2. Suponha que exista uma sequéncia {u,} em N satisfazendo
I(u,) — d.

Entdo a sequéncia {u,} € limitada em H" (RY).

Demonstragao: Primeiramente fixemos um ntmero real D > d > 0, por (1.1). Argumentando por
contradicdo, suponha que a sequéncia {u,,} nio seja limitada em H* (RN ), ou seja, ||uy| — 400, quando
n — +oo.
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2v/D
Defina agora ¢, := t,u, onde t, := W Desta forma, note que
Un

2vD

T [tn]| = 2VD < oo.
Un

lenll =

Entdo a sequéncia {p,} é limitada em H' (RN). Para n suficientemente grande, usando o Lema 1.1 (c)

segue que

D > I(u,) = th{I(tu”> > I(tnun) = I(on).

Por outro lado,

D > I(pn)

3lleall = [ 1+ a@) Fgn) do

2D — /sz(l + a(x))F(py) da.

Assim, temos por (a;) que existe uma constante C' > 0 tal que

D < /RN(I +a(x))F(p,)dx < C/R F(pp)de.

N

Usando agora a condigao (f2) segue a seguinte desigualdade

1 1 1 1
D<C / (pal*t +lnl™ ™y dw = € (llenllprd + lenll2z1)

Como a sequéncia {@,} é limitada em H' (RN ), temos somente dois casos a considerar:

1. lim sup/ lon|? dz | = 0;
nHee \yerN JBi(y)

2. lim sup/ lonl® dz | > 0.
nteo \yerN J B (y)

(1.16)

Suponha que o primeiro caso seja verdade. Usando o Lema de Lions ( Lema 1.21 em [46]), temos

¢n — 0 em L? (RY) para 2 < p < 2*. Por hipotese, temos 2 < p; + 1 < ps + 1 < 2. Isto significa

que ¢, — 0 em Lpi“(]RN ), com ¢ = 1,2. Usando este fato, temos uma contradi¢io com a desigualdade

(1.16). Logo, a menos de subsequéncia, temos que

lim [ sup / lon|® dz | =7 >0.
n—-+oo yGRN B1(y)

Fixando n € N, por definigdo de supremo, existe uma sequéncia {y,} C RY tal que

/ onl? dz >
Bl(yn)

Defina a sequéncia v, := ¢, (z + y») e utilizando a invariincia das integrais por translago,

>3

1/2
lull = ([, 9onat 0 +lonto 40} = llany = 25,

(1.17)
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Em outras palavras, temos que {t,,} ¢ limitada em H' (RY). Pelas imersdes de Sobolev e como H* (RY)

¢ espaco reflexivo segue que
e ¢, = ¢pem H' (RY);
o ¥, — pem LP (RY) para 2 <p < 2%

o Y, (x) = ¢(z) q.t.p. em RV,

Consequentemente,
Yy — @ em L*(B(0)).

Fazendo uma mudanca de variaveis, segue por (1.17)

lp(@)* dz = lim [¥n (2)] da
/Bl<o> ntee J By (0)
= lim / |<pn(ac+yn)|2 dz
n—-—+o0o B1(0)
. n
= lim ) ) dz >~ >0.

Assim existe um subconjunto Q C RY de medida de Lebesgue positiva em B;(0) em que p(x) #
0,V € Q. Observe que a convergéncia pontual em RY nos da

2v/D |un (2 + )| 2V Dun(z + yn)|

<le@l= lim len(@tun)l= Hm = ol e ™

para todo x € Q. Visto que ||u,|| = 400 , quando n — 400, necessariamente temos que
|tn (2 + yn)| = 400, paratodo z € .

Desde que {u,} esta contida em N, podemos usar o Lema de Fatou, (1.1), a condicdo (f5), (1.1) e

(a1) e obter

D > lm ()= lm_ (; ||un|2—/RN(1+a(x))F(un)dx>

n—-+o0o

~  lim / (1+a(m))(%f(un)un—F(un))dx

n—+o0o RN

> 1iminf/ T ;f(un)un—F(un)) dz
RN

n——+00
1
— 1iminf/ T = f(un(z + yn))un(z + yn) F(un(eryn))) dx
n—+oo JpN 2
1
> liminf/T —flun(z 4+ yn))un(z + yn) — F(un(x +ypn)) | dz
n—-+oo Q 2

. 1

> Tliminf | = f(up(z + yn))un(z + yn) — F(un(z + yn)) | do = +oo.
Q n—-+oo 2

Logo, temos uma contradi¢do e o segundo caso também nao pode acontecer. A contradigdo veio do

fato de supor que a sequéncia {u, } néo era limitada em H* (RY) e, portanto, finalizamos a demonstracao

do lema.
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O resultado seguinte mostra a positividade do infimo do funcional associado ao problema (P,) sobre
a variedade N.

Lema 1.3. Seja m definida em (1.6). Entdo tem-se m > 0.

Demonstragao: : A demonstracédo deste resultado requer o Lema de Lions como ja utilizado no Lema 1.2.
Primeiramente consideremos uma sequéncia minimizante {u,, } na variedade de Nehari tal que I (u,,) — m.
Pelo Lema 1.2 temos que {u,} ¢ limitada em H' (RY). Assim, utilizando as condi¢des (a1), (f2) existe

uma constante C' > 0 tal que

0<o? < lun|® = / <1+a<w>>f<un>wdw§c/ (lual” "+ P+ da
RN RN
1 1
= C(lunlB 3+ fual21)

Argumentando como no Lema 1.2, pelo Lema de Lions, existe uma constante 7; > 0 e uma sequéncia

{yn} € RY tais que

/ (u,)? dz = sup / (u,)? da > )
Bl(yn) yERN Bl(yn) 4

Defina a sequéncia 1, := u,(z + y,) € note que existe uma constante M > 0 tal que

1/2
Joull = ([, 9nto ) + lanlo +307) =] < 0.

Em outras palavras, {1,} é uma sequéncia limitada em H' (RN ) . Pelas imersoes de Sobolev e como

H! (]RN ) é espaco reflexivo segue que
e ¢, =~ uem H' (RY);

e ¢, > uem L} (RY) para 2 <p < 2%

e Yn(x) = u(z) q.t.p. em RY.

Consequentemente, ¥, —u em L*(B;(0)).

Por mudanca de variaveis, segue que

lu(z)]? dz = lim [t ()] da
/31(0) nte0 B (0)

= lim |tn (x4 yn)|? da
n——+oo B (0)

. 1

= lim un (z)” dz > 2= > 0.
n——+oo B1(yn) 4

Assim, existe um subcontjunto ; de medida de Lebesgue positiva em Bj(0) no qual u(z) # 0,V €

;. Usando o Lema de Fatou, a condi¢do (f3) e (a1) segue que
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m = lim I(u,)= ngr—ir-loo (; [ ||* — /RN(l + a(z))F(uy) dx)

n—-+oo

= dim [ (1+a@) (;f(un)un —F(un)> dz

n—-+oo RN

> liminf T %f(un)un F(un)> dz

n—-+o0o RN

= hmmf 7' ;f(un(x—i-yn))un(x‘i‘yn)—F(Un($+yn))> dz

n—)+oo

> lim mf ;f(un(x + Yn)Jun (2 + Yn) — Flun(z +yn)) | do

n~>+oo

> Thmmf ;f(un(x + Yn))tun (T + yn) — F(un(r +yn)) | dz

n—>+oo

(u)u — F(u)) dz > 0.
Assim, segue o resultado deseJado.

O

Lema 1.4. Suponha que u seja uma solu¢io do problema (P,) com I(u) no intervalo [m,2m). Entdo a

solucao u nao muda de sinal.

Demonstragao: Seja u uma solugio fraca do problema (P,), entdao I'(u) = 0, isto é, I'(u)v = 0 para
todo v € H' (RY). Em particular, I'(u)ut = 0 e I'(u)u” = 0 onde consideramos u* = max {u,0} e

u~ = min {u,0}. Note que se I'(u)u™ =0, entdo (u,u") — / (1+ a(z)) f(u)u™ dz = 0, ou seja,
RN

w,ut) — a(x u)utdz alz u ) utde b =
(u,u™) {/{u>0}(1+())f( ) d+/{u<0}(1—|—())f( ) d} 0.

+H2 —/RN(1+a(x))f (u*)ut dz = 0. Portanto, I' (u) u* = 0 e, similarmente, I' (u™) u™ = 0.

Suponha que ut # 0 e u~ # 0, entdo pelo que acabamos de ver temos que u™ e u~ estdo na variedade
N e ainda X
Iw) = It +u) = ot +u | - / (14 a(2)) F(ut +u-) do
RN

1
= —(ut+u,ut+u) - (1+a(2)F(ut +u”)de
2 {u0}

—/{ <0}(1—|—a(:1:))F(u+—|—u7)dx
:1u+2 u [PV - 1+ a(z)F(ut)de
U U W B Gty

- (1+a(z)F(u)de
{u<0}

= 1 u+2 u*2 — alx u™) dz

= {I + oI} = [ 0+ ale)F () d
_/RN(l +a(@)F (u”) da

= I(wh)+I(u")>2m.

Por outro lado, por hipotese I(u) < 2m e como m é estritamente positivo pelo Lema 1.3, obtemos

uma, contradicdo e assim finalizamos a demonstracao .
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Observagao 1.3. Note que o resultado do Lema 1.4 se aplica analogamente ao funcional I, definido
em (1.8) , isto €, suponha que u é uma solugao do problema (Ps) com Is(u) no intervalo Moo, 2myo).

Entao a solugdo u nao muda de sinal.

Um conceito importante e bastante conhecido que utilizaremos é o conceito de sequéncia de Palais-
Smale. Dizemos que uma sequéncia {u,} em H' (R") ¢ uma sequéncia (PS). para alguma constante
¢, se I(up) = ce I'(uy,) — 0 em H' (RY) | se n — +oo. Caso a sequéncia {u,} possua subsequéncia
convergente, dizemos que o funcional I satisfaz (PS). no nivel c.

O proximo lema nos da uma importante informagao sobre uma sequéncia (PS) do funcional I restrito
variedade A no espaco H* (RN ) Aqui é o momento em que precisamos utilizar a condigao de crescimento

(f2) para a derivada de f.

Lema 1.5. Suponha que {u,} € uma sequéncia (PS)q para I restrito a variedade N'. Entio, a menos

de subsequéncia, a sequéncia {u,} € também uma sequéncia (PS)q para o funcional I em H* (RN).
Demonstragao: Primeiramente supomos que exista uma sequéncia {u,} C N do tipo (PS)y para I
restrito & variedade N. Por definicao,

I(up) = d e (I|n) (un)— 0. (1.18)

Usando o Lema 1.2, como a sequéncia {u,} C N e I(u,) — d > 0, entdo a sequéncia {u, } é limitada
em H! (RN )
Para toda v € H*' (RN ), como a sequéncia {u,} ¢ limitada e usando a desigualdade de Hélder e a

condigdo de crescimento (f3) segue que

Tl = 2l [0+ D) e+ fw)ds

< 2fuallloll + [ |10+ a@)I I (wn)n -+ Fan))] ol da
< 2fuallloll o [ 10w+ S| o] do
< ool el +ex [ (Qunl” + funf) o] d}
RN

= c{lllllunll+ [ (un) ol ot [ ual) o] o}

RN RN

p1/(p1+1) 1/(p1+1)
< C3 vl l|un —|—</ u, P dx) (/ p[Pr dx>
{ el anll (b ) (o) }
p2/(p2+1) 1/(p2+1)
p2+1 p2+1
+c{(/RN (funl )dx) (/RN (1w )dx) }

= {0l + leanl 4y 00,1+ U122y ol }
<

C{ ol lwnll + llunll® vl + llunl”* 0] }
Como a sequéncia {u,} é limitada, entdo para toda v € H! (RN),

T (un)v] < Clo]l-
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Isto mostra que a sequéncia {J'(u,)} é limitada em H~' (R"). Consequentemente,
[T ()| < (1T (un) || 1 vy ltem | 1 vy < € (1.19)

em que a constante C' ndo depende de {u,}. A menos de subsequéncia, a sequéncia de nimeros reais
positivos
An o= | (un)un| — X > 0.
Além disso, como {u,} C N, pelo Lema 1.1(a) temos que |lu,| > « > 0 e argumentando como na

demonstragio do Lema 1.3, usando o Lema de Lions, (a;) e (f3) segue que u,(z) — u(z) q.t.p. z € RN
e u(z) # 0 q.t.p. x € Qp onde Qp é um conjunto de medida positiva . Dai usando o Lema de Fatou e o

fato de que f’(t)t — f(t) > 0 para todo t € R,

A= lim I (un)un

n—-+o00

n—-+oo

=t {2l [ ale) (7 G + ) o

_ im a(2)) (f (up)u? — flup)uy,) do
_ ‘AN<1+()>(f(n)n Flun)un) d

n—-+oo

> lim [ (f (un(2))ur (@) = f(un(@))un(z)) do

n—-+4oo Q

- T/Q (f’(u)u2 —f(u)u) dz

T/Q (f'(w)u — f(u))udz > 0. (1.20)

Como N é uma variedade de codimensdo 1 em H! (RV) (vide se¢do 6.3 em [7]), podemos escrever a

projecao gradiente (I |n)'(u) sobre o plano tangente
TN ={veH" (RY):(J(u),v) =0}

por
(I |n) (u) = I'(u) = tJ' (u),

em que
(' (u), J'(u))
[[7 ()12

Desde que {u,} C N é uma sequéncia (PS) de I restrito a variedade de Nehari (pelo Lema 7.19 em

[7]) existe uma sequéncia {t,} tal que
(I [w) (un) = I'(un) = tnd (un), (1.21)

dada por
o ), )
" 17" (ua)[I?

note que ||J'(uy,)|| # 0 por (1.15).
O objetivo agora é mostrar que a sequéncia {¢,} converge a zero se n — 400 e assim concluiremos o
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lema. Por (1.18) e (1.21) segue que
0=1"(un)un = (I |n) (un)un + tnd (un)un = 0, (1) + tpJ' (un)un. (1.22)
Por (1.19) e (1.20) tem-se
C > |J (up)un| = XA >0, se n— +oo,
e por (1.22) isto implica que, a menos de subsequéncia,
t, — 0, se n— +oo. (1.23)

Assim, deduzimos de (1.18) e (1.23) que, a menos de subsequéncia de {u,},

I'(up) = (I |n) (un) + tnd (un) — 0, se n — +oo.
Concluimos assim a demonstragao do lema.
O

Os resultados classicos relativos ao problema limite (Py,) encontrados em [12], [13] , e [25] juntamente
com o estudo da simetria radial e decaimento exponencial podem ser resumidos da seguinte forma: o

problema tem uma solugao de energia minima w tal que
i) w>0em RY;
ii) w é radialmente simétrica: w(z) = w(r) , onde r = |z| e w decresce com respeito a r;
i) w e C?(RY);
iv) existem constantes C; > 0 e Cy > 0 satisfazendo

Cr(1+z) "7 el <wl@) < o1+ )~ 7 ol Yo eRY. (1.24)

Além disso, w é tnico dependendo das hipoteses sobre f como em [26, 40].
Lema 1.6. Ndo eziste solug¢do u para o problema (Ps) tal que Io(u) € (Moo, 2Meo).-

Demonstragao: Se u é solu¢do do problema (Ps) tal que Io(u) € (Moo, 2Mso ), entio pela Observagdo
1.3, u ndo muda de sinal, isto é, u > 0 ou u < 0. Sem perda de generalidade, considere u > 0 ( no caso
u < 0, como f é impar, segue que —u > 0 é solu¢do). Pelos resultados classicos, u é solucdo positiva,
radialmente simétrica de (Py) e tnica, portanto, u = w e Is(u) = Moo implicando em contradi¢do com

a hipotese.

1.2 Compacidade

O préximo resultado que enunciaremos serd fundamental para o estudo dos pontos criticos do funcional

I . Ele descreve como uma sequéncia de Palais - Smale de I se comporta assintoticamente.
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Lema 1.7. (Lema de Splitting) Suponha que {u,} é uma sequéncia limitada em H" (RN) tal que
up) > d>0 e (I|x) (un) »0 em H " (RY).

Entdo, passando se necessdrio a uma subsequéncia, existem ug solugdo fraca de (P,), wm niumero k €
N U {0}, k fungdes w',...,w* € H* (]RN) solugoes do problema limite (Px,) e k sequéncias de pontos
{y?},1 < j <k tais que

1. u, — ug em H' (RN) ou

2. |yZL| — +oo e |ynfy;| — +00; ] # 1

k
3. up =y w(-—yh) —>ug em H'(RV);
j=1
k .
4o I(up) = d=1T(up) + Y _ Io(w?).
j=1

Demonstragao: O primeiro passo da demonstragdo é o Lema 1.5. A demonstragdo segue como em [33].
O

Como uma consequéncia dos Lemas 1.2 , 1.5 e 1.6 combinados com o Lema 1.7 temos o seguinte

resultado.

Lema 1.8. Suponha que o infimo m definido em (1.6) ndo seja atingido. Entdo m > my, e, ainda, o

funcional I satisfaz a condigao de Palais- Smale sobre N' em qualquer nivel do intervalo (meo, 2meo).

Demonstragao: Considere uma sequéncia {u,} tal que satisfaz (PS)4 para o funcional I restrito a N.
Entdo, a menos de subsequéncia, {u,} ¢ limitada e é (PS), para I em todo o espaco H'(R™) pelos Lemas
1.2 e 1.5.

Suponha que o nivel m nao seja atingido. Se existisse uma sequéncia u,, — ug, pela continuidade do
funcional I, terfamos I(u,) — I(ug) = d = m. Contradi¢gdo com a hipotese neste caso. Logo, ndo existe
tal sequéncia; o que implica que a possibilidade (1) no Lema de Splitting n&o ocorre. Decorre entdo que
valem (2), (3) e (4).

Em primeiro lugar, suponha que up = 0 , entao por (4), temos que

k
I(up) = d=m=I(uo) +Zfoo(wj) >0+ klo(w) > kMmoo > Moo,
j=1

onde w é a solucao de energia minima para .

Em segundo lugar, assuma que uy # 0 . Como ug pertence a N, tem-se I(ug) > 0. Segue que
m > kmey, > M. Logo, em ambos 0s casos, temos m > my, € assim a primeira parte do Lema esta
verificada.

Suponha que d € (M, 2Mso ). Assim, para n suficientemente grande,

Moo < I(Up) < 2Meo.
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Se nao existisse subsequéncia {u,} convergente, usando o Lema 1.7,

k
I(up) = d = I(ug) + Y _ Ino(w?).
j=1
Se k > 2, entao
k .
I(up) = d = I(ug) + Y Tno(w’) > 0+ ko (w) > kg > 2mee.
j=1

Isto configura um absurdo uma vez que d < 2m.,. Portanto, obrigatoriamente, tem-se k = 1. Neste
caso, se ug = 0, entao
2o > Ioo(w?) = d > me.

Isto ¢ uma contradi¢io com o Lema 1.6, pois nio existe solucio w’ de (Ps) no intervalo (Mo, 2me)-

Usando mais uma vez o Lema 1.7, como ug pertence a N,
I(up) — d=1I(up) + 1.Ioo(wj) >m+ Io(W) =M+ Moo = Mo + Moo = 2Meg.

Isto também configura uma contradigdo, visto que d < 2mq.,. Neste caso, concluimos que k& nio
pode ser maior ou igual a 1 e devemos ter k = 0 e, portanto, por (3) existe uma subsequéncia de {u,}

convergente e o lema esta provado.

1.3 Projecao sobre Nehari

O proximo passo é mostrar que o conjunto A é nao vazio. Com tal objetivo, iremos trabalhar com
yo € RY fixado, [lyo|| = 1, y € dBa(yo) onde Ba(yo) == {x € RY; ||z — yol| <2} e com 0 < A < 1.

Como o problema limite (Py,) tem uma solugdo ground state w > 0, trabalhamos com esta solucao
transladada, isto é,

wi == w(z — Ryo)

wf :=w(x — Ry)

e definimos uma combinagao linear

zf’y = \w(x — Ryo) + (1 — Nw(z — Ry) = Ml + (1 — )\)wf. (1.25)

Para demonstrarmos a projeciao sobre A/ precisamos utilizar dois resultados. O primeiro deles é

Proposicao 1.1. Considere dois nimeros reais v € (0,+00) e A € [0,1] e defina a sequinte fun¢do em

BN, 7) = A2 (||w|2 - /RN %uﬁ d;z:> , (1.26)

duas varidveis
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onde w € a solu¢ao ground state do problema (Px). Entao existe wm nimero Sy < 0 e Ty > 0 de modo
que ¥ r > Ty tem-se
SN T)+P(1L— A7) < Sy <0.

Demonstragao: Comegamos observando que decorre da hipotese (f3) que a funcdo ® é decrescente na
variavel r. Por outro lado, derivando a fungio ® em (1.26) com respeito a variavel A, fixando r, obtem-se

o = o (1ol - [ L)

+/\2< f (rAw)rwriw — f(r/\w)rww2> (1.27)
RN

(raw)?

Como w é a solugao positiva ground state do problema (P.,), entdo w satisfaz
—Aw +w = f(w).

Segue que

w

Hw”2 = /RN [\Vw\Q —G—wQ} dzr = /]RN fw)wdx = ox Mw2 dz. (1.28)

Substituindo (1.28) em (1.27), tem-se

aE(A,T) = 2>\/ (f(w)f(r)\w)>w2dx
RN

w rAwW

2 f/(r)\w) f(raw) 2
+A <_/RN[ \ _T)\Qw‘|wdx>

= 2) o (f(w) _ f(T/\w)))\dex

w rAw
+/ [—f/(r)\w))\—i—f(rw)} w? dz
RN rTw

= /]RN [QAJCS;U) — f/(r)\w))\ — if(:i\]w)} w? dz

_ /RN [Mfguw) _ <f( Aw )A+Af(mw)ﬂ w? dz. (1.29)

Aw

Por (f3), se u > 0 temos f'(u) >

, € assim

1) _ o),

f(u)

f'(u) +

Isto implica que VA € (0, 1],
-2 (f’(u) + f(uu)) < —2/\¥. (1.30)

Agora escolhendo u = rAw > 0 em (1.30) e substituindo na derivada da ®, isto é, em (1.29) tem-se

que
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g—f()\,r) - /RN [mf(w) - <f’(r)\w))\—|— Af(Mw))] w?de

w A rw
f(w) f(raw)
< /RN [2)\ " — 2\ o ]w2dx
B flw)  f(riw)
= ”/RN [wmw]wzdx'

Escolhendo r suficientemente grande tal que rA > 1 e usando, mais uma vez, a condi¢io (f3) que

f(t)

implica —— crescente para t > 0 segue que

0P

a()\, 7") < 0.

Portanto, ® é decrescente na variavel .

Decorre da definigdo de ® e pela condi¢do (f3) que existe uma constante M; > 0 tal que para todo
A€ (0,1] e r € (0,4+00) temos
BN, 1) < A2 ||lw|]? := M2 (1.31)

Por outro lado, como w é solugdo positiva do problema (P ), para todo 0 < A < 1, tem-se por (f3) e

(fa) que

lim f(rhw) > oo,
r—+oo  TAW
A A
e fgj")ﬂ:ﬂ) é crescente na variavel r. Isto implica que no caso assintoticamente linear f(riw) Nl €
fw) fex)| oo ([f@)] [fEw)]
w riw w raw
< 2w® € LHRY). (1.32)

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, existe uma constante Ms > 0, tal que
A
lim ®(\,r) = lim )\2/ [f<w) - M} w? dz
]RN

=400 r—00 w rAW
w
= )\2/ [f( ) —zoo] w? dz = N\ (—My). (1.33)
RN w
S
Para o caso superlinear , visto que & é crescente se s > 0, usamos o Teorema da Convergéncia

s
Monoétona para obter o resultado em (1.33).

1
Vamos considerar A no intervalo [O, 2} devido a simetria de ®(A,7) + ®(1 — A\, r) com respeito & A.

1
Comecamos fixando A\g no intervalo <O, 2) tal que

M.
M2 < 72(1 - )% (1.34)

pode-se encontrar rg > 2 satisfazendo
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M-
(1 — Ao, 1) = _72(1 —Xo)%
1 1 M- M-
De fato, se 0 < A\g < 3 entdo (1—Xg)? > i Como My > 0, escolha Ay < 8]\42 . Assim, (1—)\0)272 >
1

M,
— ©sesue que

M, M, M,
Mg < My— == < (1—)\o)?—==.
o< Mg T8 <(=2)5

1
Considere agora A € (0, \g] e r > 7g. Como§<1—)\0§1—)\,<I>édecrescente em r e em )\, e por

(1.31) segue que

SANT)+P(L—-N71) < PN 7o)+ P(1— A1)
< M2+ D(1— A1) (1.35)
M.
= M- 72(1 — )% <0.

1 1
Por outro lado, se A € {/\0, 2] e fixando r; > max {)\, 2}, note que se
0

1
r2r1>/\—:>r)\2r1)\2r1)\0>1 (1.36)
0
e como
1
r>ry>2 e 1—)\25,
entao
T 2

Visto que @ é crescente, pela defini¢do de @, (1.36) e (1.37) segue que P é negativa, isto &, ®(\,7) <0
e ®(1 — A\, r) <0. Assim, se \ € [)\0, ﬂ segue que
DN\, 1)+ P(1—\7) <O0.
Para concluir, defina T, := max {rg, 1 }. Logo, Ty > 2 e observe que
So :=max {®(\, Tp) + (1 — A\, Tp)} < 0.
Assim concluimos que para r > T

DA, 7)+ (1 — A1) <P\, To) 4+ D(1— N\, Tp) <Sp <0, para todo X € [0,1].

Portanto, a proposigao fica provada.

O resultado que segue pode ser encontrado em [1], Lema 2.1.

Lema 1.9. Suponha que existam po > @1 > 0. Entdo, para todo x1,x2 € RN, existe um nimero real
C > 0 tal que
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/ e~ Hilz—a1] o —palz—22] 3,0 < Cle—tilzi—z2|
]RN

QOutrossim, se pg > 1 >0 e pug > p1 > 0, entdo , para quaisquer x1, T2, T3 € RN, existe um numero
real C' > 0 tal que

H1

——— |z1—x2|+|T2—T3|+|T3—T
/ e~ tlz—zi| g—pole—za| o —pslz—a3] 10 < O 2 {‘ 1—a2|+|z2—z3|+les 1\}'
RN

O proéximo resultado garante que a variedade A é nao vazia.

Lema 1.10. Ewxistern nimeros Ry > 0, To > 2 e para cada R > Ry, y € 9Ba(yo), 0 < A < 1, um tnico
Tfy > 0 satisfazendo
T)\I?yzf“,y eN.

Ademais, Tfy €10,Tp) e T)\I?y € uma fungdo continua nas varidveis \,y, R

Demonstragao: Sejam u,v € H'(RY);u,v > 0 e r € (0,+00) em (1.10), entdo

Joo(ru+1v) = ||ru+rv\|2—/ flru+rv)(ru +rv) dz
RN
= ”TUJ’_TUHQ_/RN flru—+rv)(ru+ rv) (:Zi:g) dz
2 2 2 flru+rv) )
= 2 — —
r2 (JJul® + [lo]* + 2 (u, v))  raiye (rutr)?de
flrutrv)

= 2 (Il + ol + 2 Guyv)) - (% + 2020 + 1%0) da

RN TUu+ TV

o (Il + ol + 2 () -2 [ LE0ETY)

(u? + 2uv + v?) dz.
RN TU+ TV

(s)

Por (f3) , fT é crescente se s > 0, assim

%jm) = ul®+ |Jv]|* + 2 (u, ) / fru—|—m)( 2 4 2uv +v?) de
r U+ TV
< lull® + Jlol® +2<U v)
3 f(ru f U+ T0) Frudro) oy de — f(rv) (v?) do
U+ TV RN TV
<l / fT“ ot ol - [ 02 a4 2000,

(1.38)

Como o resultado em (1.38) é vélido para todo u,v € H'(RY);u,v > 0 e r € (0,+00), podemos
substituir u por /\wé?‘ e v por (1 — /\)wff para 0 < XA < 1 e utilizando mudanca de varidveis obter a

seguinte desigualdade
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Joo(ru+mv) Joo (rAwt + (1 — Nwl?)
r2 - r2
< ) - [ LD o as
fr(1 = Xwk)
el - [ S (- D ar 2 Gl (1 )

o (g - [ Lo uea )

T ’U)R
2<Hw51|2— . iff AA)L )< g)2d >+2A(1—A)<wg,w5>

f( r/\w (w)? d
RN TAW

2 (|w|| / fr (1 AA)Z“)( )de>+2)\(1—>\)<w§,w5>. (1.39)

Visto que w solugao do problema limite, entao

w;ﬁyo =w(x — R(y —yo)) = 0, se R— +o0.
e
wy' o =w(z—R(y —yo)) =0, em H '(RY).

Assim, por defini¢do de convergéncia fraca, para toda ¢ € H I(RN )
(w(- = R(y = y0)), ) = (0,9) =0, se R — +o0.
Em particular, escolha ¢ = w € H'(RY) e segue que
(w(- = R(y — o)), w) = 0, se R— +o00.

Fazendo uma mudanca de variaveis , segue que

or(1) (w(- = R(y — yo)), w)

= [ [Fule = Rly— ) Vo) + (e = Ry = m)u(@)] de

/RN [Vw(z — Ryo)Vw(z — Ry) + w(z — Ryo)w(x — Ry)] dv (1.40)

= (w(-— Ryo),w(- — Ry))

= (wg'wy).
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Pela Proposigao 1.1 e usando (1.40) podemos reescrever a desigualdade em (1.39) da seguinte forma

Joo (T + 1) _ oo (rAwE + (1 — )\)wf)
2 w 27 f(r)\w) w 2 T
§A<IIII [z <>d)
(| 2 —/ JrlL = A <>2dx)
+2X(1 = N) <w0 , W >
SN, 1)+ P(1— A7)+ or(1)
< So+or(1), (1.41)

em que og(1l) — 0, se R — +o0..

Por outro lado, desejamos obter uma estimativa da seguinte forma

J(rawgt +r(1 — Nwl)
2

<0,
-

para todo r > Tp,0 < A < 1, R > Ry e uniformemente em y € 9Bs(yo). Para tanto, observe que para
todo u € H'(RY)

T = el = [ 1+ el fwuda
=l - [ swude = [ a@ftwuds

= Joo(u) — / a(x) f(u)ude. (1.42)
RN
Segue por (1.42) que
J(rawg +r(1 = Nw)) Joo (rAwft + (1 = Nwl?)
2 = r2
f% a(z) f(raw +r(1 — )\)wf)(r)\w(lf +7r(l-— )\)wf) dz
T RN
_ Joo (rAwft + (1 = Nwl?)
= =

Awlt + (1 - )\)wf)2 dz.  (1.43)

/ frawl +r(1 - )\)wf)
— a(x
RN

rAwdt 4+ r(1 — Nwl

Agora vamos estimar esta ultima integral na equagao (1.43), isto &, vamos mostrar que

Jrdwg +r(L = Nwy) | g RV g0 —
/RN la(z TAw§+T(1—/\)’LU§ (Mg + (1 = Nw,')" dz = or(1). (1.44)
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Podemos utilizar a condigdo (az), (f2) e o Lema 1.9 verificar (1.44). De fato, note que por (f3)

Ll + 0= O+ (- V) ds
< 5 / {27 (a7 + Ir(1 = Nwfl7) + 272 (w172 + (L = w7 frwfl da

+7 [ Jata >|{2p1<|me|m+|r<1f N ff) + 27 (X + |r(L = NwflP) b1 = M) de
< C/RNIa(x)I{(wé%)’“ + (wiP* + (wHP + (wﬁ)m}(Aw5+ (1 - ANwh) da. (1.45)

Usando agora (az) e o Lema 1.9 obtemos

/N|a(x)|(wgf)m+1 dz<C | e~ klelg=pitDle=Ryol 45 < CeFO—Byol — Ce=kE — 55(1),  (1.46)
R R

e também que

/ |a(x)\(w§)piw5 dz < C/ e Hlelempile—Ryolg=lz=Ryl g3 < Ce= 3 (RT2R+R) or(1), (1.47)

RN RN

visto que Ce™ 2 (Bl¥) < Cem 2R pois 1 < ly| < 3. Logo, de (1.45) , (1.46) e (1.47) verificamos (1.44).
Para concluir o resultado de projegio sobre N, susbtituindo (1.41), (1.44) em (1.43) , podemos tomar

R suficientemente grande de forma que

J(r wd +r(1 - Nwk)

Y2 < Sy +og(l) < o <0, (1.48)

3

r2

para todo r € R tal que Tp <7, 0 < X\ < 1 e uniformemente em y € dBs(yp)-

Combinando-se (1.4) e (1.48) pode-se garantir que existe um dnico r = TAR’y € (0,Tp) tal que
Tfyzf\:‘y pertence a variedade N. Consequentemente, N & uma variedade ndo vazia.

Para provar a continuidade de T /\ o considere a aplicacdo h € C'! definida por

h:RY x HYRY) — R
() o bt =t~ [ 1+ a(@) (twud
RN

Seja (to,ug) tal que h(to,ug) = 0 e ug > 0. Note que se toug € N, entéo

tg||u0||2:/ (1+a(x))f(t0u0)t0uodx:/ (1+a(a:))7f(t;u0)t%uodx.
RN RN 0
Assim,
fuoll? = [+l L0, as. (1.49)
RN 0
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Por outro lado, derivando h em relacéo a t e utilizando (1.49) e (f3) obtemos

ltouo) = ol = [ (1-+ afa)f (touw)ud da
= / (14 a(x)) (Jf(ttouo)uo - f’(touo)ug> dz <0. (1.50)
RN 0

Aplicando o Teorema da Fungao Implicita, a aplicagio u +— t(u) é de classe C* onde tg = t(ug). Pelo
que provamos, para cada R > 0,y € dBa(yo) e A € [0,1] existe um tnico T}, = #(25,) tal que ¢ ¢ de
classe C'. Agora, para cada R > 0 fixado, a funcdo (\,y) — zf\%y é continua. Desde que [0, 1] x dBa(yo)

¢ compacto em R?, existe um T(R) = Tfy tal que Tg’yzf‘;y eNe Tfy € [0,T(R)].

max
(A\y)€[0,1]x0B2(yo)

Suponha por contradigdo que T(Ry) — 400, se R, — +oo. Visto que T(Ry) = R

max N
(A\Y)€[0,1]x0B2(yo) ™
tem-se T(Ry) = Tf; para algum (), y). Assim obtemos a continuidade de TAPjy nas variaveis A\,y, R e o

lema esta provado.

1.4 Estimativas assintoticas

Precisaremos do Lema /1.2 em Bahri e Lions [8] para nos auxiliar nas delicadas e precisas estimativas.
Por motivo de completude de informagoes iremos demonstrar o lema visto que em [8] tal resultado néo

estd claramente enunciado e demonstrado .

Lema 1.11. (Lema IL2 - [8]) Suponha que p € C(RY)NL>(RY), 4 € C(RY) satisfazem para constantes
a,B>0eveR,

o(@)e |z|® = ~; se |z| = +oo (1.51)
€
/ ()] €11 (1 + |2]?) de < +o0. (1.52)
RN
Entao
o, y)
_lim (/ cp(x+y)z/;(x)dx) el @|B—'y/ e Ul p@)dz| =0. (1.53)
[y|—>+o0 RN RN

Demonstragao: A demonstracio segue do estudo de varios casos e da aplicacdo do Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lebesgue. Primeiramente, seja |z + 7| < 1. Note que
gl —lz| < |z +7 < 1= [g] < 1+]z].

Por (1.52) e dado que ¢ € L°°(R") existe uma constante C' > 0 tal que

A

p(z + (@) gl < Clpa)le®e™ (1 + |z)?

Clp(z)]e®I(1 + |z|?) € LY(RY). (1.54)
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Considere agora 1 < |z +7| < % . Note que

2yl = 2Jz] < 2l + 7| < |y = [y] < 2Jz] (1.55)

9l = |z] < |z + 7| = —alz + 7+ afy] < afz].
Por (1.51), dado € > 0 existe algum M, > 0 tal que V || > M, tem-se
()] < (e+y)e I a| 7P = Cemolljz| 77, (1.56)

Combinando as informagcdes de (1.54), (1.55), (1.56) com (1.52) segue que se 1 < |z + 7| < |—,

2
e(z + 7)) Py’ < Cly(@)le |z 4 5|~ Pe¥(2]a])?

< Cl(a)le || € LYRY). (1.57)

Finalmente considere o caso |z + 7| > % Usando novamente (1.51) e a desigualdade

—alz + 7| + afy| < a|x| tem-se
oz + 7)) e Pyl < Clyp()le ™|z + 7| e*P(2]z + y|)?
< Cl(a)le™|z)? € LYRY). (1.58)
Para cada z € RY fixado, segue de (1.51) que

lim o+ @) Mg = dim e+ g)e™ Tz +71° = 9 (). (1.59)

[Y]—>+o0 lz4+7|—>+o00

Com os resultados obtidos em (1.54), (1.57), (1.58) e (1.59) podemos aplicar o Teorema da Conver-
géncia Dominada de Lebesgue para obter

i ([ etatpuas) ey = [ )an (1.60)

[§|—>+o0
Por outro lado, observe que se {x,7) > 0 , entao

a(z,y)

ve T g(@)] < M), (1.61)

e vy € L'(RY) uma vez que

/ b (2)| da g/ l0b(@) e (1 + [2]?) dzr < 400,

Se (z,7) <0, entdo
0<—(z,9) = (—=,9) < ||y
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implica que
afz, y)

ve Wl g(@)] < ey (x)] € LARY), (1.62)

por (1.52). Para cada = € R" fixado, temos ainda

lim ~e 9l Y(x) = vePp(z). (1.63)

[gl=+o0

Com os resultados obtidos em (1.61), (1.62) e (1.63) podemos aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue para obter

a(z,y)

lim ve Ul w(x)dxzv/ (z) da. (1.64)

|7l =400 JrN RN

Portanto, de (1.60) e (1.64) o lema esta demonstrado.

]

Um resultado encontrado em [37] que iremos utilizar para obter o decaimento exponencial exato para

a solugao ground state do problema limite (P, ), a saber

Lema 1.12. [Proposigio 6.1 em [37]] Sejam N > 1, p>0 e W € C*((p,0),R). Se

lim W(s) >0
S§—00
e para algum B > 0 tem-se
lim W' (s)s'*? =0,

S5—» 00

entdo existe uma funcdo radial ndo negativa v : RVN\B,(0) — R tal que
~Av+Wv=0 em RV\B,(0) (1.65)

e, para alguma constante py € (p,o0),

N1 ||
lim w(x)|z| = exp/ VW =1. (1.66)

|z|— o0 Po

Seguindo idéias encontradas em [38] , mostraremos que a solugio ground state positiva do problema
limite (P) tem decaimento exponencial exato. Tal demonstracdo é diferente daquela encontrada no
classico artigo de Gidas, Ni e Niremberg [25] em que os autores demonstraram o decaimento exponencial

utilizando func¢ao de Green, estimativas interiores e fun¢oes de Bessel.

Lema 1.13. Seja u solugio positiva radial ground state do problema
—Au+u=f(u) em RV,

entao u satisfaz
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lim u(z)|z| " e/l € (0, 00). (1.67)

|z] =00

Demonstragao: Inicialmente, visto que u(xz) — 0, se || — oo, segue por (f2) que

flu(z)) _

|| =00 U(IE)

Logo, existe um p € R tal que para todo » € RY e |z| > p temos

3
< -.
— 4

Note que se x € RN \ B,(0),

—Au(z) +u(z) = f(u(x) = LD gy < 3L o) gy B (),

implicando

—Au(zx) + 1u(x) <

1 =0 em RY\B,(0). (1.68)

Considere uma fungao radial ndo negativa v € C?(RV\B,(0), R) satisfazendo

1
—Av + 0=0, sexe RM\B,(0),

v(z) =u(x), se x € dB,(0), (1.69)

lim v(x)=0.
|z]—o0

1
Seja Wy(z) = 1€ note que W = Wy no Lema 1.12, juntamente com (1.65) e (1.66) existe uma
constante C' > 0 tal que

|z

0<wv(z) < C|m|_¥e_7, para todo x € RV\B,(0).

Defina a fungdo z := u — v. Segue por (1.68) e (1.69)

1 1 1
—Az+ 1°= —Au+ i + Av — 7Y <0 em R™\B,(0) (1.70)

z =0 sobre 0B,(0).
Ademais, temos que

lim z(x)=0.
|z] =00

Considere z = 2z — z7. Por (1.70) segue

1
I2*]* = / (IVz” + 4|z+|> dz <0, (1.71)
RN\ B, (0)

logo z < 0 em RN\ B,(0). Assim
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[z

0<u(z) <v(z) < C|$|_¥€_Tl em R™\B,(0). (1.72)

Combinando a hipotese de crescimento (f2) e (1.72) existe uma constante C' > 0 tal que

1) < o (e mr 4 o). (1.73)

pr1

Considere Wy(z) =1-C (ei = lel 4 =P ‘””') e note que W; satisfaz o Lema 1.12 . Aplicando-o

mais uma vez e usando (1.73) temos

—Au+Wiu=—-Au-+u-— C(e‘plTﬂlz‘ + e_w;l‘ml)u

- %u - 0(6, Bte| ef‘%lm)u

= [M - C(e_m;llx‘ +e” pz{llx‘)}u

u

<0 em RM\B,(0).

Consequentemente,

~Au+u>0>-Au+Wiu em RY\B,(0). (1.74)

Defina as fungoes radiais nao negativas u,u € C?(R™\B,(0), R) satisfazendo

—Au+u=0, se z € RV\B,(0),

u(z) = u(z), se x € 9B,(0), (1.75)
lim w(z)=0
|z|—o00
e
—AT+Wiu =0, se z € RV\B,(0),
u(z) = u(z), se z € dB,(0), (1.76)
lim w(z) =0.
|z] =00
Observe que
“Alw—u)+ (u—u) = (—Au+u) + (Au—u) <0,
isto é,
~Au+u<-Au+u em RY\B,(0)
e

u=u sobre 0B,(0).

Analogamente, temos
—A(@—u) + Wi(u —u) = (—Au + Wia) + (Au — Wiu) > 0,

isto é,
—Au+Wiu < —Au+Wim em RY\B,(0)
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u=u sobre 0B,(0).

Com estas duas observacoes segue analogamente como feito em (1.71) que

u<u<u em RN\B,(0). (1.77)
Utilizando (1.77) e o Lema 1.12 segue que

0< lim g(m)m%elx‘ gliminfu(x)m%elw‘
< lim sup u(z )|J:\ el
|z]— o0

(1.78)

A primeira desigualdade estrita em (1.78) segue do Lema 1.12 e a tdltima desigualdade é finita, pois

utilizando o Lema 1.12 e (1.76) obtemos

|| L
\/ 1-c( E) dr
lim u(z )\a:| el = lim u(x) elel
|z|—o00 |z|—o0 |:1:\ po—1
1- - f) dt
e
=] P11, p2—1ly
N1 1-C (6_ 2 +e 2 ) dt ell
= lim a(z)|x| "z e’r lim < 0.
ol =00 jelso0 (7] pot, | me1,
lfC’<e_ 2 '4e 2 )dt
e’ P
O proximo passo é mostrar que o ‘ lllm u(x )|a:| e®! existe. De fato, note que se mostrarmos que a
— 00
N P ~ e . U ﬂ
funcdo — é nao decrescente, usando (1.77) tal fungio seria limitada, pois 1 < — < —
u u Q

O]
2|00 ()
|z - —
[i-e(emt ey a
u(z)|z| = elr elel
= lim < 00,

$)|£E|N2_16|I‘ I _p1—1 _pa—1
1-C (e Tt pe T2 t) dt
e’ P

por (1.75), (1.76) e o Lema 1.12. Assim concluiriamos que % tem limite finito se |x] = 400 e que
u

lim w(z)z] T el = lim M lim u(z)|z 5t glel € (0,00

Finalmente, vamos mostrar que — é nao decrescente. Considere r,s € (p,00) tal que r < s. Desde

=l
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que u e u sao ambas funcoes radiais, defina o seguinte operador

N -1
Lu=—(-Au+u)=Au—u=1u"+ u — u.
r

Segue da definigdo do operador L e de (1.75) que

/

N —1
U — U.

LQ:HN“F
r

Note que —A(u —u) + (u —u) = — f(u) < 0, logo, como feito em (1.71), temos que u(z) < u(z) para
todo |z| € (p, 0).

Agora considere a fungdo v =

SIS
=

-1
eg(r)= . Observe que

Lu = L(vu) = w" 4+ (2u' + gu)v’ + L(u)v = 0.

Decorre que

!
1
v+ <21; +g> v+ EL(U)U; r € (p,o0), v(p)=1. (1.79)

1 /
O problema de valor inicial em (1.79) tem solugdo unica desde que —L(u) < 0 e 2l 4 g é continua em

r € (p,00).

Por outro lado, note que temos

Llu—u) =0—(=f(u)) = f(u) >0, para r € (p,00),

u—u=0 sobre 9B,(0).
Aplicando o Principio do Méximo e Lema de Hopf , respectivamente, temos
olu—u
u—u<0 para r>p e g

e <0 se r=p, (1.80)
que implica

u'(p) < u'(p) <0.

Consequentemente,

i wp)ulp) —ulp)u'(p)  u'(p)[ulp) —ulp)]
vle) = W2(7) ST e

Desde que v(r) é continuamente diferenciavel em (p, o0), derivando v temos

Supondo v'(r) > 0 segue que
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ou seja,
(Inu(r)) > (Inu(r))".

Como a fungao In(z) é uma funcio crescente, isto equivale a
w(r) > u(r). Contradi¢do com (1.80).

Assim temos que v'(r) < 0 para todo r > p e , portanto, implicando que — é ndo decrescente como

SRS

desejavamos mostrar.
(]

No proximo resultado iremos enunciar e provar duas propriedades das fungoes F e f que sdo con-
sequéncias de (f3) e que foi observado inicialmente no trabalho [24]|. Tais propriedades sdo validas sem

exigir que f seja de classe C® como nos trabalhos em [1, 18].

Lema 1.14. Assuma (f3). Para todo u,v > 0 tem-se
Fu+v) > F(u) + f(u)v, (1.81)

e para todo p > 0 existe uma constante C, > 0 tal que, para todo 0 < u,v < p e p satisfazendo

0<1+p<p, tem-se
F(u+v) — F(u) — F(v) > f(u)v+ f(v)u — CoutT5u!TEs, (1.82)

Demonstragao: Primeiramente, como consequéncia de (f3) temos que a funcdo u — f(u) é crescente e

isto implica que
u+v

Fu+v)—F(u) = / f(t)dt > f(u)v.

u
Por outro lado, se u = 0 ou v = 0, a segunda propriedade é satisfeita. Entretanto, para 0 < v < u,

segue de (1.81) que

Flutv) = F(u) = F(v) = f(u)v = flo)u = —F(v)— f(v)u
= Zf—itlﬂ‘ dt — Zl(—fz pitH
> - UP 24p _6 uvl—i—u

v
Q
he)

e
S
=
+
ol

Y2
Q
k)
I
<
e
+
¥

vV

Q)

he)

<

4

et
T

= s = I
— — = =

|

I

—_

——
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f(w)

ultw

onde 6p = Oiug < oo e para todo p tal que 0 < 1+ p < p;.
u<p

Como (1.81) e (1.82) sdo simétricas em relacdo a u e v, a mesma estimativa se mantém para 0 < u < v

e, assim, concluimos a demonstragao.

O
Agora iremos iniciar as precisas estimativas. Para isso, come¢amos definindo para R > 0,
y € dB2(yo), ||lyoll = 1 e yo € RY fixado, a quantidade
ER = (w(z — Ryo))w(z — Ry) dx (1.83)

RN
onde estamos trabalhando com w solugao positiva radial do problema (P,,). Para mais informacoes sobre

(1.83), veja os trabalhos [1, 8, 18] e suas referéncias.

Nos dois préoximos lemas iremos estimar a quantidade g, isto é, mostrar o decaimento exato da

quantidade er como consequéncia dos Lemas 1.11 e 1.13 e das hipoteses (f2) e (f3).

Lema 1.15. Assuma (f2) e considere y € OBa2(yo) com yo € RY; ||lyo|| = 1. Entio existe uma constante
Co > 0 tal que
lim ep(2R) 7 2F = (. (1.84)

R—+o0

Demonstragao: Para demonstrarmos este lema iremos utilizar o Lema 1.11 com ¢ = w, ¢ = f(w) e
N-1
7 =—R(yo —v) eaindaozzleﬂ:T.

Pelo Lema 1.13, se w é a solugdo positiva radial do problema limite (P, ), entdo w tem o comporta-
mento assintético

N—-1
2

lim w(|z|)|z| = el € (0,00). (1.85)

|z|—00

Portanto, a primeira hipétese do Lema 1.11, isto é, (1.51) esta verificada em (1.85).

Por outro lado, usando (f2) e (1.85) existe algum R; > 0 tal que, para todo |z| > Ry,

Y= f(w)

IN

C wp1+ wpz
(! N|—| ) (1.86)

C (\xrm%e*m\zl + |z|fpz%e*pzlw\) _

A
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Decorre de (1.86) que

/ Fw)e™ (1 + a)) 7 da
RN

= / Fw)el @+ |z) "= da + / Flwel (1 +z))™= dz
Br, (0) RN\Brg, (0)
< CuBr, )+ [ F@)e (14 )7 da
RN\ Bg, (0)

< C +/ C(|jz| P Tt ePrlel 4 |g| P2 tT emp2lelyelel (1 4 [2)) T da

RN\ B, (0)
- o C/RN\B (0)(‘1"|7p1%6(17p1)|m| + o 25 erlely (1 4 Ja]) 5 da

Ry

< C+C (R—m%e(l—pl”ﬂ + R—m%gl—m)lw\)(l + |z|) e

RN\ Bg, (0)

N—-1

= C4+CR™P = / e(l—pl)lw\(1+|x|)¥dx
RN\ Bg, (0)

N—-1

+CR P 7 / eU=P2lZl(1 4 |2)) 77 dx < 400,
RN\Bg, (0)

pois 1 — p; < 0 para ¢ € {1,2}. Desta forma verificamos a segunda hipotese do Lema 1.11, isto &, (1.52)

esté verificada. Podemos entao aplicar o Lema 1.11 que assegura

N-—1
lim er(2R)z *F=Cy > 0.
R—4o0
No lema seguinte apresentaremos uma estimativa inferior para a quantidade e, se s =t = 1.

1
, Yy € OBa(yo) comyo € RN e R

Lema 1.16. Eziste uma constante Cy > 0 tal que para todo t,s > 3

suficientemente grande,

f(sw(x — Ryo))tw(x — Ry) dz > 60(2]’%)_%6_2}%. (1.87)
RN

1
Demonstragao: Inicialmente, como s,t > 3 e usando a hipotese (f3) segue que

f(swo) < f(%wo).

SWo §w0
Consequentemente,
sw
/ f(swo)twyde = st N O>w wy dz
RN RN  SWo
11 1w
> —= f(2 O)wowy dx

1
22 RN 5'[.00

1 1
/ f(12w0) wow, dz.
4 Bi(Ryo) 2Wo0

Vv
I
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f(s)

Como ——, para s > 0, é continua em B;(0), entdo
s

mudanca de variaveis

1 1
on fswo)twy dz > 4/31(Ry0) f(;lqj;o)wowy dz
1 fGw(z))
= 4/31(0) zw(z) wple = Ry =yo)) de
1 fzw(a)

1 N
> —T2
> JCCR)

f(%wo)

1
3Wo

1

e’ =Cy(2R)™ =N e 2R

pois, usando a desigualdade triangular e como x € B;1(0), para todo R > 1 , segue que

I+|lz—Rly—w)| <1+ |z|+Rly—y| <R+ R+2R=4R

e combinando (1.88) e (1.24) resulta que
w(z — R(y —yo)) =

>

v

Assim, o lema esta demonstrado.

Ov(1+ [ — Ry —yo) )~ e PRl

C1(4R)™ "7 e~ lele~IR(y—wol

C(2R)™ St el 2R

C(2R)" "z 2R,

atinge um minimo. Assim, fazendo

(1.88)

O

Para nossas precisas estimativas de energia precisaremos utilizar os préximos dois resultados técnicos.

Corolario 1.1. Ezxiste uma constante positiva C tal que

| s -

f(sw(}f))wf dz| < C|s —1|O(eR),

uniformemente para y € 9Ba(yo), s € [0,d];d > 1 e R suficientemente grande.

Demonstragao: Defina ¢(s) := sf(u) — f(su) para u no conjunto dos nimeros reais. Pela regularidade

da f podemos usar o Teorema do Valor Médio para i) o qual garante a existéncia de um ¢ entre s e 1,

sem perda de generalidade, considere s > 1 tal que

() = (D)] < [&'(©]]s —1].

(1.89)
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Derivando v em relagéo a s e usando a hipdtese (fy) tem-se

[W(s) = |f(u) = f'(su)ul

< f@l+ 1 (su)l ful
< 1f @)+ C (Jsul 7 ful + fsul™ ™ Jul) (1.90)
< @)+ Cmax {Jsf” s (u™ + ful?)

< @+ C (" + [uf™).
Combinando as desigualdades em (1.89) e (1.90) segue que
[W(s)| = l(s) =D < (1f ()] + C (Jul” + [ul"*)) s — 1.

Tomando u = wg := w(x — Ryo), segue que

(s)wf dz

| (s wlt) = fsuful az
RN

RN

< [ sl (bl + uf) bl ls =1 da
= |s—1 {/RN | fwiwy| dx+O/RN (|wgf|p1 wf + |[wf|” wf) dz}
< |s—1{er +O(er)},

pois para @ € {1,2}, usando (1.24), o Lema 1.9 e argumentando como no Lema 1.15 temos

/ |w(lf pi wfdx = / lw(z)
RN RN

Assim concluimos a demonstragdo do corolario.

P w(z — R(y — o)) dz < O(er).

1
Lema 1.17. Considere \ = 3 Se R — 400, entdo tem-se que

TR 2,
Y

uniformemente em y € 0Ba(yo).

1
Demonstragao: Considerando 2%, definido em (1.25) e fazendo A = = temos
Ay 9

R
wy.

N |

1 1 1
Z?,y = iw(x — Ryo) + éw(:r — Ry) = §w§ +
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Usando o funcional J dado em (1.5) segue que

J(2z§y) = J(wl + wf) wdt + wl|? - /RN(I +a(z)) f (wf + wf) (wi + wf) dz

Yy
oo 1"+ eI + 2 (ot )

f(wl + wl
AN(1+a(x))W (w§+w;f)2 dz. (1.91)

Como

£
t

é crescente se t > 0, podemos reescrever (1.91) como
120, < [l + w42 Gl wyf)

’LUR
_/ (1+a(m))f( Ig) (wé{)2 dx—/ (1+a(x))
RN Wy RN

f (wg + wyf

O e e e WA T K ey A A R
) +2(w, wff>
(i) - /RN a(x) {f (wf) wlt + f(wff)wﬂ d.

Vamos agora observar o que acontece em (i), (44), (44i). Em (i), note que wg' satisfaz
~Awl +wl = f(wf) em RN

visto que w é solu¢ao do problema limite. Segue que ||w§||2 — / f(w(},%)(wgf) dz =0.
RN

O mesmo resultado acontece para wi. Portanto, o caso (i) € igual a zero. Em (i), temos que 2 (w(, w5> =

or(1) como ja provamos em (1.40). Em (#ii), usando (az), (f2) € o Lema 1.9 afirmamos que

’—/ a(x) [f (wl) wf + f (wf‘) wﬂ dz| = og(1). (1.92)
RN

De fato, note que

- [ sl < o [ et e
RN RN

< C e—k\$|{e—(p1+l)\$—Ryo|_~_e—(P2+1)\$—Ryo|} da
< .
< Qe FIO—Ryol 4 kIO~ Ryol
= Ce " =0x(1),

e similarmente para —/ a(x)f(wf)wf dz|. Assim, obtemos (1.92).

RN

1
Combinandos os resultados em (%), (ii), (#i¢) e (1.92) segue que para A = 3 uniformemente em y €
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6Bg(yo), se R — 400,
J(228 ) = J(wl —I—wf) — 0.

Y

Resta provar que
Tfy — 2, quando R — o0.

29
Argumentando por contradigdo, suponha que suponha que existam § > 0 e subsequéncias R,, — oo e

Yn € OBa(yp) tais que
T, = Tf’; satisfaz |T,, — 2| > 6. (1.93)
3.Yn

Como {T,} é limitada pelo Lema 1.10, entdo existe uma constante T tal que
T, — T, quando n — oc.

Por (1.5), se tu € N, entéo

= [+ aeplias

tu

Por um lado, note que

|-

S|

2 1
= e 4 2 o

2 1
+ 5 (wyer, wyr)
2h (1.94)

Rn
yn

Rn
1
3-°Yn

1
= 2wl + Zllwl* + or, (1).

Por outro lado, por (a1), mudanga de variaveis e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

obtemos

T, R, R,
/ (14 a(2)) f(5 (wyir + wyi ) (1 (wR,L)Q n 1 (wR")Q i 1
RN % (wé%on + wy,;n)

) f (Tj;n (w +UZ;R,Ln+yo)) (11112 n 1 (wR )2 N 1 & ) d (1.95)

T
n— o9 f(:gzl:u) (iw2) dz.

De (1.94) e (1.95) resulta que

:/N(1+a($+RnyO
R

e desde que w é solugao do problema limite, segue que

w IU}
[ (22w

é crescente para s > 0, obtemos T = 2. Contradigdo com (1.93). Portanto, Tfy —
3

f(s)

s
2, quando R — oo e o lema est& provado.

Como

O
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Lema 1.18. FExistem numeros Ry > 0 e a > 0 tal que
I(T,23,) < 2mos — o

para cada R > Ry e para todo y € 0Ba(yo) e A € [0,1].

Demonstragao: Primeiramente escrevemos a combinacao linear

)\Tfyw(a: — Ryo) + (1 - )\)Tfyw(gc — Ry) := swl + twi. (1.96)

Ja sabemos pelo Lema 1.10 que s e ¢ pertencem ao intervalo (0,7}), ou seja , ja sabemos que sdo

limitados. Tomando u = sw{ + twf‘ em I definido em (1.2) obtemos

1
I(swft + twf;”) = 5 /RN (52 |Vwé%’2 + t? }waff + QSti§Vw5) dz

1 9 )
+§ /RN (32 |wé{‘ 42 |w5| +28tw§wf) dz

—/ (1 + a(z))F(swk + twf) dz
RN

2 2
(A) _ %/RN (IVuff]* + (wf)?) dw+%/RN (IVwlf* + (wiH)?) de
(B) _/RN F(swl)dx — /RN F(twf) dz
() —/ [F (swf +tw5) — F (swft) — F(twf)} dx
RN
(D) —l—st/ (Vw§wa + wé%wff) dz —/ (f (swé%) twf‘ +f (twf) swé?‘) dz
RN RN
(E) +/ (f (swif) twlf + f (tw)}) swi’) da
RN
(F) —/ (1+a(x)F (swff—l—twf) da:—i—/ F(sw§+tw5) dz.
RN RN
(1.97)
Vamos estimar cada linha em (1.97). Nas linhas (A4) e (B) tem-se
822/RN (|Vw(1ﬂ2 + (wé%)Q) dz — /RN F (swil) dz = Io (swf) < ma (1.98)
e
t;/RN (|Vw§|2 + (w§)2> da — /RN Ftwl) dz = L (twl?) < mee. (1.99)

Na linha (C) , utilizamos o Lema 1.14 para obter
/RN [F (swi +twf) —F(swf) - F (twf)] dz

> t/ f (swlt) w;f dz + s/ f (twf‘) wit dz — C’p(st)lJr% / (w§)1+% (w5)1+% dz(1.100)
RN RN RN
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Tomando 1 < <1+ % e o Lema 1.9 implica que

C o~ (1+5)lz—Ryol ,~ (1+5 ) la—Ry| g,
RN
Ce FlRyo—Ryl — co—20R _ o(eR). (1.101)

IN

=3 J=3
[l i as

IN

Portanto, segue de (1.100) e (1.101) que
—/ [F (swé% + twf) - F (swé%) - F (twf)] dz
RN
< —t/ f (swt) wf dz — s/ f (twf‘) wi dz + o(eR). (1.102)
RN RN

Combinando (1.102) e (E) obtemos
(C)+ (E) < o(eg). (1.103)

Para a linha (D), usamos o Corolério 1.1 e o Lema 1.16 para obter

st/ (Vw?wa + wé%wf) dx — / (f (swg”) twi” +f (twf) swg”) dx
RN RN

st 1
= 5 |, (uve v e de— o | flsuidte do
st 1
+ (VwlVwd + wiwd) da — 3 ftwi)swi da
RN RN
1
5 [ Gl + sl aa
t s
= §/RN(8f(wé%) — f(swé%))wf‘ dxr + §/RN (tf(wf) — f(twf))wé%
1
3 /R N (swiHtwl + f(tw)swil) do
< (s~ 1] +]t — 1)O(er) - Coe. (w100

Resta-nos estimar a linha (F), isto é,

- / (1 + a(x))F(swl + twif) dz + / F(swl + twff) dz = f/ a(x)F(swl + twff) dz.
RN RN RN

Pela hipotese (az2) e o Lema 1.9 segue que

’_/ a(z)F(swff + tw]) dz
RN
C/RN e*k\z|(|w(lf|1)1+1 + |w(1)2|;02+1 4 |w5|p1+1 n |w5|p2+1) e

Ce Fl0=Ryol L Ce kOBl < Ce=kR = o(cp). (1.105)

IN

IN

1
Resulta do Lema 1.17 que se A = R entdo s,t — 1, quando R — +o00. Tomando R, suficientemente

grande e 0 = o(R) € (07 1) segue por (1.98) , (1.99), (1.100), (1.101), (1.102), (1.103) , (1.104), (1.105)

2
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que

C
I(swl + twf) = I()\Tfyw(x — Ryo) + (1 — )\))Tfyw(x — Ry) <2my — 3ER + o(er). (1.106)

1 1
Por continuidade, para todo A\ € {2 —03 + a} ,y € 0Ba(yo), R > Ra, vale que

C
I(swl + twf) = I()\Tfyw(x — Ryo)+ (1 — )\))Tfyw(m — Ry) <2my, — 3ER + o(er). (1.107)

2
1 1
tal que 0 < A < 30 Entdio 1 >1— X > 5—1—0. Note que, se Ty, < 2, entao s = Ty¥, A € [0,1 — 20]

1 1
Resta analisar o caso A € [O, 3~ a} U [ + o, 1} Para isto, sem perda de generalidade, fixemos A

et = Tfy(l —A) € [1+ 20,2], ou seja, temos s < 1 et > 1. Por outro lado, se T)Ify > 2, entdo
s =Ty A €[l —20,+o0] et =T (1-X) €[l +20,400]. Ademais, sabemos que sendo w solugio
positiva ground state do problema limite, utilizando o Lema 1.1 segue que I (twé?‘) < Mmoo — 1 para algum
n € (0,m),t € [0,1 —0p] U[Ll+ 0p,00), para algum og. Juntando isto e as estimativas anteriores de
(1.98) a (1.105) mostramos que

I(swl + twf) = I()\Tfyw(x — Ryo)+ (1 — )\))Tfyw(x — Ry) <mo — N+ me —n+ O(er), (1.108)

2
Portanto, concluimos o lema juntando os resultados em (1.106), (1.107) e (1.108) para todo A € [0, 1],

y S aBQ(yo),R > RQ.

1 1
Ve {O,Q—U]U[—i—a,l]

Lema 1.19. Dado nimero real n > 0, existe um numero real Rz > 0 tal que
I(T(f”yzé?y) <M + 7,

para todo y € 0Ba(yo), R > R3. Em particular, m < my,.

Demonstragao: Inicialmente iremos mostrar que

/]RN la(x)| ’F(Tfyw;fﬂ dz = or(1).
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De fato, por (as2), (f2),(1.24) e o Lema 1.9 existe uma constante C' > 0 tal que

p1tl p2+1
/ (@) [F(Toywy)] dz < C / lal)| (T8 w4 T8 wl ) da
RN RN
< o f et (g v ) a
RN
—k|z p1+1 p1+1 pa+1 patl
_ C/RNe el ()" w4 (TR ) d
< C(Tg%y)mﬂ/ o= Hlol = (pr+D)le—Ryl g
; .
+C (T()I?y)pQ_‘—l/ efklw‘e*(P2+1)|érfRy\ dx
RN
< C(Tol?y)plﬂe—klo-Ry\+C(Tfy)pz+1e—k|o—3y|
S C(T()Rjy)pl'i'l efk;R+C(T(i{y)p2+1 e—k}R:O(gR)’ (1109)

com 2 < k < p; +1; i € {1,2} e T§, é limitado.
Considerando A = 0 na equagao (1.96) temos

R _R _ R ._ TR R
To'yz0y = Toyw(r — Ry) := Ty w,'

Usando o Lema 1.1(c) e tomando u = T(f”wa em (1.2) segue que

(T3 wih

IOO(TOI?‘wa) - /]RN a(a:)F(Tol?wa) dx

IN

R R, R

r&aa(loo(twy )+ /IRN la(z)| |F(T07ywy )| dx

= Ioo(wg) +/RN la(z)| |F(T£yw5)| dz

= moo+/ |a(2)| |F (T3 ,wit)| da. (1.110)
RN

Combinando (1.109) e (1.110), o lema esta provado.

1.5 Demonstracao do resultado principal

Para a demonstrar o teorema principal deste capitulo utilizaremos ferramentas do tipo “min-max”.
Precisaremos introduzir a funcio baricentro 8 : H'(RV)\ {0} — R”. Inicialmente definiremos as fungdes
U,,v:RY - R por

1
v, :

1 +
ol G EARIRCE RS PR D)

Tz€RN

onde p(B1(0)) é a medida de Lebesgue da bola unitaria. A funcdo baricentro de u é a aplicacdo definida

por
1

B(u) = W /RN zv(z) da.
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A funcao baricentro possui as seguintes propriedades:

i) B é continua em H'(R™)\ {0};

ii) Se u € H'(R™)\ {0} é radialmente simétrica, entdo $(u) = 0;
iii) Para todo ¢ € R\ {0} e todo u € H*(R™)\ {0} tem-se B(u) = B(tu);
iv) Dado z € RY tem-se S(u(x — z)) = B(u) + 2.

Definida a fung¢ao baricentro, podemos demonstrar o seguinte resultado:

Lema 1.20. Suponha que m nao seja atingido. Entao m = my e existe um n > 0 tal que
B(u) # 0, para todaw € N'N [™>=7;

onde denotamos
Imet .= fy € HY(RY); I(u) < me +1}

Demonstragao: Suponha que m nao é atingido. Pelo Lema 1.8, m > m, e do Lema 1.19, a desigualdade
invertida. Logo temos a igualdade m = m-

Argumentando por contradi¢do, suponha que para cada n € N exista {v,} C N N I™="" isto ¢,
{vn} C N satisfazendo I(v,) < meo + 0,(1) e, ainda, 8(v,) = 0. Segue disto que {v,} C N & uma
sequéncia minimizante para I. O Principio Variacional de Ekeland, por instante vide [46], nos fornece

uma sequéncia {u,} para I restrito A" no nivel m, onde tal sequéncia é (PS) e satisfaz
[lvn — un|| = 0, quando n — cc.

Ja vimos pelo Lema 1.2 e 1.5 que toda sequéncia (PS) em A é limitada e como m ndo é atingido,

podemos usar o Lema 1.7 para garantir a existéncia de uma sequéncia
{z,} CRY; |lzp]| = 00 e |Jun — w(- — 2,)|| = 0, quando n — oo,

onde w é a solucao positiva, radial de energia minima do problema limite.
Por translagao temos
Un (T + 2n) = w(x) + 0n(1).

Usando as propriedades da funcdo baricentro e que S(v,) = 0 temos

Bop(x + 24)) = B(vn) — 2n = —2p

e, ainda, pela continuidade da funcao baricentro 5 na norma em H 1(RN )

Blon(z + 2n)) = Blw(z)) =0,

que configura uma contradigao, pois ||z,| — co.



1.5 Demonstracao do resultado principal 48

Por fim iremos demonstrar o resultado principal onde utilizaremos os resultados que obtivemos ante-

riormente.

Prova do Teorema 0.1:
Inicialmente, suponha que m seja atingido para algum u € . Consequentemente, pelos Lemas 1.1(b)
e 1.3 temos que u é uma solugdo néo trivial para o problema (P). Suponha entdo que m néo seja atingido.

Segue do Lema 1.20 que m = m, B(u) # 0, para toda u € N'NI™>=*" ¢ podemos fixar n entre (0, m?oo)

e, ainda pelo Lema 1.19, para todo R > R3
IT328,) < mos + 1, Yy € OBa(yo). (1.111)
Pelo Lema 1.18 podemos escolher « entre (0, mToo) e para todo R > R
I(T{,27,) < 2mes —a, Yy € 0Bs(yo), A€ 0,1]. (1.112)
Considere R > max{R2, R3} e defina a seguinte aplicacdo

H:By(0) — NNIZme=n

e (1.113)
Mo+ (1=Ny — T3z, Yy € 0B2(yo), A€0,1].

O objetivo agora é mostrar que o funcional I tem um valor critico no intervalo (Mmoo, 2Moo). Argu-
mentando por contradi¢do, suponha que tal valor critico ndo exista . Como m nao é atingido, podemos
utilizar o Lema 1.8 para garantir que o funcional I satisfaz a condicao de Palais - Smale no intervalo

(Moo, 2Mso). Logo, existe um e > 0 tal que
(I |n) (u)|| > ¢ paratodo w €N NI me +1,2me — .
Isso implica que, pelo Lema 5.15 em [46], existe uma aplicagao (deformagao) continua
D:N NI 5 N Mt (1.114)

tal que D = id (aplicagio identidade) para todo u € N N [Meo™1,
Por (1.111), (1.112), (1.113) e (1.114) podemos definir a seguinte aplicacio continua
I':By(0) — 0By(0)

. oA (2 BoDoHoA:(x) ) , (1.115)

|BoDoHoA:(x)|

onde f é a aplica¢ao baricentro e as aplicagoes continuas Ay e As sao definidas como segue

A1 : Bo(0) —  Ba(yo)

(1.116)
T — T+ Yo
e
A2 : GBQ(O) — 832(0)
2y (1.117)
— Y—Y%

lyl
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onde y € 0B2(yo). Além disso, se A = 0 segue que
H(y) = T4%, 25, (1.118)
Por outro lado, usando as propriedades da funcao baricentro note que
BTy zty) = B(Iwy) = B(wy) = B(w(z — Ry)) = B(w(z)) + Ry = Ry. (1.119)

Como D = id para todo u € N' N [™="" tem-se por (1.115), (1.116), (1.117), (1.118) e (1.119) que

BoDoHoA1(y — yo) ) 5(T§yz(}§y) < Ry >
I'(y — =As(2 =A | 2—2=2— | =4 |2—= | =y — 1yo.
(¥~ %) 2 < |BoDoHoA1(y — yo)| ’ 1B(T5%y 25| “\lRy) o

Temos uma contradicao visto que tal aplicacao continua I' nao pode existir pelo Teorema do Ponto Fixo
de Brouwer, veja Teorema 3.5 em [7]. Portanto, a contradi¢do veio de supor que I ndo tem um valor
critico no intervalo (Mmoo, 2Meg ).

Concluimos a demonstragao do Teorema observando a positividade da solugao, pois a solugao v nao
muda de sinal pelo Lema 1.4. Ademais, como f é uma fun¢do impar, —u também é solucdo do problema

(P). Assim, o resultado segue e o teorema esta provado.



Capitulo

2

Sistema fortemente acoplado

Neste capitulo vamos investigar a existéncia de solugao positiva para o seguinte sistema

u(u2+v2) N
— = (1 Bl S
Au+u=( +a(:c))1+s(u2+v2)+)\v7 R™,
24 .2
(8) —Av+v=(1+a(x)) v (u +0%) +Au, RV,

14 s(u? 4+ v?)
u,v € HYRY),

1
com N >3,0<A<1eséum parmetro real satisfazendo 0 < s < Tn

Vamos assumir as seguintes hipdteses sobre a funcao peso:

(a1) a € CRY); inf (1+a(x))=¢>0e lim a(z)=0;

zERN |z|—+00

(a2) |a(z)| < Ce "l onde k € (2v/1 =X, 4v1 = X) para todo = € RY e C uma constante positiva.

Considere (2 4 02) i 4 02)
u(u”+v v(u®+wv
Fluv) o= = ms ey 9(wv) = ==
1+ s(u? 4+ v?) 1+ s(u? +v?)
€ 2 2 1 3F 8F
F(U7U) = u ;:91) o @ln(l +5(u2 +'U2)) Onde % = e % =g.

A seguir serdo feitas algumas afirmagoes com suas respectivas provas referentes a algumas particularidades

do sistema.

Afirmacao 2.1. A seguinte afirmagao € verificada.

VF (tu, tv)(u, v)
t
Demonstragao: Considere a funcao

(FYy) é crescente para t > 0 onde u,v # 0.

Glt) = VF(tu,:U)(u,v) :%

(tu)? + (1)’
1+ s((tu)? + (tv)?)

2 (02 4 2)2
(tu? + tv?) = —(u +v7) .
1+ st?(u? + v?2)



o1

Derivando G(t) em t obtemos

2t(u? + v?)? + 2st3(u? + 0?)3 — 2st3(u? + 0?)3
(14 st?(u? + v?))?
2t(u? + v?)?
(14 st?(u? +0v?2))?

G'(t) =

> 0.

VF (tu, tv)(u,v)
t

Portanto, segue que é crescente em t > 0.

Afirmacgao 2.2. A seguinte afirmacao € verificada.

(F3) F satisfaz a condi¢io de nao quadraticidade :

(a) lim 1VF(u7 v)(u,v) — F(u,v) = 400;

ll(w,v) |00 2

1
(b) §VF(u(x), v(z))(u(x),v(z)) — F(u(z),v(x)) > 0 para todo x € RN,
Demonstragao: Primeiramente mostraremos o item (b). Considere

2 (u? 4 v?)? 2w +0?) 1 5 o o
= = — In(1
h(t) ) 5s T ggr L+ Ts(u” + %),

para todo t > 0. Derivando h em t,

w022 13(u? + 0?)?
1+ s(uZ+0?) 1+ st2(u? +0?)’

h'(t)
o que implica
h'(t) <0, se t>1;
h'(t) >0, se t <1
h'(t) =0, se t=1.

Assim, h(t) < h(1) para todo ¢ > 0. Ademais,

L L[ (u+0*)u (u? + v?)v
LT (u(a) o(@) (ula).v(w) — Flu@).v(a)) = & (HS(UQHQ),HS(UQHQ)) (u,v) — Flu,)
I B U U R 2 Ll B
2 {1+s(u2+v2) 1+3(u2+1}2)] F(u,v)
w2 4+ v2)2 U2+ 02 1 , )
- 2(128@2#2))— 2+s + 5 (1 +s(u” +0%))

= h(1l) > h(0) =0, V(u,v)#(0,0).

Portanto, este item fica verificado.
Verificaremos agora o item (a). Para isso, considere a mudanga de coordenadas u?+v? = 22 e obtemos

para todo 22 > 0 que

24 22 1

2(1+s22) 25— 252
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e fazendo z — 400 temos
2 22 1 1
—— — — 4+ —1In(1 H>——+-——In(1 H - .
2(1+s22)  2s + 252 n(l+s27) = 252 + 252 B(l+827) = +oo
Portanto,
24 22 1
li ——— — — 4+ —1In(1 H| = .
S oy T2 T M s = dee
Assim, concluimos o item (a).
|
Afirmacgao 2.3. Comportamento de VF na origem e no infinito.
. VF(u,v).(u,v) 1
F3) VF(u,v).(u,v) = o (u? + %) e lim ——— 2 =",
(Fy) VE(@.v).(wo) =o(w +0%) e lm gl = o
Demonstragao: A verifica¢ao segue diretamente da nao linearidade.
O

2.1 Preliminares

Iremos utilizar uma constante geral C > 0 para simplificar a notac¢io e assim C ndo sera sempre a

mesma constante no que segue.
Consideramos o espago de Hilbert H := H*(RY) x H'(R") com norma dada por

| (u, v)||* = / (IVul® + |Vo]* + u® + %) da.
RN
O funcional associado ao problema (S) é definido por
1 2
I(u,v) = =||(u,0)||* = A wodx — (14 a(z))F(u,v)dx,
2 RN RN
e sua derivada

I'(u,v)(p,0) = / (Vchp + VoV + up + mj}) dz — )\/ (vp 4+ wyp) dz
RN RN
- [ @+ a@)VF o) v de,
RN
Trabalharemos com a variedade de Nehari definida por

N = {(u,v) € RN x RM\{(0,0)} : J(u,v) =0},

cujo funcional associado é

T, 0) = ' (u, 0)(,0) = [|(u, 0)[[2 — 27 /RN wo o — /RN(1 + a(@)VF(u, v)(u, v) dz.

Consideramos também o nivel de energia do funcional I definido por

m:= inf I(u,v).
(u,v)EN

(2.1)

(2.3)

(2.4)
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Decorre de (a1) que o problema limite associado ao sistema (S) é

u(u2+v2)
—-A =———F+A RN
u+u 1+S(u2+v2)+ v, 5
(Soc) A v (u? +0?) N
— = A R
v+ 1+s(u2+v2)+ u, ,
u,v € HY(RY).

Analogamente para o sistema (S, ), podemos definir I, Joo, Noo € Mmoo, Tespectivamente.

Note que temos para quaisquer u,v em H' (RY)

I(u,v) = % [ (u, v)]|> = A - uvdz — /RN (14 a(z)) F(u,v)dx
(2.6)
= Ioo(u,v) — /RN a(x)F(u,v)dx.

A hipétese 0 < s < 1/(1 4 \) é suficiente para que a identidade de Pohozaev possa ser satisfeita por
2 2

pares (u,v) # (0,0). De fato, considere G(u,v) = F(u,v) + Auv — % . % Desejamos mostrar que a
identidade de Pohozaev associado ao sistema (So)

N -2
T2V, V) = N/ Glu,v) dz
RN

1
pode ser valida para algum (u,v) # (0,0). Observe que se 0 < A < ( — 1>, entao
s

G(u,v) dz

5 5 u2 U2
Ol /w( ~—In(1+s(u +U))+)\uv—2—2>dx
I _L 2 2
AN{ < 1>—|—/\uv 282111(1—|-5(u +v))} dx

M 2\ 1
/2[ wute G ar = [ | Sm s e )] a0

(2.7)

onde M = (1—1>.
s

Observagao 2.1. Pelo Teorema 2.1 em [28] existe solugdo positiva radial de energia minima ( ground
state solution) do problema (S ). Por [14], se (u,v) € positiva seque que (u,v) € uma solugdo radialmente
simétrica e estritamente decrescente para (So). No que seque, iremos denotar uma solugdo ground state
positiva por (w1, ws). Nos enfatizamos em todo trabalho que ser uma solugdo positiva significa ser positiva

em cada coordenada do vetor (u,v).

2.2 Decaimento das solucoes do problema limite

Observe que quando u = v = 2z em (S ), 0 sistema se reduz a equagao

~Az+(1-XNz=h(z), RY,
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223

onde h(Z) = m

Uma condicao necessaria para que esta equacao tenha solucao nao trivial é

— = lim M

S z—+00 2

>1-A

Note que temos
Considere a equacao

Note que,
i) ¥(0) =0;
i) ¥'(z) = A =1+ A'(2) Assim, ¢'(0) =A—1<0.

Com os resultados em (i), (¢¢) podemos utilizar a observagdo do Teorema 2 em [25] para obter que

lim z(;v)|a:|%ev =22l e (0, 4-00).

|z|—o00

A solugdo (z, z) é positiva, radial com decaimento exponencial, porém néo sabemos se é solugdo ground
state.
Nosso objetivo agora é mostrar que se o par (u,v) é solucdo de (S ), entdo mantém-se o mesmo

decaimento por meio do seguinte teorema

Teorema 2.1. Uma solugdo positiva de energia minima (wy,ws) do problema (So) satisfaz

lim wi (2)]e] "7 VT = gy,

|| =00
e
lim wg(x)|ac|¥eV =2l — gy
|z] =00

com pur, iz € (0, +00).

No resultado seguinte iremos mostrar um decaimento para o problema (S ) que ainda ndo é o de-
caimento “ideal” que almejamos. Isto sera tutil para obtermos o decaimento ideal, exato. A prova é

semelhante a encontrada no Teorema 2.2 em [21] ou Proposicao 4.4 em [43].

Lema 2.2. Se (u,v) € solugao positiva do problema (Sy), entdo existe uma constante C' > 0 tal que
0 < u(z),v(z) < C|x|_¥e_alzl,

para |x| > R, R > 0 suficientemente grande , 0 =1 —X—¢c, N >3 ee >0 € uma constante dada.

Demonstragao: Inicialmente, vamos reescrever o problema (S, ) na forma matricial, isto é , U € H,

LWU)+ AU = F

U::<u>,L::<_A O),A::<1 —A)e‘}_::(f(u,v))'
v 0 -A -2 1 9(u,v)

onde
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Defina agora a fungao auxiliar

M N-1
[ T2
o) = 2l

e~0Ue1=R) — [(R)|z|~ "= el

onde M = u(R) + v(R), |z| = R.

Vamos calcular o Laplaciano de ¢. Inicialmente, note que

Op(x) _ M( _ Nl) ‘x|*¥71|:ﬁ|670|m\ + M| e olel ( B 0:@-)
X

Ox; 2 |z]

—“z’m(‘m‘@)'

Derivando a func¢ao ¢ mais uma vez, temos

Po(x) x? N-1 2 1 x? N -1
a7~ PO (‘ 2 ‘9) ele) (||‘|x) (‘ 2] ‘9>

+pla) ot (28)
Agora vamos somar (2.8) em 4, de 1 a N. Segue que
N-1 2 N-1 N-1 N-1
Ap(z) = () (_ o] —0) +<p(x)< 7] ) (— o7l —0) +<p(x)(2|x|2)
ol (N-1? (N-1F  , (N-1)?> (N-1)§ (N-1)
= { S+ S e - Y - S
(N-1)2 ., 2(N—1)2 2(N-1)
=eo {0 - M ) 29
:@(x){92+(]L;|;)(N—1—2N+2+2)}

— o(a) {92 - (]L;'j) (N - 3)} .

Como (u,v) é solugdo de (Sy), entdo u(x),v(x) — 0, quando |z| — +o00. Assim, dado € > 0 tal que
4
1-A> Eg e =+1—\—c¢, existe um 6 = §(¢) tal que se u® + v? < § tem-se

f(?: v) _ g(l: v . (2.10)

Considere L > R e o conjunto aberto
Qp:={ze RY : R < |z| < L; u(z) +v(z) > o(z)}.

Desejando mostrar que o conjunto €y ¢ vazio. Suponha entdo, por contradi¢ao, que Qp # (. Note
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que, para todo |z| > R, temos por (2.9), (2.10) e N > 3 que

(V-1

Alp—u—v) = 90{92 e (N3)}AuAv

N-—-1
< gp{GZ—(4|x2)(N—3)}—u+/\v+au—v+/\u+sv
< P —(1-A—c)u—(1-X—e
< Plp—u—v)<0 em Q. (2.11)

Desde que €2y, é limitado, A(¢ —u —v) < 0 em 2y, pelo Principio do Méximo, temos por (2.11) que
o) —u(z) —v(z) > min{(p —u—v)(z) : z € 00}

= min {SD(R) —u(R) = v(R),¢(L) —u(L) - U(L)}
> min {O,cp(L) —u(L) — v(L)}, Vo € Qr.

Quando L — +o0, observe que u, v, — 0, logo temos p(z) — u(xz) — v(z) > 0 para todo = € 2y, tal que
|z| > R, implicando em contradigdo. Portanto, Q, é vazio e finalizamos a prova do lema.

O

Vamos adaptar os argumentos de [37] para o sistema a fim de obter os decaimentos exponenciais
exatos. No que segue, vamos tomar v = 0 na Proposi¢do 6.1 em [37]. Observe no Teorema 2.1 o fato
de pq e po serem constantes positivas significa que tem-se o decaimento a zero das solucoes wi e wso em
ordem exata e serd fundamental em argumento posterior.

No que segue, denotaremos (wy, wz) solugao positiva radial de (So. ), obtida em [28], em que I (w1, wa) =

Moo-

Lema 2.3. Sejam N >3, p>0e0 < A < 1. Entdo existem fungoes radiais nao negativas u,v :
RM\B,(0) — R do sistema linear

—Au+u—v=0, em RN\B,(0),
(H) —Av+v—Idu=0, em RN\B,(0),

u=wi, U=uws, sobre 0B,(0)

e, para algum pg € (p, +00),

/lm V1= \dt

lim u(x)|x|NT_e PO =01>0 (2.12)

|z|— 00

lim v(x)|z| 2
|z] =00

|z|
/ V1-=Xdt
e Po

=gy > 0. (2.13)

Demonstragao: A prova de existéncia de solugdo para (H) é consequéncia da teoria de EDO lineares,

entretanto iremos inclui-la com detalhes para efeito de completude. Primeiramente, iremos mostrar que
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o problema (H) possui uma subsolugdo e supersolugdo. Depois iremos usar [19] para garantir a existéncia
de solucgao entre essa subsolucao e supersolucao .
Considere 0 < 8 <1, t > pe T € R . Defina a funcao

N-—-1
br(t) = —— —\/1—>\+t1%5 (2.14)
e para € RV\ B,(0) considere
||
o / o (t)dt
P
= ( @78 ) = : (2.15)
T o (t)dt
e
Pela regra da cadeia tem-se
0, (x) T
o) = 0 (@) (e]) .
Derivando novamente temos
0, (w) _ 00.(a) 22 e
o) = 25 (o) + 0 016 el) o+ 0 (hor e (1 - 2 )
2

o (e >[¢T<le>| |r <I>T<x>¢;<|x>|j2+<1>T<m>¢7<m|> (ﬁnr i )
22

() [ 205D 25+ o) 2 + 0 (- 25 )]

Somando em 7 de 1 a N temos

—Ad, (z) = D, (x)

— ¢7(|z) — ¢ (|=]) —¢T(w|)<N|;|l>1~ (2.16)

Por outro lado, derivando (2.14) em ¢ obtemos

N-1 71(1+5)

! — —
¢‘r (t) - 2t2 t2+'3

Segue para t = |z| > p que
N-1 7(1+p5)
! — —
¢T(|x|) - 2|(£|2 |CE|2+B .

(2.17)
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Agora, substituindo (2.14) e (2.17) em (2.16) temos

_<N—1_M+T>Q_N—1+T(1+B)

“AD_(z) = @,
(=) @1 =3 @[7F) T e T Japre

LIN-DWV 1) VISAWN 1) (N - 1)]

2|z[? || R

N-1)\2 72 N-1)viI-) 7(N-1
= 0 (MI) ~ =N e ( |i;| * (m|2+f3)
2v/1 = A1 (N=-1) (140
R T L
Lo —i|);|12v -1 \/ﬁiN -1 T(|iv|2:ﬁ1)]
N—-1)(N-3 72 T(14+8) 2rv/1-2X
= P, (x) (4|)x(|2)—(1—>\)— |z[2+28 2|(x|2+2,3) P ]

Segue que

—A®,(z) + (1 = NP, (z) = - (2) {27m+ (N-1)(N-3) 7 L ra +B)] .

[ +7 at=F Jat ]!

Reescrevendo de forma mais conveniente temos

—AP.(z) + (1 = N, (2) = D, (2) {%ﬁ () ] ’

178 178 (2.18)
onde 7 (x) : RN\ B,(0) — R é dada por

(N -1)(N —-3) 72 (14 5)
e N P

Como f < 1 segue que
lim 7. (z)=0.

|z|—+o00

Assim, podemos escolher pg suficientemente grande tal que para todo p > pg , se || > p temos 7, (x)

pequeno de tal forma que escolhendo 7 > 0 e 7 < 0, segue por (2.18) que existem fungdes

subsolucéo e supersolugdo do problema (#), ou seja, em termos de matrizes

A0 O, (z) 1 -\ O (z) 0
(o)) )= () e
-A 0 O, (x) 1 = O, (z) 0
o)) ()G ) <00 2
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onde o simbolos < e > significam < e > | respectivamente, em cada linha do sistema.

u
Resta mostrar que existe um vetor solugdo Z = de () satisfazendo
v

< iigg ) <7< ( izgi ) . (2.21)

Vamos utilizar o método de redugao de ordem. Desde que as solugdes do sistema sao radiais por
([14]), vamos reescrever o sistema (H) da seguinte forma

—Au(r) +u(r) = Av(r), r € (p,+0),
—Av(r) +v(r) = Mu(r), r € (p,+0),

Consideremos a seguinda mudanca de varidveis:
T1=u; T2 =), T3 =0 T4 = T4
com condic¢oes iniciais
z1(p) =wi(p);  w3(p) =w2(p); 22<0; a4 <O.

Assim, obtemos o sistema de EDO linear

) = 9,
xh = 11 + ——x9 — A3,
(Hr) .
1:3 = T4,
1-N
Ty = =11 + 23 + x3.
Ou seja,
0 1 0 0 T
X, _ 1;N —A 0 T
0 0 0 1 T3
-2 0 1 =N T4

Podemos olhar o sistema na forma X’ = A(r)X onde A(r)X = f(r,z1,x2,23,24). Como os coeficientes
da matriz A sdo limitados e continuos para r > p, podemos usar o Teorema 5.2 em [19] para garantir

que existe solucao (u(z),v(x)) = (u(r),v(r)) para qualquer r € (p,+0o0). Feito isto, observe que, por
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construcao temos que
D, (z) <wu(z),v(z) < Pz(x). (2.22)
A fim de mostrar o decaimento das solugoes u e v, nés precisamos de dois resultados auxiliares.
Afirmacgao 2.4. As sequintes afirmativas sao verdadeiras:
@7 (x)
< 400 2.23
|| =400 D () (2:23)
‘ a
vt / V1—Adt
lim @, (z)|z|"z e’r € (0, 400). (2.24)

|z| =400

Demonstragao: Comecamos observando que, por (2.14),

N -1 T N -1 T

PO B ) S Bk S/ py SRS\ St SN ey

Integrando de p a |z| temos

|| l=l = _ + ||
[fow-sma = [(TFa=con [T

Segue entao que

O+ (z)
|z|—+o00 @L(IE) |z|—+o0

N (sl T

Assim, mostramos (2.23). Por outro lado, por (2.14) temos

2 {1+8 ot T8 giiA
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] -1 T
Nl/p (— o7 —\/1—>\+tl+ﬂ+\/1—)\>dt
(&

[
Bl
N‘l
Bl
|
M

Aplicando o limite obtemos

N—-1
lim @, (z)|z| 2 e
|z] =00 T

Portanto, concluimos (2.24).
Para concluirmos o lema e obtermos (2.12) e (2.13), podemos utilizar (2.22) , (2.23) e (2.24) e obter

que

||
/ V1—Adt
p

0 < lim u(x)|x|¥e
|z|—o00
||
im0 | g @, (2] 55 / A (2.95)
= im im O, ()| e .
|z] =00 (Dl({E) |z] 500 T
||
lim 2460 lim @ (ac)|:cN216/P LA € (0, 400)
- |z]| =00 (bl(l‘) |z] =00 T ’ '
Similarmente, (2.25) vale para v(x).
(]

Prova do Teorema 2.1. Primeiramente denotamos uma solu¢do positiva radial de (S.) por
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Vamos considerar dois problemas auxiliares, a saber: sejam Ho, H® € C?(RV\B,(0)) x C?(RN\B,(0))

satisfazendo

—~AHy+ AHy =0, RM\ B,(0),
(Ho) Ho(z) =U(z), T =0B,(0),
lim Hy(z) =0,
|z|—+o00
e
~AH' +WH° =0, RM\B,(0),
(H°) H(x) =U(x), T =3(B,0),
lim H°x) =0,
|z|—+oc0
h ROt 1 =X 0
onde Hy(x) := 0.1(2) , Ho(x) = (z) , A= , 0= , W(x) =
hog(l‘) ho’g(l’) —-A 1 0
1—ceflel ) , y .
) 1 — co-blal onde ¢ é uma constante positiva e § > 0 escolhido no Lema 2.2. Note que

Hyj satisfaz o Lema 2.3, entao existe uo > 0 tal que

||

v1—Adt
. N-1 Mo
lim Ho(x)|x|Z e’r = . (2.26)
|z| =00 Lo
imi 3 N-—-1 T
Similarmente como feito nos passos de (2.14) a (2.20) tomando ¢, (t) = BT W(t) + s em
N -1
vez de ¢, (t) = — o v1-A+ tl%ﬁ em (2.14), com W(t) = V1 — X — ce %, desde que para algum
B > 0 tem-se tlim W' (t)t*+? = 0, veja a Proposicio 6.1 em [37], obtemos
— 00
||
L / 1—X—ceftdt 0
lim HO(x)|x| = e/r = (2.27)
|z]— o0 MO

com pY € (0,+00). Ademais,

-A 0 Oz () n 1 — ce~ 0l - O-(x) S 0
0 -A () - 1 — ce 0l - (2) 0
-A 0 O, (z) 1 — ce~ 0l —A O, (z) 0

( 0 A)(@T(x)>+< - 1069$|><<I>T(x)><<<0>'

3,(2) B-(2)
( 3, (2) ) «Vie)< ( B, (z) )

Porém, é similar aos passos de (2.21) a (2.22).
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Vamos escrever o problema (S,) de uma forma compacta, isto é, considere LU + AU = F onde

(7 4)(2) - (22)
0 —A Wa g(wlva)

A demonstracdo da estimativa exponencial para a solugdo do sistema (S..) repousa no Principio do
Maximo em [22]. No dominio RV\B,(0),

L(U — Hy) = L(U) — L(Hy) = —AU + F + AHy = —A(U — Hy) + F.
-1 A

A -1
Teorema 1.1 em [22], segue que

Como F >0, —A = ( > e U(x) — Ho(x) = 0 sobre T', pelo Principio do Méximo, ver

U(z) > Ho(z) em RN\B,(0). (2.28)
Por outro lado, observe que
LH’-U) = L(H" - L)

= -WH+ AU - F
—0]x| 0

= —AH -+ | H—F (2.29)
0 ce 01l
—9|w\h0,1 _

R (0 L /5 B flwn,we) )

ce” 17 Ih0% — g(wy, wy)

Para utilizar o Principio do Maximo, precisamos verificar que a matriz

< ce™ 0RO — f(wy, w,) ) (2.30)

ce lzIp0.2 _ g(wy, ws)

é nao negativa em cada linha. Pelo Lema 2.2, a solucdo vetorial do sistema
LU)+AU =F

tem decaimento do tipo
0 < wy(x), wa(x) < Cla|~ "7 e 0l

para |z| > R, R > 0 suficientemente grande. Note que

2 2
wy (Wi + w3) 2 2 3 2 ST 0, = D R
Flwnwe) = T gy S Wi+ ud) = ul ugun < Clal e

1 2
e, similarmente, para g(w;,ws). Consequentemente, estimando a primeira linha da matriz em (2.30),

pois a segunda linha ¢é similar, notamos que utilizando o decaimento exponencial de H° em (2.27) temos
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ce 17RO — flwy, wy)
> 5679|m|C|$‘7¥67\/17)\766*9|1||:v\ _ C‘mr%efgom
> C670|z\|x‘7¥ (67\/17)\706_9"“\w| N |(E|7w6729|w‘>
> Ce*9|””‘|x\*N51 (efx/lfAfce*‘g‘m‘\ﬂ -~ |R|772(N2_1)6729|a:|)
> 0670|x\|x‘,N2—1 (671/17/\70578\1\\z| - 6720‘1|> > O, (231)
4
poisdadoe >0, 1 — A > g e § = /1 — X\ — ¢ temos para |z| > R, R suficientemente grande,
ce el £ 31— \) —4e >0
el-A—ce Pl <41 -X-¢)
o 1—\—cef7l < 46?
S V1 —X\—ceflzl <26
— X —cefll|z| > —20|z]
o eV 1—A—ce—flzl|z| > 6720\z|
PN e—\/l—/\—ce_9|z||w\ _ e—20|w\ > O7
donde segue (2.31). Logo, de (2.29), (2.30), aplicando o Principio do Maximo [22] obtemos
H(z) > U(z) em RN\B,(0). (2.32)
Portanto, combinando (2.28) e (2.32) temos
Hy(z) < U(z) < H(z) em RN\B,(0), (2.33)
similarmente como feito em [38]. Utilizando (2.26), (2.27) e (2.33), temos que
0<po= | llim ho,1(x)|a:|¥ev 1=A el < l‘irlninfwl(x)|x|N_lev 1=Ale]
T[—0o0 T|—0o0
< limsup wl(x)|x|%6\/ﬁlml (2.34)

|z|—o00

< lim ho’l(x)|z|¥e‘1f)‘|zl < 0.

T |z —=oo
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A primeira desigualdade estrita segue de (2.26) e a tltima desigualdade é finita, pois usando (2.27) temos

im0 @) af T VT
&T|—0o0
||

V1—X—ce9tdt

= lim ho’l(x)|x|N;16 ’ eVi—All

||

|| —o0
V1—MX—ce0tdt

evpP
||
V1—X—ce9tdt VI=X|z|
. 0.1 N-1 . (&
= lim A" (z)|z| "z e’r lim < 0.
/ V1=X—ce tdt
ev P
O proximo passo é mostrar que o ‘ 1|im wl(a:)|x\¥ev 1= 2] oxiste. De fato, note que se mostrarmos
T|—0o0
LWy, L . o . wy ROt
que a funcdo —— é ndo decrescente, usando (2.33) tal fungio seria limitada, pois 1 < e < " e
0,1 0,1 0,1
||
o / V1—X—ce 0tdt
) ho’l(m) ) ho’l(x)|x|776 p e\/lsz| /~LO
oo o (@) Ielo: h XL VoA fa] o] = Rl <
z|—o00 10,1\ T x|—00 )|zl Tz evVi—TAIT Ho
0.1(z)l] / — X —ce 0t dt

e’ P

w
por (2.26) e (2.27). Assim concluiriamos que h—l tem limite finito quando || — oo e que
0,1

lim w(z)|z] 2 eVI el = lim w1 () lim ho1(z)|z] 2 eV el € (0, 00).

|z|— 00 || =00 hojl(.ﬁ) |z|—o00

. wy , . .
Finalmente, vamos mostrar que —— ¢é nédo decrescente. Considere r, s € (p,o0) tal que r < s. Desde
0,1
que wy e ho, sao ambas funcoes radiais, defina o seguinte operador

N -1
Swy = —(—Aw; +w1) = Awy; —wy = w) + Tw/l — wy.

Segue da defini¢do do operador S e de (Hg) que

N -1
Sho,l - h&l + Th&l - h0,1~

Note que, —A(hg,1 — w1) + (ho1 —w1) = A(ho2 — w2) — f(w1,w2) < 0, logo pelo Principio do Maximo,
N-1

r

temos que hg 1(z) < wi(z) para todo |z| € (p,00). Agora considere a funcio w = —= e o(r) =
wq
Observe que

Sho1 = S(wwy) = wiw” + (2w + ow)w’ + S(wr)w = 0.

Decorre que
!/
1
w” + (211)1 + O‘) w' + —S(w))w; r e (p,00), w(p)=1. (2.35)
wq w1



2.3 Variedade de Nehari e limitacdo da sequéncia de Palais-Smale 66

/

1

O problema de valor inicial em (2.35) tem solucao unica desde que —S(wy) < 0 e y i + o é continua
w1 w1

em r € (p,00).

Por outro lado, note que temos

S(hoy —wi) =0 — (= f(wy,w2) — Mwz) = f(wy,w2) + Mwy >0 para 7 € (p,00),

ho1 — w1 =0 sobre 9B,(0).
Aplicando o Principio do Méximo e Lema de Hopf , respectivamente, temos

6(]10’1 — wl)

hop —w; <0 para r7>p e
or

<0 se r=p, (2.36)
que implica
ho1(p) < wi(p) <O0.

Consequentemente,

w'(p) = h6,1(p)w1(p)2— Poa(p)urlp) _ wilp)lw = 1(p) = hoa(p)] _

w?(p) w?(p)

Desde que w(r) é continuamente diferenciavel em (p, 00) , derivando w temos

Supondo w’(r) > 0 segue que

ou seja, (Inho1(r)) > (Inwi(r)), isto é, Inhg1(r) > Inw;(r), Como a fun¢do In(z) é uma fungio

. . . . wy .
crescente, isto equivale a hg 1(r) > w1 (7). Contradigdo com (2.36). Implicando que h—l é nao decrescente
0,1
como queriamos mostrar. Similarmente para ws, obtendo assim

lim wl(x)|x\¥evl*)‘|$| =p1 >0 e lim wg(sr)|ac|¥ev Azl — >0

com iy, iz € (0, +00).

2.3 Variedade de Nehari e limitagcao da sequéncia de Palais-Smale
O resultado a seguir contém as propriedades principais sobre a variedade N associado ao funcional I.
Lema 2.4. A variedade N satisfaz:
a) existe um ndmero o > 0 tal que para todo (u,v) € N tem-se ||(u,v)|| > «;

b) N é uma subvariedade fechada, de classe C? em H e € variedade natural para I;
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¢) para todo (u,v) € N, a fungdo t — I(tu,tv) é estritamente crescente no intervalo [0,1) e estrita-

mente decrescente no intervalo (1,+00). Assim, em particular, pode-se afirmar que

I(u,v) = max I(tu,tv) > 0.

Demonstragao: Verificacao de (a) Por (a;), (F3) e o funcional J associado a A definido em (2.4) tem-se

J(u,v) = I'(u,v)(u,v) = ||(u,v)||* - 2)\/RN wodx — /sz(l + a(z))VF(u,v)(u,v)dz
> ||(u,v)? —)\/RN (u® +v?) dm—C/RN VF(u,v)(u,v)dx
> (1-A=9)lwv)P - Clwv)|?, 2<p<2~.

Desde que (u,v) € N, tem-se J(u,v) = 0. Assim, (a) segue de
Cll(w, )P = (1= A —e).
Verificagao de (b) Note que

N = {(u,v) € H\{(0,0)}; J(u,v) = 0} = J =" ({(0,0)}).

Como J é continuo, implica que A" ¢ uma subvariedade fechada de H' (R"). Se (u,v) € NV, por (2.4)

entao

2_ uvdadr = a\xr u,v)u,v xX.
lwolf =2 [ wde= [ (1+0@) VP00

(u? + v?)?

————~ — obtemos
1+ s(u? +0v2)’

Derivando com respeito a u o gradiente VF(u,v)(u,v) =

2(u? +v2)2u(1 + s(u? + v?))u — (u? + v?)*2suu
T+ 50 + )2
du? (u? + v?) + dsu®(u? + v?)? — 2su(u? + v?)?

- (14 s(u? 4 v2))? (2:37)

4u? (u? + v?) + 2su?(u? + v?)?
A+ 5@+ )P

Derivando agora com respeito a v, analogamente, tem-se

4% (u? + v?) + 2502 (u? + v?2)?
(14 s(u? +0v2))?

(2.38)

Somando (2.37) e (2.38) obtemos

4(u? +v?)? + 2s(u? + v?)3
(L5 s + )2

(2.39)
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Derivando (2.4) e combinado com (2.39) e o fato de que (u,v) € N,

T (o)) = 2| )] — 4\ /RN wo do — /RN(I (@) V2F (u, v)(u, v) dz

2 /]RN (1+ a(x))VF(u,v)(u,v)dz

4(u? +v?)? + 2s(u? 4+ v?)?
—/RN(l + a(x)) 1+ (2 + 02))2 dz

2(u? +v?)?2 4(u? +v?)2 4 2s(u? + 0?)3 } da

)T s+ )P

2(u? +v2)2 4+ 2s(u? + v?)? — 4(u? +v?)? — 2s5(u? + v?)? } d

I
T
2
_
_l’_
2
—
+
2
2
[\v}
+
4

(14 s(u?+v2))?

—2(u? +v?)?2
(1+s(u2—|—v2))2}dx <0

Il

—~

—_

_|_
2

8
~—
~—

I
S

z

—~

=

+

2

= 3
~—

~—

—

visto que Tier]gN(l—f—a(x)) =¢ > 0, por (ay). Isto implica que (0, 0) é um valor regular de J : H\ {(0,0)} —
R. Assim',/ J71({(0,0)}) é um conjunto fechado, por ser a imagem inversa de um conjunto fechado por
um funcional continuo. Como {(u,v) = (0,0)} é um ponto isolado de J~1({(0,0)}), entdo temos que N
¢ de classe C? e ¢ uma variedade natural para I. Assim verificamos (b).
Verificacdo de (c¢) Note que,

2

5||(u,v)||2 - )\/RN (tu)(tv) dax — /sz(l + a(z))F(tu, tv) dz

I(tu, tv)

2
RN 2 Y ) ) * *
/ (14 a(x)) {VF(tu tv)(tu, tv) — F(tu tv)} dz (2.40)

t2
Considere a aplicagao £(t) := EVF(tu, tv)(tu, tv) — F(tu, tv) para t > 0. Observe que

£ (v +0%)? P’ +0%) 1 20,2 2
) = = - —In(1+ st
£(t) 2 1+ s(u? +v2) 25 + 962 n(l+ st”(u” +v7))

2 2t 1222 1
= —— = 4 In(1+ st?2?). 2.41
21+s22 2s Jr282 n(l +st%2%) (241)

Derivando (2.41) em t, com 22 = u? + v? tem-se
4 2 2
tz
"(t — tzi _ ti =
&) 1+ 522 s + s(1 + st?22)
o tszt —t22(1 4 s2?) n tz?
N s(1+ s22) s(1+ st?22)
—t2? t2?

s(1+ s22) + s(1+ st?22)
—t2% — stP2t + 122 + stz st (124 1)

s(1 + s22)(st222) s(1+ s22)(st222)”

Segue que se 0 < t < 1, entao
g(t) > 0. (2.42)



2.3 Variedade de Nehari e limitacdo da sequéncia de Palais-Smale 69

Se t > 1, entao
g'(t) <o. (2.43)

Se t =1, entao
g'(t)=0. (2.44)

Por (a1), (2.40),(2.42),(2.43) e (2.44), (c) fica provado.

O

O préximo resultado nos d4 uma limitagdo para uma sequéncia em N em qualquer nivel d > 0 fixado.

Isto nos permitira usar o Lema de Splitting posteriormente .

Lema 2.5. Suponha que exista uma sequéncia {(un,v,)} em N satisfazendo
I{up,v,) — d.

Entao a sequéncia {(un,v,)} € limitada em H.

Demonstragao: Por (F3)(b) temos d > 0. Fixemos D > d > 0 e consideramos que z,, := (un, v,). Vamos

supor que a sequéncia {z,} nao seja limitada, isto é, ||z, || — co. Considere a sequéncia {p,} = {t,zn}

2v/D 2/D

onde t, = —————. Assim, |p,|| =
V1= Az V1=A

Lema 2.4, para n suficientemente grande, temos que

< 00, significando a limitagdo desta sequéncia. Pelo

I(pn) = 1(thzn) < r£1>ag<l(tzn) =1I(z,) < D.

Por outro lado,

1
D > I(thzn) = §||tn(un,vn)||§{ - A - tfbunvn dx — /RN(l + a(x))F(ty(un,v,)) dx

1 2 2 U% UYQL

> |t (un, va) |7 — A L4+ 25 dx — (1+ a(x))F(tn(tn,v,)) dz
2 RN 2 2 ]RN
1

> §||tn(umvn)H2 e [ /RN(l + a(z)) F(tn(un, vn)) dx

_ {1;)\}14D)\—/RN(l+a(m))F(tn(un,vn))dx. (2.45)

Isto implica que
/ (14 a(2))F(tn(un,vy))de > 2D — D = D.
RN

Para obtermos a contradi¢do, precisamos mostrar que / (14a(z))F(tn(tn,vy))dz = 0,(1), pois D > 0.
RN

De fato, desde que {¢,} é limitada em H, entdo ¢, — ¢ em H. Temos dois casos a considerar:

1. lim sup/ |gon|2 dx | =0;
n—-+oo yERN Bl(y)
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2. lim sup/ lon® dz | =7 > 0.
noteo \yer™ JBi(y)

Suponha que o primeiro caso seja verdade. Usando o Lema de Lions, logo ¢, — 0 em LP (RN) para

2 < p < 2*. Usando (F3), como € > 0 ¢é arbitrario, ¢, é limitada e ||¢,||Lr — 0, segue que

/RN(l +a(@)F (tn(un, vn)) dz < C (ellgnlls + Cellnlly,) < D. (2.46)

Contradicao. Entao suponha que o segundo caso ocorra, a menos de subsequéncia, fixando n € N, por

definicio de supremo existe uma sequéncia {y,} C RY tal que
/ L] da > 1, (2.47)
Bi(yn) 4

onde ¢, = (¢L,2). Defina ¢! := ¢l (z+y,). Desde que ¢, ¢ limitada e pela invariancia do dominio, ¢
2 . . . N
é limitada em H' e, portanto, converge fraco para alguma ¢'. Temos ainda que ¢}, — ' em LI (RY)
para 2 < p < 2* e também q.t.p. em RY,

Usando mudanca de varidveis, segue que
1 2 . 1 2
‘90 (x)| dr = lim ‘gon(x—l—yn)’ dzx
B1(0) n=+c0 /B, (0)
. 2 n
= lim oL (z)]” de > = > 0.
n—-+oo Bl(yn) | ’ 4

Assim existe um subconjunto Q C RY de medida de Lebesgue positiva em B;(0) em que p(x) #

0,V € Q. Observe que a convergéncia pontual em R nos da

)

. - 2VD |un(z + yn)| . 2VD |un(z + yn)|
0< |‘P (33)| nirfm|¢n(x+yn)| njrilm 20 (@ + )| nirfm BN

para todo x € 2. Visto que ||z,|| = 400 , quando n — 400, necessariamente temos que
|tn (2 + yn)| = 400, paratodo z € (.

Desde que {(uy,v,)} esta contida em A, podemos usar o Lema de Fatou, a condigdo de ndo quadra-
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ticidade (F3), (a1) e obter

n—-+400 n——+

1
D > lim I(up,v,) = lim < ||(un,vn)||§{1(RN)f)\/ unvndx)
S 2 RN

~ lim (/RN(l + a(x))F(un,vn)dm>

n—-+oo

n—+oo JpN 2

= lim (1 +a(x))<1VF(un,vn)(un,vn) —F(un,vn)> dz

v

1
lim inf/ S (VF(un,vn)(umvn) — F(un,vn)) dz
RN

n—~+00 2

n—-+oo

1
= lim inf/ <§2VF(Un($ + Un)s Un (@ 4+ Yn)) (Un (T + Yn), vn (T + Yn))
RN
—cF(un(x + yn)a Un(x + yn)) dx
n—-+oo

> lim inf/Q <g;VF(un(x +Yn), Un (2 + Yn)) (un (T + Yn), vn (@ + yn))

—SF(un (2 +yn), vn(z + yn))> dz

Y

n—-+4oo

¢ /Q <lim inf%VF(un(x 4 ) 0 (@ + Yn)) (@ + Yn), O+ Yn))
—F(un (2 + Yn), vn(x + yﬂ))) dz = +o0.

Assim, o segundo caso também ndo pode ocorrer. A contradi¢ao veio do fato de supor que a sequéncia

{(un,v,)} ndo era limitada em H e obtemos assim o resultado desejado.
O

O resultado a seguir mostra a positividade do infimo do funcional associado ao problema (S) sobre a
variedade .

Lema 2.6. Seja m definida em (2.5), entdo tem-se m > 0.

Demonstragao: A demonstragio ¢ aniloga & do Lema 2.5 . Considere {(un,v,)} na variedade A tal

que I(uy,vy) = m. Pelo Lema 2.5, {(un,v,)} € limitada em H e (up,v,) — (u,v) com u # 0 e v # 0.

Segue que
—  lim (umvn) = lim (2] 2 = A d
m = lim (tUn, Un, = lm {5 [(try 03| - U Uy, A
— lim (/ (1+a(x))F(un,vn)dm>
n—-+oo RN

\%

n—-+oo

€/Q lim inf %VF(un(a: FYn)s V(2 4 Yn)) (Un (T + Yn), vn (T + yn))
—F(un(x + yn), vn(x + yn))> dz

= C/Q (;VF(’LL,U)(U,’U) - F(u,v)) dz > 0.
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O

Observagao 2.2. Note que o resultado obtido no Lema 2.6 também se aplica ao funcional I, ou seja,
Moo > 0.

O préximo lema nos da uma importante informagdo sobre uma sequéncia (P.S) do funcional I restrito

a N e no espago H.

Lema 2.7. Suponha que {(un,v,)} € uma sequéncia (PS)q para I restrito a variedade N'. Entdo, a

menos de subsequéncia, a sequéncia {(un,v,)} € também uma sequéncia (PS)q para o funcional I em
H' (RY) x H' (RY).

Demonstragao: Considere {(un,v,)} C N do tipo (PS)4. Entdo pelo Lema 2.5, {(uyn,v,)} € limitada
e satisfaz
I(up,vy,) > d e (I |n) (tp,vs) — 0. (2.48)

Observe que para qualquer (¢, %) € H
T o)) = 2(Ctne) + (o)) =27 [ (oo )

— [+ @) VTP, 0) 1, 00)) )

Usando a hipotese (a1) e a desigualdade de Holder segue que

17 (wny )2 0)] < 2{ lunlllol + loallol } + 2 / (Ioaligl + funil) da

+C RNIV(VF(un,vn)(un,vn))(%w)\dw

< 2{llunllol + lenllilol }
1/2 1/2 1/2 1/2
+2{</ vn|2dx> (/ 0|2 dx) + (/ |un|2dx> (/ 1/12dm> }
RN RN RN RN
+C |V (VE (tn, vn)(Un, vn)) (p,9)| dz
RN
< Q{HUnHHSOH + ||vn||||¢||} + 2{|Un||||<P|| + ||Un||||¢||}
4 n 2 2 2 n 2 2\2
po [ Al +0R) ¢ el P
RN (1+s(un+vn))2
4 2 2) 4 o 2 212
RN (1+s(up +03))?
<

4|uy, 4|v,,
2 | + ||vn}{|<p|| + ||w||} +0/RN{ nliel '”S"¢'}dx
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< uns ), 0) | + “f{nvnuwn + ||un||||w||}

< 2 (un, va) (0 )| + ”‘C{ (ol + e )l 4+ (lenll + 1o ) ||w||}
T [ R TR TR

< wax {2, 2 o)l )l

Desde que a sequéncia {(un,v,)} € limitada em H, entdo para toda (p, ) € H,

[T (i vn ) (0, 90)] < C [l (0, 9) | -

Isto mostra que a sequéncia {J' (un, v,)} é limitada em H~'. Consequentemente, |.J' (ty,, Un) (U, vn)| <

T (s Vo) || =1 ||ty 00|y < C, onde a constante C néo depende de {(uy,v,)}. A menos de subsequén-

cia, a sequéncia de nimeros reais positivos

On = |J/(unavn)(umvn)| —020.

Por outro lado, note que

0 = liminf |J' (wn, v) (un, vs)|

n—oo

= lim inf
n—o0

= lim inf
n—oo

= lim inf
n—oo

n—oo

2|, )2 — 4 /RN oy da — /RN(1 + (@)Y (VF(ttn, 00) (tts 00)) (11, )

/RN(I + a(2))2V F (tp, vy ) (Un, vy,) d — / (14 a(x))V (VF (un, vn)(Un, vp)) (tn, vn) dz

RN
2(up, +07)°
/RN“ + “(""”)){ 1+ 502 +12))° } dr

1+ s(u2 +v2

9 (12 22
> ¢liminf (u" + vn) 5 ¢ do
ry | ( )

n— 00

(14 s(u2 4+ v2))

912 2\2
> ¢liminf { (U + vn) 3 } dz
Q

— 2(’LL2 +'U2)2 .
g/QO {(1+5(u2+y2))2}d > Oa

pois como {(un,vn)} € N, pelo Lema 2.4 temos que |[(un,v,)|| > « > 0 e argumentando como na

demonstragdo do Lema 2.6, usando o Lema de Lions tem-se que (u,(z),v,(x)) — (u(z),v(x)) q.t.p.

z € RN e u(z),v(z) # 0 q.t.p. © € Qp onde Qp é um conjunto de medida positiva, e tudo isto adicionado

com o Lema de Fatou e (ay).

Como N & uma variedade de codimensdo 1 em H (vide se¢do 6.3 em [7]) podemos escrever a proje¢io

gradiente (I |xr)'(u,v) sobre o plano tangente

TN = { (0,9) € H: (J'(u), (¢, 9)) = 0}
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por
(I |n) (u,v) = I'(u,v) — tJ' (u,v),

em que

(I'(u,v), ' (u,v))
([ (u, v)||?

Desde que {(un,v,)} C N é uma sequéncia (PS) de I restrito a N (vide Lema 7.19 em [7]) existe

uma sequéncia {t,} tal que

t:=

(I |A) (U, v5) = T (U, ) — tnd” (Uny v) = 0 (1), (2.49)

dada por
P (I’ (tn,vn), I (Un, vn))
| (tns vn) || ’

note que ||J' (un, vy )| # 0 pelo Lema 2.4.

O objetivo agora é mostrar que a sequéncia {t,} converge a zero, se n — +0o. Assim concluiremos o
lema.

Por (2.48) e (2.49) segue que

0= TI"(tn,vn)(Un, V)
= (I |n) (tny v0) (U, )+t (U 03) (U, v (2.50)
= 0n(1) + tnJd (tun, vn) (U, V).

Por (2.49) e (2.50) tem-se C' > |J (tn, vp)(Un, vn)| — 0 > 0, se n — +0o0, e isto implica que, a menos
de subsequéncia,
t, —»0, se n— +oo. (2.51)

Assim, deduzimos de (2.48) e (2.51) que, a menos de subsequéncia de {(u,,v,)},

I'(un,vn) = (L&) (Un, v) + tnd (un,v,) — 0, se  n — +oo.
Concluimos assim a demonstragao do lema.

O

Pretendemos usar ferramentas do tipo min-maz para encontrar solucao de (S). Entretanto, o conjunto
de solucoes do sistema autdénomo pode ser complicado e, ao contririo do caso escalar, precisamos impor

hipéteses similares as que implicam em unicidade de solu¢ao no caso escalar. Definimos
Moo = Inf {m* > me, : m* & valor critico de I} .

Observagao 2.3. O problema escalar que tem solug¢do positiva iunica satisfaz esta hipdtese. Supor que
o sistema tenha solugdo positiva (u,v) dnica é mais artificial, entretanto podemos supor que todas as

solugoes positivas (caso exista mais de uma) estejam no mesmo nivel de energia € razodvel.
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Observagao 2.4. Em 2013 Maia-Montefusco-Pellacci [32] investigaram o problema fracamente acoplado

u(u2+v2)
Aut = 2TV RN
e Au 1+ s(u2 +0v2)’ ’
v (u? +0?) (2.52)
v 1+ s(u? +v2)’ ’
u,v € HY(RY),

com A\ > 0eN > 2. O Teorema 2.1 em [32] mostra que se s € (0,1/)), entdo existe uma inica
solugago U = (u,v), a menos de rota¢io, com ambas componentes positivas de (2.52) dada por (u,v) =

(cosf,sinf)zy onde 6 € (0,7/2) e zy € solugdo de

3
X ]RN

14523’ (2.53)
Z) € Hl(RN).

—Azy + A2\ =

Outrossim, o nivel de energia da inica solugdo vetorial do sistema (2.52) € igual ao nivel de energia
das solugoes de (2.53). Em outras palavras, para o problema modelo (2.52) ndo podemos encontrar uma

solugdo vetorial com nivel de energia estritamente menor que o nivel de energia das solugées de (2.53).
Assumindo a hipotese (U) vamos mostrar que 2m., < Mo,. Precisaremos do seguinte lema auxiliar

Lema 2.8. Se (u,v) € solugio de (Sx) que muda de sinal, entdo
supt(u™) Nsupt(v™) C {z:u(z) =0 e v(z) =0} (2.54)

onde ut = max{u,0} e v~ = max{—v,0}.

Demonstragao: Primeiramente note que o acoplamento forte do sistema (S.) implica v = 0 se, e
somente se, u = 0 (isto é, as regides nodais de u e v sdo as mesmas). Considere  := supt{ut} C RV.
Se v(x) < 0 para algum z € 2, entdo x € int(Q), (pois u(z) = 0 para todo z € 092). Logo, obtemos que
Q = supt{v~} C RM. Dado x¢ € 99, u(xg) = v(xg) = 0 e pela continuidade de u e v dado um ¢ > 0
existe um § > 0 tal que, se z € Q e |z — zo| < J, entdo |[u™(z)| = |u(z)] < e e [v(z)| = |v(z)| < e.

Subtraindo as duas equagoes do sistema (S ), temos

u2+v2

_A(u—v)+(u—v):m

(u—v) = Au—v)

e para todos os pontos x € {2, vamos ter

“A(ut - 1 )\_M + Y=0 2.55
(W om) 4 1+ 1+ s(u? +v?2) (™ +07) ’ (2.55)
u? 402 1+ A

Tomando ¢ suficientemente pequeno tal que , para todo & € Q e |z — zg| < 4.

<
1+ s(u? +v?) 2



2.3 Variedade de Nehari e limitacdo da sequéncia de Palais-Smale 76

Multiplicando a equagao (2.55) por u+ + v~ obtemos

=2 u? +v° o2
0 = V" +v )+ [T+ A= | (v +v7)7 | do
QN Bs(w0) 1+ s(u? 4 v?)
14+ A

> / <|V(u++v_)2+ [ ] (u++v_)2) dz > 0,
QN By (x0) 2

visto que, u™(z) + v~ (z) > 0 no interior QN Bs(zg), pelo Lema de Hopf e do fato que u e v sdo solugdes
classicas de (Ss). Este absurdo veio de termos assumido que v(z) < 0 para algum x € (), portanto
v(z) > 0 para todo z € Q e assim supt(u™) Nsupt(v™) C {z : uw(x) =0 e v(zr) = 0}. Analogamente
verifica-se que

supt(u~) Nsupt(v™) C {z:u(z) =0 e v(z) = 0}. (2.56)

O

Segue o seguinte lema de nao existéncia de solucao

Lema 2.9. Suponha (U), entdo ndo existe solu¢io (u,v) para o problema (Soo) tal que Io(u,v) €

(Moos 2Miso).-

Demonstragiao: Seja (u,v) uma solugdo de (S). Segue que I, (u,v) = 0, isto é, I’ (u,v)(¢,¢) = 0
para qualquer (¢,v) € H. Em particular, I’ (u,v)(u™,v") = 0 e I’ (u,v)(u”,v") = 0. Desejamos

mostrar que (uT,v") e (u,v7) estdo na variedade . De fato,

0 = I (u,v)(u",vh)

= / [Vt +u")Vut + Vot +07)Vol + (um +u)ut + (v + 07 )v ] de
RN

—)\/ (v + v )ut + (vt +u” )vT]de - / VEw +u v +07)(u,v")dz
RN R

N
= / [Vut]? + Vot 2+ (uh)? + (v1)?] da — )\/ (wot +utot + o ut +u v)de
RN RN

— VFE@u™ +u v +o7)(u", o) de
RN
= / [Vut]? + Vot 2+ (uh)? + (v1)?] dx — )\/ (utot +utot + o ut +u ot de
RN RN

—/ VF(u+,v+)(u+,v+)dx—/ VFE(u v )(ut,v")de
{u,v>0} {u,v<0}

—/ VF(u+,v_)(u+,U+)dx—/ VEu o) (u",v")dz
{u>0,0<0} {u<0,0>0}

= I (u" o) (ut,vh),

em que a ultima desigualdade é consequéncia de (2.54) e (2.56). Logo, (u™,v") € Ns. De modo anélogo

mostra-se que (u™,v7) € Nu.
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Agora, note que

Io(ut +u 0t +v7)

[(u™ +u=, vt +v7)|? f)\/ (ut +u vt +07) (wh +um vt +07) da

RN

—/ F(u++u*,v+—|—v*) dx
R

N

1
o)+ Sl )P =3 [ (et ) do
RN

/ F(u+,v+)dx—/ Fu™,v7)dz
{u,v>0} {u,v<0}

— F(u*,v*)dxf/ F(u,v")dx
{u>0,0<0} {u<0,0>0}

= Lo oM + Io(u™,07) > Moo + Moo = 2,

em que novamente utilizamos (2.54) e (2.56). Como m., é estritamente positivo pela Observagao 2.2,
acabamos de mostrar que ndo existe solu¢do (u,v) de (S ) que muda de sinal em [mq,, 2my,). Suponha
(u,v) solugdo de (Se) tal que I (u,v) € (Moo, 2Moo ). Pela hipdtese (U) temos que é tinica ou qualquer
solugdo positiva esta no mesmo nivel de energia do funcional associado a (S, ). Sem perda de generalidade,
suponha (u,v) solucdo positiva. Por [14], (u,v) é radial e por (U) segue que (u,v) = (w1, ws) € I (u,v) =

Moo OU Ioo (U, v) = My, implicando em contradigdo com a hipotese de Ioo(u,v) > Meo.

2.4 Compacidade

O préximo resultado que enunciaremos serd fundamental para o estudo dos pontos criticos do funcional

1. Ele descreve como uma sequéncia de Palais - Smale de I se comporta assintoticamente.

Lema 2.10. (Lema de Splitting) Suponha que {(un,v,)} € uma sequéncia limitada em H tal que

I(tn,v,) = d>0 e (I|n) (un,vn) =0 em HL

Entéao, passando se necessdrio a uma subsequéncia, existem (ug,vo) solugdo fraca de (S), um nimero
k€ NU{0}, k fungoes (u',v'),..., (u®,v*) € H solugées do problema limite (So) e k sequéncias de
pontos {y?},1 < j < k tais que

1. (tn,vn) = (ug,v0) em H ou

2. |y~]l’ — +o0 e ]yn—yﬁl‘ — 400;j #1;

k
3. (un,vn)—Z(uj(—yﬁ;),vj(-—yﬁ;))—>(uO,vo) em H;

k
4o (U, vy) — d = I(ug,v0) + Zfoo(uj,vj).

j=1
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Demonstragao: Inicialmente obtemos do Lema 2.7 que a sequéncia {(u,,v,)} satistaz I’ (un,v,) — 0.
A prova segue como em [5] considerando que a nio linearidade F(u,v) é de classe C?(H) e seguindo os
passos (2.11) e (2.46) a (2.55) da Proposigdo 2.31 em [20].

O

Como uma consequéncia dos Lemas 2.5 , 2.7 e 2.9 combinados com o Lema 2.10 temos o seguinte

resultado

Lema 2.11. Suponha que o infimo m definido em (2.5) nao seja atingido. Entao m > mq, e, ainda, o

funcional I satisfaz a condicdo de Palais-Smale sobre N em qualquer nivel do intervalo (Mmoo, 2my).

Demonstragao: Considere uma sequéncia {(uy,,v,)} tal que satisfaz (PS)q para o funcional I restrito
a N. Entao, a menos de subsequéncia, {(u,,v,)} € limitada e é (PS), para I em todo espaco H pelos
Lemas 2.5 e 2.7.

Suponha que o nivel m ndo seja atingido. Se d = m, entdo existe uma sequéncia (un, v,) — (ug, vg),
pela continuidade do funcional I, teriamos I(uy,,v,) — I(ug,vg) = d = m. Contradi¢do com a hipotese
neste caso. Logo, nao existe tal sequéncia; o que implica que a possibilidade 1 no Lema de Splitting nao
ocorre. Decorre entdo que valem (2),(3) e (4).

Em primeiro lugar, suponha que (ug,v9) = (0,0), entdo por (4),

k
I(tp,v,) — d=m = I(ug,v) —l—ZIOO(uj,vj) >0+ kloo(wi,ws) > kMoo > Moo,
j=1

onde (wi,ws) é a solugdo de energia minima para Io..

Em segundo lugar, assuma que (ug,vo) # (0,0) . Como (ug,vg) pertence a N, tem-se I(ug,vg) > 0.
Segue que m > kmey, > My,. Logo, em ambos os casos, temos m > m, e assim a primeira parte do lema
esta verificada.

Por outro lado, seja d € (Moo, 2M oo ). Assim, para n suficientemente grande,
Moo < I(Un,Vp) < 2Mog.

Se ndo existisse subsequéncia {(u,,v,)} convergente, usando o Lema 2.10,

k
I(tp,vy) = d = 1I(ug,vo) + Zloo(uj,vj).
j=1
Se k > 2, entao
k . .
I(tp,vn) = d = I(ug,vo) + ZIOO(UJ,UJ)
j=1

Isto configura um absurdo uma vez que d < 2my,. Portanto, obrigatoriamente, tem-se k = 1. Neste
caso, se (ug,v9) = (0,0), entdo

2Mo > oo (W, 07) = d > meoo.



2.5 Estimativas assintéticas 79

Isto ¢ uma contradi¢io com o Lema 2.9, pois ndo existe solucio (u’,v7) de (S)s no intervalo (Mo, 2 )-

Usando mais uma vez o Lema 2.10, como (ug,vo) pertence a N,
I(tn,vn) — d = I(ug,vo) + 1.1 (v, v7)
>m~+ Ino (Wi, w2) =M+ Mog > Moy + Moo = 2Mee.

Isto também configura uma contradi¢io, visto que d < 2mg,. Neste caso, concluimos que k£ nio pode
ser maior ou igual a 1 e devemos ter k = 0 e, portanto, por (3) existe uma subsequéncia de {(un,v,)}

convergente e o lema esta provado.

2.5 Estimativas assintoticas

Visto que problema limite (Ss) tem uma solucdo (wi,ws) positiva de energia minima, trabalharemos

com esta solucao transladada, isto é,

wi = w;(x — Ryo) e w" :=wi(x— Ry)

(2 K2

para i = 1,2. Seja f € [0,1], R > 0, yo € RY fixado, y € 0Bs(yo) e definimos a combinacio linear
28, = B, ) + (1 = Bl ) = (5™ + (1= B)ul™, put™ + (1 But™). (257

Novamente iremos precisar do resultado técnico em [1]. Por comodidade, vamos enuncia-lo novamente.

Lema 2.12. Assuma que f12 > 11 > 0. Entdo, existe wm nimero C > 0 tal que, para todo x1, x5 € RY,
/ e~ tlz—z1] = pale—22| 1, < O~ H1lT1—T2|
RN -

Se o >y >0 e puz > pp > 0. Entao, existe um numero C > 0 tal que, para quaisquer x1,x2,x3 €
RY,

/ o mla—ar| g—pale =] g palr—s| Q< (g ' (21 —2 | +la1 —ws | +|wa—as])
RN

O proximo resultado garante que a variedade A é nao vazia.

Lema 2.13. Existem nimeros Ry > 0,7y > 2 e para cada R > Ro,y € 0B2(yp) € 0 < 8 < 1, um tnico
Tﬁny > 0 satisfazendo
R 7R
Tl%yZﬁ,y EN.

Ademais, Té%’y €1[0,Ty) e TﬁRy € uma fungdo continua nas varidveis 8,y, R.
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Demonstragao: Sejam r, uy, ug, v1,v2 > 0. Escrevendo a combinacao (r(uy +wusg), r(vy +v2)) e aplicando

o funcional J,, nesta combinacao temos
Joo(r(us +ug),r(vy +v2)) = ||(rus + rug, vy +7v9)[|* — 2X 2 (uy + ug) (v1 + vp) da
RN
— / VF(ruj + rug,rv1 + rve)(ruy + rug, rvy + rvg) de
RN
= rPflud|l® + 2 lual? + 2 on |2+ r2 vz ]|* + 20 (ur, ug) + 2r% (vr, v2)
—2)\/ r? (u1v1 + v + ugvy + ugve) dz
RN

VF(ruy + rus,rvy + ro
—r? (ruy 7"2 L 2) (u1 + ug, v + v2) dz
]RN

= Pl + ¥ llual® + 7 vi ]l + 2oz ]| + 20 (ur, ua) + 20 (o1, v2)

—2)\7“2/ (u1v1 + ugvg + ugvy + ugve) da
RN

7T2/ VE(rui + rug, rvy + rva)
RN T

2 VF(rui + rug, rv + rva) (3, v2) L.
RN T

(uy,v1)de

Por (F}) segue que

Joo (r(u1 + uz), r(v1 + v2))

72 <l + lual® + loal® + floall® + 2(us, uz) + 2(vi, v2)

VF(ruy,rvy)
RN T

—2)\/ (uv1 + ugvy) da — (ug,v1)da
RN

F
_ M(ug,vg)dx. (2.58)

RN r

Tomando u; = Bw!™ uy = (1 — B) wi?, v; = fwi® vy = (1 — ) wi? em (2.58),

Joo (rﬁwfyo +7r(1-7) wfy, rﬁwfyo +r(1-7) wfy)
2

;
< 18wl 2 + 11 = B w2 + 18wl |2 + (1~ 8w +2{uf™, (1 - B w)

+2(Bug™. (1= B)wj) - 21 / (B guwi™ + (1= B)w{™ (1 - B)wi®) du

RN

VF (rﬂwfy“,rﬂwfy“
_ /]R )

r

) (Bwf‘yo, ﬂwfyo) dx

[ vE (r (=g wl¥r (1 - ) u”
RN

r

) (A=pwf - B uw)da
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VF (rﬁwl rﬁwRyO)

= 52 {|w{%yo”2 + Hw?yon? _ 2)\/ (w{%yowé?yo> dx} N ﬁ (w{%yo wfy‘)) dz
R RN r
(- By {nwlyn? Tl — 2 / (whvuf) dx}

_(1_/3)/RN VE (r(1-B)ul?, <1—ﬂ>w§y)( )

wy 7, W
r 1 ™2

+2 (B, (1 - ) w) +2(Bus™, (1 - B) i)

(et suf)

T
2 R R
+ (1 — 5) /RN VF (w1 , Wo y) (wl y7w2 ) dx (2.59)
VF (r(1=B)w,r(1—B)wy”
—(1—ﬁ)/RN (T( )wlr i s )(wfy,wf‘y)dx
+2 (Bl (1= B)wl”) +2(Bui™, (1 - Bwi?)
VF (rpwf™ rpuwltvo
=32 /RN VF( Ryo, fyo) <wfy° w?yo) dx — B2 /RN ( B >(w?y°, gyo)dx
+ =92 [ VP (wf 0f") @l
RN
VF(T‘( ﬁ)w1 T (1—B)w§y)
2 Ry R
-(1-5) /RN ) (i, wyY)dx
+2(Buf™, (1= B ) +2 (Bug™, (1 - B)w?).
Considere a aplicacao
T(8,r) = 52{ VF (u,0) (w,0)do — [ SErBwrBY) (u,v)dm}. (2.60)
RN RN B

Por (Fy) , T'(B,r) é decrescente em relagdo a (e r. Argumentando como no caso escalar, confira

Proposicao 1.1, existird um Tp > 2 e Sy < 0 tais que
L(B,r)+T(1—p,r)< S <0, Vr>Ty, VG e0,1].

Além disso, T e Sy independem de R pela invariancia por translacoes das integrais em RY.
Usando (2.60) em (2.59) segue que

Joo (rﬁwfyo—i-r(l—ﬁ)wl ,rﬁwaO—l—r(l—B)wfy)
2

r

<T(B,7)+ (1= B,r) +2 (™, wf™) + 2 (wf™, wf) (2.61)

<T(B,r)+T(1—p,r)+0r(1l) < So+or(l).
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Desde que podemos escrever para (u,v) em H

J(u,v) = Joo (u,v) — / a(z)VF(u,v)(u,v)dz,

RN
segue que
J (rBuw™ +r (1= B)wi,rpuwf™ + 1 (1 - )wf”)
2
Joo (rﬂwfyo +7(1—B)wi, rpwi +r(1-p) wfy)
= p (2.62)
1
— 5 [ [a@VEF (rsuf 1 (1= )l gl 4 (1 - 8)wl)
7"2 RN
(rﬂwfyo +r(1—B)wi, rwi +r(1-3) wfy) }dz.
Como )
(v +0?) 4, 4
VF(u,v)(u,v) = Trs@ oD < C(ut +0%),
e ainda, pelo Lema 2.12 e (as),
4
/ la(x)] (wlRyo) dz <C e~ Flelg=aVI=Az=Ryol gz < Ce=FIwol — o4 (1)
RN RN
¢ 4
/ la(z)] (wf‘y) dz < C’/ e~ klele=VI=Az=Rylqy < Ce kYl = op(1),
RN RN
substituindo em (2.62) resulta que
J (7“ (Bwfyo +(1— B)wf”y> T (ﬁwfyo +(1-5) w?y)>
)
Joo (18wl 7 (1= By wf, rBug® +r (1- B)wl?) (2.63)
< = +or(1)

< Sp+ogr(l) <0,

para R suficientemente grande e r > Ty, 0 < 8 < 1 e y € 9B3(yp). Para concluirmos nosso resultado,
basta combinarmos (2.63) com (2.3) para garantir que existe um tnico r = Té?y > 0 tal que Té?ngfy eN.
Consequentemente, N é ndo vazia. Argumentando como no Lema 1.10, demonstra-se a continuidade de

Tf‘y nas variaveis A, y, R e o lema esta provado.
’ |

Definimos a quantidade
eri= [ VF(wi(x — Ryo), w2(x — Ryp)) (w1 (x — Ry), wa(z — Ry)) d, (2.64)
R

onde (w1, wsz) é uma solugao positiva radial de (Su)-
O préximo resultado é essencial para provarmos o comportamento assintético da quantidade ez . O

Lema ja foi utilizado no caso escalar e vamos enuncia-lo novamente por comodidade.
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Lema 2.14. Sejam ¢ € C(RY) N L>®°(RY), ¢ € C(RY) satisfazendo para constantes a,b >0 e c € R,

o(@)e ™ |z” = ¢ se |z| — +oo (2.65)
e
/ ()] ¥ (1 + [2]*) dz < +oo. (2.66)
RN
FEntao
_alz,y)
i (/ gp(x+y)w(a:)dx) ol |y|b—c/ e Wl y@)ds| =o. (2.67)
[g|— 400 RN RN

Demonstragio: Segue de [8] e estd demonstrado no Capitulo 1, Lema 1.11.
O

Nos dois lemas a seguir, iremos estimar a quantidade epg, isto é, mostrar decaimento exato desta

quantidade ¢g.

Lema 2.15. Considere y € OBa(yo) com yo € RY fizado tal que ||yo|| = 1. Entdo, eviste uma constante
Cy > 0 tal que
lim ep(2R) = VI AR = . (2.68)

R—+oc0

Demonstragao: Pela defini¢do de er em (2.64) tem-se

- VF(wy(z — Ryo), w2(x — Ryg)) (w1 (z — Ry), ws(x — Ry)) dz

2 2
() 4 (F) i s s
Yo Y Yo Y
/RN . " (wl wi” + wy 7w, )dx
1+s (wl yo) + (w2 yo)

2 4 .02 2 4,2
= / L S R —|—2w2 5 wlwf”(y_y‘)) dz +/ L o B —i—2w2 3 wgwf(y_y") de. (2.69)
ry 1+ s (wf + w3) rv 1+ s (wf + w3)

€R

Para estimar cada integral em (2.69), iremos utilizar o Lema 2.14 com

_ N -1
W1, @:wf(y y0)> 7=—R(y — o), a=vV1i-Xe b:T'

w%—f—w%

v = 1+ s (w?+wl)

Como (wi,ws) € solugdo do problema (S ), pelo Teorema 2.1 existe um Ry > 0 tal que para todo
|x| > Ro obtemos (2.65) para alguma constante positiva c¢. Agora vamos verificar (2.66) e, para isso note

que para todo |z| > Ry > Ry, tem-se
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alel (1 A / w} 4 wh VITA|z| ) g
/RN (@)le ( —|—|x|> v ry 14 s( w1+w2)wle ( ) o

= / wi +wj L 2 eV (1 + |x|¥) dz (2.70)
Br, (0) 1+ s(w? +wd)
+

/ wwleﬁw (1 n m%) da
RN\Bpg, (0) 1 T s (w} +w3)

C(Br, (0) + € ] 5 eIV (1[5
RN\BR1 (0)

Cu(Br, (0) +C |z| =355 2T Alel (1 + |x|¥) de < oo,
RN\Bg, (0)

IN

IA

onde u(Bg,(0)) é a medida de Lebesgue da bola de raio R; centrada na origem. Assim, por (2.70),
estd verificado (2.66). Podemos entdo utilizar o Lema 2.14 e o limite (2.67), para provar que, para todo
|x| > Ry com Ry > max{Ry, R1},

w? + w? Ry— N
I o wyTwy (y=v0) 4 VI=AIR(y—yo)l — 7 | = ) 2.71
Rs-too |:</]RN 1+s(wi+ w%)wluh z)e |R(y — o)l ¢>0 (2.71)

De forma inteiramente analoga, obtemos

w? + w3 Ry _
li 1t 2 (y—%o) d VI=X|R(y—yo)| R 2 =C 0. 2.79
Rboo l:(/]RN T+s(w?+wd) 2" v)e 1By — o)l = > (2.72)

De (2.71), (2.72) e (2.69) segue (2.68), e o lema esta provado .

Apresentaremos uma estimativa inferior para ep.

— 1
Lema 2.16. Eziste uma constante Cy > 0 tal que para todo t,s > 3y € 0Ba(yo) com yo € RY fizado e

R suficientemente grande,

o VF(twy(z — Ryo), twa(x — Ryo))(sw1(x — Ry), swa(x — Ry))dx > Co(R)™

Demonstragao: Segue do Teorema 2.1 que existem constantes C7 > 0 e Cy > 0 tais que
Ci(1+[a)) "7 e VI < y(a) < Co(1 + |z)) =77 e VIl (2.73)

para i = 1,2 e para z € RY. Para |z| < 1 e para todo y tal que |y — yo| = 2 e considerando R > 1, note
que
1+ |z —R(y—yo)l <1+ [z[+ Rly —yo| < R+ R+ 2R =4R.

Segue por (2.73) que existe uma constante C' > 0 tal que

Ci(1+ |z — Ry —yo)|)~ "z e VI A le=Rly=wo)]
Cy(AR)~ 27 ¢~ VT Nlrl~2VI=X R
C(2R>_ — 1—/\6—2m}%

C(2R)"

w(z — R(y — yo))

(AVARAVARIVS

(2.74)

—1
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Usando (2.74) existe uma constante C' > 0 tal que

VF(twy(x — Ryo), twa(x — Ryp))(swi(x — Ry), swa(x — Ry)) dx

RN
= s/ VF(twy(x — Ryo), twa(x — Ryo)) (w1 (z — Ry), we(x — Ry)) dx
R
(twRyO) + (twRy°>2
= s/N 5 (twRyO B 4wl ow QRy) dx
RN | o g ((twf‘%) + (twRyo) )
1 (twRyO) + (twRyO)
> Z/ . (w{%yo Ry 4 wlwoq fy) da
Yy ((tw{%yo) + (tu}RyO) )
(twRy°> + (twRy°>2
> 1/ wlo B | oy, é@) dr
4 /By (Ryo) 1+s (( Ryo) Ryo )
1 )2 -
> - min{ (twy (2))? +(tw2 }/ (y yo)+w2($)w§(y yo)) de
4 B, (0) 1+ s((twl( )) t’u}g (0)
> Co(2R)™ "7 e 2VIT R,

O
Para nossas finas estimativas de energia precisaremos utilizar os dois proximos resultados técnicos.

Corolario 2.17. Eziste uma constante positiva C' tal que

6 o) s (ot ) o
RN
. (ol af) = oo uf) it
RN

uniformemente em y € OBa(yo),t € [0,a]; a > 1 e R suficientemente grande.

N < Clt—1/Or),

Demonstragao: Defina as fungdes reais hq(t) = ¢f(u,v) — f(tu,tv) e ha(t) = tg(u,v) — g(tu, tv).
Observe que hi(1) = f(u,v) — f(u,v) =0 e ha(l) = g(u,v) — g(u,v) = 0, para todo v e v. Além, do fato

t3(u? +v?)u
que f(tu,tv) = m, fixados u e v e derivando f(tu,tv) em relacdo a t obtemos
d d t3(u? +v?)u
dtf(u7 v) dt (1+st2(u2+v2)

3t2 (u? + v?) u (1 + st? (u? +0?)) — 3 (u® + v?) (u2st) (u? + v?)
(1 + st (u? +v2))?
3t (u? + v?) u + 3st*(u? 4 v?)2u — 2st*(u? + v?)2u
(1 + st (u? +v2))?
2
_ 3t? (u2 + v2) u+ stt (u2 —;— 112) u. (2.75)
(1 + st (u? +v?))
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Usando (2.75) obtemos

d
O] < 1f o)+ |5 f )|
< |f(u,v)| + 3t (u2 + vz) lu| + st* (u2 + v2)2 |l
<

| f(u,v)| + max {3t st*} {(u2 +0?) Jul + (v + v2)2 |u|} .

Suponha, sem perda de generalidade, ¢ > 1 e utilizando o Teorema do Valor Médio para h; , existe

um 7 entre t e 1 tal que

[ha(t) = ha(D)] < Ry ()]t = 1] < [t = 1 {1f (w,0)] + C ((u® + v*)u+ (u® +v*)?u) } . (2.76)

Similarmente obtemos

d 32 (u? 4 v + st (u? +0?)%
@) = T e 1 o)
€
|ha(t) — ha(1)] < |t — 1] {]g(u,v)| + C ((v® + v*)|v| + (u® + v*)?|v]) } . (2.77)

Ryo

Tomando u = w; " ev = wQRyO em (2.76) e (2.77), respectivamente, implica que

/ (tf (wfyo,wfy") —f (twl vo twRy‘))) wi dz

RN

+ / (tg( Ryo,wé?’yo) —g(twfyo,twgyo))wgydx
RN

= ha(thw R da| +

|H|/

hg( ) dl‘

IN

{15 (wf™, RyO)\+c(<<wfy°>2+<w§y°>2> 0 4 () + (g2 2w ) Ll da
+ -1 / {|g 0, w0l )+ O (((wf7)? + (wh*)2)wf™ + ((w]*)? +<w§y0>2>2wﬁy0)}w§ydx
= [t—1] {f 0wyl + g(w, §y°>w§y}dx
+ -1 {c wf)? 4 ()2l 4 (wfi*)? +<w§y°>2>2w{*y°)}w?ydx
e {0(<<w?y0>2+< 2™+ ((wi™)? +<w§y°>2>2w?y°)}w§ydm.
(2.78)

Vamos estimar as integrais em (2.78). Como VF(u,v) := (f(u,v), g(u,v)) tem-se

/RN{f(w{*yo iy + glwf™, §y°>w§y}dw [ VP, wf )l wi) de = <. (279)
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Usando os Lemas 2.12 e 2.14 obtemos

2 2 3 2
/ ((wfyo) + (wfyo) ) wiow dg = / (wfy°> wi dz + / (wfyo) wi W 4z = O(eR).
RN RN RN

Similarmente, as demais integrais em (2.78) tém a mesma estimativa, isto &,

2
Lo (o)
RN

(
/RN (wfyo)z N (w§y0)2 Wi Wk dz = O(ep);
(

2
2
wfyo) ) wi Wl dz = O(ep).

2
2
Ryo Ryo, Ry — .
wy ) w;w;¥ de = O(eR);

Reunindo as estimativas em (2.78), (2.79), (2.80) e (2.81), temos a conclusao do corolério.

1
Lema 2.18. Considere = 3 Se R — 400, entdo tem-se que

25

T, — 2,

uniformemente em y € By (yo) onde yo € RY ¢é fizado com |yo|| = 1.

(2.80)

(2.81)

Demonstragao: Como (wy,ws) é solugdo do problema (Su,), entao I’ (w1, ws)(wy,wz) = 0 implicando

€m

2
H(w{%yo’wé%yo)H —92) wfyow{%yodx :/

VF (w?yo,w§y°> (wfy”,wgy") dz.
RN

RN

Procedendo de forma analoga obtemos

2
H(w{%y,wg@)H —2A . wgwaydx:/R VF (w{zy,wgy) (Wi wi) da.

N

Consideramos a combinagao linear

78, = (Buf™ + (1= Bl puf + (1 - uf?)

_1 R _ (L Ruw L ryl Ry 1 Ry
e tomando 8 = 3 temos Z%,y_ (2w1 —i—iw1 ) W2 +§w2 .

Calculando J em 2Zf‘y e utilizando (2.82) e (2.83) obtemos
3

(2.82)

(2.83)
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J(2Z

R
5.Y

)

IA

J( yo+w y §yo+w§y)

2
H( Ryo +wRy é%yo +w§1})H _2)\/ (wfyo _i_wf’»y) (w;?yo +w§y> dz

RN
_/ (l—l—a(x)) VF( Ryo +wRy 2Ryo +w§y>( Ryo +wRy é%yo +w§y) dzr.
]RN

2
e+ ol o 2o o)

9\ (wfyowé%yo +w{%yo Ryo +wRy Ryo _|_wRy 2Ry> da
RN

2
+ wayo Ryo

2
R
i u

_/ (1+ a(x)) VF( Ryo _|_wRy é%yo +w§y)< Ryo +wRy é%yo +w§y) de
RN
[ TPl wf) @i, wf ) dot [ TP wf)wl, wf) ds
RN RN
+2< Ryo >+2< Ryo 2Ry>72)\/ (wfﬁyowQRerwfngiyo)dx
RN
f/ (1+a(m))VF< Ry°+w v, Ry°+w )( Ry°+w Y Ry°+w )dx
RN
VE@ W)l wf) o+ [ VF@E wf) ol wf) do

RN RN
+2< Ryo >+2< Ryo Ry>

_/ (1+a(x)) VF( Ryo _|_wRy é%yo +w§y)( Ryo +wRy JO +wRy) da
RN

[ TPl ) @i, wf ) dot [ TRl wf) ds
RN RN
+2< Ryo >+2< Ryo §y>

_/ VF( vo+wRy é?yo +w§y)< Ryo +wRy é:iyo +w§y) dx

]RN

_/ a(x)VF( Ryo +wRy §yo +w§y)( Ryo +wRy é?yo —i—w?y) dx
]RN
VF(wi wy™ ) (wi™ wy®) de + | VF(wi, wy®)(w™, wy) da

RN RN
+2< Ryo >+2< Ryo w§y>

_/ VF( Ryo +wRy yo +w3y> ((,wfyo fyo) +( Ry+w3y))d$
RN

—/ a(x)VF (wfy" +wfy,w§y° +w§y> ( Ryo —|—wRy Ryo —|—w ) dx
RN
VF(wi™, wy®) (wi®, wy*) dz + | VF(w™, wi)(wi, wg) da

RN RN
+200y™ i) 1+ 20wy wy™)

,/ VF( Ryo +wRy 2yo +w§y) (wfayo7 Ryo) de
RN

,/ VF( Ryo +wRy gyo +w§y) (wfy §y> da
RN

7/ a(x)VF ( Ryo 4 wRy 2Ry0 + wfy) ( Ryo 4 wRy Ry" + w, ) dz. (2.84)
RN
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Ademais,
VF (w{?yo +whY w4 w;y) <wfy°,w§y°) > VF (w§y07w§yo) (w{%yo7w§yo) ’ (2.85)

pois como a fun¢do h(z) =

g é crescente para x > 0 e visto que w; > 0 para ¢ = 1,2, tem-se
sx

VF (w{%yo ol v | wé%y) (wfyo,wfy‘))
=f (w{%yo + w{?y, w;?yo + wé%y) wﬁyo +g (w{%yo + w{%y’wé?yo + wé%y) w;?yo
2 2
Ryo Ry Ryo Ry
(wl +wy ) + (w2 + w, )
— - - {(w{%yo + wfw) wi%yo + (wfyo + wé%y) wé%yo}
14s <(wfy° n wfz;) n (U)QRyo 4 wfy) )
2 2
(wf) + (v5) a4 (e’
{0 (27
2 2
1+s <(wfy°) + (wfyo) )

R R R R
=VF (wl y07w2 yo) (wl yo’,w2 yo) .

%

Decorre de (2.84) e (2.85) que

R R R R
J(ZZ};@,) < 2wy, wi) + 2wy wy)

(2.86)
— / a(z)VF (wfyo + wlt Wl 4 wQRy) (wfyo + w¥ w4 wfy) dz.
]RN
Resta estimar o termo integral em (2.86), visto que ja sabemos que
(W™, wi™) = op(1) = (wy™", wy"). (2.87)
Utilizando (a2) e o Lema 2.12,
/ la(z)|VF (wfy‘) + wl Wl 4 w§y> (w{zy‘J + wi Wl 4 wfy) dx
]RN
R Ry\? R 2\
((w1 w4 wf) 4 () )
= [ Jato) (288)

2 2
. +s((wffyo M{ey) n (wgcya +w§y) )
Ryo Ry 4 Ryo Ry 4
<C la(x)| (wl +w; ) +(w2 + wy > dz = o(eR).
RN

Logo, segue de (2.86), (2.87) e (2.88) que J(2Zf‘y) — 0, se R — 400, uniformemente em y € 9Bs(yo)-
PRI
Resta mostrar que

Tfy — 2, quando R — oo.
3

De fato, argumentando por contradi¢ao, suponha que existem § > 0 e subsequéncias R, — o e y, €
0Bs(yp) tais que a sequéncia

T, :=TF"  satisfaz |T,, — 2| > 6.

2:Yn
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Como {T,} C R é limitada pelo Lema 2.13, existe uma constante T tal que
T, —» T quando n — oo.

Por (2.4), se (tu,tv) € N, t € RT, entdo

1w, 0)[|2 — 22 /RN w dz = /RN (14 a(2)) w dz. (2.89)

Visto que 77 Z%» ¢ A/, segue de (2.89) que

2:Yn 3,Yn

lRyo 1Ry1Ryo 1Ry Yo 1Ry 1Ryo 1Ry
n nni n nYn Ry nYn n nYn d
H( +2 22 +2 + 2 +2 T

1,,Rn nYn Rn Rnyn Rn Rnyn , Rn Rnyn
VF(T(wly"—i— wly) ( y°+wy))(w1y°+w1y,w2y°+w2y>

M\»—A

-1, (+at@) -

Por um lado, como (w1, ws) é solugdo de (S ) e pela invaridncia por translagdo tem-se

2
H <1 Rnyo + = 1 Rwyw } 2 Rnyo + = 1 Rnyn> _ 2)\ (1 Ryyo + = 1 Rnyn> (1 Ryyo0 + = 1 Rnyn> dx
RN

(2.90)

212 2 2 2 2" 2
1 Rnyo 2 1 Rypyn 2 1 Ryyo0 Rpyn 1 Ryy0 2 Rpyn 2 1 Ryyo Ryyn
ok e a1 T IR TCRSTR R 1l +3 (wf )

1 g 1 wh 1 g 1 wh
—2) nYo nYn - nYo nYn d
/]RN (2 v ) (2 w2 Y v

1 1 1
2ol + 3 lonl® o, (1) + s +  lheal® + o, (1)

1 g 1 1 1
nY0, Rn¥yo Rnyo, Rnyn Rnyn, BEnyo Rnyn, Bnyn
— 2)\/N <w1 w, + YWy + VRN + 7w ws dz
R

1 1 2
novog gl 5 fual® =27 [ Fwies da

1 2 1
= - H(wl,wQ)H2 — 2)\/ —wiwy dr = — VF(wy,ws)(w,ws) dz.
2 RN 4 2 ]RN

(2.91)

wi(0) + w3(0)

Por outro lado, por (a1), (F1), VF(wi,ws2)(wy,ws) < e pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue obtemos

1 / (1 () ( ( “ e wl nyn) »In (%wz Yo 4 %“& nyn)) (“ﬁ O wy Y w?"‘y")
+ a(x R R
]RN

4

Iy
2

Rnyo Rnyn 1, Rnyo 1, Royn Rnyo , Rnyo Rpyn ,, Rnyn
w1 + w1 T | 5wy + 5wy w; Y, wy + (w; , Wy

/ 2
= .
4 2

1 / (% Rnyo + %wfnyn) ’Tn (%wfnyo + %wfnyw)> [(wan,yO’sznyO) + (w{%nyn?wfnyn,)}
4 Ty
4 2
2 VF (L (wy,ws) (wi,w
n— f/ (2( 17T2)( ! 2)) dx.
4 Jon T

(2.92)
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De (2.90), (2.91) e (2.92) temos

1 2 [ VF(T (wr, :
5 [ VE(wi,wa)(wr,w,) do — 1/ 5 ;UQ) G
RN RN

2

Por (Fy) segue que T' = 2. Contradigao. Logo,

Tfy — 2, quando R — oo

3
e finalizamos a prova do lema.
O

No proximo resultado demonstraremos uma versao para sistemas como ja vimos no Lema 1.14 para o

caso escalar.

Lema 2.19. Considere a,b, c,d nimeros reais positivos. Entdo existe uma constante C' > 0 satisfazendo
F(a+b,c+d)— F(a,c) — F(b,d) — VF(a,c)(b,d) — VF(b,d)(a,c)

> —C{(cd)2 + (ab)?® + (ad)? + (bc)Q}.

Demonstragao: Seja t > 0 e a fungdo real j(t) := F(a + tb,c + td). Observe que j é crescente. Defina
G(t) =4'(t) = VF(a +tb,c + td)(b,d). Note que
_ (a+tb)? + (c + td)?
Git) = 0T s((at )2+ (c+ td)2)] (a4 tb)b + (c+ td)d
Z%(t)
1+ sZ2(t)

[(a+tb)b+ (¢ + td)d].

Derivando G(t) temos para todo ¢t > 0

/ s 2\ _ 2. s /

G'(t) = 222 (1+(1fs)22)§ 2522 [(a+tb)b+ (c+ td)d]
Z2(t)
1+ sZ2(t)
- g -21—ZSZZZ)2 [(a + th)b + (c + td)d]
Z2(t)
1+ sZ2(t)

+ (b* +d?)
(b* +d%) >0,
logo j’ é crescente. Pelo Teorema Fundamental do Célculo e o crescimento de ;' j& verificado tem-se

F(a+b,c+d)— F(a,c) — VF(a,c)(b,d)
= j(1) = 3(0) - j'(0)

- / J(t)dt — 7'(0)
0

> /Oj’(O)dt—j’(O)zo. (2.93)
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Agora vamos estimar —F' (b, d)—V F(b,d)(a, ¢). Definat(t) = F(tb,td). Entdo ¢’ (t) = VF(tb,td)(b,d),
¥(0) = F(0,0) =0 e ¢(1) = F(b,d). Utilizando o Teorema Fundamental do Célculo segue que

—F(b,d) — VF(b,d)(a,c)
_ /O V/(t)dt — VF(b,d)(a,c)

L (th)? + (td)? B4 32
,/0 T s((h)2 1 (1)) (tb* 4 td?) dt — m(ba + dc)

Y

1
— / t3(b% + d*)? dt — (b* 4 d?)(ba + dc)
0

_ oy Z‘F)z — (b + d?)(ba + dc)

1
-1 {b4 + d* + 2b%d? + 4ab® + 4b%cd + 4abd® + 4cd3}. (2.94)
Considere 0 < b<a e 0 < d<c. Note que
i) b* + 4ab® = (ab)? v + ol (ab)? v + dal _ 5(ab)?;
N a?  a |~ a2 a |~ ’
ii) d* + 4cd® < 5(cd)?, analogamente;

2 2 2) 56 | 4b 2) 5b? 2 2
iii) 5(ab)® 4 4abd* = (ad) = + — ¢ < (ad) Z +4 5 <5(ab)” + 4(ad)*;
a

iv) 2(bd)? 4 4b%*cd = 2(bc)2{iz + 221} < 2(bc)2{1 + 2} < 6(bc)?.

De (i) — (iv) segue que (2.94) resulta em
—F(b,d) — VF(b,d)(a,c) > —i{B(cd)Q + 5(ab)? + 4(ad)® + 6(bc)2}. (2.95)

O casoem que 0 < a <be0 < c <dé andlogo (simétrico). Portanto, segue de (2.93) e (2.95) o
resultado.

Lema 2.20. Existem numeros Rs > 0, n1 > 0 tais que
I(TF,ZE,) < 2mos —m

para cada R > Rs e para todo y € OBs(yo) e 5 € [0,1].

Demonstragao: Inicialmente vamos escrever a combinacao linear na forma simplificada

T, 28, = (6T/§,yw{2y°+(1—ﬁ)T£wag, ﬁTé?ngy"—I—(l—ﬂ)Té?ngy) = (tlw?yo +tow!™ tywlo —l—tgwfy).
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Além disso, tomando u = tw; Ryo 4 tgw ev=tiw, Ryo o tgw em (2.1) segue que

I(t w4t w4+ twl)

2
= 3 H(t w) Ryo 4 tzwl t1wRy° + tow, y)H — )\/ (t1wf“y° + tgw )(tley0 + t2’w§y) dx
RN

/ (t1w1 vo tgwl , twy Ryo 4 tgw YYdz
L 2 Ryo |2 Y2 Ryo Ry Yo 2

3 /. t1|Vw1 12+ 2| Vwi)? + 216, Vol Vel + (L w0 + tyw!) }dx
—&—5/ [t2|Vw§’y°|2 + 2|Vl + 261t Vs Vol + (L wi? + towl )2} dx

R Ryo, R Ry, R Ry, R
%wl Vst 4 tytyw P ws + titaw w4 2w w y} dx

/ (tleyO—i—thl t1w2y°+tw Y) da
L.l

t2
(A) = 51 vayo|2 + (w Ryo) + |VwRy0|2 + (w Ryo> } —)\t% /RN {%vo é?yo dx
(B) —/ F(tyw™ tywi°) da
RN
t2
© 2 [ [Tl R 4 Vel @] -0 [ wlheltds
]RN ]RN
(D) - / F(tawl™ tywl?) da
RN
(E) +iito /N {wayOway + w{%yow{%y + Vw?yOVwé%y + w?yowé%y} dz
R
(F) Aty /R Gl ) de
(@) —/RN [VF(t1w1 Y0 1w (ol tywl?) + VF (tw? tywl )(tlwf’yo,tlwfl’o)} da
(H) +/ [VF(t1w1 Yo w0 (taw i, tyws?) + VF (tawf?, tyws?) (tw) tley‘))} dz
RN
(I) —/ [F(tlw1 Y 4 owl™ twi 4 twl?) — Ftw twl0) — F(tw!, tley)} dz
RN
(J) —/ a(z)F(tywl™ + tow!™  tywl + tywl?) da. (2.96)
RN

Vamos estimar cada uma das linha de (A) a (J). Para as linhas (A) e (B), desde que (w1, ws) sdo solugdes

de energia minima e pela invariancia por translacao nas integrais do funcional I, temos que

(4) + (B) = Lo (trw™, t1w,™) < .
Analogamente para as linhas (C') e (D) temos

(C) + (D) = Lo (t2wl™ tywl) < mo,.

(2.97)

(2.98)
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A linha (I) pode ser estimada pelo Lema 2.19

F (t 1w Ryo +t2w1 s t1ws Ryo +t2w ) F (tlwl vo tleyD) - F (t2w1 thRy)

— VF (tlwfyo,tle ) (tgwl tgw ) VF (thl t2U}2 ) (tlwl vo tleyo)
R R Ryo\?
> —C (tlw Yo tow, y) + (tlw Yotow) y) + (t L wityw) y) + (tzwl Yt wy yﬂ) :
Integrando e invertendo os sinais temos
— / [F (tlwl Yo+ towy Ry ,twy, Ryo 4 ¢, wy ) —F (tlwl Yo tleyo) —F (tgwl , tawy, y) } dx
RN
< f/ [VF (tlwf%,tlwfyﬂ) (tzwl  byws ) +VF (thfy,thfy) (t1w1 vo tley°> ] da
RN
2 2 2
—|—C’/ { (t1w§y°t2w§y> + (tlwf90t2wf9) + (tlwfyotgwfy) + (tg’UJl ytleyo) }d:z:.
RN
(2.99)

Utilizando os Lemas 2.12 e 2.13, equagao (2.73), (az2) e tomando pg tal que v1 — A < pp < 2v1 — A,

segue que

/ (t1w2 yotgwRy)2 dr < C(t1t2)2/ e 2VI=Ale—Ryol g =2V1=Ale=Ry| ;.
RN RN
< C(t1t2)2/ e Hole—Ryolg=2V1=Alz=Ry| 4,
RN
< COftyty) e PolBvo— Byl < O (4y4y)2e 200 — o(ep) (2.100)
e analogamente
Ry Ry 2 Y R 2 R 2
C (t1w1 tow ) + (tlw “tow, y) + <t2w1 Yt wy y“) dz = o(eRg). (2.101)
RN

Logo, de (2.99), (2.100) e (2.101) segue que
(H)+ (I) < o(er). (2.102)

Vamos estimar a linha (J). Utilizando os Lemas 2.12 e 2.13, equagdo (2.73), (az) e para i,j = 1,2

[ Ja@ltt )t do < ofer) (2103)

/RN\a(x)Ktjwfy)‘ldx < oleR). (2.104)
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Observando que a(z) pode mudar de sinal, segue de (2.103), (2.104) e (F3) que

(J)g/ a() 7 (treof™ + byl 1y 4 1yf") d
RN

1
< 5/ la(x)|VE (t 1w Ryo +t2w1y t1wy RByo 4 ¢, wy ) (tlwl Yo —|—t2w1 , bW, RByo 4 ¢, wy ) dx
RN

1/ o) ((t wlyﬂ +t2w ) + (t wzyﬂ + towy )2)2 N,
2 Jmw 1+s<(tw1y°—|—tw ) +(tw2y°+tw ))

< ;AN|a(x)|<(t1w v 4wl ) (t wy¥ + tow, y>2>2 dz
<C RN|a(x)|<(t1w{%y°+t2w1 ) (t Fvo o ol ) ) dz

<cC RN|a(x)|<(t1wRy°)4 + (tgwRU)4 + (1 wRyo> + (t2w§y>4) dz < o(er).

(2.105)
Resta estimar (E), (F), (G). Temos dois casos a analisar: § em um pequeno intervalo contendo 1/2 e
B nos intervalos complementares em [0, 1]. Quando § = 1/2, utilizando que (w1, ws) é solugdo de (Sy),

o Corolario 2.17 e o Lema 2.16 com t,ts > 1/2, Cy>0e C >0 temos que

(B) +(F) +(G)

R R Ryo, R R R Ryo, R
= tltg/ [le YVwY + w;y y"wlerVwa"VwaerQyowa] dx
RN

)\tltg/ (wfyo 2+ w?yowfy) dx
RN

—/ [VF (tlwfy",tle ) (tgwl t2w2 ) +VF (tgwl t2w2 ) <t1w1 tleyO)]dx
RN

t1t2 R R Ryo. R R R Ryo. R
= 5 {le Vw4 wiw + Vw, " Vw4 wy ¥ w, y] da
RN
t1t2 R R Ryo. R R R Ryo. R
5 [v yovwly+w Yo 1y+vw2yovw2y+w2yow2y] d.%'
]RN

A
— 7t1t2/ (wfyowgy + w?yowfy) dx
212 |y
A
- *t1t2/ (w{%yo o +w§y°w§y> dx
212 | .
—/ [VF (tlw?yo tleyO) (t2w1 Y tywlt ) +VF (tgwfy,tgwfy) (t1w1 Yo tleyO) ] dz
RN
¢ t
= t1VF( I, fy()) (wf'yway) dz + 71/ tzVF( Ry w§y> (wfyo §y°> dx
2 RN 2 RN

*/ [VF (hwﬁyo t1wRy°) (tzwly tows’ >+VF (tgwl  tywd ) (tlwl vo tleyO) ] dz
RN
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t
:52 {t1VF( Ry QRy") (w{%y wQRy) VF (tlwfyo tley") (wfy,wQRy)}dx

RN
t
+ 51 {tQVF( Ry wfy) (wf‘y" 52]0) VF (tgwfy tgwRy) (wf‘y" Ryo)}dm
]RN
1
— 5/ [VF (tlwfyo tleyo) (tgwl tgw )—|—VF (tgwl tgw ) (tlwl o tley‘)) ] dx
RN
t
_2 / (tlf < Ryo Ryo) —f <t1w1 Yo tleyO>> w{?y dx
2 | Jon

t

+2 / (hg( Ryo é?fyo) —g (tl’wl Yo tley°)> wi dz
2 RN
t

+ 2 / (t2f< Ry Ry) —f (t2w1 Y thRy>) w?yo dx
2 | Jaw

t
42 / (tgg (w?y,wg’y) —g (tgwl t2w2 )) wQRyO dx
2 | Jan

1
- 5/ [VF <t1w1 vo tleyO) (t2w1  twy ) +VF (tgwly tywy’ ) (tlwf’yo tleyO) } dz
RN
to t
<2Clt = 110(er) + 5 Cltz = 1|0(er)

1

- 5/ [VF (t1w1 o tleyo) (tgw{%y,tgw?y) +VF (tgw{%y,tgw?y) (tlwfyo,tlwgyo) } dx
]RN

t t _
g;C\tl — 1|O (ER) + 510|t2 — 1|O (ER) — Coeg.-

Portanto, . ;
(B)+ (F) + (@) < gcul —1|0(eR) + 510|t2 — 1|0 (eg) — Cocr. (2.106)

Como 0 < t1,ta < Tpe t1(R) — 1, ta(R) — 1, se R — o0, pelo Lema 2.18, entdo tomando Ry > 0

suficientemente grande e § € (O, %) suficientemente pequeno, temos que

C
(B) + (F) +(G) < =en, (2.107)
1 1
para todo 3 € {2 — 0, 3 + 5} , Y € Ba(yo) e R > Rog. Assim, por (2.97), (2.98), (2.102), (2.105) e (2.107),

51

1
para todo B € [ — 0,3

B + 5] , Yy € Ba(yo) e R > Ry, provamos que

C
It wi™ + towl™ twl + twl?) < 2my, — 7053 +o(eR). (2.108)

Observe que neste argumento utilizamos a continuidade de Tﬁ}?y nas varidveis 3,y e R.

v3 5) (% + 9, 1]. Para isto, sem perda de genera-

Finalmente, estudamos o segundo caso 8 € [
lidade, fixemos 3 tal que 0 < 8 < % —6. Entao 1 > 1 -3 > 3 + 4. Note que, se Tﬁpfy < 2, entao
ty = TF,B € 0,1 =20 ety = TF (1 —p) € [1+25,2], ou seja, temos t; < 1 et > 1. Por outro
lado, se Té?y > 2, entdo t] = Tﬁﬁfyﬁ €[l —20,+00] e ty = Tﬁﬂ”y(l — /) € [1 + 24, +00]. Juntando isto e as

estimativas anteriores de (2.97) a (2.105) e o Lema 2.4-(c) mostramos que

I(tyw; Ryo 4 t2w1 ,t1ws5 Ryo 4 tgw Y)Y <Moo — 7 + Moo — 7 + O(eR). (2.109)
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1 1
V€ [0,26} U {2+5,1},y€B2(y0)eR2R1.

Portanto, concluimos o lema juntando os resultados em (2.108) e (2.109) para todo
B €[0,1],y € 0Ba(yo), R > max{ Ry, R1 }.

Lema 2.21. Dado nimero real ny > 0, existe um nimero real Ry > 0 tal que
I (TOI?yZ(fy) < Moo + 72,

para todo y € 0Ba(yo) e R > Ry. Em particular, m < mq

Demonstragao: Comecamos observando que, pelo Lema 2.12 e a equagdo (2.73), para i = 1,2 ja vimos
em (2.105) que

/ N|a(x)\F(T0’?yw{*y,Tg?yw§y) dz < o(eR). (2.110)
R

Escolhendo (u,v) = (Téfyw{%y,Tgway) = Z§, em (2.6) e utilizando o Lema 2.4 e a desigualdade
(2.110) temos

1 (Tl T, wi ) = Lo (T8, wi, T8, wh) - / af@)F (T8, w, T, wi ) de

RN
< max I, (twf‘y,twf’y) +/ la(x)|F (T(f%wa‘y,Tfwa‘y) dz
t>0 RN ! ’
=1 (wfy,w§y> —|—/ la(z)|F (Tfway,Tfyw§y> dz
RN
- / a@)|F (Tl T,wf? ) de < mew + ofen).
RN

Assim, o resultado segue e o lema esta demonstrado.

2.6 Demonstracao do resultado principal do sistema

Para a demonstragao do Teorema 0.2 serao utilizadas ferramentas do tipo min-maz. Precisamos
introduzir a fungdo baricentro em H'(RY) dada em [16]. Sejam u € H*(R™)\{0},

1 > e continua
p(0)(a) = s /B ) d e ¢
¢ +
) = (o) - § max u()(e) ) 7€ Cof®Y)

onde 1(B1(0)) é a medida de Lebesgue da bola unitaria. A fungio baricentro de u é a aplicacdo definida

por
— 1
Bu:zf—/ zu(x) dx.
(u) T Jox (z)

A funcdo baricentro possui as seguintes propriedades:
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i) B é continua em H'(R™)\ {0};

ii) Se u e H' (RY)\ {0} ¢ radialmente simétrica, entdo B(u) = 0;

111

)
)
) Para todo t € R\ {0} e todo u € H* (RN) \ {0} tem-se B(u) = B(tu);
)

iv) Dado z € RY tem-se B(u(z — z)) = B(u) + z.

Agora consideramos a defini¢do da fungéo baricentro do par (u,v) € H\{(0,0)} dada em [5]:

1
B(u,v ::i/ z (u(z) +v(z)) dz € RN,
(00) = e [ (@) +2(2)
Convém salientar que, se u,v # 0, entao
i & v %
B(u,v) := v).
) = o )

Assim, B esta bem definida e verifica propriedades analogas as (i)-(iv).

Definida a funcao baricentro, podemos demonstrar o seguinte resultado:

Lema 2.22. Suponha que m ndo seja atingido. Entio m = my, e existe um n > 0 tal que
B(u,v) # 0, para toda (u,v) € N' N [™="7;
onde denotamos
It = {(u,v) € H' (RY) x H' (RY); I(u,v) < me + 1} .

Demonstragao: Suponha que m nao é atingido. Pelo Lema 2.11, m > mq, e do Lema 2.21, a desigual-
dade invertida. Logo temos a igualdade m = mq,.

Argumentando por contradigdo, suponha que para cada n € N exista {(p,,¥n)} C N satisfazendo
I(on,¥n) < m+ o0,(1) e, ainda, B (¢on,¥,) = 0. Segue disto que {(pn,¥n)} C N é uma sequéncia
minimizante para I. O Principio Variacional de Ekeland, por instante vide [46], nos fornece uma sequéncia

{(un,vy)} para I restrito a N no nivel mq, onde tal sequéncia é (PS) e satisfaz
H(@na wn) - (unvvn)” —0, quando n — 0.

Ja vimos pelos Lemas 2.5 e 2.7 que toda sequéncia (PS) em A é limitada e como m nédo é atingido,

podemos usar o Lema 2.10 para garantir a existéncia de uma sequéncia
{2} CRY: ||lznll = 00 € [[(tn,vn) — (w1 (- = 23) , w2 (- — 2,))|| = 0, quando n — oo

onde (wy,ws) é a solugdo positiva, radial de energia minima do problema limite.

Por translagao temos
Un(z + 2,) = wi(x) +0,(1) e vu(z+ 2,) = wa(x) + 0,(1).
Usando as propriedades da fungdo baricentro e que B (¢, ¥,) = 0 temos

B(pn( + 2n), Yn(x + 21)) = B(n, ¥n) + 20 = 2n,
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e ainda pela continuidade da funcao baricentro B na norma em H

B(pn(x + 2zp), Yn(x + 2,)) = B(wi(z), we(z)) = 0.
que configura uma contradi¢do, pois ||z, | — .
(]

Por fim iremos demonstrar o resultado principal onde utilizaremos os resultados que obtivemos ante-

riormente.

Prova do Teorema 0.2 :

Inicialmente, suponha que m é atingido para algum (u,v) em A . Consequentemente, pelos Lemas
2.4(b) e 2.6 temos que (u,v) € uma solugdo nao trivial para o problema (S) . Suponha entdo que m
ndo seja atingido. Segue do Lema 2.22 que m = my, € podemos fixar 1y € (O7 m?oo) tal que I(u,v) <
Moo + M2, Y(u,v) € N e B(u,v) # 0 e ainda, pelo Lema 2.21, para todo R > R4

(T3, Z8,) < Mmoo + 12, Yy € 0Ba(yo). (2.111)
Segue do Lema 2.20 que podemos escolher 7, entre (0, %) e para todo R > Rj3
I(TF,ZE,) < 2me —m, Yy € 0Ba(yo), B € [0,1]. (2.112)
Fixe R > max {R3, R4} e defina a seguinte aplicagio

H: Bg(yo) — Nm]Qm"oinl

(2.113)
Byo+(1—Bly — TR ZE . VyedBs(yy), B e l0,1].

O objetivo agora é mostrar que o funcional I tem um valor critico no intervalo (muo,2my,). Argu-
mentando por contradi¢cao, suponha que tal valor critico nao exista. Como m nao é atingido, podemos
utilizar o Lema 2.11 para garantir que o funcional I restrito a A satisfaz a condi¢io de Palais- Smale no

intervalo (meo, 2myo). Logo, existe um e > 0 tal que
(I |n) (u,v)|| > e paratodo (u,v) € N NI Hmeo + 02, 2mee — m1].
Isso implica que, pelo Lema 5.15 [46], existe uma aplicacdo (deformacdo) continua
DN NP s N [Tt (2.114)

tal que D = id (aplicagdo identidade) para todo (u,v) € N N [Met72,
Por (2.111), (2.112), (2.113) e (2.114) podemos definir a seguinte aplicagdo continua

I BQ(O) — (9B2(0)

2.115
. oA (2 BoDoHoA(x) ) , ( )

|BoDoHoA ()]
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onde B ¢ a aplicacao baricentro e as aplicagdes continuas A; e A sdo definidas como segue

A1 : BZ(O) — Bg(yo)

(2.116)
T — T+ Yo
e
A2 : BBQ(O) — 332(0)
2y (2.117)
I Y—Y%
[yl
onde y € 9Bs(yp). Além disso, se S = 0 segue que
H(y) = T4%, 25, (2.118)
Por outro lado, usando as propriedades da funcdo baricentro note que
BT, 28,) = BT, (wf,wi)) = B (w[¥,wf?) = B(wi(w),wa(x)) + Ry = Ry. (2.119)

Como D = id para todo (u,v) € N N IM=+"2 tem-se por (2.115), (2.116), (2.117) , (2.118) e (2.119)

que

BoDoHoA1(y — yo) ) B(Tfyzé% ) ( Ry >
T(y — o) = As (2 — A, 277 -y =y — 1.
(y — yo) = A2 < [BoDoHoA, (y — o] IB(TE 28] P\TRy) —0 Y

Temos uma contradi¢ao, pois a aplicacao continua I' nao pode existir pelo Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer, veja Teorema 3.5 em [7]. Portanto, a contradi¢do neste caso veio de supor que I ndo tem um
valor critico no intervalo (muo, 2Mm«).

Para discutir a existéncia de uma solucao positiva v > 0,v > 0, consideremos o funcional

I u,0) = gl )l = [

uvaxr — a\xr 'U,+’U+ x.
[ Jwde= [ (4 al@) Pt

Para maiores detalhes sobre este funcional I, veja a Proposicao 1.12 em [46].
Aplicando os mesmos argumentos anteriores do funcional I, pelo Teorema 0.2 podemos obter uma
solucao do problema

_ _ ut ((uh)? + (v1)?) N

Au+u (1+a(:v)) s ) ( ))—i—)\v em R

(S-i-) B B ((U,+ 2) N
Aervf(lJra(x)) S T (U+))+)\u em RY.

Somando as duas equagoes do sistema (S;) temos

ut ((uh)? + (v1)?)
14 s((ut)?+ (vh)?)

vt ((Wh)? + (0h)?)

—A(u+v) + (1= N (u+v) = (1+a(z)) L+ s((ut)? + (vF)2)

+ (1 +a(x))

Desde que 0 < A < 1, por (a1) e pelo Principio do Méximo temos que u + v > 0.
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Adicionando Au a ambos os lados da primeira equagao em (S,) temos

ut ((u+)2 + (v+)2)
L+ s((uh)? + (vh)?)

—Au+ (1+Nu=(1+a(x)) + AMu +v) > 0.

Novamente por (a1) e pelo Principio do Maximo temos u > 0. De maneira analoga, v > 0. Assim, (u,v)

é uma solugao positiva de (Sy).
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